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Introduccion

La teoria cinética describe un gas como un sistema de muchas particulas (apro-

3 en condiciones normales) moviéndose a altas

ximadamente 103 moléculas por cm
velocidades de acuerdo a las leyes de la mecanica clasica. Las particulas interactiian
cambiando sus velocidades por choques binarios y los efectos quimicos o eléctricos no
son considerados. Debido a la dificultad de realizar un estudio del comportamiento

individual de cada molécula, se introduce una descripciéon estadistica del fenémeno,

en particular es interesante determinar si es posible encontrar alguna funcioén,
f(z,t,v) >0,t>0,2,v€R.

La cual representa la funcion de densidad de la probabilidad de que una particula
se encuentre en el punto x , en el instante ¢ , moviéndose con una velocidad v. Las
bases para esta teoria estadistica fueron establecidas en la segunda mitad del siglo
XIX. James Clerk Maxwell (1831-1879) encontr6 la funcion de la distribucion de
velocidades de las moléculas de un gas en equilibrio térmico. Ludwig Boltzmann
(1844-1906) estudio el problema de un gas partiendo de cualquier estado inicial

derivado de la Distribuciéon de Maxwell:

m .3
2

13 exp(— e = VI
2rkT

Jeg = o ST

exp(

donde o,V y T son la densidad (nimero de moléculas por unidad de volumen), la

velocidad de flujo y la temperatura absoluta del gas. De otra parte, m es la masa de



una molécula y k es la constante de Boltzmann [?|. En 1872 el propio Boltzmann

estableci6 la ecuacion:

%f(t,l‘,@) +’U.me(t7'r’v> = Q(f’ f) (1>

donde Q(f, f) = [as Jjpmy w - (v — Ww[f () f(v') — f(u) f(v)]dwdu se conoce con
el nombre de Operador de Colision. Ademés, v = v —w- (v —w)wy v =u—w-
(v — u)w, representa las velocidades de las moléculas después de la colision. Para
una descripcion detallada sobre el desarrollo de la teorfa matematica ver [?] y [?].

Si la funcion f es independiente de ¢ , la ecuacion (?7) se transforma en:

0.V, f(z,v) =Q(f, f) (2)

la cual se conoce con el nombre de ecuacion Estacionaria de Boltzmann. El caso
estacionario es una de las multiples variantes que se puede encontrar en la literatu-
ra, también se conoce el caso homogéneo de la ecuacién de Boltzmann, lo mismo
que la ecuacion de Boltzmann cerca al vacio y la ecuacion de Boltzmann cerca del
equilibrio ver [?].

La ecuaciéon Povzner es un modelo que describe la evolucion de la funcion de distribu-
cion de la densidad del nimero de particulas (o masa) para un gas. Fue introducida
por primera vez en [?|, en un contexto puramente mateméatico en la solucion de
un problema de valor inicial para un tipo de ecuaciéon de Boltzmann espacialmente
no homogénea. La ecuacion introduce una regularizacion espacial, o “smearing” de
las colisiones, lo que hace que sea posible demostrar la existencia global para el
problema de Cauchy por métodos desarrollados para la ecuaciéon de Boltzmann es-
pacialmente uniforme. Entre los pocos trabajos donde aparece la ecuacion Povzner,
mencionamos el de Cercignani |?]. Lachowicz y Pulvirenti [?] obtienen un tipo de
ecuacion de Povzner como un paso intermedio en el proceso de la dindmica de muchas
particulas a las ecuaciones de Euler.

La ecuacion Povzner y otras versiones de la ecuacion de Boltzmann espacialmente

regularizada aparecen también en estudios de convergencia por medio del método



Monte-Carlo en dinadmica de gases enrarecidos [?, 7, ?].
Soluciones de tipo L' para la ecuacion no lineal estacionaria de Boltzmann han sido
obtenidos por técnicas de compacidad débil. Ejemplos de resultados de existencia
cerca al equilibrio para la ecuacion estacionaria de Povzner en dominios acotados
de R™ son obtenidos en (|?], [?]), y soluciones L' para la ecuacién no lineal esta-
cionaria de Boltzmann en un “slab” o “bloque” es estudiado en ([?], [?]). También en
el semiespacio para la ecuaciéon no lineal estacionaria de Boltzmann en un “slab” o
“bloque”; para un operador de colision truncado para grandes velocidades y valores
pequenos de la componente de la velocidad en la direccion del “slab” o “bloque” (ver
[?]). Soluciones estacionarias al problema exterior para la ecuacion de Boltzmann
son estudiados en [?].
Para dominios acotados en R™ un resultado de existencia fué obtenido para la
ecuacion no lineal estacionaria de Boltzmann, bajo un truncamiento adicional para
pequenas velocidades (ver [?]).
En el presente trabajo se resuelve el siguiente problema: Hallar u : [a, b] x Rt — R*
que satisfaga,

ou(x,v)

v = g(u,u)(v), para casi todo (x,v) € [a,b] x R"; 0 € (a,b), a+b>0

u(a,v) = u(b,v)

mediante técnicas del célculo variacional en algtin espacio de Banach adecuado por

ejemplo L — L™, se obtiene una solucion generalizada para este problema; entendida

esta como,
1 du o)
uGE::{UGL[a,b]:a—EL [a, b], udv<oo},
T
0

con,

fulle = Il + oo

ullg == |ullpja — :

B LHas] Ox Il L>[a,b]
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que satisface,
b b

ow
—/vu% dx = /g(u,u)wdas,

a a

para toda

we E* = {u € L'a,b] : % € L>®[a,b], u(a,v) = u(bﬂ))}
Este resultado es el primero en la literatura para la ecuacién no lineal estacionaria
de Boltzmann con estas técnicas no triviales. Para técnicas variacionales ver |?] y [?].
Métodos variacionales se han estudiado en [?, ?] para obtener soluciones no triviales
de tipo L? para la ecuacién estacionaria de Boltzmann con dato en la frontera
dependiendo de un maxwelliano. Para la ecuacion estacionaria de Boltzmann cerca
al equilibrio en R"™ la situaciéon es més clara para técnicas de mapeos contractivos,

existen muchos resultados de existencia (ver [?], [?], [?], [?]).[?])-



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dedicado a presentar algunos resultados previos que servirdn de
soporte a los resultados que se obtendran en el proximo capitulo. Teniendo en cuenta,
que se asumen conocimientos generales de analisis, topologia y teoria de la medida

por parte del lector.

1.1. Espacios de Hilbert

Definicién 1.1.1 (Producto interno). Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K,
donde K =R ¢ K = C. Un producto interno sobre V es una funcion ® : VxV — R

que cumple las siguientes propiedades para todo u,v € V' y para todo a € K :
1. &(u+v,w) = P(u,w) + P(v,w)

2. ®(au,v) = ad®(u,v)

3. ®(u,v) = &(v,u)



4. ®(u,u) >0 (e R)
5. ®(u,u) =0« u=0.

Notacion. Si ® es un producto interno, escribiremos ®(u,v) = (u,v). Ademds, si

V' es un espacio vectorial con producto interno escribiremos (V, (., ))

El producto interno sobre un espacio vectorial, también se conoce con el nombre de
producto interior o producto escalar.
Teorema 1.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea (V,(.,.)) un espacio vec-

torial con producto interno, entonces es vdlida la siquiente desigualdad

|(u,v) < (u,u)%(v,v)% para todo u,v € H.

Demostracion. Véase |7, pag. 5. |

Definiciéon 1.1.2 (Espacio de Hilbert). Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial
con producto interno (H, (., )) que es completo para la norma definida por ese

producto interno.

Un teorema que establece una conexién importante entre un espacio de Hilbert H
y su espacio dual H' es el Teorema de Representacion de Riesz-Fréchet, para su
demostracion véase |?, pag. 135].

Teorema 1.1.2. (Teorema de Representacion de Riesz-Fréchet). Sea (H,(.,.) un
espacio de Hilbert y sea ||.|| su correspondiente norma asociada a su producto interno.

Dado ¢ € H' existe un unico v € H tal que

p(u) = (v,u)
para todo w € H, ademds,

[oll =l -

Este teorema nos afirma que todo funcional lineal continuo ¢ € H’ se comporta

como un producto interno, ya que si identificamos a ¢ con v, obtenemos abusando
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un poco de la notacion,
p(u) = (pu).

Esto nos da la notaciéon de que todo funcional lineal ¢ evaluado en wu, se escribe

(p,u).

1.2. Derivada de Fréchet

Las definiciones dadas en esta seccion son tomadas de |7, pags. 1, 2, 77 y 78|.
Sean X, Y espacios de Banach y, sea L(X,Y) el conjunto de funciones lineales
continuas de X a Y. Para A € L(X,Y) frecuentemente se escribe Ax o Afz| en

lugar de A(z). El espacio L(X,Y) esta dotado de la norma
Al Lceyy = sup{l|Az[ly « |lzllx <1}, A€ L(X,Y)

(L(X,Y), || - lcx,y)) es un espacio de Banach, para una demostracion de este hecho
véase |7, pag. 167]. Un caso particular de este espacio es el espacio dual de X, X'.
Si U C X es un conjunto abierto, C(U,Y’) denota el espacio de todas las funciones
continuas f: U — Y.

Definiciéon 1.2.1 (Derivada de Fréchet). Se dice que f: U — Y es diferenciable
o Fréchet diferenciable en u € U con derivada df (u) € L(X,Y) si

fu+h) = f(u)+df (u)[h] + o(||h]]), cuando h — 0.

Se dice que [ diferenciable en U, si es diferenciable en todo punto u € U.

De la definicion se sigue que si f es diferenciable en u € U, entonces f es continua
en u.

Con el fin de encontrar la derivada de una funciéon f, se puede calcular, para todo



h € X, el limite

g JA D =)

e—0 €

Si A, € L(X,Y) y, si la funcién u +— A, es continua de U a L(X,Y), entonces f es
diferenciable en u y df (u) = A,. Frecuentemente se usa la notaciéon f’'(u) en lugar
de df (u).

Sea F un espacio de Banach. Un funcional sobre E es una funciéon de valor real
definida sobre E. Sea J un funcional sobre F, diferenciable Fréchet en u € E con
derivada dJ(u) € L(E,R), para establecer una notacion tengamos en cuenta que:
si J es diferenciable sobre F, es decir, lo es en todo punto v € F, y la aplicaciéon
E — L(E,R),u > dJ(u), es continua, decimos que J € C*(E,R).

Definicién 1.2.2 (Punto critico o estacionario). Un punto critico o estacionario
de un funcional J : E — R es un elemento z € E tal que J es diferenciable en
z ydJ(z) = 0. Un valor critico de J es un nimero ¢ € R, tal que existe un punto
critico z € E satisfaciendo J(z) = c. Se nota con Z el conjunto de todos los puntos

criticos de J y con Z. el conjunto de todos los puntos criticos con valor c, es decir

Z.={z€Z:J(z) =c}.
De acuerdo con la definicién, un punto critico z satisface
dJ(z)(v) =0, Yv € E.

Se dice que z € E es un minimo local (resp. mdzimo local) del funcional J € C'(E,R),

si existe una vecindad N de z tal que,
J(2) < J(u), (resp. J(2) > J(u)) Vu € N\{z}. (1.1)

Si las desigualdades anteriores son estrictas, se dice que z es un minimo local estricto
(resp. mdximo local estricto). Si (1.1) se cumple para todo u € F se dice que z es un
minimo global (resp. mdzimo global). Es facil ver que si z € E es un minimo local

(resp. maximo local) y J es diferenciable en z, entonces z es un punto estacionario,



esto es, dJ(z) = 0.

Ejemplo 1.2.1. Este ejemplo es tomado de [?, pag. 99].
Sea E = H un espacio de Hilbert con producto escalar (. ,.) y norma ||.||. El funcional

J: H — R, definido por J(u) = 3||lul|* = 3(u,u) es diferenciable.

Demostracion. Observemos que,

Ju+h)=5(u+hu+h)
(u,u) + (u, h) + (h, h)

J(w) + (u, h) +||A]f*,

N[ =

N[ —=

definamos ahora el funcional

p: H—R
por
p(h) = (u,h)
para todo h € H y u € H fijo. Claramente ¢ es lineal, ademas, por la desigualdad

de Cauchy-Schwarz, tenemos que,
lp(R)] = |(w, K| < [full[[A]],

para todo h € H, por tanto ¢ es acotado, y en consecuencia continuo.

Por otro lado, la funcién escalar

r:H—R
definida por

r(h) = ||A]]%,

para todo h € H es o(]|h||) cuando h — 0, ya que,

h
ttm ") i 10 = 0.
h—0

h=0 ||h||
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Asi, J es diferenciable y J'(u)h = ¢(h), para para todo h € H, esto es,
Jl(u) = ¢ = Py
para todo u € H.

Ahora, si J'(u)h = 0 para todo v € H, entonces (u,h) = 0 para todo v € H, por
tanto h = 0 , es un punto critico para J, y como J(0) = 0 < J(u) para todo u € H

corresponde a un minimo para cualquier vecindad N de 0. [ |

1.3. Operador cerrado

Definicion 1.3.1 (Operador Cerrado). Sean E y F' espacios normados. Un operador
T :D(T) CE — F se dice que es un operador cerrado si para cada sucesion
{Zn}nen en D(T') que converge a x € E y T(x,) — y € F cuando n — oo implica
que x € D(T) yTx =y.

Ejemplo 1.3.1. Sean E y F dos espacios de Banach, definimos un operador T :
D(T) C E — F continuo, entonces T es un operador cerrado; en efecto, consi-
deremos una sucesion {x,tnen en D(T) que converge a x € E y T(x,) =y € F
cuando n — 00, entonces por la continuidad de T', se tiene que,

Tx=T(lim z,) = lim T(x,) =y,

n—o0 n—o0

esto es, v € D(T) y Tx = y.

1.4. Los Espacios L*

Se asume que el lector esta familiarizado con las nociones de funciones medibles y

funciones integrables f : Q@ — R; ver por ejemplo, G.B. Folland [?]. Se designa por

10



Lt (Q, A, u), o simplemente L' (Q) (0 s6lo L), el espacio de funciones integrables de

Q en R. Ademas, es usual escribir [ f en lugar de [, f dpu, y se usa la notacion

1 = 11 =/|f(w)ldu=/|f|du=/|f|-
Q Q Q

Conviene recordar que dado un conjunto A € A, con A C (), una propiedad se
cumple en casi toda parte (c.t.p.) de A, si se cumple en todo A excepto en un
conjunto E C A tal que u(E) = 0.

Teorema 1.4.1. (Lema de Fatou). Sean (2, A, j1) un espacio de medida y { fn}nen

una sucesion de funciones no negativas medibles. Entonces,

/h’m inf f,, dpu < lim inf/fn dpu.
n—oo
Q

n—00
Q

Demostracion. Véase |?, pag. 52]. |

Teorema 1.4.2. (Teorema de Fubini). Sean (X7 A, u) e (Y, B,U) dos espacios de
medida o—finitos y f una funcion integrable en el espacio de medida (X XY, A®

B, ® U). Entonces

(i) para casi todo x, la funcion f(x, -) es una funcion integrable en el espacio de

medida (Y, B, U),

(i) para casi todo y, la funcion f(-,y) es una funcion integrable en el espacio de

medida (X, A, 1),

(7i) las funciones

[Cwact). [ s dut

son funciones integrables en X eY respectivamente,

11



(iv)

[ty i x o).y /(/fxydv )d()
-/ ( [ ) du<x>> du(y).
Demostracion. Véase [?, pag. 67]. n

Definiciéon 1.4.1 (Espacios LP ). Si 1 < p < oo, el espacio LP = LP(Q) =
Lp (Q,A, /L) se define por el conjunto

LP(Q) = {f :Q — R: f es medible y |f|F € Ll(Q)}.

con

1A llp = 1l fllze = </!f Ipdu> ( Iflpdu> , para todo f € LP(9).

Las operaciones vectoriales sobre LP estan definidas puntualmente. Ademas, las
propiedades bésicas de estos espacios estan dadas por el siguiente teorema toma-
do de |7, pag. 59].

Teorema 1.4.3. (Propiedades de L?). Si 1 < p < oo entonces se tienen las sigui-

entes propiedades,
1. LP es un espacio vectorial.
2. |||, es una norma sobre L*.
3. (LP,]| - ||p) es completo.

Consecuentemente, (LP, | - |,) es un espacio de Banach.

Definicién 1.4.2 (El espacio L™ ). El espacio L>® = L™ (Q) = L™ (Q,.A, u) se

12



define por el conjunto

(Q) f:Q — R :f es medible y existe una constante C
L™ =
tal que |f(x)| < C c.t.p. en Q

con la norma
[ fllsc = || fllpee = Imf {C : | f(z)| < C c.t.p. en Q}.

Un elemento de L () se denomina funcion esencialmente acotada y | || es

denominado el supremo esencial de |f| y se denota por essup|f].

Nota. si f € L>(%), entonces |f(z)] < ||f|lo c.t.p en Q.
L posee algunas propiedades importantes, las cuales se enuncian en el siguiente
teorema tomado de [?, pag. 61].

Teorema 1.4.4. (Propiedades de L™ ). L™ tiene las siguientes propiedades:
1. Es un espacio vectorial con las mismas operaciones definidas sobre LP.
2. || - ||oo €s una norma sobre L.
3. (L, || - |lso) es completo.

Consecuentemente, (L™, - ||s) s un espacio de Banach.
Definiciéon 1.4.3 (Ezponentes conjugados ). Se dice que 1 < p, ¢ < 0o son expo-

nentes conjugados si se verifica que p+ q = pq 0 equivalentemente

4+ =1
p q

Observamos que para p = 2, q = 2, lo cual ea un caso interesante. Por otro lado, si
hacemos p — 1, entonces ¢ — oo, por lo que se considera que 1 e oo son también

exponentes conjugados.

Teorema 1.4.5. (Desigualdad de Hélder). Sea 1 < p < 00 y q su exponente conju-

gado, esto es,



Supongamos que f € LP y g € L9, entonces fg € L' y
[ 1751 <171l

Demostracion. Véase |?, pag. 92]. |

1.5. Condicion de Palais-Smale

La condicion de Palais-Smale que usamos en este trabajo (tomada de |?, pag. 16]), es
una condiciéon de compactificacion sobre funcionales. Permite extender propiedades
interesantes propias de funcionales definidos en espacios finito o infinito dimension-
ales.

Definicién 1.5.1 (Condicion de Palais-Smale). Sea X wun espacio de Banach,
o c C! (X, R) un funcional. Se dice que ® satisface la condicion de Palais-Smale,

denotada por (PS), si cualquier sucesion {u, }nen en X tal que

{0(t2) e, o5 acotada, g
@' (u,) = 0 cuando n — oo.

admite una subsucesion convergente.
Cualquier sucesion que satisfaga (7?7) se denomina sucesion de Palais-Smale.
Ejemplo 1.5.1. Recordemos del ejemplo (?7) que si E = H es un espacio de Hilbert

con producto escalar (.,.) y norma ||.||, el funcional
J:H— R,

definido por

para todo u € H es diferenciable, con derivada
J'(u)h = (u, h)

14



para todo h € H y cualquier v € H fijo, de modo que J € L(H, R) y por tanto

J'(u) € H' para todo w € H. Estimemos ahora ||.J (u)||g:, en efecto, sabemos que
1" (@)l = sup {[(u, h)| = |2]] < 1},

st h =, conu # 0, entonces
l[ull? ’

wwm:wﬁ

<mﬁjyueﬂ}:mw
]

Veamos finalmente que J cumple la condicion (PS). Sea {un}nen una sucesion en

para cualquier u € H.

H tal que
{J(un) }nen, s acotada, y
J' (u,) = 0 cuando n — oo.

Como

1 ()l = |

entonces ||u,|| — 0, por tanto u, — 0 en H, en consecuencia toda sucesion de

Palais-Smale de J admite una subsucesion convergente.

1.6. Teorema del Paso de La Montana

Este teorema fué publicado en 1973 por Ambrosetti y Rabinowitz (ver [?, pag. 7]).
Forma parte de la teoria de puntos criticos de funcionales definidos en espacios de
Banach, y ademés, se sitiia dentro de los resultados de minimax, es decir, sobre
existencia de puntos criticos que no son extremos sino puntos de silla.

Teorema 1.6.1. (Teorema del Paso de la Montania) . Sea E un espacio de Banach
y sea J € C! (E,R) un funcional que satisface la condicion de Palais-Smale.
Supongamos que J(0) =0,

i. existen constantes p,r > 0, tales que J(u) > p,Vu € S, ={u € E: ||ullp =1},

15



Y,
ii. existe w € E, con ||w||g >, tal que J(w) < 0.

Entonces J posee un valor critico ¢ > p. Ademds, ¢ puede ser caracterizado como

c= ;rg méx J(g(1)),

donde,
I'={geC([0,1,E) : g(0) = 0,g9(1) = w}.

Demostracion. Véase |?, pag. 66]. |
Proposicién 1.6.1. Sea X un espacio de Banach, ® € C* (X, R). Supongamos que
P (u) = Lu+T(u), YueX,

donde L es un operador lineal invertible y T es compacto. Supongamos ademds, que
cualquier sucesion de Palais-Smale para ® en X es acotada. Entonces, ® satisface

la condicion de Palais-Smale.

Demostracion. Véase |7, pag. 19].

1.7. Definicién y Propiedades Elementales de la Topologia
Débil o(E, E')

Sea E un espacio de Banach y sea f € E’. Se designa por ¢ : E — R el funcional
lineal dado por ¢¢(x) = (f, x). Cuando f recorre E’ se obtiene una coleccion (¢y) fepr
de aplicaciones de E en R. Definimos una nueva topologia (tomado de [?, pag. 57])

sobre el conjunto E como sigue:
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Definiciéon 1.7.1. (La topologia débil o(E, E")). La topologia débil o(E, E') sobre
E es la topologia menos fina sobre E que hace continuas a todas las aplicaciones

(¢r)rem-

Nota. Si una succesion (z,,) en E converge a x en la topologia débil o(E, E') es-
cribiremos

T, — T.

Para evitar confusiones se dice “x, — = débilmente en o(F, E’)”. Con el proposito
de ser aun mas claros se dird “z, — fuertemente”, lo que significa ||z, — z|| — 0.
La siguiente proposicion tomada de [?, pag. 58] presenta algunas propiedades de la
topologia débil o(FE, E’) sobre E:

Proposicion 1.7.1. Sea z,, una sucesion en E. Se verifica:
1. [x, — x débilmente en o(E, E")| < [(f,z,) — (f,x) Vf € E'].
2. Six, — x fuertemente, entonces x,, — x débilmente en o(E, E').

3. Si x, — x débilmente en o(E,E'), entonces (|z,) estd acotada y ||z| <

liminf ||z, ||.

4. Stx, — x débilmente en o(E, E') y si f,, — f fuertemente en E' (es decir, || f, —

fller = 0), entonces (fn,xn) — (f, ).

Nota. Cuando E es de dimension infinita existen en general sucesiones que conver-
gen débilmente pero que no convergen fuertemente (se puede encontrar un ejemplo
de esto en [?, pag. 60]).

Todo conjunto cerrado en la topologia débil o(E, E’) es cerrado en la topologia
fuerte. El reciproco es falso en dimensién infinita, sin embargo, para conjuntos con-
vexos estas dos nociones coinciden.

Ejemplo 1.7.1. La esfera unitaria S = {x € E : ||z|| = 1}, con E un espacio
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Y

normado con dimension infinita, no es cerrada en la topologia débil o(E, E') .(Véase
la demostracion en [?, pag. 59]).
Teorema 1.7.1. Sea C' un conjunto convexo de un espacio normado E; C' es cerrado

en la topologia débil o(E, E') si y sdlo si es cerrado en la topologia fuerte.

Demostracion. Véase |?, pag. 60].

1.8. Conjuntos débilmente compactos en L!

Dado que los espacios L! no son reflexivos, los conjuntos acotados en estos espacios
no tienen una notable importancia con respecto a la topologfa débil o(L', L>). El
siguiente teorema tomado de |?, pag. 115], nos da una caraterizacion de los conjuntos
débilmente compactos en los espacios L.

Teorema 1.8.1. (Dunford-Pettis). Sea F un conjunto acotado en L'(2). Entonces
F tiene clausura compacta en la topologia débil o(L', L>) si y solo si F es equiin-

tegrable, esto es,

Ve>0 30 >0 tal que

(@) /|f| <€ YA C Q medible, con m(A) <9, Vf € F
A

Ve >0 Jw C Q medible, con m(w) < oo tal que

(b)
|f| <e VfeF.
J
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Capitulo 2

Equivalencia entre el problema

planteado y uno de tipo variacional

Sea wu:[a,b] x Rt — R tal que satisfaga el siguiente problema:

ou(z,v)
o

u(a,v) = u(b,v).

= g(u,u)(z,v), para casi todo (z,v) € [a,b] x R*; 0 € (a,b), a+b>0

(2.1)

Aqui,
9(u, u)(z,v) = / / [p(v — 2)plulz, £)ule, o) — ulz, 2)ulz, v)] dpdz

es el operador de colision. Ademaés las velocidades estan relacionadas mediante las

ecuaciones:

{WU@@@M (22

Z=z+[plv—2)p
y, 0 < r < 1. También se satisface la ley de conservacion de momento y la ley

de conservacion de la energia, las cuales se expresan respectivamente mediante las
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ecuaciones:

v+z=v+7 (2.3)
v? 4+ 22 =07 4 2 (2.4)

Definicion 2.0.1. Una solucidn cldsica de (77), es una funcion u € C*([a,b] x RT)

que satisface (?7?) cldsicamente con g(u,u) € L'(RT).

2.1. Solucién generalizada para el problema plantea-

do

Para obtener una solucion generalizada del problema (?7) consideremos los espacios

de funciones,

E::{UELl[a,b] —€L°°ab /uxv dv<oo}
0

con,
=t |2,
Y,
“ 1 ou o
E# .= {u € L[a,b]: o € L™®[a,b], u(a,v) = u(b,v)}
x
con,

lulles = Tl + |52

Proposicion 2.1.1. (E, HHE> es un espacio de Banach.

Demostracion. 1. Probemos primero que el espacio E esta bien definido. Para

ver esto, sea
u: a,b] x Rt — R, definida por u(z,v) = e,

20



para todo z € [a, b] y, para todo v € RT, entonces vemos que

b
/ e |dz = e " (b—a) < oo,

también,

ademas,

/e‘”de:g<oo,

0
de modo que u € E, por tanto, FE # ().

2. Veamos ahora que ||.||z es una norma.

0
i.) Sea u € E, entonces u € L'[a,b] y ademas a—u € L*>[a,b], asi, ||ul|L1jap =
x

0y ||%||Loo[a,b] > 0, luego ||ul|g > 0.
ii.) Sea u € E| y supongamos que ||ul|g = 0, entonces
el o) + 152 | ofasy = O,

como los sumandos a izquierda de la ecuacién anterior son términos no
. . o ou _
negativos se tiene que [[ul[rijap = 0y |55 lzcfay = 0. Pero |lul|pijep es

una norma, se concluye que u = 0.
iti.) Sean u € E'y A € R. Luego,

IXullz = I Mull o + 115 a0
= IMllull 2o + A Gl oefas
= [Alllulle
estas afirmaciones se dan debido a que en ||.|[z1[a4), ||-||Loc[a,6) SON NOTMAS,

y |A| es una constante en la suma.
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iv.) Probemos la desigualdad triangular, en efecto, sean u,w € E, entonces

O(utw
lu+wlz = llu+ wl ey + 12522 o

= |lu+w||prfap + | % + g—f“LW[a,b]
< Nullrap + 1wl pras + 1220 Loty + 1921 oo fas)

= [lulle + lwllz

la desigualdad se da debido a que ||.||z1[a4 ¥ ||-||[ Son normas. Se
concluye que ||u 4+ w||g < ||u|lg + ||w||g, quedando demostrado que ||.||g

€S una norma.

3. Veamos que F es completo.
Sea (U, )neny una sucesion de Cauchy en E, entonces (uy)nen ¥ (%)neN son

sucesiones de Cauchy en L'[a,b] y en L>]a, b] respectivamente.

Como L'[a, b] es un espacio de Banach, existe u € L![a, b] tal que:
Uy — U.

. ou
Como (uy,)nen €s una sucesion en E, entonces —— € L*]a, b] para todon € N,

ox

esto es, existe C' € R tal que:

ou,,
ox

<C

para todo n € N y para casi todo z € [a, b].
Ahora,
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Luego,

lim Otn _ Km | Km Up (2 + h,v) — up(x,v)
n—oo O n—oo | h—0 h
= Iim { Lt Y@ F P 0) —un(w,v)}
h—0 [ n—oo h
g W R 0) —ul@, v)
h—0
_ou
- Oz’
por tanto,
ou
— <C
ox

0
para casi todo x € [a,b], de donde a—u € L*®[a,b]. Como u, € E para todo
x

n € N, entonces el lema de Fatou implica que

/udv :/ lim wu, dv = /h’minfun dv < h’minf/un dv. (2.5)
n—oo
0 0 0 0

Por otro lado, como

para todo n € N, entonces

o0 o0

lim sup/un dv = inf sup/uk dv < 00,
n k>n
0
pero,
[ee] o
lim inf / Up, dv < lim sup / Uy, dv
0 0

entonces, considerando la desigualdad (?7?), se tiene que

o0 o oo
/udv éh’minf/undv glimsup/undv< 0,
0 0 0

luego, u € E, por tanto E es completo.

De 1., 2., y 3. se concluye que (E, ”HE> es un espacio de Banach. [ |
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Nota. De manera analoga a la demostracion de la proposicién inmediatamente an-

terior, se prueba que (E#, H||E#> es un espacio de Banach.
ou
Si u € E es solucion clasica de (?7?), w € E# y v € R™ fijo, entonces Ve, € L*[a,b]
T
y w € L'[a,b]. Luego, por el teorema de la desigualdad de Holder, se tiene que

ou

v W= g(u,uw)w € L'[a, b]
de donde,
b 5 b
va—dex—/g(u,u)wdx.

Ahora, aplicando el método de integracién por partes a / v—w dx se tiene,
/v—wdac = v/—wd:c

= v[u(b,v)w(b,v) — u(a,v)w(a,v)] —v / ug—w dx

X
/ 0
w
= — —d
U/uax v

a

en consecuencia,
b b

/vug—i der = /g(u,u)w dx (2.6)

a a

Definicion 2.1.1. Una solucion generalizada para (7?) es una funcion u € E tal

que se satisface (?7?) para todo w € E#
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Se define sobre F el siguiente funcional:

b

ou
= —d
J(u) vuax T

a

Proposicion 2.1.2. J es diferenciable en E.

Demostracion. Sea u € E. Para todo w € F se tiene que,

b

d(u +w) ou
v(u%—w)le‘—/vu% dx

a

b b

/b

[ ot w) O(u+w) 0
U+ w U+ w U

b

a a
b b b

vu%dx—ir/vua—wda:jL/vw%dx—ir/vwa—wda:
ox ox

a a a

ox

— /UU% dx

b b b
0 0 0
:/vua—:dx+/vw8—5dx+/vwa—jdx.
Consideremos ahora el funcional

p:E—R

definido por

o

vua—w dx—l—/vw@ dx

plw) = ox ox

S e—
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para todo w € E, con u € F fijo cualquiera. Claramente ¢ es lineal, ademas,

lp(w)] < |U|(/b‘ug—i)‘dx+/b}w%}dx)

a a
< [l(lullplwlle + llwlzlulz)
= 2J[[ullgllw]e,

estas desigualdades se dan en virtud de la desigualdad triangular para el valor ab-
soluto y la desigualdad de Holder respectivamente. Asi, ¢ es un operador lineal
acotado y por tanto continuo en FE.

Ahora, la funcién escalar

r: F—R

definida por

b
r(w) = /vwg—zj dz,

para todo w € E es o(||w||g) cuando w — 0, ya que por la desigualdad de Holder

podemos concluir que
b
ow
0<fr(w)l < [ fowo—lde, < plljwlellwle,
a

de donde,
TG
w=0 [lw

Asi, J es diferenciable y J'(u)w = ¢(w), para para todo w € E, esto es,
']/(u) =Y =Py

para todo v € E.

Proposicion 2.1.3. J'(u) es continuo en E.
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Demostracion. Para todo w,h € E, se tiene que,

b b b

J’(u)w—J’(u)h‘ = /vua—w da:—l—/vw@ d:p—/vu% d:p—/vh@ dx

ox ox ox
w — 1) / 9
w — U
b

< /vuM dz

b
ou
+ ’/v(w—h)%dz‘

<[v|2llullp)llw — All&-

Luego, si w — h, entonces J'(u)w — J'(u)h, y por tanto, J'(u) es continuo en E.

Ahora, si J'(u)w = 0 entonces,

b b
ow ou
/’UU% dx -+ \/’U'LU% dr =

es decir,
b

b
ow ou
— vu% dr = /Uw% dz.

Si u es solucion de (?7?) entonces,

b b
/vu—d :/g(u,u)wdx,

b b
/vw% dx = /g(u,u)wdm
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para todo w € E¥, entonces

b

1

a

para todo w € E#, de donde

0
va—u — g(u,u) = 0, para casi todo (z,v) € [a,b] x R"
x
esto es,
8u . +
Vo = g(u,u), para casi todo (z,v) € [a,b] x RT.
x

Asi, J € Cl(E,R) y, un punto critico de J es solucion de (??) y viceversa. En lo
que sigue del trabajo, se hallaran técnicas para calcular puntos criticos del funcional

J que es el problema equivalente a (77).

2.2. Obtencién de un punto critico via Teorema del
Paso de la Montana

Del apartado anterior se puede observar que resolver el problema (?7?), es equivalente

a obtener un punto critico para el funcional J. Aplicando el Teorema del Paso de

la Montana (??7) se resuelve tal situacion; lo cual se desarrolla en las siguientes

proposiciones.

Proposicion 2.2.1. J(0) =0 y,
(i.) existen constantes p,r > 0, tales que J(u) > p, Yu € S, = {u € E: |ju|p =r}

(i.) existe w € E, con ||w|g >, tal que J(w) <0
b
Demostracion. J(0) = /v -0 ——=dx =0.
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Sea

o8

e

u®,v) = 75

para todo z € [a, b] y para todo v € RT, entonces

b b .
e2
/]u(:v,v)|dx—/’1+v2 dx
b
1 z
= 2d
1+ ) Y
ez — e?)
= 00
1+ v? ’
luego, u € L'[a,b].
Ahora,
ou(x,v)  e2
or  2(1+02)’
de donde,
ou(x,v) ez ez b
—_— = = g 627
oz 2(1+02)|  2(14v?)

para todo z € [a, b], de modo que % € L>[a,b].

Por otro lado,

o0

N8

o0 x x b

e2 1 Te2 ez

/u(m,v)dv:/1+v2dv:e /1+U2d2;: 5 < 5
0 0

en consecuencia u € K.
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Ademés,

2(1 4 v2)?’
pero, a < by a+ b > 0, entonces

v(e @ —e7?)

e 070

Ju(z,v)] >

Luego, el conjunto A = {J(u) s J(u) > (5} # () y esta acotado inferiormente, por

tanto existe p = infA. En consecuencia, por la propiedad arquimediana existe un

1 1
namero natural N, tal que p > ¢ > N Asi, existen constantes p,r = N > 0, tales

que J(u) > p, si||lul]|g =r, con lo cual se demuestra (i.).

Sea,
—T

e

o) = e

para todo z € [a,b] y para todo v € RT, entonces

ow e "

ov_ <1
ox 1+02 7

luego, a_w € L*[a,b]. Ahora,
ox

b b
6—1’
/\w\dx:/‘1+v2

por tanto, u € L'[a,b]. También,

b
1 —x 1 —a —b
dx:m/e d]f:m(e — € ),

a

o0 o0

e " _I o1 Te ¥ _ me ®
/wdv:/1+?}2dv:e /1+U2dv: 5 < 2 < 0.
0

0 0



De (77), (??) y (?7?) se concluye que w € E. Ademas,

Jw(z,v)] = J(le:;)

b

/ e " e * d
=— (- . T
14+v2 1+02

a

b
v —2x
:‘m/e dr

—2b _ _—2a
2(1 +v2)?
A continuacion, calculemos ||w|| g, en efecto, de (??) se tiene que
P ——
Wt = ————
L e 1+ v?
De otro lado,
H&wH { ow }
Oz lL=fab]  zeap || O

—T

e
= sup §|—
z€la,b] { ‘ 1+ v?

6_1’
= sup
zelab] { 14 02 }

|

—a

G
1402
Por tanto,
ow (2e7% —e7b)
- . it = >0 >
lwlle = lwlleay + H Ox llLofay) 1+ 02 '

consecuentemente queda demostrado (ii. ).

Proposicion 2.2.2. Para todo w € E yw € E fijo, el funcional

b
I(u) = /vw% dx

es lineal, cerrado e invertible.
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Demostracion. I es lineal, ya que,

i.) para todo u,h € E, se tiene que,

b b b
I(u+h)= /vw (ut h) dx:/vw%dm%—/vw?daz:f(w—l-[(h)

T €T
a a

ademas,

i1.) para todo u € E'y, para todo A € R, se tiene que,

() —/bvwaw) dz = )\/b wg—x dz = M (u).

Observemos que,
b 0
u
Wl < bl [ |w3t|de < lollwlelale (2.10)

para todo u € E'y w € E fijo. Si ||w| g < 1, la desigualdad (??) nos queda asi,
[1(u)| < |olllullg, para todo u € E, (2.11)

luego, la desigualdad (?7?) implica que el funcional I, es un operador lineal acotado,
por tanto, continuo. En consecuencia I es un operador cerrado.

Por otro lado, si I(u) = 0, entonces

b

/UU)% dx =0, para todo w € F,

a
luego, si w = u, se tiene que,
b

/vu? dx =0, para todo u € F,

a

entonces u = 0 o u(z,z) = C, donde C € R o u(z, z) = ¢(z).
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a. Siu(z,z) =C, donde C' € R, entonces, como u € F, se tendria que

o0

/udv<oo

0

pero,

/udv:/Cdv:Cxoo:oo<oo,
0 0

lo cual es absurdo, por tanto no puede darse que u = C, donde C' € R*.

1
b. Supongamos ahora que u(x, z) = p(z) = Pt para todo x € [a,b] y para
e +e*
todo z € RT, entonces,
ou(z, z)
=0 2.12
ax Y ( )
0
luego, e L*]a,b]. Ahora,
ox
b b b
1 1
lulde = | | ———|dz = = (b—a), (2.13)
e +e % e +e % e* +e %

por tanto, u € L'[a, b]. También,

T
d = - << o0, 2.14
/uz/e—l—ez /1—|—62Z 2 o0 ( )
0 0 0

De (?7), (??7) y (??) se concluye que u € E.

1
Por otro lado, este elemento u(z,z) = ¢(z) = prpp- satisface trivialmente a
e +e”
(7?), esto es,
ou(z,v)
v = g(u,u)(z,v) =0,
) gt w(e,v)
por tanto,
g(u,u)(z,v) =0,

es decir,

//[p(v —2)|plu(z, 2 )u(x,v") — u(z, 2)u(z,v)] dpdz = 0,
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luego,
[p(v — 2)|plu(x, 2" u(z,v") — u(z, 2)u(z,v)] =0 c.t.p.,

como, [p(v — z)|p # 0, se tiene que
u(z, 2 u(z,v') — u(z, 2)u(z,v) =0,

o lo que es lo mismo,

u(z, 2 u(z,v') = u(z, 2)u(z,v),

esto es,
1 1

(¢ +e ) (e +e) (e re)(ete)

haciendo operaciones elementales obtenemos

/ ! !/

eV T +eF Y 4 e—(z —v) + e—(v +z) _ P et 4 e—(z—v) + e—(v—&—z)’ (215)
pero, la ley de conservacion de momento (?7) afirma que
v+ z= v + z/,

luego, la equacion (?7) se reduce a
lo cual implica que

cosh(v — z) = cosh(v — %),

tomando v — z > 0y, sabiendo que la funcion f(z) = cosha es creciente en [0, o], se
concluye que v — z = v’ — 2z, combinandola con la ecuacion, v+ z = v + 2, se llega
a que v = v, lo cual es absurdo, pués, para choques perfectamente elasticos se tiene
que v # v'. Asi no puede suceder que u(z,v) = (2), para todo = € [a,b] y para
todo z € R™. En consecuencia, si I(u) = 0, entonces u = 0, de donde Ker(I) = {0},

de modo que I es invertible.
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Corolario 2.2.1. FExiste una constante C > 0, tal que

[1(u)| = C|lullg, para todo u € E. (2.16)

Demostracion. Si la proposicion no es cierta entonces, existe uy € F,ug # 0 tal que
0 < |I(uo)| < Cllug||, para todo C € RF,
) €
si C' = ——, entonces
[[uoll

0< ’I(u0)| <€, para todo € € RT,

luego, por la propiedad de aproximacion de los ntimeros reales, ‘I (u0)| = 0, esto es,
I(up) = 0, de donde uy € Ker(I), por tanto ug = 0, lo cual es una contradiccion,

pués, ug # 0. Consecuentemente se cumple la proposicion. [ |

Corolario 2.2.2. Cualquier sucesion de Palais-Smale para J es acotada

Demostracion. Sabemos que

b
J(u) = /vu%dw Vu e F,

a

b
I(u):/vw?deueEwaeE,
T

luego, si w = wu entonces J(u) = I(u). Por tanto, existe una constante C' > 0, tal

que
|J(u)| = Cllullg Yu € E,
luego,
Cllulle < /]I, Vu € E,
esto es,
fulle < 2L, v e 2,
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ademés, como J € C! (E, R), entonces cualquier sucesion de Palais-Smale para J en

FE es acotada. [ |

Proposicion 2.2.3. Existe una constante K > 0, tal que

b
/ |9(u, u)(z,v)| dz < K|u||g, para todo u € E

a

Demostracion.

|9(u, u) (=, v)] 2‘7/[29(@ — 2)plu(z, 2 )u(x, o) — u(z, 2)u(z,v)] dpdz

< 0/_/ [p(v = 2)]plu(z, 2 )u(z,v') — u(z, z)u(z,v)]| dpdz,

luego,
/b |g(u, w)(, v)| dz < /70/ I (w — 2)]u(z, )uz,v'))| dpdz dz,
+ /177 Hp2(v — 2)|[u(z, 2)u(z, v)]! dp dz dx
— g, u)* (o) + g(u, u)~(v);
donde, .
o) () = [[ [ 110 = 2)ute, #)ute, )| dp = da
Y,
o) @) = [[[ 70 = 2lute,2ute, o) dpdz da.

Ahora, teniendo en cuenta las relaciones (?77), se tienen los siguientes cambios de

variables:
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v—0
pQ ,COTLP%O,

vV—2 =

d
dz =2 con p?£1,

1—p?’
por tanto,
boor ,
st ) = [[[ = glute. Syt ap s a
a 0—r

”_”;’ < Ny, luego, por el

Por otro lado, existe un nimero natural N, tal que ‘lfp

teorema de Fubini se tiene que,

[e.e] s

g(u,u)*(v) <N0/|u(x,v')|dm |u(:1c,z’)|dz'/dp

T

=Nollully , M(2r)

<2NoMr||u||g-

De manera analoga, para algin ntimero natural /Ny se tiene que,

g(u,u)™(v) <N1/\u(x,v)|d:c |u(:c,z)|dz/dp

—Nylulls , M2

En consecuencia existe una constante K > 0, tal que

b
/ |9(u,w)(z,v)|dz < K||ul|g, para todo u € E.

a
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b

Proposicion 2.2.4. El operador T'(u) = — /g(u, w)w dx, definido en E, conw € E

fijo, es compacto en la topologia débil U(Ll, L°°)

Demostracion. En esta prueba se aplica el teorema de Dunford-Pettis (?77?). En efec-

to,

i.) Sea A C [a,b] un conjunto medible lebesgue, considerando la medida lebesgue

1.

4 en la recta real se tiene,

b
J1r@ldi< [ [ lotwwltelddp < K ul efufm(a),
A a

A

Luego, si |w| < 1, entonces

J1r@ldi< [ [ lowwlleldrdp < Kl om(a).

A

Asi, dado € > 0, existe 0 < 6 < i, con |lul|g < R, tal que si m(A) < 6,

KR
entonces/‘T(u)‘du < e.
A

Como [a,b] es un conjunto medible en R, entonces por propiedad de aproxi-

macion de conjuntos medibles se tiene que: Dado ¢ > 0, existe un conjunto
cerrado F' con m([a, b — F) < %{, tal que
T (w)| dp < KlJul|gm([a,b] — F) <.

[a,b]—F

De i.) y ii.) se concluye por el teorema (??) de Dunford-Pettis, que el operador T

es compacto en la topologia débil U(Ll, LOO). [ |
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Nota 2.2.1. Sabemos que J € C'(E,R),

b

b
ou ow
/ -
J(u)w—/vwaxd:ﬁ+/vuax dx,

a a

= I(u) + T'(u),

para todo u € E, con u(a,v) = u(b,v).

Ahora, como I es un operador lineal e invertible por proposicion (?7), T(u) es un
operador compacto por proposicion (17) y por corolario (7?) cualquier sucesion de
Palais-Smale para J en E es acotada, entonces por proposicion (17) J satisface la
condicion de Palais-Smale.

Por otro lado, por proposicion (7?) se tiene que:
i.) J(0)=0,

ii.) existen constantes p,r > 0, tales que J(u) > p,

VueS, ={ueE:|ulpg=r}y
iii.) existe w € E, con |w||g > r, tal que J(w) <0,

en consecuencia por el teorema del paso de la montana (7?) J tiene un punto critico

no trivial que es solucion del problema (77).
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Conclusiones

Una vez terminado el presente trabajo se pudo concluir que es posible obtener re-
sultados de existencia de soluciones para la Ecuacion de Povzner estacionaria por
métodos variacionales bajo hipotesis apropiadas.

Este resultado es el inicio del estudio de la Ecuacién de Boltzmann estacionaria, por
los métodos de la teoria de Morse, teoria fundamentada en grupos de homologia.
Rama de la topologia algebraica, que nos permite diferenciar topolégicamente un
punto critico de otro, y desarrollar o exponer el niimero de soluciones de la ecuaciéon

de Boltzmann.
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