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RESUMEN

Hoy por hoy el impacto de la fisica estadistica trasciende las fronteras de la fisica e
incluso de las llamadas ciencias duras. Gracias a la generalidad de su marco conceptual y
a la versatilidad y efectividad de sus métodos, la fisica estadistica encuentra cada vez més
aplicaciones en areas tan diversas como la biologia, las tecnologias de la informacién, la
ciencia de la computacién, la economia, las ciencias sociales, entre muchas otras [1]. Las
aplicaciones de la fisica estadistica al estudio de problemas que yacen en la interseccién en-
tre las ciencias de la computacion y las ciencias socioecondémicas, en particular el fenémeno
de la delincuencia, resultan muy interesantes para el desarrollo de esta investigacion [2, 3].

Hay que ser cuidadoso al hablar de, delincuente o de criminal, puesto que no es lo
mismo, delincuente se refiere a crmenes pequenos o petty crimes. En Delinquent Networks
et al. [4] Ballester dice: Nos centramos en los delitos menores, por lo que consideramos
a los delincuentes mas que a los criminales. También anota: Estd bien documentado que
las interacciones sociales y los efectos de los companeros son mas fuertes para los delitos
menores que para otros tipos de crimenes (Glaeser, Sacerdote, and Scheinkman 1996; Ja-
cob and Lefgren 2003; Patacchini and Zenou 2008). Como sustantivos la diferencia entre
delincuente y criminal es que el delincuente es aquel que desobedece o rompe las reglas o
leyes mientras que el criminal es una persona que es culpable de un delito, especialmente
violando la ley (ver http://www.wikidiff.com/criminal /delinquent).

Una red de delincuentes puede ser vista como un sistema en el que interactian multi-
ples agentes, cuya formulacién matematica usualmente tiene lugar dentro de la llamada
Teoria de Juegos [5]. En esta teorfa se asume que los agentes son auténomos y que pue-
den tener objetivos conflictivos, de modo que cada agente busca obtener lo mejor para
si condicionado al comportamiento estratégico de los demas agentes, y condicionando a
su vez, el comportamiento de los mismos. Las diferentes estrategias que un agente puede
asumir pueden representarse por una variable definida sobre un dominio especifico y las
preferencias de un agente dado pueden codificarse en una cierta funcién, llamada funcion
de pagos o utilidad, que depende de la estrategia del agente en cuestion y de la de los
demds agentes con los que interactia [6]. Uno de los conceptos centrales de la Teoria de
Juegos en general es el de equilibrio de Nash: una configuracién de estrategias de la cual
ningln agente tiene un incentivo para desviarse unilateralmente.

En esta investigacion se estudiaron redes delincuenciales desde la perspectiva de la
fisica estadistica de los vidrios de espin. Para esto se consideré un modelo de redes delin-
cuenciales en el cual cada uno de los agentes que interactiian en la red pueden decidir si
delinque o no, de acuerdo a sus preferencias y a la escogencia de aquellos individuos con
quienes interactua. Utilizando técnicas de la fisica estadistica se calcularon propiedades
tipicas de los equilibrios de Nash [7] tales como su numero, si existe alguno, y el nivel
de actividad criminal global y cémo estos varian con parametros del modelo, tales como
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la severidad de las sanciones impuestas a los individuos capturados. Para lograr esto se
realizaron mapeos del sistema de agentes a un sistema fisico equivalente.
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1. INTRODUCCION

Una red de delincuentes puede ser vista como un sistema en el que interaccionan multi-
ples agentes, cuya formulacién matematica usualmente tiene lugar dentro de la llamada
Teoria de Juegos [5]. La Teorfa de Juegos asume que los agentes son auténomos y que
ademas pueden tener objetivos conflictivos, de modo que cada agente busca obtener lo
mejor para si condicionado al comportamiento estratégico de los demas agentes, y con-
dicionando a su vez, el comportamiento de los mismos. Las diferentes estrategias que un
agente puede asumir se representan por variables, ya sean de caracter discreto o continuo,
y las preferencias de un agente dado se codifican en una funcién de pagos, la cual depende
de su estrategia y de la de los demas agentes con los que interacciona.

La complejidad de este tipo de problemas constituye un asunto que se trata a partir
de conceptos de la Fisica estadistica. La Fisica estadistica ha realizado importantes con-
tribuciones al estudio de problemas que se ubican en la interseccién entre la ciencia de la
computacién y las ciencias socioeconémicas, ayudando a dilucidar el origen de la comple-
jidad computacional y proponiendo nuevos tipos de algoritmos para enfrentarla [7, 8], y
ademds, proveyendo ideas, conceptos y técnicas, tanto analiticas como computacionales,
para el estudio de fenémenos socioeconémicos emergentes [9]. Algunas de las técnicas y
conceptos que mayor aplicacion han tenido en el estudio de sistemas complejos de caracter
interdisciplinar, han sido desarrolladas inicialmente para investigar las propiedades de los
vidrios estructurales o los vidrios de espin, que se caracterizan, por la carencia de las
simetrias cristalinas frecuente en los sélidos [10].

Desde el punto de vista de la fisica estadistica, un sistema tal se puede concebir co-
mo un sistema de particulas que interaccionan y sus propiedades se pueden obtener a
partir de una funcién de particién conveniente. Dada la ausencia de simetrias cristalinas,
se considera que las particulas se encuentran situadas en los nodos de una red o grafo
genérico, el cual corresponde precisamente al grafo que representa las interacciones en un
sistema de agentes [11]. El estado de una de tales particulas corresponde a la estrategia
del agente que representa. A cada configuracion se le puede asociar una energia apropiada,
de manera que las configuraciones de interés, como por ejemplo los equilibrios de Nash,
correspondan a los estados base o configuraciones de minima energia. Una vez se tiene
este mapa, el problema principal que queda por resolver es el calculo de la funcién de
particion resultante.

En esta investigacion se estudié un modelo de redes delincuenciales que consiste de
un conjunto de individuos situados en los nodos de una red aleatoria que pueden decidir
si delinquir o no. Un vinculo entre un par de nodos en esta red indica que los indivi-
duos correspondientes tienen una influencia mutua en sus decisiones. Las preferencias de
un agente dado estan codificadas en su funcion de pagos, la cual representa la relacion
costo-beneficio caracterizada por el balance entre las ganancias obtenidas de su activi-
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dad criminal, la probabilidad de que sea capturado y la sancién a la que se expone. A
diferencia de otros estudios realizados sobre redes delincuenciales [4], este se caracteriza
por el desconocimiento de la topologia de la red, lo cual nos impide predecir en deter-
minado momento, el comportamiento de un delincuente particular en lo que respecta a
sus relaciones con otro delincuente, asi como en las estrategias que decida seguir. Esta
situacién es la razon por la cual decidimos utilizar en la construccién de nuestro modelo
redes aleatorias, toda vez que la aleatoriedad de estas puede representar el desconoci-
miento que tenemos sobre la topologia de la red delincuencial. Modelos similares han sido
investigado recientemente en la literatura de las ciencias socioeconémicas, como lo deja
ver [12], aunque no desde el punto de vista que aqui propusimos. Por ejemplo, mientras
que los trabajos referenciados anteriormente se enfocan mas en la definicion general del
problema y el andlisis de experimentos de campo, en este proyecto se propone estudiar
las propiedades estadisticas del sistema inducidas por la carencia de informacion precisa
sobre la topologia de la red. Desde esta perspectiva, resulta importante caracterizar las
propiedades de redes delincuenciales tales como la conectividad o los equilibrios de Nash,
utilizando métodos como el de la cavidad [13].

La Fisica Estadistica ha sido pionera en el andlisis de este tipo de estructuras [7], por
lo que es de utilidad en el estudio de la actividad criminal global del sistema, asi como
posibles estrategias para disminuirla.

Hay por lo menos otro aspecto en el cual el modelo aqui propuesto difiere del tipo de
modelos que han sido estudiados en la literatura sobre redes delincuenciales. En efecto,
mientras en el primero se asume que sélo se tiene informacién sobre si un determinado
individuo esta delinquiendo o no, en los ultimos se asume que se conoce ademas el nivel
de actividad criminal de cada uno y que éste toma un valor real. Desde un punto de vista
matematico hay una gran diferencia si se trabaja con variables discretas, mas aun binarias
(delinquir o no), que si se trabaja con variables reales, las cuales permiten el uso de las
técnicas analiticas del cdlculo. Cuando el problema estd definido sobre variables binarias,
como nuestro modelo, las técnicas de la fisica estadistica de vidrios de espin, y en especial
el método de la cavidad, resultan muy efectivas para el analisis de las propiedades de
interés en el sistema, e incluso para calcular un equilibrio de Nash, si existe alguno [14].
Cuando el problema esta definido sobre variables reales, no hay garantia de que exista un
tunico equilibrio de Nash [6].

El problema que nos ocupd en este trabajo consistiéo en calcular los equilibrios de
Nash del sistema, en caso que existiera alguno, caracterizar sus propiedades estadisticas,
en especial el nimero promedio de individuos que delinquen y explorar posibles estra-
tegias para reducirlo, y analizar si pueden existir transiciones de fase en el sistema. Los
métodos para llevar a cabo este estudio consisten en el desarrollo de algoritmos de pa-
so de mensajes inspirados en el método de la cavidad de la fisica de los vidrios de espin [10].
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2.1. Teoria de Juegos

La Teoria de Juegos es el estudio del comportamiento estratégico cuando dos o mas
individuos interactian y cada decisién individual resulta de lo que él espera que los otros
hagan[15].

El primer ejemplo de un anélisis formal de Teoria de Juegos es el estudio de un duo-
polio (Situacién que se produce en un mercado en el que sélo dos empresas tienen la
capacidad para ofertar productos a precios competitivos pudiendo llegar a acuerdos de
repartos del mismo) por parte de Antoine Cournot en 1838 [15]. En el modelo de Cournot
el producto es homogéneo y las empresas actian sobre las cantidades. El matematico
Emile Borel sugirié una Teoria Formal de Juegos en 1921, que fue promovida por el ma-
tematico John von Neumann en 1928 en una Teoria de Juegos de salon. La Teoria de
Juegos se establecié como un campo por derecho propio después de la publicacion 1944
de La Teoria de Juegos y Comportamiento Econémico por von Neumann y el economista
Oskar Morgenstern [14]. En este libro se puede encontrar gran parte de la confguracién y
la terminologia béasica que hoy en dia todavia esta en uso. En 1950, John Nash demostro
que los juegos fnitos siempre tienen un punto de equilibrio, en el que todos los jugadores
eligen las acciones que son mejores para ellos dadas las acciones de sus oponentes. Entre
los anos 1950 y 1970, la Teorfa de Juegos se amplié tedricamente y fue aplicada a situacio-
nes militares y a la politica. Desde 1970 la Teoria de Juegos ha impulsado una revoluciéon
en la teoria econémica. Adicionalmente, se han encontrado aplicaciones en la sociologia
y la psicologia, y se han establecido vinculos con la evolucién y la biologia. La Teoria de
Juegos recibié una atencion especial en 1994 con el logro del premio Nobel de Economia
por parte de Nash, John Harsanyi y Reinhard Selten.

A fnales de la década de 1990, se utilizé la Teoria de Juegos en el diseno de subastas
tales como la asignacién de derechos para el uso de bandas del espectro electromagnético
para la industria de las telecomunicaciones méviles. La mayoria de estas subastas fue-
ron disenadas con el objetivo de destinar estos recursos de manera maés eficiente que las
practicas tradicionales del gobierno, y, ademas, signifcarén miles de millones de dolares
en Estados Unidos y Europa[16].

La coherencia y los fundamentos matematicos de la Teoria de Juegos la convierten en
un instrumento de gran importancia para el modelado y diseno de los procesos automa-
tizados de toma de decisiones en entornos interactivos.

La fuerza de la Teoria de Juegos como una herramienta matematica para la toma de
decisiones es la metodologia que contempla la estructuracién y anélisis de los problemas de
eleccién de estrategias. El proceso de modelar formalmente una situaciéon como un juego
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requiere la toma de decisiones para enumerar explicitamente los jugadores y sus opciones
estratégicas, y tener en cuenta sus preferencias y reacciones. La disciplina involucrada en
la construccién de un modelo de este tipo ya tiene el potencial de proporcionar a la toma
de decisiones una visién mas clara y amplia de la situacién. Se trata de una aplicacion
prescriptiva de la Teoria de Juegos, con el objetivo de mejorar la toma de decisiones es-
tratégicas[17].

Un juego en forma normal o estratégica, que se denotard por G[X; U], consta de tres
elementos esenciales:

e Los n jugadores que participan en el juego.

e Las estrategias disponibles para cada jugador, que son X = {Xi,.....X,,}. X; =
{Xi, Xy, X;, } es el conjunto de estrategias con que cuenta el jugador i, que
también se conoce como un perfil estratégico del jugador .

e El conjunto de funciones de pago U = {uy,.....,u, }, donde la funcién de pagos u; de
cada jugador representa la utilidad o pagos obtenidos por el i-ésimo jugador, que es
funcion de las estrategias elegidas por €l y sus rivales en el juego.

Normalmente los jugadores eligen sus estrategias en forma simultanea, de tal forma que
cada jugador elige su jugada sin saber qué decisiones toman los demas jugadores. Asi, el
pago que cada jugador recibe depende de los demas.

La ganancia esperada para el jugador i esta dada por:

ui(X, 9) = yi(X) — pi(x, 9)f (2.1)
Aqui y;(x) corresponde a la ganancia bruta del jugador 4, la cual depende de su estra-
tegia y del perfil estratégico de la poblacion. Dicha ganancia o utilidad depende no sélo de
la estrategia del jugador en consideracion, sino también del esfuerzo de todos los jugadores
y de la estructura de la red. Esto se debe a la competencia global y a la colaboraciéon local
entre jugadores. Por otra parte, p;(x,g) y f se refieren a la probabilidad que el jugador
i tenga pérdidas en el juego y a la intensidad de la sancién recibida (valor de la multa o
tiempo de carcel), respectivamente.

Se supone aqui que los jugadores tienden a mejorar su actividad en la medida en
que interaccionan con sus companeros directos. En otras palabras, cuanto mayor sea la
participacion en actividades de la red menor serd su probabilidad individual de ser tener
pérdidas p;(x, g).

Los jugadores harén la jugada x;, que maximice su ganancia u;(x), dados los niveles

de esfuerzo de los demas jugadores x_; = {x1,..., -1, Tit1, ..., Tn}. El perfil estratégico
dado por x* = {z7,..., 2"} constituye un equilibrio de Nash del sistema cuando
wi(z;,x*,) = méxu;(x;, x* ) (2.2)

T

Esto implica que todos y cada uno de los jugadores resuelven individualmente el problema,
alcanzandose el equilibrio de Nash cuando todos, simultaneamente, obtienen la ganancia
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maxima, bajo el supuesto de que los demas jugadores también aplican su estrategia opti-
ma.

El objeto de estudio de la Teoria de Juegos es el juego, que es un modelo formal de
una situacién interactiva. Por lo general implica varios jugadores; a un juego con un solo
jugador se le llama un problema de decision. La definicion formal establece los jugadores,
sus preferencias, sus datos, las acciones estratégicas disponibles para ellos, y como éstas
influyen en el resultado[17].

Los juegos pueden ser descritos formalmente en varios niveles de detalle. Un juego de
coalicién (o cooperativo) es una descripcién que especifica solamente los pagos que cada
grupo o coalicién puede obtener mediante la cooperacion de sus miembros. Lo que no se
hace explicito es el proceso por el cual se forman las coaliciones. Por ejemplo, los jugado-
res pueden ser de varios partidos en el Congreso. Cada parte tiene una fuerza diferente,
basada en el numero de curules ocupada por los miembros del partido. El juego, que des-
cribe las coaliciones de partidos, puede derivar en mayorias, pero esto no necesariamente
implicaria que se logre un proceso de negociacién a través del cual se acuerde votar en
bloque[17].

La Teoria de Juegos cooperativos investiga este tipo de juegos de coalicién con respecto
a las cantidades relativas de poder en manos de diversos jugadores, o como una coalicion
exitosa debe dividir su producto. Esto se aplica, naturalmente, a la mayora de las si-
tuaciones en las ciencias politicas o relaciones internacionales, donde conceptos como la
energia son los mas importantes. Por ejemplo, Nash propone una solucién para la division
de las ganancias de acuerdo a un problema de negociaciéon que depende tinicamente de las
fuerzas relativas de la posicion de negociacion de ambas partes. La cantidad de energia de
cada una de las partes esta determinada por el resultado, por lo general ineficaz, que se
tiene cuando se rompen las negociaciones. El modelo cooperativo de Nash no especifica
las ofertas y contraofertas, sino que se centra tinicamente en el resultado del proceso de
negociacion. Por el contrario, la Teoria de Juegos no cooperativos tiene que ver con el
andlisis de las estrategias. El paradigma de la Teoria de Juegos no cooperativos es que
los detalles del juego y el momento de las elecciones de los jugadores son cruciales para
determinar el resultado del mismo[17].

Estas ramas de la Teoria de Juegos también difieren en sus supuestos. Un supuesto
central en muchas variantes de la Teoria de Juegos es que los jugadores son racionales.
Un jugador racional es aquel que siempre elige una accién que da el resultado que la
mayoria prefiere, teniendo en cuenta lo que espera que sus oponentes hagan. El objetivo
del analisis de Teoria de Juegos en estas ramas es, entonces, predecir como actuaran los
jugadores racionales para dar consejos sobre la mejor manera de realizar el juego contra
oponentes que son racionales.

La forma estratégica (también llamada forma normal) es el tipo basico de juegos estu-
diados en la Teoria de Juegos no cooperativos. Un juego en forma estratégica enumera las
estrategias de cada jugador, y los resultados que se derivan de cada combinacién posible
de opciones. Un resultado estd representado por un pago independiente para cada juga-
dor, que es un nimero (también llamado utilidad) que mide cuanto le gusta al jugador el
resultado.
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La forma extensiva es mas detallada que la forma estratégica de juego. Se trata de
una descripcion completa de como el juego evoluciona con el tiempo. Esto incluye el
orden en el que los jugadores toman acciones, la informacién que los jugadores tienen
en el momento en que deben tomar esas acciones, y las horas a las que se resolvieron
cualesquiera incertidumbres en la situacion. Un juego en forma extensiva puede analizarse
directamente, o se puede convertir en una forma estratégica equivalente.

2.2. 'Teoria de Grafos

A lo largo de la historia, los trabajos en ciencia han tratado de reducir al méximo
las variables que puedan influenciarlos y aunque los logros asociados a este enfoque son
muchos y valiosos, resulta insuficiente cuando el sistema bajo estudio esta formado por un
numero alto de elementos que interactiian de forma no lineal entre si. En los ultimos anos
ha aparecido una nueva forma de abordar los sistemas complejos y esto es a través de un
aparato matemético denominado red. La herramienta matemftica utilizada para describir
estas redes se denomina grafo y data de mediados del siglo X X pero no fue sino hasta
principios del siglo X X I cuando su uso se consolidé con la capacidad de los ordenadores
para procesar muchos datos de manera rapida y eficiente.

Al principio la teoria de grafos estudiaba redes que contaban con pocos nodos, pero
con el desarrollo de las teorias de la probabilidad y la estadistica en los anos setentas del
siglo X X, la teorfa de grafos tuvo un nuevo repunte de la mano del matematico Paul
Erdos, pues los métodos probabilisticos permitieron estudiar las propiedades de grafos
arbitrariamente grandes, cambiando un poco el enfoque y dandole una aproximacion es-
tadistica. En contraposicién al grafo regular, Erdos y su colaborador Rényi presentaron
el concepto de grafo aleatorio o grafo de Erdds- Rényi como aquel grafo generado por
un proceso estocastico donde en cada paso dos nodos cualesquiera se conectan con cierta
probabilidad p [18, 19]. Con la llegada de los ordenadores modernos a finales del siglo
X X, los grafos reales, tales como la red de redes (la Internet) o las redes sociales o las
redes biolégicas pudieron ser examinadas y sus propiedades estadisticas calculadas. Como
resultado de esto se encontro que estas redes eran mucho mas complejas de lo que la teoria
de Erdos- Rényi describia. Sin embargo, dentro de ese caos de conexiones, se visualizaban
ciertos patrones de orden.

Por ltimo, aparecen grafos enormes que no son ni regulares ni aleatorios, a los cuales
se les llamo redes complejas. Estas redes deben contener algin tipo de organizacion, la
cual debe estar codificada de alguna forma en la topologia de las mismas y explotada
mediante algoritmos. El fisico Hingaro Lasl6 Barabasi y su alumno Réka Albert se cen-
traron en el estudio de las distribuciones de grado de las redes reales. Para ello estudiaron
datos disponibles de redes complejas. Demostraron que muchas de las redes del mun-
do real tienen distribuciones de grado completamente diferentes a la de los grafos Erdos
Rényi (distribucién de Poisson). Las redes reales por lo general presentan distribuciones
de grado que siguen una ley potencial [20, 21]. A las redes cuya distribucién de grado
sigue una ley potencial se las conoce también como redes libres de escala. Esto se debe
a que la distribuciéon de ley potencial se extiende sin producir un corte, a diferencia de
una distribucion normal donde si existe una escala caracteristica. Las redes libres de es-
cala tienen la caracteristica de que muchos nodos estan pobremente conectados, mientras
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que muy pocos nodos en la red presentan un alto grado de conexiones. Segin Barabasi
y Albert, en las redes sociales los nodos que poseen mas conexiones tienen mayor pro-
babilidad de formar nuevas conexiones [21]. En esta investigacion estuvimos interesados
en el estudio de las interacciones estratégicas en una red de muchos agentes con intereses
propios independientes, luchando por obtener el mejor beneficio para cada uno de ellos,
estando este condicionado al comportamiento de los demas agentes, pero a su vez siendo
condicionante del comportamiento del de los demas agentes. Estas situaciones son estu-
diadas por la Teoria de Juegos, creada por Von Neumann y Morgenstern [14], donde es
clave el concepto de equilibrio. Se destaca entre ellos el concepto de equilibrio de Nash,
el cual es una asignacién de estrategias a cada agente en la que ninguno tiene incentivos
para desviarse unilateralmente.

Una preocupacién importante para los cientificos de la computacion ha sido entender si
los equilibrios de Nash se pueden calcular de manera eficiente. Muchos trabajos se han
dedicado a analizar la complejidad computacional de encontrar un equilibrio de Nash [22,
23]. Los métodos de la fisica estadistica han sido usados recientemente para investigar
esta cuestién y desarrollar algoritmos que cumplan esta tarea eficientemente [7].

Por otra parte, las principales corrientes econémicas se han centrado tradicionalmente
en los modelos donde las interacciones agente - agente estan mediadas a través de un
mercado. Este tipo de interacciéon tiende a generar sistemas de buen comportamiento
con equilibrios Unicos y otras propiedades que facilitan su andlisis. Sin embargo, recien-
temente se ha venido reconociendo que se deben tener en cuenta las influencias de las
interacciones sociales en los resultados econémicos. En un sistema economico en el que
los intereses individuales dominen las tendencias prosociales se puede asumir que cada
agente actie deliberadamente tratando de maximizar sus ganancias teniendo en cuenta
el comportamiento de los demas, y al hacerlo crea correlaciones que pueden propagarse
por toda la poblacién, dando lugar a un resultado global que no esta directamente vincu-
lado a las preferencias individuales. No es extrano entonces que los modelos de la fisica
estadistica hayan demostrado ser muy valiosos en la investigacion de tales sistemas. Es asi
como Schelling [24, 25], argumenta cémo las decisiones individuales de un agente, cuando
es influenciado por el comportamiento de los demés, puede llevar a un comportamiento
agregado no trivial.

Una propiedad comun de las redes sociales es que se forman camarillas, que represen-
tan el circulo de amigos o conocidos en la que cada miembro conoce a todos los demas
miembros. Esta tendencia inherente al clister se cuantifica por el coefiiente de agrupa-
miento [26], un concepto que tiene sus raices en la sociologia, que aparece bajo el nombre
de fraccién de transitividad triple [27]. Si seleccionamos un nodo i tendremos k; aristas
que conectan a ¢ con otros k; nodos. Si los vecinos mas cercanos al nodo original forman
camarillas, habria k;(k; — 1)/2 aristas entre ellos. La relacién entre el nimero de aristas
E; que realmente existen entre estos k; nodos y el nimero k;(k; — 1)/2 da el valor del
coeficiente de agrupacion del nodo i,

2F;

@:hw—n

(2.3)

El coeficiente de agrupamiento de toda la red es el promedio de todos los C; indivi-
duales.



2. MARCO TEORICO 8

€

Fig. 2.1: Representacion hecha por Euler para resolver el problema de los puentes de Konigsberg

En esta investigacion tomamos como punto de partida el modelo de red delincuencial
propuesto por Ballester, Calvé-Armengol y Zenou [4], el cual desarrollan un juego explicito
de redes delictivas, donde las personas deciden no cooperativamente su participacién en el
crimen. En el trabajo de Ballester et al. [4] se consideran diferentes politicas destinadas a
reducir las actividades de la delincuencia total en una red delictiva y presenta entre otras,
las siguientes innovaciones:

i. La funcion de pagos contiene un componente con estrategia global sustitutiva y pa-
rametrizada de modo que los efectos de diferentes parametros pueden ser facilmente
interpretados.

ii. Compara los efectos de un aumento de castigo y otras politicas comunes anti delin-
cuencia con una politica del jugador clave.

iii. Se analizan politicas de grupo clave y de enlace clave.

iv. Muestra que la busqueda de un grupo clave es un problema NP hard y proporciona
un algoritmo voraz simple que puede cometer un error relativo de hasta 37 %.

2.3. Grafos

La primera definiciéon de grafo tuvo lugar a raiz de un articulo publicado en 1736,
por Leonhard Euler. El trabajo surgié de un problema conocido como el problema de los
puentes de Konigsberg [28].

Durante el Siglo XVIII la ciudad de Konigsberg, en Prusia Oriental estaba dividida
en cuatro zonas por el rio Pregel. Habia siete puentes que comunicaban estas regiones.
El problema que se presentaba era tratar de encontrar una forma de caminar por la ciu-
dad, cruzando cada puente una sola vez, y regresando al lugar de partida. Para resolver
este problema, Fuler represento las cuatro zonas como cuatro puntos, y los puentes como
aristas que unen los puntos, tal y como se muestra en la figura 2.1. Esta Representacion
conduce a la siguiente definicién de grafo [28].
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Un grafo G es un par (V;E), donde V y E son conjuntos, junto con una aplicacién
Yo 1 E— {{u,v} : u,v € V} Al conjunto V se le llama conjunto de vértices; al conjunto
F conjunto de aristas o lados, y a la aplicacién ¢ (o simplemente ) aplicacién de inciden-
cia. El grado de un vértice de un grafo corresponde al nimero de aristas que concurren a él

Si tomamos como ejemplo el caso de los puentes de Konigsberg, el grafo corres-
pondiente tiene como conjunto de vértices al conjunto V = {a,b,c,d}, como conjun-
to de aristas al conjunto E = {ej, ey, e3,¢€4,€5,€6,67} v la aplicacién de incidencia es
la dada por: yg(e1) = va(e2) = {a,b} , va(es) = va(en) = {b,c}, vales) = {a,d},
va(es) = {b,d},ya(er) = {c,d}, Sie; y ey son dos aristas tales que vg(e1) = ya(eq), se
dice que son aristas paralelas. Una arista tal que yg(e) = {v} se dice un lazo.

Un camino en G es una sucesion donde se alternan vértices y aristas, comenzando y
terminando con vértices y en el que cada arista es incidente con los dos vértices que lo
preceden y lo siguen. Un camino que une los vértices v, y v, seria:

V1, U1V2, U2, VU3, * * * , Un—1, Un—1Un, Up,
A este camino también se le puede nombrar por la sucesién de sus vértices, vy, v, - -+ , Uy
y se representa por
Y= (Ula Vg, - 7Un—lyvn>

A los vértices v; y v, se les denomina extremos del camino.

Acostumbra decirse también que el camino conecta v; con v, o que va de v; a v,. La
longitud del camino es el nimero n — 1 de aristas que contiene. Un camino es simple si
en la sucesion de vértices no hay ninguno repetido. Un ciclo en G es un camino en el que
sus extremos coinciden. El ciclo sera simple si no hay, ademés del primero y el ultimo,
ningun otro vértice repetido.

2.3.1. Grafo dirigido

Un grafo dirigido G o digrafo es una tripleta compuesta por un conjunto de vértices
V(G), conjunto de aristas E(G), y una funcién de asignacién para cada arista de un par
ordenado de vértices (cola, cabeza); estos vértices juntos son llamados puntos extremos de
la arista. Decimos que una arista va de su cola a su cabeza[29]. La figura 2.2 nos muestra
un grafo dirigido

En un digrafo, una arista es un bucle si sus puntos extremos son iguales. Aristas
multiples son las que tienen colas idénticas y cabezas idénticas. Un digrafo se llama simple,
si no tiene aristas multiples. Una arista con cola u y cabeza v se denota uv. El vértice u
es llamado el antecesor de uv, y v es llamado el sucesor de uv.

El grado de salida del vértice v es el nimero de aristas que salen de él y se denota
d*(v) y el grado de entrada de v es el niimero de aristas que entran en él y se denota d~(v).

En el camino dirigido, vio, €j1,vi1, €2, - , €k, Vik, , Vq es el vértice inicial y v;_; es el
vértice terminal de la arista ej;.
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Fig. 2.2: Grafo dirigido

e

Fig. 2.3: Componentes Fuertemente Conectadas. Para el digrafo G las componentes fuertemente
conectadas son (Ub @), (U27 V3, V4, €3, €4, 65)7 (U5a (D)y(v6a (D))

Cuando tratamos al grafo (V,E) como un grafo no dirigido habitual, decimos que éste
es el grafo no dirigido subyacente del digrafo G = (V,E), y lo denotamos G,.

Los vértices u y v estan fuertemente conectados si hay un camino dirigido uv y también
un camino dirigido vu como se aprecia en la figura 2.3. Un digrafo G esta fuertemente
conectado si cada par de vértices esta fuertemente conectado. Por convencién, el grafo
trivial esta fuertemente conectado.

Cada vértice del digrafo G pertenece a una componente fuertemente conectada de G.
Sin embargo, una arista no necesariamente pertenece a ninguna componente fuertemente
conectada de G.

El grafo condensado G, del grafo G se obtiene mediante la contraccién de todas las
aristas en cada componente fuertemente conectada. La figura 2.4 nos muestra el grafo
condensado correspondiente al digrafo de la figura 2.3.
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Fig. 2.4: Grafo condensado del digrafo de la figura 2.3

2.3.2. Subgrafo

Sea G =(V,E) un grafo con aplicacién de incidencia 7g. Un subgrafo de G es un nuevo
grafo G' = (V' E") donde V' € V, E' € E y se verifica que 7y (€) = 7¢(e) para cualquier
c€E.

Si G = (V',E') es un subgrafo de un grafo G =(V, E), se dice que es un subgrafo
completo si dado e € F tal que vg(e) C V' se verifica que e € E'. Dicho de otra forma, si
tiene todas las aristas que tenfa G y que unen vértices de V.

Las componentes de un digrafo G son los subgrafos dirigidos de G que corresponden
a las componentes de GG,,. Los vértices de G estan conectados si estan conectados en G,,.
Otros conceptos para grafos no dirigidos se pueden utilizar para digrafos al tratar con el
grafo no dirigido subyacente[29].

Una componente fuertemente conectada H del grafo G es un subgrafo dirigido de G
(no nulo) de tal manera que H estd fuertemente conectada, pero si anadimos algin vértice
o arista a él, entonces deja de estar fuertemente conectada.

2.3.3. Grafo conexo

Sea G un grafo. Se dice que G es conexo, si dados dos vértices u y v de G existe al
menos un camino de u a v. En un grafo conexo G =(V, E ), llamamos puente a cualquier
arista e de G tal que el grafo (V, E — {e}) no sea conexo. En el grafo de la figura 2.5 la
arista 5 es un puente

2.3.4. Matriz de adyacencia

Las representaciones graficas que hasta ahora hemos visto de los grafos no resultan de
mucha utilidad cuando se desea hacer un anélisis formal con la ayuda de un ordenador.
Es necesario entonces de otro tipo de representacién.
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Fig. 2.5: Grafo conexo

Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es V' = {v, vy, -+ ,v,}. Se define su matriz
de adyacencia como la matriz A € M,(N) cuyo coeficiente (7,7) es igual al nimero de
aristas e que unen v; con v;.

Observaciones:

1

La matriz de adyacencia de un grafo es una matriz simétrica respecto de la diago-
nal, pues cada arista que une v; con v; une también v; con v;. Es por esto que la
informacion, exceptuando la contenida en la diagonal, aparece dos veces.

Si ordenamos de otra forma los vértices, la matriz de adyacencia es diferente. Por
tanto, un grafo puede tener varias matrices de adyacencia. En general, si Ay C
son dos matrices de adyacencia de un mismo grafo, entonces existe una matriz de
permutacién P tal que P~'CP = A.

La existencia de aristas paralelas se traduce en la matriz de adyacencia en la exis-
tencia de coeficientes mayores que 1. De la misma forma, la existencia de bucles se
traduce en que algin elemento de la diagonal principal de la matriz de adyacencia
es distinto de cero.

Si tenemos un grafo dirigido, también podemos definir su matriz de adyacencia. En
este caso, el coeficiente a;; es el nimero de aristas que verifican que s(e) = v; y
t(e) = v;. En este caso, la matriz no tiene porqué ser simétrica.

La matriz de adyacencia de un grafo lo determina. Ademads, toda matriz cuadrada
con coeficientes en N es la matriz de adyacencia de un grafo (dirigido o no) finito.
Podriamos entonces tomar como definiciéon de grafo la de una matriz cuadrada con
coeficientes en N.

La matriz de adyacencia de un grafo permite representar los bucles, aunque no las
aristas repetidas entre dos vértices.

Si el grafo no tiene bucles, entonces puede calcularse el grado de un vértice sumando
la fila o columna correspondiente al mismo.

[lustremos el concepto de matriz de adyacencia con el siguiente ejemplo.
Consideremos el grafo G =(V, E ), con V = {v1,vq,- - ,v,} que se muestra en la figura
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Fig. 2.6: Grafo G

2.6 La matriz de adyacencia de G, M = (a;;) € M, estda dada por:

1, si V;U; €A
Aij = :
0, sivwv; ¢ A.

esto es,

01 11
1 010
1100
1 000
Multiplicando por si misma esta matriz se tiene
0111 0111 3110
1 010 1010 1211
1 100 1100 (1121
1 000 1 000 01 11

Tomando cualquier elemento distinto de cero que no esté en la diagonal principal, por
ejemplo el a3 que vale uno. Este elemento resulta de multiplicar la segunda fila corres-
pondiente al vértice v, con la tercera columna correspondiente al vértice v3. Es decir,

(1 01 0)- =1-140-14+1-0+0-0=1

OO = =

Ahora bien, la tinica forma de que los sumandos sean distintos de cero es que los elementos
que se multipliquen sean, ambos, iguales a uno. Esto ocurrird cuando haya un vértice cuyo
elemento en la fila correspondiente a vy sea uno y el de la columna que corresponde con v
también sea uno. Es decir, han de existir aristas de la forma vyv y de la forma vvz. Cada
vez que esto suceda, la suma aumentara una unidad. Aqui, la suma es uno, representan-
do al par de aristas vovy y v1v3 es decir, se tiene un caminos de longitud dos entre vov y vvs,
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v = (va,v1,03)
Si se hubiera elegido el elemento az; que vale uno, se tendria

0
(110 0)- =1-0+1-140-14+0-1=1

—_ = =

y el inico producto no nulo es 1 -1 que representa al par de aristas vzvy, v9v1, es decir,
hay un camino de longitud dos entre v3 y vy,

Y= (U?n V2, Ul)
Por tanto,

1 Todos los ceros de la matriz A% significan que no hay ningtin camino de longitud
dos entre los vértices correspondientes.

2 Todos los unos de la matriz A? significan que existe un camino de longitud dos entre
los vértices correspondientes.

3 todos los dos de la matriz A? significan que existe dos caminos de longitud dos entre
los vértices correspondientes.

y asi sucesivamente.
Se observa ademaés, que los elementos de la diagonal principal son los grados de los

vértices. En efecto, si consideramos el elemento a1 que vale tres, entonces

(011 1)- =0-0+1-1+3-1+1-1=3

_ == O

y los tres productos no nulos, representan a los pares de aristas

U1, V2, U201
U1, U3, U31

por tanto, el nimero de caminos de longitud dos entre v; y vy es tres que es el grado de
V1.
Todas estas ideas permiten afirmar:

Si A es la matriz de adyacencia de un grafo simple, el elemento a;; que ocupa la i
-ésima fila y la j -ésima columna de la matriz A™ es el nimero de caminos de longitud n
que existen entre el vértice ¢ y el vértice j.
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Fig. 2.7: Grafo G,

2.3.5. Matriz de incidencia

Sea G un grafo cuyo conjunto de vértices es V = {vy,v9,- -+ ,v,} y cuyo conjunto de
aristas es £ = {ej,ea, -+ ,en}. Se define la matriz de incidencia del grafo G como una
matriz n X m que tiene en la posicién (4, j) un 1 si v; € f(e;) y 0 en otro caso.

Observaciones:

1 Si tomamos otra ordenacion de los vértices y/o aristas, la matriz de incidencia
puede ser diferente. En este caso, dos matrices de incidencia corresponden al mismo
grafo i se puede pasar de una a otra mediante operaciones elementales por filas y/o
columnas.

2 El que un grafo tenga aristas paralelas se traduce en que tenga dos columnas iguales
en la matriz de incidencia, mientras que los bucles se traducen en filas con un tinico
coeficiente uno.

3 Si el grafo es dirigido, se puede definir también la matriz de incidencia. En este caso,
el coeficiente (7, j) puede también tomar el valor 1 (si la arista e; parte del vértice
v;). En tal caso, el grafo no podria tener bucles.

Consideremos el grafo G, = (V, E), con V = {vy,v9,- - ,u,} vy E = {e1,ea, - ,em}
que se muestra en la figura 2.7 La matriz de incidencia de orden n x m de G,, B = (b;;),
esta dada por:

B _ 1, siw; incide con a;
iy .
0, en caso contrario

esto es,
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Fig. 2.8: Ejemplos de grafos completos .

Bij =

OO DO ==
OO = = O
SO = O = O
O = = O O
—_ o = O O
-0 O O
—_ o =) O OO
OO = OO

00 0O0O0O0 1

La matriz de incidencia s6lo contiene ceros y unos (matriz binaria). Como cada arista
incide exactamente en dos vértices, cada columna tiene exactamente dos unos. El nimero
de unos que aparece en cada fila es igual al grado del vértice correspondiente. Una fila
compuesta solo por ceros corresponde a un vértice aislado.

La matriz de incidencia de un grafo permite representar tanto bucles como aristas repe-
tidas entre dos vértices. Si el grafo no tiene bucles, entonces cada columna tiene dos 1 y
la suma de cada fila da el grado del vértice correspondiente.

2.3.6. Grafo completo

Se llama grafo completo de n vértices al grafo (con n vértices) que no tiene vértices ni
aristas paralelas, y dados dos vértices hay una arista que los une. Dicho de otra forma, su
matriz de adyacencia toma el valor cero en todos los elementos de la diagonal y el valor
uno en el resto. Los grafos completos carecen de bucles y se acostumbra usar el simbolo
K,, para nombrar al grafo completo de n vértices. El grado de cada vértice de un grafo
completo K, es n — 1, luego la suma de todos los grados del grafo es n(n — 1) y, como

cada par de vértices estd unido por una arista, se tiene que el niimero de aristas de un

—1
grafo completo K, es M

2.3.7.  Grafo bipartito

Sea G =(V, E) un grafo. Se dice que G es bipartito si podemos descomponer V en
dos subconjuntos disjuntos Vi y V5 de forma que toda arista incide en un vértice de V y
en un vértice de V5. Un grafo G =(V, E) se dice bipartito completo si es bipartito, y para



2. MARCO TEORICO 17

I Ly
g Lig \ /
Iy I Lo
o v / N\
Iy I3

Fig. 2.9: Grafo bipartito. En la primera figura se tiene que Vi = {vi,v3} y Vo = {ve,v4}.
Ademaés, podemos ver que para cualquier pareja formada por un vértice de Vi y un
vértice de V5 hay una arista y s6lo una que los une. Por tanto, es un grafo bipartito
completo. Dado que V; y V5 tienen dos elementos, dicho grafo es K2o. En la segunda
tenemos Vi = {x1} y Va = {1, 29,23, 24,25, x6, 27}. Vemos también que este es un
grafo bipartito completo, es decir, este grafo es K.

cada v; € V1 y vg € V5 existe un tunica arista e € V5 tal que vg = {v1,v2} G. Un grafo
bipartito completo esta completamente determinado por el cardinal de V; y V5. Si G es
un grafo bipartito completo en el que V; tiene cardinal m y V5 tiene cardinal n, entonces
denotaremos a G como K, .

2.3.8. Arboles

Un arbol es un grafo conexo que no tiene ciclos. Un grafo no conexo que no tenga ci-
clos se denomina bosque. Dado un grafo conexo, un subgrafo suyo se dice arbol generador
si tiene todos los vértices y es un arbol. Un arbol no puede tener bucles ni aristas paralelas.

Observaciones:

1 Un grafo puede ser un arbol si estd conectado. Es decir, si cada uno de los nodos
esta conectado con al menos otro nodo. Si un nodo no esta conectado a algin otro
nodo, el grafo no es un arbol.

2 Un grafo puede ser un arbol si es aciclico. Es decir, si hay uno y solo un camino
entre dos nodos diferentes.

3 Un arbol no tiene una direccién especifica. Su direcciéon depende de la forma en
que se va a utilizar, el arbol puede ramificar hacia fuera mientras va hacia arriba
(como un arbol real), o se puede ramificar hacia abajo como las raices de un arbol.
También puede ramificar hacia la derecha o hacia la izquierda.

En el estudio de los arboles es comun utilizar la siguiente teminologia:

e Raiz: Se refiere comuinmente a un nodo desde donde se extiende el arbol. La raiz es
de nivel superior cuando el arbol se extiende hacia abajo. El nodo m en el grafo de
la figura 2.10 es el nodo raiz.

e Descendiente: Es un nodo que estd mas lejos de la raiz que algiin otro nodo. El
término descendiente se da siempre con respecto a otro nodo. En el grafo de la
figura 2.10, el nodo g es un descendiente de los nodos b, a y m.
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Fig. 2.10: Ejemplo de arbol

e Padre: Es un nodo que esta mas cerca del nodo raiz que otro nodo dado. En el grafo
de la figura 2.10, el nodo b es el padre del nodo f. Del mismo modo, el nodo a es el
padre de nodo b.

e Hermano: Dos o més nodos se dicen hermanos si comparten el mismo padre. En el
grafo de la figura 2.10, los nodos b, ¢ y g son hermanos porque tienen al nodo a
como su padre.

e Antepasado: Es cualquier nodo entre un nodo dado y la raiz, incluyendo la raiz. En
el grafo de la figura 2.10, los antepasado del nodo f son b, a, y m.

e Nodo terminal o vértice : Un nodo se dice que es un terminal si no tiene hijos. En
En el grafo de la figura 2.10, los nodos d, f, g, ¢ y e son nodos terminales. Si el nodo
no es un nodo terminal se dice que es un nodo interno. En el grafo de la figura 2.10,
los nodos m, a, y b son nodos internos. El nimero total de nodos es el nimero de
nodos internos més el nimero de nodos terminales.

e Altura: Se define como el nimero de nodos que se debe atravesar para llegar desde
la raiz hasta el vértice o terminal mas distante. En el grafo de la figura 2.10, la
altura del arbol es tres.

e Sub-drbol: Es una seccion mas pequena de un arbol que parte de algin nodo es-
pecifico. En el grafo de la figura 2.10, el sub-arbol con raiz en b se veria asi:

2.3.9. Grafos regulares
Un grafo regular es aquel cuyos vértices tienen el mismo grado. Un grafo con vértices

de grado k se denomina k -regular. Un grafo completo es n - regular.

Un grafo se dice aleatorio si cada par de nodos se une con aristas con una probabilidad
p [30]. Asi, el niimero total de aristas es una variable aleatoria con una esperanza

g =" Y (2.4)
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Fig. 2.11: Sub -arbol del arbol de la figura 2.10

La probabilidad de que cada una de las aristas exista sigue una distribuciéon de Bernoulli

n(n —1)

m

pr(l—p) 2 (2.5)

y la probabilidad de que un vértice tenga grado k es

P = (Z)p’“(l —p)" (2.6)

Si se incrementa el nimero de nodos y aristas del grafo, el valor medio de la distribucién
tiende a ser constante, con lo que la ley de distribucién se hace independiente del niimero
de nodos y de aristas. Esto conduce a la sustitucion de la ley binomial por una distribucion

de Poisson
k z

Pr = <Z)p’“(1 —p)yhe 2 ,:; (27)

Los grafos aleatorios se caracterizan por la formaciéon de subgrafos

La teoria de grafos aleatorios estudia las propiedades del espacio de probabilidad
asociada a grafos con N vértices cuando N — oo. Muchas de las propiedades de dichos
grafos aleatorios se pueden determinar usando argumentos probabilisticos. A este respecto
Erdos- Rényi dicen que casi todos los grafos tienen una propiedad () si la probabilidad
de tener () se aproxima a 1 cuando N — oo.
La construccién de un grafo aleatorio a menudo se llama una evolucién [30]: a partir de
un conjunto de N vértices aislados, el grafo se desarrolla mediante la adicién sucesiva
de aristas aleatorias. Los grafos obtenidos en las diferentes etapas de este proceso tienen
mas y mas probabilidades de conexién p, y con el tiempo se obtiene un grafo totalmente
conectado [que tiene el nimero maximo de aristas n = N(N1)/2] para p — 1. El objetivo
principal de la teoria aleatoria de grafos es determinar en qué probabilidad de conexion
p es mas probable que surja una propiedad particular de un grafo. El descubrimiento
mas grande de Erdos- Rényi fué que muchas de las propiedades importantes de los grafos
aleatorios aparecen de repente. Es decir, en una probabilidad dada, ya sea que casi todo
grafo tenga alguna propiedad @ (por ejemplo, cada par de vértices estd conectado por
un camino de aristas consecutivas) o, por el contrario, que casi ningin grafo la tenga.
La transicion de que una propiedad sea muy poco probable a ser muy probable suele
ser rapida. Para muchas de estas propiedades hay una probabilidad critica p.(N). Si la
probabilidad conexién p(NN) crece més lentamente que p.(N) cuando N — oo, entonces
casi ningin grafo con probabilidad conexién p(N) tiene la propiedad @. Si p(N) crece un




2. MARCO TEORICO 20

/j: ‘/j@:

Fig. 2.12: Tlustracién del proceso de evolucién de un grafo segin el modelo Erdos- Rényi. Se
comienza con N = 10 nodos aislados (panel superior), a continuacién, se conecta cada
par de nodos con una probabilidad p. El panel inferior de la figura muestra dos etapas
diferentes en el desarrollo del grafo, correspondientes a p = 0,1 y p = 0,15. Se puede
notar la aparicién de los drboles (un érbol de orden 3, dibujado con lineas rojas) y
ciclos (un ciclo de orden 3, dibujado con lineas azules) en el grafo, y un clister que
une la mitad de la nodos en p = 0,15 =1,15/N.

poco mas rapido que p.(NN), entonces casi todo grafo tiene la propiedad @. Por lo tanto
la probabilidad de que un grafo con N vértices, probabilidad de conexién p = p(N) y la
propiedad () satisface

. p(N)
si pe(N) — 0,
I P,(@Q) = . (2:8)
. P
si (V) — 00

Al estudiar los fenémenos criticos se reconoce en la probabilidad critica p.(/V) algunas
caracteristicas familiares en la teoria de percolacion. En fisica un sistema se da general-
mente con un tamano fijo N y luego los diferentes regimenes de la ecuacién (2.3) permiten
reducirlo dependiendo de si p es menor o mayor que p.. El valor adecuado de p, , es decir,
el limite p. = p. (N — 00), da una escala de tamario finito. La base de este procedimiento
es la suposicién de que este limite existe, lo que refleja el hecho de que en tltima instancia,
el umbral de percolacién es independiente del tamanio del sistema. Esto suele darse en los
sistemas de dimensién finita, que incluyen la mayoria de los sistemas fisicos de interés para
la teoria de la percolacion y fendémenos criticos. En contraste, las redes son, por definicion,
de dimensién infinita: el nimero de vecinos de un nodo puede aumentar con el tamano del
sistema. aleatorio se define tedricamente en funcion del tamano de sistema: p representa la
fraccién de las aristas que estan presentes de las N(N —1)/2 posibles. Grafos més grandes
con la misma p tendran mas aristas, y por lo tanto las propiedades como la aparicion de
ciclos podran producirse mas. Esto significa que para muchos grafos aleatorios no existe
un umbral unico, N-independiente, pero tenemos que definir una funcién de umbral que
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depende del tamano del sistema, y de p.(N — oo) — 0. Sin embargo, el grado promedio
del grafo es
2N

n

() =p(n—1)~pN (2.9)

2.4.  Redes Complejas

Una red compleja puede ser definida como un conjunto de nodos interconectados, don-
de un nodo es un elemento basico o una unidad fundamental con contenidos detallados
dependiendo de la naturaleza de la red especifica bajo consideracién [31].

Los nodos en una red compleja pueden ser cualquier cosa dependiendo del contexto de
la discusién. Pueden ser enrutadores en Internet, que estan conectados por unos enlaces
fisicos, tales como fibras 6pticas; pueden ser documentos, por ejemplo en el Word Wide
Web (WWW) son pédginas web, unidas por los llamados hipervinculos; también pueden
ser sustratos y enzimas en algunas redes metabdlicas conectados a través de interaccio-
nes quimicas; incluso pueden ser documentos cientificas en la red de citacién cientifica,
donde los enlaces correspondientes a las citas entre los diferentes articulos pueden ser los
cientificos de la red de colaboracién cientifica, en la que dos nodos estan conectados si
dos cientificos tienen trabajos conjuntos como coautor de los articulos; pueden ser perso-
nas, organizaciones o paises en la red social conectada por las interacciones sociales. Hay
algunos ejemplos tipicos y representativos que han motivado a la comunidad cientifica a
investigar, centrandose en algunos de los elementos genéricos que caracterizan la forma-
ci6én y la topologia de las diversas redes complejas [31].

Una red con topologia compleja se describe mediante un grafo aleatorio, y el mode-
lo de grafo aleatorio mas ampliamente investigado fue quizas el introducido por Erdos
Rényi. Aunque claramente muchas redes complejas reales no son ni totalmente regulares
ni completamente aleatorias, el modelo de grafo aleatorio de Erdds- Rényi ha domina-
do el pensamiento de los cientificos acerca de las redes complejas, debido en gran parte a
la ausencia de informacion detallada acerca de la topologia de las redes reales a gran escala.

Con el fin de describir la transicién de una reticula regular a un grafo aleatorio, Watts
y Strogatz introdujeron el concepto de red de mundo pequeno [26]. Es notable que el
fenéomeno del mundo pequeno sea muy comun. Una experiencia interesante es que, a me-
nudo, poco después de conocer a un extrano, uno es sorprendido al encontrar que tienen
un amigo comun en el medio. Asi, todos estamos conectados a través de una corta cadena
de conocidos. La manifestacion mas popular de que tan pequeno es el mundo es el llamado
seis grados de separacién, concepto descubierto por el psicélogo social Milgram a finales
de 1960 en el que concluyo, a través de un sencillo experimento, que seis era el nimero
promedio de citas que separa la mayorfa de los pares de gente en los Estados Unidos. EL a
partir de entonces conjeturd que una separacion similar podria caracterizar la relacién de
cualesquiera dos personas en el mundo [32]. El patrén del mundo pequeno ha demostrado
ser omnipresente en muchas redes reales, incluyendo los ejemplos anteriores y muchos
otros, como la red alimentaria, circuitos, e incluso el lenguaje humano.

Una caracteristica comun de los grafos aleatorios Erdos- Rényi y el modelo del mundo
pequeno es que la distribucion de la conectividad de las redes decae exponencialmen-
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te. Tales redes se llaman redes exponenciales. Una red exponencial es homogénea en la
naturaleza: Cada nodo tiene aproximadamente el mismo nimero de conexiones. Otro des-
cubrimiento significativo en el campo de las redes complejas es la observacién de que un
numero de redes complejas a gran escala, incluido Internet, WWW y redes metabdlicas
son libres de escala, es decir, sus distribuciones de conectividad tienen forma de ley de
potencia. Una red libre de escala es homogénea en la naturaleza: la mayoria de los nodos
tienen muy pocas conexiones y s6lo unos pocos nodos tienen muchas conexiones [31]. Es
muy importante caracterizar la estructura de las redes complejas, debido a que la estruc-
tura siempre afecta la funcién y el comportamiento de un sistema dinamico, especialmente
de uno complejo.

Por otro lado, la topologa de una red a menudo juega un papel crucial en la deter-
minaciéon de sus caractersticas dindamicas. Por ejemplo, a pesar de la evidencia de que un
acoplamiento difusivo suficientemente fuerte darfa lugar a la sincronizaciéon dentro de un
conjunto de nodos idénticos, esto no puede explicar por qué muchas redes complejas del
mundo real muestran una fuerte tendencia a la sincronizacion incluso con un acoplamien-
to relativamente débil. Como un ejemplo, se observé que los mensajes de enrutamiento
aparentemente independientes de diferentes routers en Internet pueden facilmente sincro-
nizarse, mientras que la tendencia para los routers hacia sincronizacion puede depender
en gran medida de la topologa del Internet. Una forma de romper la sincronizacién pa-
ra cada router es anadir una componente aleatoria (lo suficientemente grande) para el
periodo comprendido entre los mensajes de enrutamiento. Sin embargo, la tendencia a la
sincronizacién en el Internet es tan fuerte que al cambiar un protocolo determinista para
corregir es probable que la sincronizaciéon genere otra sincronia. Esto sugiere que una so-
luciéon maés eficiente requiere una mejor comprensiéon de la naturaleza del comportamiento
de sincronizacién en redes complejas [31].

2.5. Problemas Py Problemas NP

Para ambientar esta secciéon tomaremos un fragmento de las notas NP - hardness de
Jef Erickson llamado Un juego que no puedes ganar [33].

Un vendedor con un traje rojo que se parece sospechosamente a Tom Waits se presenta
con una caja de acero negro con N interruptores binarios en el frente y una bombilla en
la parte superior. El vendedor te dice que el encendido de la bombilla es controlado por
un valor légico en un circuito complejo mediante una coleccion de Y ; O y NO puertas
conectadas por medio de cables, con un cable de entrada de cada interruptor y un unico
cable de salida para la bombilla. A continuacién, enuncia la pregunta: Hay una manera de
ajustar los interruptores de modo que la bombilla se encienda. Si usted puede contestar a
esta pregunta correctamente, le dara la caja y mil millones de ddlares; si la respuesta es
incorrecta, o si muere sin responderla, él tomara su alma.

Por lo que se puede decir, el adversario no ha conectado los interruptores de la bom-
billa en absoluto, asi que no importa como configuren los interruptores, la bombilla se
quedard apagada. Si afirma que es posible encender la luz, el adversario abrira la caja
y revelara que no hay circuito en absoluto. Pero si afirma que no es posible encender la
luz, antes de probar las 2" posibles configuraciones, el adversario inmediatamente creara
un circuito dentro de la caja con el que se enciende la luz si y sélo si los interruptores
estan configurados con uno de los ajustes que no han sido puestos a prueba y luego, con
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Fig. 2.13: Un circuito boleano. Las ordenes entran desde la izquierda , y la respuesta sale a la
derecha.

ese ajuste, encenderd la luz. (No se puede detectar el engano del adversario, porque no se
puede ver el interior de la caja hasta el final). La tinica manera de responder correctamen-
te la pregunta del adversario es ejecutando todas las 2" configuraciones posibles. Usted
rapidamente se dara cuenta que esto llevara mucho mas tiempo de lo esperado para vivir,
por lo que rechazara la oferta del adversario.

Con una sonrisa el adversario le dice: Ah, si, por supuesto, que no tiene ninguna razén
para confiar en mi. Pero tal vez pueda convencerlo de la facilidad del problema. El le dard
un gran rollo de pergamino hecho a partir de piel de oveja, con un diagrama de circuito
dibujado (o tal vez tatuado) en él. Aqui estan los planos completos para el circuito dentro
de la caja. Siéntase libre de hurgar dentro de la caja para asegurarse de que los planos son
correctos. O construya su propio circuito a partir de estos planos. O escriba un algoritmo
para simular el circuito. Lo que quiera. Si descubre que los planos no coinciden con el
circuito dentro de la caja, gana los mil millones de dodlares. Con estos argumentos podra
convencerlo de que los planos no tienen defectos obvios. Un engano parece ser imposible.

Pero atn debe rechazar la generosa oferta del adversario. El problema que el adversa-
rio esta planteando es llamado circuito de satisfactibilidad o CircuitSat: Dado un circuito
boleano (aquel en el que hay un conjunto de entradas que hace que la salida del circuito
siempre sea verdadera, o por el contrario, siempre sea falsa), para cualquier configuracién
particular de entrada, se puede calcular la salida del circuito en un tiempo polinémico (en
realidad, lineal) realizando una bisqueda a profundidad. Pero nadie sabe cémo resolver
un CircuitSat mas réapido que tratando todas las 2" configuraciones posibles del circuito,
pero esto requiere de un tiempo exponencial. Por otro lado, en realidad nadie ha demos-
trado que esto sea lo mejor que se puada hacer; tal vez hay un algoritmo inteligente que
simplemente no se ha descubierto atn.

Los conjuntos V'y E mencionados al definir grafos pueden tener una cardinalidad muy
grande. Esto implica problemas en los que el nimero de calculos a resolver puede ser
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enorme. La manera como la computacion resuelve un problema es por medio de algorit-
mos eficientes y rapidos. Un algoritmo esencialmente comprueba todas las configuraciones
posibles de un problema. Sin embargo, esto se vuelve poco préactico cuando el niimero de
configuraciones crece exponencialmente rapido con el tamano del problema. Resulta nece-
sario analizar la estructura del problema para optimizar los algoritmos. Esto ha motivado
a los cientificos de la computacién para clasificar los problemas en clases de acuerdo con
el grado esperado de dificultad como: problemas P (tiempo polinomio) son cada uno de
los problemas que puede ser resuelto mediante un algoritmo en un tiempo polinomial y
problemas NP (tiempo polinomial no determinista) son todos los problemas que pueden
ser verificados por un algoritmo en tiempo polinomial. También existen los problemas co
- NP que son problemas esencialmente opuestos a a los problemas NP . Si la respuesta de
un problema en co - NP es NO, entonces existe una demostracion de este hecho que puede
ser verificada en un tiempo polinominal. Se cree que no existe ningtin algoritmo polinomial
para todos los problemas en NP, aunque todavia no se conocen pruebas ya sea a favor o
en contra de esta idea. Podria ser que la existencia de un algoritmo que resuelve un pro-
blema en tiempo polinémico implique la existencia de un algoritmo para resolver toda una
clase C' de problemas en tiempo también polinomial. En tal caso, se dice que el problema
es C-Hard, y si el problema en si mismo pertenece a una clase tal se dice que es C-complete.

La clase NP-complete puede definirse alternativamente como la interseccién entre NP
y NP-Hard. Se puede decir que los problemas de NP-complete son los problemas NP més
dificiles y muy probablemente no formen parte de la clase de complejidad P.

Los problemas CircuitSat son problemas NP. Si la respuesta es Si, entonces cualquier
conjunto de m valores de entrada que produce una salida verdadera es una prueba de este
hecho; podemos comprobar la correspondiente configuracion mediante la evaluacién del
circuito en tiempo polinomial. Esta ampliamente aceptado que un CircuitSat no es un
problema P ni co - NP , pero nadie lo ha demostrado.

Cada problema de decision P también es NP. Si un problema es P, podemos com-
probar una respuestas Si en tiempo polinomial recalculando la respuesta desde cero. Del
mismo modo, todo problema P es también NP - complete.

Tal vez la pregunta sin respuesta mas importante en las ciencias de la computaciéon
es si las clases de complejidad P y NP son diferentes. Parece obvio para la mayoria de
las personas que P # NP ; pues los problemas P pueden ser increiblemente dificiles de
resolver, incluso cuando las soluciones son obvias en retrospectiva. La resolucién de un
problema a partir de cero es mas dificil que simplemente comprobar que una solucién es
correcta. Pero nadie sabe como demostrarlo. El The Clay Mathematics Institute tiene al
problema P vs NP como el primero de sus siete Millennium Prize Problems, ofreciendo
un premio de US $ 1.000.000 por su solucidn.

Otra pregunta todavia abierta es si las clases de complejidad NP y co - NP son dife-
rentes. Incluso si podemos comprobar cada respuesta Si rapidamente, no hay razén para
creer que también podemos verificar rapidamente que hay respuestas No. Por ejemplo,
aun, no hay ninguna prueba de que un corto circuito boleano no se pueda satisfacer. En
general se cree que PN # co — NP , pero nadie sabe como demostrarlo.
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Refiriéndonos a los problemas NP - hard, si pudiéramos resolver uno de ellos especial-
mente rapido, entonces podriamos resolver rapidamente cualquier problema cuya solucion
sea facil de entender, usando la solucién de un problema resuelto como una subrutina.

También tenemos que si alguien encuentra un algoritmo de tiempo polinomial para un
problema NP complete, entonces eso implicaria la existencia de un algoritmo de tiempo
polinomial para cada problema NP - complete. Muchos problemas han resultado ser NP
- complete, por lo que un algoritmo de tiempo polinomial para uno (y por lo tanto todos)
de ellos parece muy poco probable.

La Fisica Estadistica ha dado importantes contribuciones a este campo, lo que sugiere
que la existencia de transiciones de fase y la estructura organica del espacio de soluciones
podria desempenar un papel importante en el estudio de la complejidad computacional.
Ademas, aunque la Fisica Estadistica se ha interesado tradicionalmente en el estudio
del comportamiento medio, recientemente se ha reconocido que, efectivamente, se puede
aprovechar esa informacién genérica para encontrar soluciones particulares a los casos in-
dividuales. Esto ha sido interpretado particularmente con el llamado método de la cavidad
[26], el cual trataremos posteriormente.

2.6. Fisica Estadistica de los Vidrios de Espin

La fisica estadistica ha desarrollado herramientas varias para el estudio de sistemas
complejos y, como los fendmenos sociales se comportan de manera muy variada generando
sistemas de gran complejidad [1], surge la idea de aplicar la Fisica Estadistica al estudio
de sistemas sociales. Sin embargo, si bien se han logrado explicar sistemas complejos no
vivos, como las transiciones de fase por las que pasa un liquido, esto no implica que se
pueda hacer una extension para los de caracter social en donde interactiian personas.

A partir de la experiencia se conoce que la materia puede existir en diferentes fases
y que las transiciones de una fase a otra pueden ocurrir si se cambia, por ejemplo, la
temperatura. Un ejemplo de este fenémeno natural lo vemos cuando un imén pierde su
magnetizacion al disminuir su temperatura por debajo de un valor critico. Los fenéme-
nos criticos ocurren en las transiciones de fase. Si se considera la transicion de liquido a
gas, al encontrarse cerca el punto critico, van a aparecer fluctuaciones en la densidad del
liquido en todas las escalas posibles. Estas fluctuaciones se manifiestan a través de gotas
mezcladas con burbujas de gas. En la vecindad de este punto van a existir gotas y bur-
bujas de todos tamanos y exactamente en el punto critico, la escala de las fluctuaciones
se vuelve infinita, es decir, se tienen de todos tamanos dentro de nuestro sistema. Esto
sugeriria que se deberian de tomar en cuenta sélo las fluctuaciones de escalas mayores ya
que tendrian més importancia, pero en realidad el papel de las fluctuaciones pequenas no
puede ignorarse. Una buena teoria de los fenémenos criticos debe tomar en cuenta todas
las escalas de longitud debido a que sélo asi se puede tener una descripcion acertada de
los mismos. Este problema requeriria del desarrollo de un nuevo tipo de teoria, capaz de
describir los fenémenos a todas las escalas posibles.

Esta teoria de los fenémenos criticos estda basada en el concepto fundamental de que
las variables ocupadas son irrelevantes y universales, por lo que se plantea que sistemas
fisicos diferentes, como por ejemplo un liquido y un imén, se comportan de la misma for-
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ma cuando se pasa de un estado macroscépico a otro [34]. La mayoria de las propiedades
microscopicas de los compuestos fisicos resultaron ser irrelevantes para describir el cambio
macroscopico que, por el contrario, parece ser universal. Este planteamiento demuestra
que fenémenos que parecian estar desconectados, como el magnetismo y los cambios de
fase de los fluidos, tienen caracteristicas similares. El concepto de universalidad plantea
que en algunos casos los detalles no son importantes. Esto hace tentadora la extension
de estas nociones a sistemas que no son fisicos, en particular a sistemas sociales, para los
cuales en muchos casos, existe una relacién entre propiedades microscopicas y realidades
macroscopicas.

Las coaliciones entre individuos es un fenémeno social que puede ser modelado con
herramientas de la fisica estadistica como la teoria de vidrios de espin. Un vidrio de espin
es un material desordenado que exhibe alta frustracién magnética [9] debido a las interac-
ciones competitivas que se tienen en el sistema. Por otro lado, en los modelos de formacion
de coaliciones, se plantea que las propensiones bilaterales que tienen dos actores a coope-
rar o a competir, puede ser simuladas por el tipo o signo de las interacciones que entre
ellos se plantee. Ademas se establece que si dos agentes cooperan, estos tienden a estar en
la misma coalicién pero si compiten estaran entonces en diferentes coaliciones. En estos
modelos se propone que las coaliciones 6ptimas pueden ser determinadas siguiendo un
principio de conflicto minimo, es decir, las coaliciones més probables seran aquellas en las
que existan menos diferencias entre las estrategias de los actores. En ambos fenémenos
(el social y el fisico) se cuenta con un problema similar, el cual surge al intentar satisfacer
simultdneamente fuerzas opuestas entre si (sistemas frustrados). En el sistema social el
problema radica en determinar que tipo de alianza, si existe alguna, va a optimizar las
tendencias de todos los actores a pelear o a cooperar.

En la seccion 3.3 se discute como se pueden utilizar técnicas de la Fisica Estadistica
para analizar sistemas sociales, en el contexto del problema especifico en el que estamos
interesados: redes delincuenciales.

2.6.1. EIl modelo de Ising

El modelo de Ising es un modelo de un iméan que parte del hecho de que el campo
magnético generado por un cuerpo continuo es el resultado de la combinacion de muchos
momentos magnéticos dipolares atémicos o moleculares dentro del material. Este modelo
considera una rejilla con dipolos magnéticos o espines en cada sitio y supone que hay N
espacios en la rejilla y el mismo ntimero de espines, etiquetados pori = 1,2,--- , N [24]. En
este modelo los espines asumen la forma mas simple posible, esto es, de variables escalares
o; con valores de 1. Cada espin o; apunta a lo largo de algin eje preferencial o en la
direccion exactamente opuesta. Por lo que el valor de +1 se asigna cuando el espin esta
paralelo al eje escogido como preferencial, y —1 cuando se encuentra anti-paralelo. Se dice
que el espin esta arriba cuando o; = +1, y abajo cuando o; = —1. Los estados del sistema
de Ising son los diferentes conjuntos de valores que los espines pueden tomar. Debido a
que solamente se tienen dos estados para los espines, hay un total de 2V estados para
una rejilla con N espines dentro de ella. En los materiales magnéticos reales los espines
se relacionan entre si, por ejemplo a través de interacciones de intercambio, las cuales se
intentan considerar en el modelo de Ising al incluir en el Hamiltoniano productos de espines
0;0;. En el caso mas simple, todas las interacciones tienen la misma fuerza, denotada por
J que tiene dimensiones de energia y recibe el nombre de constante de acoplamiento de
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los espines. Estas interacciones sélo se tienen entre espines que son vecinos cercanos en la
rejilla propuesta. También se puede introducir un campo magnético externo B que afecta
a los espines. El Hamiltoniano toma entonces la forma

H=-J]Y ow0;-BY o (2.10)
(i.0)

donde la notacién (i, j) indica que los lugares i y j que aparecen en la suma son vecinos
cercanos. Los signos negativos son convencionales. Estos determinan que signo va a tener
el pardametro de interaccion J y el campo magnético externo B. Con los signos tal y como
se presentan en (2.10), un valor positivo de J hace que los espines tiendan a alinearse
uno con otro (modelo ferromagnético), mientras que un valor negativo hace que intenten
mantenerse desalineados (modelo anti-ferromagnético). Para el signo del campo magnético
funciona de la misma manera, si B > 0 entonces los espines tienden a estar alineados con
el mismo y si B < 0 intentan desalinearse respecto a éste [35]. Una variaciéon de este
modelo permite tener un parametro de interacciéon para cada espin, asi como un campo
magnético que varie espacialmente en el Hamiltoniano. Por lo tanto el Hamiltoniano se
convierte en

H=- Jijo-io-j - Z Bigi (211)

(4,5) i,

La funcién de particion del modelo es

Z == et (2.12)
(i.9)

donde k es la constante de Boltzmann y T la temperatura del sistema. Al realizar esta
suma se puede utilizar esta funcién de particién (2.12) para encontrar varias propiedades
del sistema, como son la energia interna, la entropia, la energia libre, el calor especifico,
entre otras. La magnetizacién media (M) del modelo se puede obtener directamente de

un promedio sobre los estados.
(M) = <Z o—z-> (2.13)

i

En ocasiones, resulta de gran interés la magnetizacion media por espin (m), la cual es

solamente ) — %<ZUZ> (2.14)

(2
La ecuacién (2.11) define un vidrio de espin o sistema heterogéneo o desordenado, en
el sentido que los J ya no son homogéneos o constantes, sino que varian para cada espin.
El modelo principal de vidrios de espin es el de Sherrington -Kirkpatrick que posee una
estructura supremamente rica y compleja en el que para cada par de espines la corres-
pondiente J se extrae al azar con una distribucién gaussiana con una cierta varianza [13].
En el capitulo 3 se muestra un ejemplo concreto pero diferente de un sistema desordenado.
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3.1. Definicion del Problema

El modelo aqui propuesto se basa en el modelo de Ballester et al. [4] que ha sido es-
tudiado recientemente en [35]. Sin embargo aqui, en contraste con el modelo de Ballester
et al, las variables son binarias y por lo tanto se deben utilizar otro tipo de técnicas,
mas cercanas a la matematica discreta, que estan siendo desarrolladas activamente en la
actualidad. La presentacién del modelo sera por lo tanto necesariamente similar a la de
[35] aunque en el proceso se enfatizaran algunas diferencias.

Una red delincuencial ¢ se define mediante un conjunto N = {1,...,n} de individuos
idénticos y un conjunto de vinculos entre ellos. Esta se puede describir asociando una
variable binaria g;; a cada par de individuos 7 y j en la red, tal que g;; = 1 si y s6lo si ¢
y 7 interactuan, o se influencian, directamente, y g;; = 0 de otro modo. La matriz G con
componentes g;; se conoce como la matriz de adyacencia de la red. Cada individuo 7 en la
red tiene asociada una variable binaria x; tal que x; = 1 si el individuo delinque y x; = 0
en caso contrario. Se denotard por x = {;,...,x,} una asignacién de estas variables
binarias para toda la red. En analogia con Ballester et al. [4], la ganancia esperada para
el individuo i, si éste delinque, esta dada por la expresién

ui(x, g) = yi(x) — pi(x, 9) f, (3.1)
donde

yi (%) :a:iméux{l—(Fij,O}, (3.2)
j=1

corresponde a la ganancia bruta del individuo 7, que depende de si éste delinque o no, y del
perfil estratégico de la poblacién. Cuando resulte necesario distinguir entre la estrategia
x; del agente 7 y las estrategias x_; de los demds agentes, se escribird x como x;, z_;. Por
otra parte,

pi(X, g) = pox; max {1 — Zgijxj, 0} : (3.3)
j=1
se refiere a la ‘pérdida’ debido a la posibilidad de que el individuo ¢ sea capturado y f a la
intensidad de la sancién recibida (valor de la multa o tiempo de cércel). Dicha ganancia
o utilidad depende no sélo de la estrategia adoptada por el individuo en consideracion,
sino también del esfuerzo de todos los demas individuos y de la estructura de la red. Esto
se debe a la competencia global por recursos limitados y a la colaboracion local entre
individuos. Aqui el pardmetro py esta relacionado con probabilidad de que un individuo
genérico sea capturado, el parametro 6 > 0 corresponde a la intensidad de la competencia
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global, el parametro ¢ > 0 modela la intensidad de la colaboracién y complementariedad
local entre los individuos para evitar la aprehension y el parametro f es una medida de
la intensidad de la sancicibida. Al producto pof lo llamaremos my, correspondiendo al
parametro que modela la intensidad de las sanciones impuestas.

3.2.  Equilibrio de Nash

Ante el interrogante que presenta conocer las acciones que elegiran los jugadores en
un juego de estrategia, asumimos que cada jugador elige la mejor accion disponible. En
un juego, la mejor accion para cualquier jugador dado depende, por lo general, de las
acciones de los otros jugadores. Asi que a la hora de elegir una accién un jugador debe
tener en cuenta las acciones que los otros jugadores eligieron. Es decir, se debe formar
una creencia acerca de las acciones de los otros jugadores.

Esta afirmacién toma como base el supuesto de que la creencia de cada jugador se
deriva de su experiencia pasada en el juego, y que esta experiencia es suficientemente
extensa como para saber coémo sus oponentes se comportaran. Nadie le dice cudles son las
acciones que sus oponentes van a elegir, pero su participacion previa en el juego lo lleva
a estar seguro de estas acciones.

Aunque se supone que cada jugador es experto en el juego, asumimos que ve a cada
jugada de forma aislada. El no se familiariza con el comportamiento de los oponentes
especificos y por lo tanto no condiciona su accién sobre la de los oponentes a los que se
enfrenta; ni es lo que espera que los otros jugadores hagan.

Se suponen las siguientes circunstancias. Para cada jugador hay en el juego una pobla-
cion de muchos tomadores de decisiones que pueden, en cualquier ocasion, tomar el papel
de ese jugador. En cada jugada del juego, los jugadores son seleccionados al azar, uno
de cada poblacién. Por lo tanto cada jugador participa varias veces en el juego, siempre
contra oponentes cambiantes. Su experiencia lo lleva a asumir posiciones acerca de las
acciones de los oponentes tipicos, no acerca de un conjunto especifico de oponentes.

Como ejemplo de esto, pensemos en la interaccién entre una aerolinea y sus pasajeros.
Los pasajeros y la aerolinea interactiian repetidamente, pero en una primera aproximacion
muchas de las interacciones pueden ser modeladas como aleatorias. En muchos casos un
pasajero compra un boleto solamente una vez con cualquier aerolinea dada, o compra en
varias ocasiones, pero de forma andénima (cuando la aerolinea tiene muchas filiales, por
ejemplo).

En resumen, la situacion que nos ocupa tiene dos componentes. En primer lugar, cada
jugador elige su accion de acuerdo con el modelo de eleccion racional, dada su creencia
acerca de las acciones de los otros jugadores. En segundo lugar, la creencia que cada
jugador tiene acerca de las acciones de los otros jugadores es la correcta. Estos dos com-
ponentes estan incorporados en la siguiente definicién.

Un equilibrio de Nash es un perfil de accién z* con la propiedad de que ningin jugador
¢ pueda elegir otra accion mejor, dado que todos los demds jugadores j eligieron z7.
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En el entorno idealizado en el que los jugadores en cualquier jugada del juego son
elegidos aleatoriamente de un conjunto de jugadores, un equilibrio de Nash corresponde a
un estado inmodificable. Si siempre que se juega el perfil de accién es el mismo equilibrio
de Nash z*, entonces ningun jugador tiene una razén para elegir una accién diferente a
su componente en x*; no hay presién en el perfil de acciones para cambiar. Dicho de otra
manera, un equilibrio de Nash encarna un estado de norma social: si todos los demas se
adhiere a él, ningtin individuo desea desviarse de él.

El segundo componente de la teoria del equilibrio de Nash que plantea que las creencias
de los jugadores sobre las acciones de los demas son correctas implica que las creencias de
dos jugadores acerca de la accion de un tercer jugador son las mismas. Por esta condicion,
se dice que las expectativas de los jugadores son coordinadas.

La teoria del equilibrio de Nash no se puede aplicar a todas las situaciones en forma
general, sino a configuraciones idealizadas como la descrita anteriormente. Por ejemplo,
en algunos casos, los jugadores no tienen mucha experiencia con el juego; en otros, no
se ve cada jugada de forma aislada. Sea o no, el que el concepto de equilibrio de Nash
sea apropiado en una situacién dada es una cuestiéon de criterio. En algunos casos, un
mal ajuste con la configuracion idealizada puede ser mitigado por otras consideraciones.
Por ejemplo, los jugadores inexpertos pueden ser capaces de sacar conclusiones sobre po-
sibles acciones de sus oponentes, de su experiencia en otras situaciones, o de otras fuentes.

Con la ayuda de esta notacion, podemos precisar la definicién de equilibrio de Nash.
Sea = un perfil de accién, en el que la accion de cada jugador i es x; y sea x;, cualquier
otra accién del jugador 7 (ya sea igual, o diferente a z;), entonces (z;, z_;) denota el perfil
de accion en el que todo los jugador j , excepto ¢ escoge su accién z; segun lo especificado
por 7, mientras que el jugador i elige ; (el subindice -i en z significa, excepto i). Es
decir, (az;, x_;) es el perfil de accién en el que todos los jugadores, excepto i se deciden
por z mientras que 7 se inclina por z; (si z; = z; se sigue que (z,z_;) = (x;,7_;) = ).
Si por ejemplo, hay tres jugadores entonces (x5, z_s) es el perfil de accién en el que los
jugadores 1 y 3 se adhieren a z (el jugador 1 elige x1, el jugador 3 elige x3) v el jugador
2 se inclina por x;

Usando esta notacion, podemos replantear la condiciéon para que un perfil de accion
x* sea un equilibrio de Nash: ningtin jugador ¢ tiene una accién x; con la cual prefiera
a (x;,x*,;) sobre x*. De manera equivalente, para cada jugador i y cada accién z; que
asuma, el perfil de accion z* es al menos tan bueno para el jugador i como el perfil de
accion (z;, ;).

Segun la hipotesis de racionalidad de la Teoria de Juegos, los individuos de esta inves-
tigacién escogen la estrategia x; (delinquir o no) que maximice su utilidad u;(x), dados

las estrategias escogidas por los deméds individuos x_; = {z1,...,2;i—1,Tiy1,. .., Tn}. Asi
pues, todos los individuos estaran satisfechos en la configuracién x* = {z7,...,z}} si
* * z *
wi(xl, x* ;) = maxu;(z;, X",;). (3.4)

Ty

En este caso, dicha configuracion es un equilibrio de Nash puro. El término puro se
refiere a que se estan considerando las estrategias delinquir o no, en contraste con estra-
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tegias mixtas que consisten en delinquir o no con una cierta probabilidad. Si bien esta
garantizado que un equilibrio de Nash mixto siempre existe, no se puede decir lo mismo de
un equilibrio de Nash puro. Por otra parte, los equilibrios de Nash no son necesariamente
unicos. Por esta razon una de las cantidades a estudiar sera el nimero de equilibrios de
Nash puros como funcién de los pardmetros del modelo.

3.2.1. Equilibrio de Nash y satisfaccion de restricciones

Una configuracién x* es un equilibrio de Nash si se satisfacen las n restricciones dadas
por la expresién (3.4). Este tipo de sistemas se conocen como problemas de satisfaccién
de restricciones y son de gran relevancia préctica. Introduciendo la funcién indicador I[p],
la cual es igual a 1 si la proposicién p es verdadera e igual a 0 si p es falsa, la condicion
de Nash se puede escribir como

T

H]I {ui(a:f,xfi) = maxu,;(z;,x2;)| =1, (3.5)
i=1

la cual expresa que todos los jugadores se decantan por la jugada que les da la maxima
ganancia, dado que los demas lo hacen.

Las propiedades tipicas del sistema pueden calcularse a partir de la probabilidad de
que una configuracion escogida al azar sea un equilibrio de Nash

P(x) = %ﬁﬂ [u(x x_i) = mix uz, x_z-)} | (3.6)

7

donde la constante de normalizacion

7

Z=Y ﬁ]l [u(:l: x_;) = méxu;(a], xi)} : (3.7)

x =1

es el niumero de equilibrios de Nash en el sistema.

3.3. Relacion con la Fisica Estadistica

3.3.1.  Construccion de un sistema fisico equivalente

Esta formulacion de la condicién de Nash guarda una estrecha relacion con la Fisica
Estadistica, y esta simple observacion ha abierto toda un area de investigacion sobre la
aplicacion de los métodos matematicos y computacionales de ésta a un gran ntmero de
aplicaciones en diversas disciplinas [36, 37]. Esto ha motivado la formalizacién matemética
de algunos potentes métodos heuristicos desarrollados en el estudio de la fisica estadistica,
tales como el celebrado método de la cavidad [38-41]. En particular, la aplicacion del méto-
do de la cavidad a la busqueda de equilibrios de Nash en juegos sobre redes fue explorado
por uno de los autores [7], y es el método que ha sido empleado en esta investigacién. Por
esta razén vale la pena tener una idea mas clara de dicha conexién con la fisica estadistica.
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La idea es simple: a cada configuracion se le asocia una funciéon de energia apropiada
de manera que las configuraciones de interés, en este caso los equilibrios de Nash, corres-
pondan a las configuraciones de minima energia [7, 42]. Asi pues dicha funcién de energia
puede definirse en este caso como

B(x) = ZEi(xi,x,i), (3.8)

donde
EZ'(Ii, X_i> = méx [uz(‘rj, X_i) - Ul'(l’i, X_i)} Z 0. (39)

1
en consecuencia, F(x) = 0 si y sélo si x es un equilibrio de Nash, y éste corresponde al
valor minimo.

Una vez que el espacio de configuraciones y la funcién de energia son fijados, la pro-
babilidad Ps(x) para que el sistema se encuentre en la configuracién x esta dada por la
distribucién de Boltzmann [37]

Palx) = ZBl(m

donde B es un parametro que en aplicaciones a la fisica corresponde al inverso de la
temperatura, excepto por una constante, y la constante de normalizacion

Zp(B) =) e PP, (3.11)

e PE) (3.10)

se conoce como funcién de particién. Las propiedades estadisticas del sistema se pueden
estudiar mediante el anélisis de dicha funcién de particién [14], la cual juega un rol de
funcién generante [43].

Finalmente, si se nota que en el limite 5 — oo se tiene

0, siE>0
—sEx) _ [0 ) 3.12
¢ {1, si E =0, (3.12)

y que la condicién E(x) = Y"1 | E;(z;,x_;) = 0 corresponde a la condicién de Nash, se
puede concluir que

lfim e 7P = J]1 |:Ui($z'737i) = méxu;(z], x_;)| (3.13)
i=1 i

B—00 i

y que la constante de normalizacién limg_,o, Z5(5) = Z coincide con el nimero de equi-
librios de Nash (3.7).

Entonces la configuracién x es un equilibrio de Nash si para todo ¢

ui (i, X ;) = maxu;(r], X ;) (3.14)

T

Si bien esto puede parecer una trivialidad, y el pardametro 5 absolutamente innecesario,
esta analogia entre la fisica estadistica y los problemas matematicos de origen combina-
torio ha dado lugar al algoritmo de recocido simulado, uno de los méas utilizados desde su
incepcion [36]. En éste el pardmetro 5 juega un rol fundamental.
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3.3.2. Estrategia binaria

Para nuestra investigacion consideramos que en cada vértice hay un delincuente que
tiene sélo dos posibles estrategias, delinquir o no, y que tiene asociada una funcién de
pagos. Por ello se afirma que z; € {1,0}, donde para cada i, x; = 0 si el delincuente i
no delinque, y x; = 1 si el delincuente ¢ delinque y la ganancia bruta del delincuente ¢,
esto es, y;(x;, x_; € [0,1]. Un vinculo entre un par de vértices indica que los delincuentes
correspondientes tienen una influencia mutua en sus decisiones.

Podemos notar por (3.1) y (3.13) que si z; = 0 se tiene que u;(0,2_;) = y;(0,2_;) —
pi(0,z_;)f = 0, esto es, no delinquir no da ganancias. Por otro lado, para decidir si
delinque o no, el delincuente calcula la ganancia esperada si delinque, es decir, calcula
w;i(1,x_;). Six; = 1 se tiene que: si w;(1,x_;) > 04 delinque, si u;(1,z_;) < 04 no delinque
y siu;(1,2_;) =0 a i le es indiferente delinquir o no.

Podemos decir entonces que

Z = [T mdx{0,u;(1,x_)} = u;(z;, 2_;)] (3.15)

x j=1

Es facil notar que

se cumple en el equilibrio de Nash y para demostrarlo miraremos los dos tinicos casos
posibles.

Si z; = 1, se cumple que max{0, u;(1,z_;)} = w;(1,7_;). Entonces u;(1,z_;) > 0, con
lo que se tiene la validez de la expresiéon

=u(l,z_;) >0 (3.17)

También tenemos que si z; = 0, se cumple que max{0,w;(0,z_;)} = u;(0,2_;) = 0.
Luego u;(1,z_;) > 0y —uw;(1,2_;) > 0, entonces, si no delinquié es porque el valor
esperado de delinquir es negativo, con lo que también es valida la expresion

(2x; — Duy(1,z—;) = (0—1)u(1,2_)

(L) >0 (3.18)

Estos ultimos resultados y la ecuacién (3.15), permiten deducir que el nimero de
equilibrios de Nash, cuando x; € {0, 1}, esta dado por

Z =Y []uee; — Du(1,2-;) > 0] (3.19)

x 1=1
Asi, si ¢ delinque es porque delinquir es su jugada de equilibrio de Nash. En caso
contrario es porque no delinquir es su jugada de equilibrio. En ambos casos se cumple que
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Conocido el comportamiento de la red ideamos una estrategia que produzca la maxima
reduccion posible en el nivel agregado de actividad delincuencial. Esta estrategia consiste
en variar los parametros d, my v ¢ en la funcién de utilidad.

En caso en que no exista el equilibrio buscado podemos interesarnos en soluciones
aproximadas que satisfagan las condiciones Nash dentro de algunos errores tolerados [35].

En la dltima década otro método inspirado en la fisica estadistica que ha dado lugar a
algoritmos mas potentes que el de recocido simulado [42] y que ha atraido gran interés por
parte de los matematicos [38-41] es precisamente el método de la cavidad que se discutira
a continuacién [44-46].

3.3.3. Método de la cavidad

El problema de caracterizar los equilibrios de Nash del sistema esta estrechamente
relacionado con el cdlculo de la funcién de particién Z. Uno de los métodos mas efectivos
para tratar con este tipo de problemas es el llamado método de la cavidad. Este método
se puede interpretar como un algoritmo de paso de mensajes, donde cada nodo en la
red recoge informacién de sus nodos vecinos, realiza un céalculo con ésta, y reenvia la
informacién actualizada de nuevo a cada uno sus vecinos [37, 47]. De una manera mas
general, el problema consiste en calcular una suma de la forma

Z=> U(x)=> ] ¥ulxa) (3.20)

x a=1

donde la funcion que se estd sumando se puede escribir como un producto de M factores
U(x) = [[M, ¥u(x,), donde cada factor ¥, sélo depende de un subconjunto de variables
denotado como x,. En el caso de las redes delincuenciales aqui estudiadas, hay un factor
W, por cada variable i y estd dado por la funcién indicador que verifica la condicion de
Nash para el individuo 7, y la funcién W es el producto de los n factores, como puede
observarse en la ecuacién (3.7), e decir, Es decir, los ¥; son los valores de la funcién
indicador. El método de la cavidad explota la estructura de dicha factorizacion. Mas es-
pecificamente, la funcién ¥ se puede representar como un grafo bipartito donde a cada
factor W, se le asocia un tipo de nodo (representados, por ejemplo, por cuadrados) y a
cada variable x; se le asocia otro tipo de nodo (representados, por ejemplo, por circulos).
En este grafo bipartito un vinculo entre factor ¥, y una variable x; indica que este factor
depende de dicha variable. No existen vinculos ni entre factores ni entre variables, lo que
le da su caracter de bipartito (ver figura 3.1). Dicho grafo usualmente se denomina grafo
de factores [47].

Ahora bien, el método de la cavidad parte de la hipotesis de que el grafo de factores
tiene la topologia de un arbol, es decir que no poseen ciclos, o mejor, que no es posible
partir de algiin nodo en el grafo, caminar por éste a través de los vinculos, y llegar de
nuevo al punto de partida sin nunca haber repetido un vinculo. En el caso de la figura 3.1,
al retirar un nodo factor del grafo y los vinculos correspondientes, éste se descompone
en tres subgrafos completamente independientes y nuevamente con la topologia de un
arbol. Esta propiedad de independencia se debe precisamente a la topologia de arbol del
grafo original, y como puede verse los subgrafos obtenidos heredan dicha estructura. Esto
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Fig. 3.1: Operaciones béasicas que permiten definir el método de la cavidad sobre grafos con
topoogia de arbol. a) Si se retira un factor el grafo se descompone en tres sub-grafos
completamente independientes. b) Cada sub-grafo hereda la topologia de arbol y por
lo tanto se puede aplicar recursivamente la misma idea.

permite aplicar la misma idea de manera recursiva para obtener una solucién del problema
de manera eficiente. Mas especificamente, la funcién de particiéon puede escribirse como

Z=> 1] ¥alx.)
:Z\I/a(xa) ST v (3.21)

X—q (b€0a)

—Z\If (%) [T Zisa(22),

beda

donde se han introducido las funciones de particién parciales Z;_,,(z;) las cuales corres-
ponden a la suma sobre toda la rama del arbol que contiene al nodo de la variable ¢ pero no
al nodo del factor a [37]. Podrfa escribirse Z; ,, = >/ [, W.(2.), donde 2, y ¢ se refieren
respectivamente a todas las variables y factores que estéan en la rama del arbol que contie-
ne a la variable ¢ y que no contiene el factor a. Cabe aclarar que z' excluye a la variable
z;. Esto puede verse en la figura 3.1a en donde se ha escrito n,q(2;) = Zia(%i)/Zisa,
con Zi_,, = Zx Zi—a(z;) de modo que Zx Ni—sa(x;) = 1. Repitiendo el mismo andlisis
para cada una de los subgrafos se puede obtener un conjunto de ecuaciones recursivas que
pueden escribirse como

,U/a—n xz — Z\Ij Xa H Ni—a, (322)
Ca—n
a\'L ]Ea\z
nz—>a Iz — H :ub—m z (323)

Cz—)a bedi

donde pi,_;(x;) se refiere a la funcién de particién parcial de la rama que contiene el factor
a pero no contiene el nodo 7, normalizada de manera que le la—i = 1. Las constantes
Cai vV Cisa se escogen de manera que garanticen la normalizacién de los mensajes ji,; y
Ni—q para todo vinculo (i, a) [37] (capitulo 14, seccién 14.2; pagina 296) y [8, 47]. n es un
término auxiliar que se introduce por conveniencia para escribir las ecuaciones en un mo-
do mas claro. En realidad las ecuaciones de la cavidad se pueden escribir exclusivamente
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en términos de y, (basta introducir la ecuacién (3.23) en la ecuacion (3.22). Una posible
interpretacion es que n recoge toda la informacion que le llega al nodo i a través de to-
das las ramas conectadas a i, excepto la que contiene a a. Y luego pasa esa informacién a a.

El conjunto de ecuaciones (3.22) y (3.23) puede resolverse inicializando los mensajes
con valores positivos al azar y luego iterando dichas ecuaciones hasta converger a un punto
fijo. En el caso de que el grafo de factores tenga la topologia de un arbol, este método
converge a un unico punto fijo en un niimero de iteraciones dado por el didmetro del arbol,
es decir la mayor distancia, o nimero de vinculos, que existe entre cualquier par de nodos
en el grafo [37].

Una vez se solucionan estas ecuaciones se pueden obtener los marginales asociados a
una variable o a un factor asi

z C H Nb—)z xz (324)
" bedi
P.(x,) = o(Xa) Hn]_,a (), (3.25)
JjEa

donde las constantes (; v (, garantizan la correcta normalizacién de dichas distribuciones
de probabilidad. Este resultado puede asimilarse de manera intuitiva observando que los
marginales simplemente recogen toda la informacion que llega al nodo en consideracion,
con el detalle adicional que en el caso de un nodo factor a se debe adicionar el factor
mismo ¥, ya que éste no ha sido tenido en cuenta por los mensajes que llegan a dicho
factor.

A partir de estos marginales se pueden calcular cantidades de interés como el nimero
promedio de individuos que delinquen y la entropia

ZZx pi(zi), (3.26)
ZP ) log P(x ZZP x,) log P,(x, —{—Z (d; — 1) Zpl x;) log pi(z;).

(3.27)

Aqui se explota el hecho de que cualquier distribucién de probabilidad que se pueda
representar con un grafo de factores con la topologia de un arbol puede escribirse de la
forma [36]

%) — [1, Pa(xa)
i AT 529

La entropia es un concepto de gran relevancia introducido originalmente en el area
de la fisica estadistica y la termodindmica, y luego re-introducido por Shannon en la
entonces naciente teoria de la informacién [48]. La entropia puede concebirse como una
medida del nimero de configuraciones tipicas relevantes que contiene una distribuciéon da-
da [37]. Un resultado de la fisica estadistica es que en el limite 5 — oo la entropia coincide
con el logaritmo de la funciéon de particién tal como se definié anteriormente. Asi pues,
la entropia de una red delincuencial, de acuerdo al modelo aqui estudiado, corresponde
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al logaritmo del nimero de equilibrios de Nash. La funcién logaritmo aparece porque
el nimero de configuraciones de interés, en este caso de equilibrios de Nash, usualmente
crece de manera exponencial con el nimero de variables (nodos o individuos) en el sistema.

Aunque el método de la cavidad se define con referencia a un arbol, parte del gran
interés que ha despertado se debe a que su aplicacién a grafos mas generales con ciclos
funciona sorpresivamente bien. La intuiciéon detras del éxito del método de la cavidad es
que si los ciclos en un grafo dado son lo suficientemente largos y si las correlaciones entre
pares de variables en éste decaen lo suficientemente rapido con la distancia, o ntimero
de vinculos entre las variables, entonces las ecuaciones de la cavidad ‘ven’ efectivamen-
te un arbol. En otras palabras, en la practica los mensajes ‘convergen’, en un sentido
aproximado, en un nimero de iteraciones relativamente corto y la variabilidad en éstos
después de dicho punto puede ignorarse. Asi pues, el método de la cavidad tal y como
se ha presentado puede aplicarse también a grafos con ciclos, si bien en este caso ya no
habra garantias de convergencia ni de precision en los resultados. En este sentido debe
entenderse como un método heuristico que en la préactica usualmente funciona bastante
bien.

3.3.4. Método de la cavidad para redes delincuenciales

Antes de poder aplicar el método de la cavidad al problema de redes delincuenciales
se debe tener en cuenta un par de detalles adicionales que se describiran a continuacién.

Por una parte, en la figura 3.2a se muestra el grafo de factores que corresponde al
problema de satisfaccion de restricciones asociado a la condicién de equilibrio de Nash
para una red delincuencial con la topologia de un arbol. Como se puede observar dicho
grafo de factores no hereda la misma topologia de arbol debido a la existencia de ciclos
pequenos de cuatro vinculos que unen cualquier par de variables. Este problema se puede
resolver si se agrupan pares de variables de nodos vecinos en nuevas variables, como se
muestra en la figura 3.2b. En este caso la topologia del grafo de factores equivalente es
la de un arbol, al costo de que ahora los mensajes en consideracion dependerdn de dos
variables, y no de una como era el caso descrito anteriormente [7].

Por otra parte, como se puede observar en la figura (2.13) la funcién de utilidad de
cada individuo depende de las estrategias de todos los individuos en la red a través de la
suma Y ', ;. Esto implica que cada factor en el grafo de factores asociado dependerd a
su vez de todas las variables del problema. Por lo tanto, incluso si se considera una red
delincuencial con la topologia de un arbol y se agrupan las variables por pares como se
describié anteriormente, el grafo de factores asociado no heredara atin la topologia de arbol
de la red delincuencial. Sin embargo, esto se puede resolver de una manera aproximada
aprovechando el hecho de que dicha dependencia no es arbitraria sino que cada factor
depende de todas las variables a través de una cantidad agregada, es decir la suma de
todas las variables. En este caso se puede asumir que se conoce el valor de dicha suma
¢ =Y, ;. Condicionado al valor de dicha suma el grafo de factores hereda la topologia
de drbol [14]. La aproximacién aparece en el modo de escoger c. El modo mas elemental
de hacerlo es reemplazando en (3.2)

Ly, o Bt ey (3.20)
n

‘= 01| + 1
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Fig. 3.2: Grafo de factores asociado a una juego sobre redes, como lo es el modelo de redes
delincuenciales aqui estudiado. a) A cada individuo se asocia una variable (circulo)
que corresponde a su estrategia, y un factor (cuadrado) que verifica que se cumpla la
condicion de Nash respectiva; se puede notar que aunque la red delincuencial tenga la
topologia de un arbol, el grafo de factores asociado al problema de restricciones que da
lugar al equilibrio de Nash no lo es, pues tiene ciclos cortos de cuatro vinculos entre
nodos vecinos. b) Si bien el grafo original no tiene la topologia de un arbol, agrupando
las variables por pares se puede construir un grafo equivalente con la topologia de drbol
sobre el cual el método de la cavidad es exacto. En este caso los mensajes dependeran
de las dos variables agrupadas, y no de una sola, por lo que se han denotado como 7;_;
[14].

Otra posibilidad seria escoger de manera auto-consistente el valor de ¢ por su promedio
(x) calculado con los mensajes en cada iteracién. Este dltimo método, implementado
originalmente en [7], no dio buenos resultados y por eso esta investigacién se concentrd
en el método descrito por la ecuacién (3.29), dejando para futuros estudios la exploracién
de otros métodos mas precisos.

3.3.5.  Analisis de la Funcién de Utilidad

Si en las ecuaciones (3.2) y (3.3) hacemos m; = »_"_, gi;x; y nos aproximamos el caso

i+ 1) . . : :
global haciendo " o1 T = %, siendo k; el nimero de vecinos de %, resulta

wi(1,m;)
:méx{o, 1_ k +1 }—WomaX{O 1 —om;}
:méx{o, 1-— i (—51—1 5(kin—|— }—Woméx{(), 1 —om;}
tomando o; = 1 — 3 (—51—1 = kz;i; 5, entonces «; < 1 dado que ol > 0, con lo

que la ecuacién (3.1) toma la forma

) 4]
Ul(l, m1> — max {0, (073 |:1 - mmz} }
—momax {0, 1— om;} (3.30)
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Para la ecuacién (3.30), si k; + 1 < d, entonces

max {0,0(,- [1 — mmz} } = 0, con lo que wi(1,m;) = —moméx{0,1 — pm,},

entonces

7

1>1,asi,ozi<0y

1
<0, sim;>— =14 no delinque
wi(1,m;) = 190 (3.31)

=0, sim;>— = 1 esindiferente
¥

Este primer resultado se muestra en la figura 3.3

N
Ty :
Sopi (Lmyg)
< yi (L,my) L >m
< 1 > M
¢
u; (1,m;)
v

Fig. 3.3: Comportamiento de la funciéon de utilidad cuando «; < 0

Ahora, si k; + 1 > nd entonces < 1, asi, a; > 0, con lo que la ecuacién (3.30)

ki+1
puede ser escrita de la forma

ui(1,m;) =

l—o
a; MAx {0, {1 - a mz] } — momax {0, 1 —¢m;} (3.32)
Q;

Consideramos cada uno de los casos posibles que describen los comportamientos de
los delincuentes dadas algunas especificaciones en los pardmetros del modelo:

Q;

,es decir, mg > 1y k; +1 > 8 (¢ + 1), tenemos

1.Simy>1yp< 7
. 1 . .
<0, sim; < —= 1 no delinque
ui(1,m;) = f (3.33)
=0, sim;>— = 1 esindiferente
¥

Como se ve en la figura 3.4
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u; (1, m;)

Fig. 3.4: Comportamiento de la funcién de utilidad cuando «; < 1 < mg

a.
2. Simp>1y¢p> | “— es decir, mg > 1y k; +1 < d(p + 1), tenemos
<0, si my<m*= 1 no delinque
. " 1—a . .
wi(1,my) >0, si m*<m; < o =1 delinque (3.34)
1—q . .
=0, si m; > a =1 es indiferente
Q4
Tal Como lo muestra la figura 3.4
M
Ty .
1
a; ~_ N Pi (1,m;)
Yi (Lmg)
) ~ R
~ m 1 1-—a; > My
7 @
u; (1,my)
v

Fig. 3.5: Comportamiento de la funcién de utilidad cuando mp > 1y k; +1 < d(¢ + 1)

1—Oéi

*

Puede verse que cuando m; = m* se cumple que a;(1 — ym* = mo(1 — pm™),
Q;

entonces
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*

a; — (1 — ay)m* = my — mopm”™

(mop + o — 1)m™ =19 —

* o — ¢
m=——
Top +a; — 1
m*_ﬂo(k‘i—Fl)—(k‘i—Fl)—F(S
N Top + o — 1
. (mo—1)(ki+1)+0
luego
k; +1 1
0<m*< mo(ki + 1) L
mop(ki +1)  mp—1 o
entonces

mop(ki +1) — 6 @

J
resulta luego que 0 < (mp—1)(k;+1)+d < mo(k; +1) — — y mo(ki +1) > 0, entonces
¥

) 1 0
M y ki +1> — ya que mg > 1, con lo que se obtiene
¥ Toyp

o 1
ki+1>—méx(g0+1,—)
¥

o
) 1
Concluimos pues que la ecuacién (3.34) es vélida si mo > 1y k; > M -1
1— o ki+1—0 )
3. Sim < oy > , ent <= >—— asik;+1>
imy < a;yp o entonces ] y @ p—— ast k; +
) o(1
L—¢
Por lo tanto,
1 1
ki—|—1>5méx{&, }—1
p 1—m
luego
>0, si m; < — =1 delinque
(1, m) L % (3.35)

=0, si m; > =7 es indiferente

Este resultado se muestra en la figura 3.6
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 (Lmy)

P Cm)

u; (L,m;)

Fig. 3.6: Comportamiento de la funcién de utilidad cuando mg < 1y a; < 1

. Q; ‘ . .
4 Simy<oa;ye< 1 , analogamente al caso anterior se tiene que k; +1 > ]
- — To
o1+ .
vk +1< M Por lo tanto, si
2
) Ip+1 .
—1<k< M — 1 concluimos
1 —m ¥
>0, si my<m*= 1 delinque
1
. . 1 4 .
wi(1,my) <0, si m*"<m; < —=1 no delinque (3.36)
=0, si m;>—=1 es indiferente
¥
tal como lo muestra la figura 3.7
A
1 -
aj
\\J\G (L,my)
Ty -.._______\\\
u; [(1,m;) N T
{ m" 1-— a; 1 ) i
a; ¢
y
Fig. 3.7: Comportamiento de la funcién de utilidad cuando my < a; y @ < 1 ai
Para una variacion del pardmetro ¢, debe tenerse en cuenta que py < 7 < @y
esto es, '
ki+1—96
Yo < ZT < @y (3.37)

Si aproximamos k; a C' (conectividad promedio), lo apropiado serfa que:
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C+1-9
o < — 5 < @f (3.38)

o ) C+1-9
Para una variacién del parametro 9, debe tenerse en cuenta que - 9

do
C+1-9 C+1-90 .
%, entonces +T ~ ¢, por lo que pé + 9 ~ C + 1 y en consecuencia,
/
C+1

~ ——. luego, lo apropiado seria que:
p+1

< & (3.39)

ki+1-0 C+1-6
k+1 = C+1
C+1-9§
C+1

Por dltimo, «; =

~ Ty. Asi, lo apropiado seria que:

[WD]Z‘ < < [Wo]f (340)



4. RESULTADOS

Los resultados que a continuacion se presentan fueron obtenidos mediante la solucién
iterativa de las ecuaciones de la cavidad para redes delincuenciales, descritas anterior-
mente, con el fin de caracterizar las propiedades de los equilibrios de Nash puros en éstas
(en la seccion ANEXOS se muestra el algoritmo que permutié realizar una de estas itera-
ciones, especificamente aquella en la que se pone a variar el parametro ¢). El estudio se
concentrd en dos propiedades de interés, a saber: el niimero promedio de individuos que
delinquen en la red (3.26), o criminalidad promedio, y la entropia de equilibrios de Nash
puros (3.27) que corresponde al logaritmo del nimero de éstos. En particular, se estudié
como varian dichas propiedades con los parametros del modelo.

Si bien hay evidencias de que las redes oscuras, como las redes delincuenciales tienen
la topologia de una red libre de escala [34], con el objeto de facilitar este primer andlisis
asumimos que la topologia de las redes delincuenciales en consideracién corresponde a la
de un grafo aleatorio o Erdos-Rényi, dejando para futuros trabajos su extension a situa-
ciones mas realistas. Este tipo de grafos se genera primero seleccionando un conjunto de
N nodos y luego uniendo pares de nodos al azar hasta completar M vinculos. La conec-
tividad promedio de estos grafos, es decir el nimero de vinculos que en promedio tiene
un nodo escogido al azar es simplemente C' = 2M/N. Asi pues, se generaron grafos con
N nodos y M vinculos y se resolvieron las ecuaciones de la cavidad correspondientes con
el fin de estimar el nivel de criminalidad promedio (3.26) y el logaritmo del nimero de
equilibrios de Nash (3.27), o entropia, para diversos valores de los pardmetros. En todos
los casos se escogié N = 100 y M = 250, y por lo tanto C' = 5.

En general se observé que los resultados muestran una gran granularidad, probable-
mente debido a la presencia de las funciones maximo en la funcién de utilidad y al caracter
discreto de las variables involucradas. Este es un punto importante que se debe estudiar
en futuras investigaciones.

Las figuras 4.1 y 4.2 muestran resultados obtenidos cuando el pardmetro Intensidad
de las Sanciones Impuestas my =0.5, el parametro Colaboracion Local entre Delincuentes
¢ =0.5y el pardmetro Intensidad de Competencia Global § varia en el intérvalo [0.5, 3.5].
Anélogamente, las figuras 4.3 y 4.4 muestran resultados obtenidos cuando el parametro
Intensidad de Competencia Global 6 =3.8, el parametro Colaboracion Local entre De-
lincuentes  =0.3, y el pardmetro Intensidad de las Sanciones Impuestas my varia en
el intérvalo [0.1, 0.9]. Por tltimo, las figuras 4.5 y 4.6 se obtuvieron cuando el pardme-
tro Intensidad de Competencia Global § =1.7, el parametro Intensidad de las Sanciones
Impuestas my =0.5, y el parametro Colaboracion Local entre Delincuentes ¢ varia en el
intérvalo [0.15, 1]. Es importante notar que en todos estas figuras se reportan cantidades
normalizadas por el nimero de individuos en la red, es decir (x)/N y S/N.
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En la figura 4.1 se puede observar que la criminalidad promedio es alta para valores
pequenos de ¢, manteniéndose casi constante para valores entre 0.5 y 1. Para § = 1 la
criminalidad promedio disminuye considerablemente y a partir de alli manifiesta una leve
disminucién hasta estabilizarse en aproximadamente 0.55 cuando 6 > 3 . Dado que el
parametro ¢ mide el nivel de competencia por los recursos limitados, se puede considerar
que esta disminucion de la criminalidad promedio con el aumento de 0 es un indicador de
que las ganancias disminuyen en la medida en que mas individuos delinquen, tal y como
se espera de la definicion del modelo.

0.95 H

0.85 |- .
0.8 | -
0.75 |- g, -

07 L H _

0.65 - e -
0.6 i

055 | | | W"“'H*H'lﬂ-l-l%
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Parametro &

Criminalidad promedio

Fig. 4.1: Criminalidad Promedio vs Intensidad de Competencia Global (§). m9 =0.5, ¢ =0.5y §
variando en el intérvalo [0.5, 3.5].

La figura 4.2 muestra que la entropia se mantiene igual a cero para valores de delta
entre 0.5 y 1, lo cual indica un nimero sub-exponencial de equilibrios de Nash, (el nimero
Z de equilibrios de Nash puede escribirse aproximadamente como Z = eV, donde s es la
entropia por agente. Esto omite factores de correccion que escalan mas lentamente, que
por ende suelen llamarse correciones sub-exponenciales. Mientras la entropia sea positiva
el término N - s domina en el exponente y la aproximacién Z = e/V'* es asintéticamente
exacta. Sin embargo cuando la entropia es cero, dichas correciones sub-exponenciales se
vuelven relevantes, y por lo tanto no se puede concluir que Z = 1. Infortunadamente esto
requiere calculos mas complejos que estan fuera del alcance de esta tesis). Cuando § = 1
la entropia manifiesta un crecimiento abrupto y a partir de alli manifiesta un crecimiento
lento hasta alcanzar un valor de 0.6 cuando ¢ se aproxima a 3.5. Un valor positivo equi-
vale a un numero de equilibrios de Nash que crece exponencialmente con el nimero de
individuos en la red.

Con respecto a una entropia positiva podrian ocurrir dos situaciones: En primer lugar,
al existir tantos equilibrios de Nash puede resultar relativamente facil para los individuos
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en la red encontrar uno y en ese sentido la actividad criminal en la red podria interpretarse
como el resultado de un comportamiento racional en el sentido de la Teoria de Juegos. Por
otra parte, al tener tantos caminos conducentes a equilibrios de Nash podrian confundirse
y no encontrar ninguno, dado que se requeriria un esfuerzo de coordinacién adicional para
converger a un equilibrio especifico de los tantos disponibles. Un mejor entendimiento
requerirfa de la introduccién de dindmicas de aprendizaje [2] y/o de nociones més refinadas
de equilibrio, lo cual se deja para estudios posteriores.

0.6 I I | I

0.5 R

04 + + —
_I_

03 | —

Entropia

02| —

01} —

0 HHHHHHHH | ' ' '

0.5 1 15 2 25 3 35
Parametro §

Fig. 4.2: Entropia vs Intensidad de Competencia Global (§). mp =0.5, ¢ =0.5 y § variando en el
intérvalo [0.5, 3.5].

Con respecto al parametro 7y es importante anotar que los cambios observados son
mintsculos, por lo que podria considerarse que no hay variaciones con este. La figura
4.3 muestra que la criminalidad promedio experimenta una leve disminucién, casi que
escalonada, en la medida que my aumenta tornandose constante cuando my alcanza un
valor préximo a 0.66. Esto deja ver que aumentando la intensidad de la sancién aplicada,
representada por my, puede en principio disminuirse la criminalidad promedio pero dicha
disminucién es practicamente imperceptible.

Asi mismo, en la figura 4.4 puede verse que el comportamiento de la entropia es
similar al de la criminalidad promedio puesto que también disminuye cuando 7, aumenta
y también logra estabilizarse cuando 7y alcanza un valor préximo a 0.4. Esto indica que
aumentando la sancion promedio se entorpece, aunque minimamente, la consecucién de
equilibrios de Nash, y entonces la red criminal se ve afectada en forma negativa.
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Fig. 4.3: Criminalidad Promedio vs Intensidad de las Sanciones Impuestas (7). d =3.8, ¢ =0.3
y mo variando en el intérvalo [0.1, 0.9].
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Fig. 4.4: Entropia vs Intensidad de las Sanciones Impuestas (mp). § =3.8, ¢ =0.3 y mp variando
en el intérvalo [0.1, 0.9].

Por otra parte, la figura 4.5 indica que la criminalidad promedio crece en forma esca-
lonada en la medida que ¢ también aumenta variando entre 0.3 y 0.65, aproximadamente.
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Los cambios en la criminalidad promedio se dan de forma notoria cuando ¢ pasa de 0.34
a 0.35 y un poco menos cuando ¢ pasa de 0.5 a 0.51. Estos resultados sugieren que los
valores de ¢ deben mantenerse bajos porque este parametro indirectamente regula la san-
cién que un delincuente particular pueda recibir. En otras palabras, entre més grande sea
© menor tiende a ser la probabilidad de que un delincuente en particular sea capturado.
Este pardametro podria forzarse a tomar valores suficientemente bajos tratando de inter-
venir la intensidad de las interacciones de un individuo con sus companeros directos, lo
que podria quizas lograrse mediante campanas publicitarias o educativas.
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01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Parametro ¢

Fig. 4.5: Criminalidad Promedio vs Colaboracién Local entre Delincuentes (). 6 =1.7, mgp =0.5
y ¢ variando en el intérvalo [0.15, 1].

Por dltimo, en la figura 4.6 se observa que la entropia aumenta cuando el parametro
© también aumenta tomando valores entre 0.1 y 0.55, aproximadamente. Este aumento
escalonado de la entropia se da de forma notoria cuando ¢ pasa de 0.34 a 0.35 y un poco
menos cuando ¢ pasa de 0.5 a 0.51. También se puede notar una pequena disminuciéon en
los valores de la entropia cuando ¢ asume valores proximos a 0.2.
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Fig. 4.6: Entropia vs Colaboracién Local entre Delincuentes (). § =1.7, mg =0.5 y ¢ variando
en el intérvalo [0.15, 1].



5. CONCLUSIONES

En este trabajo se investigd el fenémeno de la delincuencia desde la perspectiva de
la la Fisica Estadistica de sistemas complejos. Con tal fin se definié un modelo de redes
delincuenciales basado en la Teoria de Juegos [18] y se exploraron algunas propiedades
estadisticas de sus equilibrios de Nash. Se mostré como se puede formular el problema de
encontrar equilibrios de Nash como un problema de satisfaccion de restricciones y cémo
se puede mapear formalmente dicho problema a un sistema fisico ficticio equivalente con
el fin de explotar los métodos matematicos y computacionales de la Fisica Estadistica
para su estudio. Se presentd también una introduccion a este tema, cuya formalizacion
matemadtica rigurosa es un area muy activa de investigacién en la actualidad. Uno de
los métodos principales aqui estudiados fue el método de la cavidad el cual da lugar a
un algoritmo de paso de mensajes que permite resolver el problema en consideracion de
manera eficiente, aunque aproximada.

A partir de estas técnicas se explord el modelo de redes delincuenciales aqui propues-
to en funcién de sus parametros. Mas especificamente, se generaron computacionalmente
redes con la topologia de grafos aleatorios o de Erdds-Rényi. Se estudié la variacion de
la criminalidad promedio y del niimero de equilibrios de Nash, o mejor de su logaritmo
o entropia, en funcién de tres parametros que definen el modelo. Estos parametros se
relacionan, respectivamente, con la intensidad de competencia global (§), la colaboracién
local entre individuos en la red (p), y la intensidad de las sanciones impuestas (m). Se
observo que la variacién con 7wy, dentro del rango estudiado, es practicamente irrelevante,
mientras que la variacién con ¢ y ¢ es mucho més notoria. Los resultados de esta investi-
gacién sugieren que para atacar este tipo de redes delincuenciales puede ser mas efectivo
utilizar estrategias que busquen modificar la intensidad de interaccion de los individuos
en la red, méas que aumentar la intensidad de las sanciones impuestas. Estudios més de-
tallados son, sin embargo, necesarios antes de alcanzar conclusiones mas sélidas.

Una caracteristica que se observo en el modelo aqui estudiado es que produce resul-
tados muy granulares. Esto se debe, al parecer, a los maximos que se toman dentro de la
funcién de utilidad de cantidades que varian de manera discreta. Se requiere un estudio
mas cuidadoso que permita clarificar este punto y eventualmente sugerir modificaciones
que hagan el modelo més razonable. Finalmente, se debe mencionar que aunque se uti-
lizaron grafos aleatorios con el fin de simplificar este primer estudio sobre el tema, es de
esperar que la topologia de las redes delincuenciales reales se aproxime mas a la de una
red compleja [34], por lo que estudios posteriores deben abordar este tema.

En este estudio preliminar es atn dificil determinar los parametros a partir de experi-
mentos independientes basados en la interpretacion de cada uno de ellos. Sin embargo, si
se tiene acceso a suficientes datos de actividad delincuencial, se puede en principio usar
algoritmos de aprendizaje automatico para inferir los parametros, incluyendo ademas la
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topologia de la red.

EL método utilizado en esta investigacion es un método bastante general que es inde-
pendiente de la interpretacién que se le pueda dar a cada parametro. La situacion ideal
seria encontrar relaciones causales entre aquellas caracteristicas especificas que represen-
tan los parametros del modelo y las variables de salida del modelo, como el nivel de
actividad delincuencial. Esto permitiria tener capacidad de prediccién y de control.
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6. ANEXOS

El siguiente es el algoritmo que nos permitié obtener los resultados de la criminalidad
promedio y de la entropia cuando la intensidad de competencia global, parametro ¢, varia.
Para obtener resultados de la criminalidad promedio y de la entropia cuando vara la in-
tensidad de las sanciones impuestas, parametro my o cuando vara la colaboracical entre
delincuentes, parametro ¢, utilizamos algoritmos analogos.

#include(stdio.h)
#include(stdlib.h)
#include(time.h)
#include(math.h)
#include(cstdlib)
#include(iostream)
#include(fstream)
#include(vector)

#include (algorithm)
std::vector(int) binario(int m, int b, int n)
{

std: :vector(int) vec;

int total=0;

int mmax = 1;

for(int i=0; i<n-+1; i++)
{

mmax*=b;

}

if (m < mmax)

{

if (m == 0)

{

for (int i=0; i< n+1; i++)
{
vec.push_back(0) ;
}

}

else

{

int r = m% b;

, int ¢ = (m-r)/b;
for(;;)

{
vec.push_back(r) ;
total+=r;
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if(c == 0)

{

while((int)vec.size() <n +1)
vec.push_back(0);

break;

}

r==cY% b;

c = (c-r) / b;

}

for(int i=0; 7 < (int)vec.size();i++)

{

if (vecli] > b—1)

{

std::cerr << ERROR: strategy label greater than number of strategies << std::endl;
}

}

}

}

else

{

std::cerr << ERROR:: in binario() m >= bt << std::endl;
}

int v=vec.size()-1;

vec.push_back(total_vec[v]);

return vec;

}

using namespace std;

int main()

int N = 100; nimero de nodos

int M = 250; nimero de links

int Tmax=1000; nimero maximo de iteraciones
int Ng=1; nimero de grafos

double ff=1; parametro multa

double p0=0.5; parametro probabilidad inicial de ser capturado
double PiO=ffx*p0; pi sub O

double phi=0.5; parémetro phi

double eps=1E-6; tolerancia de error

double cero=1E-10; cero particular

double c=2*M/N; conectividad promedio

double delta=c+b*sqrt(c); conectividad maxima
double h=0;

double deli=0.5; parametro delta inicial
double delf=4; parametro delta final

double ndel=100;

double epdel=(delf-deli)/(double)ndel;

int con;

ofstream ografdel("grafosdelta.dat");

for (double del=deli; del <= delf; del+ = epdel)
{

int conver=0;

int noconver=Ng;
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int contradic=0;

double LgZprom=0; Log natural de Z promedio
double Zzprom=0; Z promedio

double Entroprom=0; Entropia promedio
double Pipromtotal=0; Pi promedio total
double U1=0;

double U2=0;

for (int g=0; g < Ng; g++)
{

int seed=b4x*g+g;

srand (seed) ;

con=0;

double Pr_1;

double dmax=1; diferencia maxima
double Zi;

double LnZitotal=0;

double produ;

double Zik; normalizacién de i respecto a k
double Zij;

double Zzij;

double LnZijTotal=0;

vector < vector < vector < int >>> G;
G.clear();

vector < vector < int >> aux;
aux.clear();

vector < int >inout;
inout.clear();

vector < int >nv(N) ;
nv.clear();

vector < int >par(N);
par.clear();

for(int i=0; ¢ < 2; i++)

{

aux.push_back(inout) ;

}

for(int i=0; i < N; i++)

{

G.push_back(aux) ;

}

int num_links =0;

for(;;)

{

if (num_links >= M)

{

break;

}

int i=rand() % N;
int j=rand(Q) % N;
for(;;)

{

if(i 1= j)
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{

break;

}

j = rand() % N;

}

bool existe =false;

for(;;)
int nmin = i; nodo con menos vecinos
int nmax = j; nodo con mas vecinos

if (G[i] [0].size (D> Gj][0].size())
{

n_min = j;

n_max = i;

}

for(int k=0; k < G[n_min].at(0).size(); k++)
{

if (G[n_min][0][k]==n_max)

{

existe =true;

break;

}

}

if(i'=j && l!existe)

{

break;

¥

i=rand () %N;

for(;;)

{

if (G[i][0].size() <= delta)
{

break;

}

i = rand() %N;

¥

j=rand () %N;

for(;;)

{

if (G[j][0].size() <= delta && j!=i)
{

break;

}

j = rand() %N;

}

existe = false;

¥

G[i] [0] .push_back(j);
G[j][0] .push back(i);
G[il[1].push back(j);
G[j][1].push back(i);
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existe = false;
num_links++;

¥

for (int i=0; i < N; i++)

{

nv[i]=G[i] [0] .size();

¥

par[01=0; for (int i=0; i < N; i++)

{

par[i+1]=par[i]+nv[i];

}

double PIout[2xM] [2] [2]; multimatriz de mensajes
for (int i=0;i<2*M;i++)

{

for (int j=0; j < 2; j++)

{

for (int k=0; k < 2; k++)

{

PIout[i] [j] [kl=rand()/(double) (RAND_MAX+1.);
}

}

}

vector < vector < int >>Ent;
Ent.clear();

for(int k=0; k < N; k++)

{

vector < int > vect;
vect.clear();
Ent.push_back(vect);

}

for (int i=0; i < N; i++)

{

for (int j=0; j < nvli]

>3 J++)

{

int rr=G.at(i).at(0).at(j);
int qg=0;

for (;;)

{

if (G.at(rr).at(0).at(qq)==1)
{

Ent[i] .push back(par[rr]+qq);
break;

}
qq++;
}
}
}

for(int t=0; t < Tmax; t++)

{

Pr_1=0;
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for (int i=0; i< N; i++)

{

double Prsi1=0;

double Prsi=0;

double Prol1=0;

for (int j=0; j < nv[i]; j++)

{

Prs1=(PIout[par[i]+j] [1[0]*PIout[Ent.at(i).at(j)][0] [1]+PIout [par[i]+j] [1] [1]*
PIout[Ent.at(i).at(j)]1[1][1]);
Prsi=(PIout[par[i]+j] [0[0]*PIout [Ent.at(i).at(j)][0] [0]+PIout [par[i]+j][0] [1]*
PIout[Ent.at(i).at(j)][1] [0]1+PIout [par[i]+j] [1] [0]*PIout[Ent.at(i).at(j)][0][1]
+PIout [par[i]+j] [1] [1]1*PIout [Ent.at(i).at(j)I[11[1]);

if (Prsi < cero)

{

contradic++;

noconver--;

con=-1;

cout<< Contradiction: Prsi =<< Prsi << endl;

return 1;

}

Prol+=Prs1/(nv[i] *Prsi);

}

Pr_1+=Prol/(double)N;

}

if (dmax < eps)

{

con=1;

conver++;

noconver--;

break;

}

for (int i=0; i < N; i++)

{

if (av[i]!=0)

{

double Matr[nv[i]][2][2];

for (int j=0; j < nv[i]; j++)

{

for (int k=0; k < 2; ,k++)

{

for (int 1=0; [ < 2; 1++)

{

Matr[j] [k] [1]1=0;

}

}

}

for (int j=0; j < pow(2,nv[i] +1); j++)
{

vector < int > s = binario(7, 2, nvl[i]) ;
double Mpago=fmax (0, (1-del*((s[nv[i]+1]+1)/(double) (nv[i]+1))))-PiO*
fmax (0, (1-phi*s[nv[i]+1]));
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bool text=((2xs[nv[i]])-1)*Mpago >= 0;
double prod=1;

if (((2*s[nv[il])-1)*Mpago>=0) {

int cont=0;

int kO;

for (int k=0; k < nv[i]; k++)

{

if (PIout[Ent.at (i) .at (k)] [s[k1][s[nv[i]]] <= cero)
{

kO=k;

cont++;

if (cont==2)

{

prod=0;

break;

}

}

else

{

prod*=PIout [Ent.at(i).at(k)][s[k]][s[nv[i]l]];
}

}

if (cont==0)

{

for (int k=0; k < nv[i]; k++)

{

Matr[k] [s[nv[i]]] [s[k]]+=(exp(h*s[nv[i]])*prod/(PIout [Ent.at(i).at(k)] [s[k]]
s[nv[ill));

}

}

else if (cont==1)

{

Matr [kO0] [s [nv[i]]] [s [k0]]+=(exp(h*s[nv[i]])*prod);

}

}

¥

for (int k=0;k<nv[i] ;k++)

{

Zik=Matr [k] [0] [0] +Matr [k] [0] [1]+Matr [k] [1] [0]+Matr [k] [1][1];
if (Zik <= cero)

{

contradic++;

noconver--;

cout

<< CONTRADICTION FOUND! <<t <<7” << i << <<k << << Zik << endl;
return 1;

}

for (int kk=0; ,kk < 2; kk++)

{

for (int kkk=0; kkk < 2; kkk++)

{
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double dmaxi=fabs(PIout[par[i]+k] [kk] [kkk]-Matr [k] [kk] [kkk]/Zik) ;
PIout [par [i]+k] [kk] [kkk]=Matr [k] [kk] [kkk]/Zik;
dmax=dmaxi;

double ulav=0;

double u2av=0;

for (int i=0; i < N; i++)

{

Zi=0;

double ul=0;

double u2=0;

for (int j=0; j < pow(2,nv[i]+1); j++)
{

vector < int > s = binario(j,2,nv[i]);
produ=1;

for (int k=0; k < nv[i]; k++)

{

produ*x=PIout [Ent.at(i).at (k)] [s[k]] [s[nv[i]]];

J

double

Mpago=fmax (0, (1-del*((s[nv[i]+1]+1)/(double) (nv[i]+1))))-PiO*fmax (0, 1-phix

s[nv[il+1]1);
if
(((2*s[nv[i]])-1)*Mpago >= 0)

{

Zi+=(exp(h*s[nv[i]])*produ) ;

ul+=(exp(h*s[nv[i]])*produ) *fmax (0, (1-del*((s[nv[i]+1]+1)/(double) (nv[i]l+1))));

u2+=(exp(h*s[nv[i]])*produ) *Pi0*fmax (0, 1-phi*s[nv[i]+1]);

}

}

if (Zi < cero)

{

contradic++;

noconver--;

cout<< "grafo: 7 << g << ”: z=0, no hay soluciones” << endl;
}

LnZitotal+=log(Zi);
ulav+=ul/(double) (Zi*N) ;
u2av+=u2/ (double) (Zi*N) ;

}

Ul+=ulav/(double)Ng;
U2+=u2av/(double)Ng;

for (int i=0; ¢ < N; i++)

{

7zij=0;

for (int j=0; j < nv[i]; j++)
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{

Zij=PIout [par[i]+j] [0] [0]*PIout [Ent.at(i).at(j)][0] [0]+PIout [par[i]+j] [1] [0]*
PIout[Ent.at(i).at(j)][0] [1]1+PIout [par[i]+j] [0] [1]1*PIout [Ent.at(i).at(j)] [1][0]
+PTIout [par [i]+j] [1] [1]*PIout [Ent.at(i).at(j)][1][1];
if (Zij <)

{

contradic++;

cout << ”"no hay soluciones: z=0" << endl;

return O;

}

Zzij+=log(Zij)/2.;

}

LnZijTotal+=Zzij;

¥

double LgZ=LnZitotal-LnZijTotal;

double Zz=exp(LgZ);

double Entrop=LgZ/(double)N-h*Pr_1;

if (con=1)

{

LgZprom+=LgZ;

Zzprom+=7z;

Entroprom+=Entrop;

Pipromtotal+=Pr_1;

}
}

ografdel<< del << ”” << conver << ”” << Pipromtotal/(double)conver << ”” <<
Zzprom/(double)conver << ”” << Entroprom/(double)conver << 7”7 <<
(LgZprom/(double)N)/(double)conver << endl;

cout << Ul <<77 << U2 << << del <<77 << conver << 77 <<
Pipromtotal/(double)conver << ”” << Zzprom/(double)conver << 7”7 <<
Entroprom/(double)conver << ”” << (LgZprom/(double)N)/(double)conver << endl;
}

ografdel.close();

system("pause") ;

return O;

}



