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Capítulo 1

Introducción

Este trabajo está basado en el estudio de la propiedad de compacidad de los

espacios topológicos , esta propiedad consiste en darle a dichos espacios que

la satisfagan una estructura similar a la que poseen los conjuntos cerrados y

acotados en R.

En los cursos de topología dictados durante el pregrado se relaciona la com-

pacidad con las funciones continuas en espacios topológicos, de tal manera

que mediante teoremas se permite garantizar la compacidad de la imagen

de la función si el dominio de esta es un espacio topológico compacto. Por

lo tanto si la imagen de la función es el espacio topológico cociente deter-

minado por una relación de equivalencia cualquiera entonces este espacio es

compacto, pero si el espacio topológico cociente es compacto no implica que

el dominio de dicha función sea compacto. Es aquí donde juegan un papel

importante los conjuntos saturados.

Debido a la necesidad de que los conjuntos abiertos sean saturados, se es-

tablece una relación de equivalencia para la cual sus conjuntos abiertos

cumplen dicha condición y así lograr el objetivo de obtener la compacidad del

dominio de la función continua si el espacio topológico cociente es compacto.

El desarrollo del trabajo se realiza en dos capítulos, el primero inicia recor-

dando algunas de�niciones básicas de la teoría de conjunto, como lo son rela-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

ciones de equivalencia, clases de equivalencia las cuales permiten establecer

la formación de conjuntos cocientes ; también se incluyen alguna de�niciones

de topología y teoremas.

En el segundo capitulo se de�ne la topología cociente y se establece una

relación de equivalencia para obtener conjuntos abiertos saturados en el es-

pacio topológico y así lograr el objetivo del trabajo, ya mencionado en el

párrafo tres.



Capítulo 2

De�niciones

2.1 Topología

De�nición 2.1. Una topología τ sobre un conjunto X es una colección de

subconjuntos de X con las siguientes propiedades

i) φ y X están en τ

ii) La unión de los elementos de cualquier subcolección de τ está en τ

iii) La intersección de los elementos de cualquier subcolección �nita de τ

están en τ

Ejemplo 2.1. Dado un conjunto X la toplogía de�nida por τ = {φ,X} se
le denomina toplogía indiscreta.

De�nición 2.2. El par ordenado (X, τ) formado por un conjunto X y una

topoloía τ sobre X se le denomina espacio topólogico.

Cuando no haya peligro de confusión y la topología este clara, escribiremos

X para referirnos al espacio topológico (X, τ)

De�nición 2.3. Si X es un conjunto con un espacio topólogico τ , diremos

que U es un subconjunto abierto de X si U pertenece a la colección τ .

De�nición 2.4. Sean (X, τ) un espacio topológico, x ∈ X y V ⊆ X. V se

dice una vecindad de x y notamos Vx si existe U ∈ τ tal que x ∈ U ⊆ V .

Si ademas V es abierto se dice una vecindad abierta de x en X.
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4 CAPÍTULO 2. DEFINICIONES

De�nición 2.5. Sean (X, τ) un espacio topólogico, A ⊆ Xy p ∈ X. p se

dice un punto de adherencia de A si toda vecindad de p intercepta a A ,

es decir p es un punto de adherencia si para toda Vp se cumple Vp ∩ A 6= φ

2.2 Función continua

De�nición 2.6. Sean X e Y espacios topológicos, una función f se dice

continua si dado V abierto en Y , f−1(V ) es abierto en X.

De�nición 2.7. Sea f : A −→ B una función y C una subclase de A, la

clase {y ∈ B|(∃x)[x ∈ C ∧ y = f(x)} se le denomina imagen directa de C

bajo f

De�nición 2.8. Sea f : A −→ B una función y D una subclase de B, la

clase f−1 = {x|[x ∈ A ∧ f(x) ∈ D}] se le denomina imagen inversa de D

bajo f

De�nición 2.9. Decimos que una función f : X −→ Y es abierta, si la

imagen de un subconjunto abierto A ∈ X es abierta en Y

2.3 Espacios compactos

De�nición 2.10. Dado un espacio (X, τ) y A ⊆ X decimos que una co-

lección ζ = {Ui}i∈I de abiertos de X es un cubrimiento abierto de A

si

A ⊆
⋃

ζ =
⋃
i∈I

Ui

Si existe J ⊆ I tal que {Uj}j ∈ J es también cubrimiento de A, a la familia

{Uj}j∈J la llamamos subcubrimiento de ζ

De�nición 2.11. Un espacio (X, τ) se dice compacto si cada cubrimiento

abierto de X admite un subcubrimiento �nito.

Teorema 2.1. Sea f : (X, τ) −→ (Y, τy) sobre y continua. Si X es compacto

entonces Y es compacto
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Demostración. Sea X −→ Y una aplicación continua, y sea X un espacio

compacto. Veamos que f(X) es compacto, es decir que para cada cubrimiento

abierto de f(X) podemos extraer una subcolección �nita que también cubre

a f(X).

En efecto, seaA un cubrimiento para f(X) formado por conjuntos abiertos

de Y . Como la aplicación f es continua entonces por de�nición 2.2 la

f−1(A) de cada conjunto abierto A ⊆A es abierta en X. Así el conjunto

{f−1(A)|A ⊆A}

forma un cubrimiento abierto para X y dado a que X es compacto podemos

extraer de este cubrimiento abierto una subcolección �nita

f−1(A1) · · · f−1(A1)

que también cubra a X , por lo tanto los conjuntos A1 · · ·An cubren a f(X)

2.4 Topología �nal

Sean {(Xα, τα)} una familia de espacios topológicos, A un conjunto y

{fα : Xα −→ A}α∈J una familia de funciones.

El propósito es dotar a A de la mejor topología posible que haga que cada

fα sea continua. Si le ponemos a A la topología indiscreta el objetivo es

conseguido, pero tal vez es posible ponerle más abiertos y que estas sigan

siendo continuas.

Proposición 2.1. Sean {(Xα, τα)} una familia de espacios topológicos, A un

conjunto y {fα : Xα −→ A}α∈J una familia de funciones.

τA = {U ⊆ A : f−1α (U) es abierto en Xα para todo α ∈ I}

Es una topología sobre A, que hace que cada una de las fα sean continuas.

Ademas es la topología mas �na que hace a cada fα continua.

Demostración. Veamos que para cada α ∈ J , τA satisface la de�nición

de�nición 2.1 .
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i) Veamos que φ y A están en τA

Sea φ ⊆ A, dado que f−1α (φ) = φ y φ ∈ τα para cada α ∈ J entones

φ ∈ τA.
Como f−1(A) = Xα para cada α ∈ J y ademas Xα ∈ τα entonces

A ∈ τA.

ii) Sea {Bi}i∈I una colección arbitraria de elementos de τA, veamos que⋃
i∈I Bi ∈ τA o equivalentemente f−1α (

⋃
i∈I Bi) ∈ τα para cada α ∈ J e

i ∈ I.
En efecto como para cada Bi ∈ τA, se tiene que f−1α (Ai) ∈ τα para todo

α ∈ J e i ∈ I, y dado que τα es una topología se tiene que
⋃
i∈I f

−1
α (Bi) ∈

τα y por propiedades de imagen inversa f−1α (
⋃
i∈I Bi) =

⋃
i∈I f

−1
α (Bi) por

lo que se concluye que
⋃
i∈I Bi ∈ τA.

iii) Sean B1 y B2 elementos de τA veamos que B1 ∩ B2 ∈ τA o equivalente-

mente f−1α (B1 ∩B2) ∈ τα para α ∈ J .
En efecto sean B1 y B2 dos elementos cualesquiera de τA entonces

f−1α (B1) ∈ τα y f−1α (B2) ∈ τα, luego como τα son topologías entonces

f−1α (B1)∩f−1α (B2) ∈ τα y dado que f−1α (B1∩B2) = f−1α (B1)∩f−1α (B2) ∈
τα entonces para cada α ∈ J f−1α (B1 ∩B2) ∈ τα, así B1 ∩B2 ∈ τA.

Por i, ii, iii se concluye que τA es una topología.

Veamos ahora que τA hace a cada fα continua para cada α ∈ J .

En efecto, Sean (X, τ) y (A, τA) espacios topológicos, y sea fα : (Xα, τα) −→
(A, τA), además B ⊆ A, tal que B es abierto en A, es decir B ∈ τA de donde

se deduce por de�nición de τA que f−1α (B) ∈ τα lo que es equivalente a decir

que f−1(B) es abierto en X.

Así para el conjunto B ⊆ A se tiene que f−1α (B) es abierto en X, lo que

implica que fα es continua para cada α ∈ J
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2.5 Topología cociente

Las relaciones de equivalencia permiten agrupar en un conjunto elementos

que posean una caracterisca común especi�ca y así formar subconjuntos lla-

mados clases de equivalencia.

De�nición 2.12. Sea X un conjunto y sean a y b elementos de X, si a esta

relacionado con b escribiremos a ∼ b. Una relación de equivalencia en X

es una relación que satisface las siguientes propiedades:

i) Re�exiva: a ∼ a para todo a ∈ X

ii) Simetría: Si a ∼ b entonces b ∼ a

iii) Transitiva: Si a ∼ b y b ∼ c entonces a ∼ c

De�nición 2.13. Sean G y H relaciones de equivalencia en A. Si G ⊆ H

decimos que H es mas �na que G

De�nición 2.14. Dada una relación de equivalencia ∼ en un conjunto X y

un elemento x de X, de�nimos un cierto subconjunto A de X, llamado clase

de equivalencia determinada por x mediante la ecuación

[x] = {y ∈ X|y ∼ x}

De�nición 2.15. Se llama Conjunto cociente al conjunto de toda las

clases de equivalencia determinadas por ∼, este conjunto se denota por X/ ∼.

X/ ∼= {[x]|x ∈ X}

.

De�nición 2.16. De�namos π : X −→ X/ ∼ por x −→ [x], a π se le llama

aplicación cociente.

De�nición 2.17. Sean (X, τ) un espacio topológico, π : X → Y una función

sobreyectiva y ∼ una relación de equivalencia en X, la topología �nal sobre

X/ ∼ inducida por π se le llama topología cociente de X/ ∼.



Capítulo 3

Compacidad de un espacio

cociente

Con las de�niciones y teoremas del capitulo anterior procederemos a trabajar

el problema planteado en este trabajo. Iniciaremos con la caracterización de

las relaciones de equivalencia sobre un espacio topológico para los cuales los

abiertos son saturados.

Sea (X, τ) un espacio topológico y R una relación de equivalencia sobre X.

Consideremos el espacio cociente X/R con la topología cociente τ/R.

τ/R = {A ⊆ X/R|π−1(A) ∈ τ}

Donde π : X −→ X/R : f(x) = x es la función canónica al cociente. Por la

demostración 2.4 podemos a�rmar que τ/R es una topología y además que

la función π es continua.

De�nición 3.1. En el espacio (X, τ) de�nimos la siguiente relación

x ∼τ y ⇐⇒ (x ∈ adhτ{y} ∧ y ∈ adhτ{x})

donde adhτZ designa la adherencia de Z con respecto a la topoloía τ . Cuando

no haya lugar a confusiones notaremos simplemente por ∼ y la llamaremos

relación T0 ∈ (X, τ) .

8



9

Para la de�nición anterior veri�quemos queT0 es una relación de equivalencia

Demostración. Debemos veri�car que la relación T0 satisface las condi-

ciones de la de�nición 2.12

i Re�exiva: x ∼τ x para cualquier x en X. En efecto, sea x un elemento

cualquiera de X , x ∼τ x ⇐⇒ (x ∈ adhτ{x} ∧ x ∈ adhτ{x}) ⇐⇒
(Vx ∩ {x} 6= φ ∧ Vx ∩ {x} 6= φ). Dado a que Vx ∩ {x} = {x} entonces

x ∈ adhτ{x}, por lo tanto T0 es re�exiva

ii Simetría: Si x ∼τ y entonces y ∼τ x.
En efecto:

x ∼τ y ⇐⇒(x ∈ adhτ{y} ∧ y ∈ adhτ{x})
⇐⇒(y ∈ adhτ{x} ∧ x ∈ adhτ{y})
⇐⇒y ∼τ x

Como x ∼τ y e y ∼τ x entonces T0 es simétrica

iii Transitiva: Si x ∼τ y e y ∼τ z entonces x ∼τ z. Es decir que si

(x ∈ adhτ{y} ∧ y ∈ adhτ{x}) e (y ∈ adhτ{z} ∧ z ∈ adhτ{y}) entonces

(x ∈ adhτ{z} ∧ z ∈ adhτ{x}) lo cual es equivalente a decir que si para

(Vx ∩ {y} 6= φ∧ Vy ∩ {x} 6= φ) y (Vy ∩ {z} 6= φ∧ Vz ∩ {y} 6= φ) se obtiene

que (Vx ∩ {z} 6= φ ∧ Vz ∩ {x} 6= φ)

En efecto, sea x ∼τ y e y ∼τ z entonces (x ∈ adhτ{y} ∧ y ∈ adhτ{x})
e (y ∈ adhτ{z} ∧ z ∈ adhτ{y}). Puesto que x ∈ adhτ{y} se tiene que

(Vx ∩ {y}) 6= φ así Vx ∩ {y} = {y} por lo cual y ∈ Vx. Ahora como Vx

contiene a y, por lo tanto también es una vecindad de y . Ahora como

y ∈ adhτ{z} entonces cualquier vecindad de y interceptada con z es no

disyunta, en particular Vx. Así (Vx ∩ {z}) 6= φ . Con lo que resta probar

que (Vz ∩ {x}) 6= φ .

Dado a que z ∈ adhτ{y} se cumple que (Vz ∩{y}) 6= φ así Vz ∩{y} = {y}
por lo tanto y ∈ Vz. Ahora como Vz contiene a y por lo tanto también es
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una vecindad de y . Dado que y ∈ adhτ{x} entonces cualquier vecindad
de y interceptada con x es no disyunta, en particular Vz. Así (Vz∩{x}) 6=
φ.

De lo demostrado en los dos párrafos anteriores se tiene que si x ∼τ y e

y ∼τ z entonces (Vx ∩ {z} 6= φ) y (Vz ∩ {x}) 6= φ) lo que es equivalente a

decir que (x ∈ adhτ{z} ∧ z ∈ adhτ{x}) concluyéndose así x ∼τ z por lo

cual la relación T0 es transitiva.

Por i, ii e iii podemos a�rmar que T0 es una relación de equivalencia

De�nición 3.2. Sean (X, τ), (X/R, τ/R) espacios topológicos, y sea

π : (X, τ) −→ (X/R, τ/R) la función canónica al cociente. Decimos que un

subconjunto B de X es R− saturado ó simplemente saturado si

π−1(π(B)) = B es decir,

(∀y ∈ B)(yRx =⇒ x ∈ B)

Proposición 3.1. Si τ ∈ Top(X) (la clase de las topologías) sobre X en-

tonces los abiertos de τ son ∼ saturados.

Demostración. Sean τ ∈ Top(X) , π : X → X/R : π(x) = x y A un

conjunto cualquiera, tal que A ⊆ X y A ∈ τ veamos que A es saturado, es

decir que π−1π(A) = A, esto es A ⊆ π−1(π(A)) y π−1(π(A)) ⊆ A.

i) Veamos que A ⊆ π−1(π(A)), en efecto, sea A ⊆ X/R y x ∈ A entonces

π(x) ∈ π(A), así por la de�nición 2.8 x ∈ π−1(π(A))

ii) Observemos que π−1(π(A)) ⊆ A, sea x ∈ π−1(π(A)) y D = π(A) ⊆
X/R, entonces por de�nición 2.8 π(x) ∈ π(A), así por la de�nición 2.7

se tiene que f(x) = f(a) para algún a ∈ A , esto es a = x, así x ∼ a y en

consecuencia a ∈ adhτ{x}, luego por de�nición 2.5 para toda vecindad

Va se cumple Va ∩ {x} 6= φ, por lo tanto x ∈ Va; dado que a ∈ A y A es

un conjunto abierto entonces en particular A es una vecindad de a por

lo que se concluye que x ∈ A

Por i e ii se cumple que para τ ∈ Top(X) , π : X → X/R : π(x) = x y A

un conjunto cualquiera, tal que A ⊆ X y A ∈ τ , que A es saturado, es decir

que π−1π(A) = A
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Proposición 3.2. Sean (X, τ) un espacio topológico, ∼ la relación ya de�nida

y R una relación de equivalencia sobre X. Los abiertos de X son R −
saturados si y sólo si la relación T0 es más �na que R.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio topológico, ∼ la relación ya de�nida

y R una relación de equivalencia sobre X. Veamos que si los abiertos de X

son R− saturados entonces la relación T0 es más �na que R.

Sea A un conjunto cualquiera en τ tal que A es R − saturado, es decir que

para cualquier x ∈ A e y ∈ X si xRy entonces y ∈ A. Supongamos que x � y

entonces (x /∈ adhτ{y}) o y /∈ adhτ{x}, si x /∈ adhτ{y} entonces existe un

conjunto abierto A para el cual x ∈ A y al interceptarlo con {y} es vació, así
y /∈ A lo cual contradice el hecho de que A es R − saturado. Por lo tanto

x ∼ y y R ⊆ T0.

Veamos que si T0 es más �na que R entonces los abiertos de X son

R− saturados.

Sea A ∈ τ y sean R, T0 relaciones de equivalencia en X, tales que R ⊆ T0.

Sea (x ∈ A∧ xRy) entonces para todo xRy en T0 se cumple (x ∈ A∧ x ∼ y)

dado que T0 es mas �na que R. Como para x ∈ A e y ∈ X se cumple que

x ∼ y entonces por la proposición 3.2 se cumple que el conjunto abierto A

es ∼ saturado, por tanto y ∈ A . Así se tiene para todo x ∈ A, y ∈ X tales

que xRy se cumple que y ∈ A lo que demuestra que A es R− saturado.
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3.1 Compacidad de los espacios cocientes con

la relación T0

Es de saberse que si X es compacto y f : X −→ Y es una función continua

sobreyectiva por el teorema 2.3 entonces Y es compacto. Por tanto si ∼
es una relación de equivalencia en X, entonces la continuidad de la función

canónica garantiza la compacidad del espacio cociente, siempre que X sea

compacto.

El siguiente teorema da una condición para la compacidad de X a partir de

la compacidad del espacio cociente.

Teorema 3.1. Sean (x, τ) un espacio topológico y R una relación de equi-

valencia sobre X. Si los abiertos de (X, τ) son saturados, entonces (X, τ) es

compacto si y solo si (X/R, τ/R) es compacto.

Demostración. Supongamos que (X, τ) es compacto y veamos que si los

abiertos de (X, τ) son saturados entonces (X/R, τ/R) es compacto.

Sea π : X −→ X/R : π(x) = x, donde X es compacto, dado a que π es

una función continua se deduce del proposición 2.3 que (π(X) = X/R) es

compacto. Esto es que el espacio (X/R, τ/R) es compacto.

Veamos que si (X/R, τ/R) es compacto y los abiertos de (X, τ) son satura-

dos, entonces (X, τ) es compacto.

sea A un conjunto saturado cualquiera, tal que A ∈ τ y sea (X/τ, τ/R)

un espacio compacto. Sea {Ai}i∈I un cubrimiento abierto de X, esto es⋃
i∈I

Ai = X.

Ahora bien, para X/R se tiene que

X/R = π(X) = π

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I

π(Ai)
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donde π(Ai) es abierta en X/R. Puesto que π(Ai) ∈ τ/R ya que por el he-

cho de que Ai es saturado entonces π−1(π(Ai)) = Ai y dado a que Ai ∈ τ se

cumple que π−1(π(Ai)) ∈ τ .

Así la colección {π−1(π(Ai))}i∈I forma un cubrimiento abierto para el espa-

cio X/R y como esté es compacto entonces por de�nición 2.11 existe una

subcolección �nita, por ejemplo {i1, · · · in} ⊆ I tal que X/R =
n⋃
j=1

π(Aij).

Veamos ahora que este subcolección �nita de π(X) es también una subco-

lección para π−1(X/R) = X, esto es que X = X/R =
n⋃
j=1

π(Aij), en efecto

X = π−1(X/R) = π−1

(
n⋃
j=1

π(Aij)

)
=

n⋃
j=1

π−1(π(Aij)) =
n⋃
j=1

Aij dado a que

los Aij son saturados. Con lo que se ha obtenido para el cubrimiento abierto

de X una subcolección �nita que también cubre a X, así el espacio (X, τ) es

compacto.

De la demostración del teorema anterior se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.1. Si (X, τ) es un espacio topológico y R una relación de equi-

valencia sobre X, tal que la relación T0 es más �na que R, entonces π :

(X, τ) −→ (X/R, τ/R) es abierta.

En efecto, sea A ⊆ X tal que A ∈ τ y sea R ⊆ T0 entonces por proposición

3.2 A es saturado, así π−1(π(A)) = A donde A ∈ τ , por lo que se tiene que

π−1(π(A)) ∈ τ para π(A) ⊆ X/R así π(A) ∈ τ/R y por de�nición 2.3 π(A)

es abierta en (X/R, τ/R). Con lo que se tiene que para A ⊆ R tal que A

es abierto en X la imagen π(A) es abierta en (X/R, τ/R) por lo tanto π es

abierta.
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