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Introduccion

En 1930 el matematico ruso Andrey Nikolayevich Tychonoff probé por primera
vez el teorema que establece que el producto arbitrario de espacios compactos
es compacto, aunque inicialmente lo demostré para el producto del intervalo
unitario cerrado [0, 1], fue en 1935 cuando enuncié este resultado de una mane-
ra mas general, pero anotando que la demostracién en este caso discurria como
en el caso especial, es por esta razén que este teorema es llamado Teorema de
Tychonoff, el cual depende crucialmente de las definiciones de compacidad y de
la topologia producto, también llamada topologia producto de tychonoff, pues
en el articulo que éste publicé el 1935 define esta topologia por primera vez. Un
aspecto a tener en cuenta en la prueba dada por Tychonoff es que la definicién
de compacidad méas popular en los siglos XIX y XX fue el criterio de Bolzano
Weierstrass que establece que un espacio es compacto si cada sucesién admite
una subsucecién convergente, lo que hoy dia se conoce como compacidad se-
cuencial, ya que la definicién de compacidad dada por Heine Borel, donde todo
cubrimiento abierto admite un subcubrimiento finito es relativamente reciente.

El Teorema de Tychonoff ha sido descrito como el resultado individualmente,
mas importante de la topologia general, pues debido a sus aportes es uno de los
medios més poderosos para garantizar la compacidad de ciertos espacios clasicos
del Anélisis, como es el caso de su aplicacién para construir la compactificacion
de Stone-Cech de un espacio completamente regular, véase [15, pags 270 - 275]
y para probar la version general del teorema de Ascoli [15, pags 331 - 333]. Con
respecto a las demostraciones publicadas, se conocen tres pruebas estandares de
este importante teorema de la topologia general, las cuales se pueden encontrar
en el libro cldsico de topologia de John L. Kelley [10]: la prueba usando el teo-
rema de subbase de Alexander [10, Cap.5, T.6, T. 13]; la teoria de convergencia
de filtros y ultrafiltros, debida a Henri Cartan y desarrollada en 1937 por Bour-
baki, quien aporté asi una nueva demostracién [10, pag. 143 - 144] y la prueba
en términos de la teorfa de convergencia de redes universales [10, pag. 81 Ej. J].
De estas la més popular es la dada por Burbaki, pues la ayuda que proporciona
la teoria de filtros hace muy sencillo el desarrollo de esta prueba.

Este conjunto de hechos es motivacion suficiente para pensar en extender esta
consecuencia de suma fortaleza que proporciona el Teorema de Tychonoff, sobre
cualquier estructura topoldgica en la que se halla desarrollado la teoria de com-
pacidad. Por esta razon el propdsito de este proyecto de tesis es ser un espacio
donde ademas de rendir homenaje a este importante teorema, se muestre una
prueba del mismo sobre varias estructuras topoldgicas, entre las que se encuen-
tra la topologia general, la L-topologia y la L-topologia difusa, basados en el
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VI INTRODUCCION

analisis, investigacion y reestructuracién de la teoria desarrollada afin en el libro
“Topologia General”de Gustavo N. Rubiano (ver[5]) y los articulos “Aziomatic
Foundations of Fized-Basis Fuzzy Topology de U. Hohle y A.P. Sostak (véase
[8]) v “Compactness in L-Fuzzy Topological Spaces de J. Luna y E. Salazar
(véase [13]), respectivo a cada estructura topoldgica, las cuales se desarrollardn
de manera detallada en pro de establecer dicha prueba, en los capitulos 1,2 y 3;
respectivamente. De forma general este trabajo estd organizado de la siguien-
te manera: se inicia en el capitulo 1 definiendo la topologia general y algunas
propiedades y resultados basicos e inherente que apunten a caracterizar la com-
pacidad a través de la teoria de filtro y a definir la topologia producto, para
posteriormente establecer una serie de resultados que ayuden a dar una prueba
del Teorema de Tychonoff sobre la topologia general. Este capitulo ademés de
aportar una prueba de este teorema en uno de los ambientes fijados, pretende
también ser quien imparta el orden a seguir en los capitulos posteriores, ya que
en estos se usa como medio para establecer dicha prueba la teoria de filtros sobre
el marco de cada estructura topoldgica, las cuales no son comtinmente tratadas
en la formacién matematica de un estudiante.



Capitulo 1

Teorema de Tychonoff
sobre la Topologia general

1.1. Introduccidon

En este capitulo se desarrollard una prueba del Teorema de Tychonoff teniendo
como referencia la prueba dada por Bourbaki, la cual se fundamenta en la apli-
cacion de la teoria de filtros. Inicialmente se introduce una serie de definiciones
y propiedades béasicas que aporten a la construccién de la definicion de la to-
pologia producto, posteriormente se definen los espacios topoldgicos compactos,
para luego ser caracterizados por medio de la convergencia de filtros y ultrafil-
tros, junto con algunos resultados propios de esta teoria, logrando asi establecer
una prueba del Teorema de Tychonoff.

1.2. Espacios topoldgicos

Definicién 1.2.1. Una topologia sobre un conjunto X es una familia
S ={U,;:i€1I}, dondeU; C X para cada i € I e I es un conjunto de indices,
que satisface las siguientes propiedades:

. 0eSyXes.
i. (N,ep Ui €S, para cada F' subconjunto finito de I.
iti. U;ey Ui €3, para cada J C 1

El par (X, S), formado por un conjunto X y una topologia & sobre X se llama
espacio topolégico, pero a menudo se omite hacer mencién especifica de & si no
existe confusion y se dird que un conjunto X para el cual se ha definido una
topologia, se llama espacio topoldgico.

Nota 1.2.1. 57 X es un espacio topoldgico con una topologia I, se dice que
un subconjunto U de X es un conjunto abierto de X si U pertenece a ¥. Los
complementos de los conjuntos abiertos se llaman conjuntos cerrados.
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Véase a continuacién algunos ejemplos de espacios topoldgicos:

Ejemplo 1.2.1 (Discreta). Sea X un conjunto cualquiera, la familia S = P(X)
de todos los subconjuntos de X es una topologia sobre X y se denomina Topologia
discreta de X, esta es la topologia sobre X con la mayor cantidad de abiertos
posibles.

Ejemplo 1.2.2 (Grosera). Sea X un conjunto cualquiera, la familia S = {¢, X'}
es una topologia sobre X y se llama Topoloia grosera de X, ya que contrario a la
anterior, prdcticamente no permite la presencia de abiertos. Esta es la topologia
con la menor cantidad de abiertos posibles.

Ejemplo 1.2.3 (Complementos finitos). Sea X wun conjunto y sea

S ={U C X : X —Ues finitooU = X}, es decir Sy es la familia de todos
los subconguntos U de X cuyo complemento es finito o es todo X. Iy es una
topologia sobre X, llamada topologia de los complementos finitos.

Entre los conjuntos abiertos de un espacio topolégico, es importante especificar
una familia més pequena de estos, que sea capaz de generar el resto de los
abiertos, es decir, que toda la estructura topolégica se pueda recuperar a partir
de una parte de ella. La nocién de esta familia es lo que formalmente se llama
base de una topologia.

Definicién 1.2.2. Sea (X,) un espacio topoldgico, una base para ¥ es una
subfamilia B C S, tales que dados U € & y x € U, eriste B € B, tal que
re BCU.

Teorema 1.2.1. Sea X un conjunto. B C P(X) es una base de una topologia
en X, si y sélo si se satisface:

i. Para cada x € X, existe B € B, tal que xz € B.

1. Dados cualesquiera B1,Bs € B, y x € By N By, existe B € B, tal que
r € B C B1NBs.

Demostracion. Asuma que B es una base para una topologia & de X, pruebe
que se cumple (i) y (ii).

i. Dado x € X existe U € &, tal que x € U y como B es una base, existe
BeBconxeBCU.

ii. Sean B1,Bs € By x € B; N By, luego como By N By € § y por ser B una
base, existe B € B, tal que x € B C By N Bs.

Asuma ahora que B es una familia de subconjunto de X que satisface (i) y (ii),
definase una topologia & para la cual B es una base.

Sea § = {U C X :U = U, Bi, con B; € B, para todo i € I}. S es en efecto
una topologia. De la condicién (i) es claro que X € S, @ € § por ser la unién
de una familia vacia.

SiUp,Us € S, entonces Uy = |J;c; Bi y Uz = UjeJ B;, donde B;, B; € B para
todo i € I, j € J. Para cada « € Uy [\ Us, existen ig € I, jo € J, tales que
x € By, () Bj,, luego de la condicién (ii) existe B, € B, tal que
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r € By C By, N Bj, € Uy NUy, de esta manera es claro que U; N Uy =
UgveUmU2 B,. Por tanto Uy NU; € S.

Sea {U;}i € I una familia de conjuntos de S, luego U; = |J
i € I con B;; € B para todo j € J;, de esta manera se tiene

e, Bij. para cada

Uv=UlUBi|= U By

i€l iel \jeJ; i€l, jeJ;

Luego |J;c; Ui € . Por tanto S es una topologia. Resta probar ahora que B es
una base de &, esto es si U,V € Sy x € UNYV, por la definicién de & existen
By,By € B, tales que x € By CU y x € By CV y de la condicién (ii) existe
B e B, tal que x € B C (By N By) CUNYV. Lo cual prueba que B es una base
para . |

Ejemplo 1.2.4. Sea R el conjunto de los numeros reales. La familia B de todos
los intervalos abiertos en la recta real, esto es

B={(a,b):a,beR}

donde (a,b) = {x : a < x < b}. Es una base, y la topologia generada por B se
denomina topologia usual sobre la recta real y el espacio topoldgico es denotado
por R,,.

Definicién 1.2.3. Sea (X, ) un espacio topoldgico. Una subbase para la topo-
logia S es una subcoleccion D C S con la propiedad que la familia formada por
las intersecciones finitas de elementos de D es una base para .

Ejemplo 1.2.5. La coleccion D = {(a, +0), (—00,b) : a,b € R}, donde (a, +00)
{:2>a} y(—o00,b) ={x:x < b} forma una subbase para la topologia usual.

A continuacién se introduce un concepto, que en el camino para lograr una
prueba del Teorema de Tychonoff juega un papel crucial, debido a la motivaciéon
que ejerce la naturaleza de sus propiedades y su uso en el desarrollo de esta
teorfa. Sin més se tiene la siguiente definicién.

Definicién 1.2.4. Sea (X, ) un espacio topoldgico. Se dice que V C X es una
vecindad de x € X, notada por V., si existe U € S, tal que v € U C V,. Al
congunto de todas las vecindades del punto x se denota por V(x).

Proposicién 1.2.1. Sean (X,S) un espacio topoldgico y x € X. La coleccion
V(x) de las vecindades de x© € X posee las siguientes propiedades:

i. SiV € V(x), entonces x € V.
. St V,W e V(zx), entonces VW € V(x).
iii. SV eV(z) yV CW, entonces W € V(z).
Demostracion.

i. Es claro por definicién de vecindad.
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ii. Suponga V,W € V(z), luego por definicién existen Uy,Us € S, tales que
zelU CVyxeUs CWdemodo que x € U NU; CV NW, donde
UinNUs €S ast VAW € V(x).

iii. Asuma V € V(z) y V C W, luego existe U € S, tal que x € U C V, ahora
como V C W, entonces € U C W, lo cual implica que W € V(x). |

1.2.1. Funciones continuas

Hasta este punto se ha definido y desarrollado de la manera en que concierne
los objetos de estudio de esta teoria (espacios topolégicos), ahora se necesita
establecer algtin tipo de comunicacién entre estos objetos. Es por ello que resulta
de gran utilidad el uso de las funciones entre espacios topoldgicos, sobre todo el
de las funciones continuas, las cuales ayudan a definir espacios topologicos mas
generales, sobre el cual existe el objeto de este estudio, como es el caso de la
topologia producto, con la que se entrard en detalles mas adelante.

Definicién 1.2.5. Sean f : (X,S) — (Y, H) una funcidn entre espacios to-
pologicos y x € X dado, se dice que f es continua en x si dada una vecindad
Vi) en'Y, existe una vecindad U, en X, tal que f(Uz) C V).

Si f es continua en cada punto de X, se dice que f es continua en X.

Proposicién 1.2.2. Sea f: (X,) — (Y, H) una funcidn. [ es continua en X
si y sélo si para cada V € H se tiene f~1(V) €S, esto es, fH(H)CS

Demostracion. Sea f es una funcién continua en X, se debe probar quesi V € H,
entonces f~1(V) € 3. Esto se hard expresando a f~1(V) como unién de abiertos
en .

Sea x € f~1(V), luego f(x) € V, es decir, V es una vecindad de f(x) y como
por hipétesis f es continua, existe una vecindad U, en X, tal que f(U,) C V,
de modo que U, C f~1(V). Asf las cosas sigue

vy = U iz e 1))
Ya que cada U, € S, para cada z € f~1(V), entonces f~1(V) € S.
o

Reciprocamente, suponga que para cada V € H, f~1(V) € 3, véase que f es
continua en X.

Sea Ve Hyaze X, tal que f(z) € V, entonces x € f~1(V) € S, es decir,
f~YV) es una vecindad de x, de donde se tiene f(f~1(V)) C V. Esto prueba
que f es continua en x, y como x es arbitrario se sigue que f es continua en
todo X. ]

1.2.2. La topologia producto

Teniendo en cuenta los espacios topoldgicos ya conocidos, resulta de gran interés
construir nuevos espacios a partir de estos, como es el caso de definir una topo-
logia sobre el producto cartesiano de dos espacios topoldgicos. A continuacion se
introduce el concepto para el caso general, donde se define una topologia sobre
el producto cartesiano de una familia indexada de espacios topoldgicos.
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Definicién 1.2.6. Sea {X;};cr una familia indizada de conjuntos. El producto
cartesiano de esta familia indizada, denotado por

[[x:
iel

se define como el conjunto de las funciones

{x:[—> UXi|x(i)€Xz}

iel

donde normalmente se escribe x; en lugar de (i) y se le llama coordenada i-
ésima de © = (2;)icr. El axioma de eleccion garantiza que este producto es no
vacio si cada factor X; no lo es.

Definicién 1.2.7. Sea {(X;, ;) }ics una familia indexada de espacios topoldgi-
cos. La funcion

pj: H Xl — Xj
que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada j—ésima

pj (®i)ics) = x;
se denomina aplicacion proyeccion asociada con el indice j.

Definicién 1.2.8. Sea {(X;, ;) bier una familia indezada de espacios topoldgi-
cos. Se Define como topologia producto la generada por la subbase S conformada
por los cilindros abiertos p; *(U;), esto es, la coleccion

S = {p{l(Ui):Uiegi,ieI}.

En esta topologfa, [];.; Xi se denomina espacio producto. Algunas veces la to-
pologia producto es llamada topologia producto de Tychonoff.

Es claro a partir de la definicién de las proyecciones que cada p; es sobreyectiva
para cada j € J, ademas la definicién anterior garantiza la continuidad de cada
una de estas. Los abiertos U que conforman la base, se llaman cajas abiertas,
las cuales estan formadas por la interseccién de finitos cilindros, esto es U =
Ni—y Pir (Uir) o, de manera equivalente

U:Uil XUZ‘Q X ... XUinXHXi;i#ilai27~-~in-
i€l

Es decir, U es un producto donde todos los espacios coordenados son los X;,
salvo para un numero finito de indices i donde se tienen abiertos propios de
cada uno de los espacios indizados.
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1.3. Compacidad, filtros y ultrafiltros

La definicién de compacidad es de gran importancia, en cuanto a sentar las ba-
ses de de los objetivos propuestos se refiere, ya que traerla a la luz, llena de vida
a la definicién de la seccién anterior (topologia producto), y es a través de este
acoplamiento que coexiste el teorema de interés, el cual se pretende desarrollar
con ayuda de la teoria de filtros, tema que se trata en esta seccién.

Antes de proceder a definir la compacidad se introduce la siguiente definicién.

Definicién 1.3.1. Sean (X, <) un espacio topoldgico. Una coleccion {U; }icr de
conjuntos abiertos en X se dice que es un cubrimiento abierto de X si

xclJu.
iel
Si existe J C I, tal que {U;}jcs es también cubrimiento de X, a la familia

{U;}jes se le llama un subcubrimiento abierto de {U;}ic.

Definicién 1.3.2. Un espacio topoldgico (X,S) se dice compacto si de cada
cubrimiento abierto {U;};cr de X se puede extraer un subcubrimiento finito.

Ejemplo 1.3.1. Cualquier espacio topoldgico (X,S) que contenga un nimero
finito de puntos es compacto, ya que cualquier cubrimiento por abiertos de X
es finito.

Ejemplo 1.3.2. El espacio topoldgico (X,Sy) dotado de la topoldgia Sy de los
complementos finitos es compacto. Ya que si {U;}icr es un cubrimiento abierto
de X y tomando U € {U;}iecr se tiene que X — U es finito, asi que sdlo basta
con un numero finito de miembros de {U;}icr para obtener un subcubrimiento
abierto.

Proposicién 1.3.1. Sea f: (X,S) — (Y, H) una funcidn continua y sobreyec-
tiva. Si X es compacto, entonces Y es compacto.

Demostracion. Sea {U;};c; un cubrimiento abierto de Y. Es decir
Yy cJu,
ici
asi se tiene

X=f'y)c st <U Ui) =Jr ),

icl el

esto es, X C U;c; f7H(U;), luego la coleccion {f~1(U;)}ier es un cubrimien-
to abierto para X, ya que f es continua. Y como X es compacto, existe un
subcubrimiento finito {f~1(U;)}7,, esto es

X C O FHUY).
i=1

Puesto que f es sobreyectiva, se tiene
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Y= f(X)Cf (U fl(m)) ~Urtwy) =Jus
i=1 i=1 i=1
Asf las cosas, la coleccién {U;};cr admite un subcubrimiento finito. Por tanto,
Y es compacto. |

1.3.1. Filtros

Las propiedades (ii) y (i4i) del conjunto V(x) de las vecindades de un punto x
en un espacio topolégico (X, <), dadas en la Proposicién 1.2.1, aportaron una
fuerte motivacion para establecer la definicion de filtros, la cual se utilizara para
vincular la nocién de convergencia en un espacio topolégico y poder caracterizar
la compacidad a partir de esta.

Definicién 1.3.3. Dado un conjunto X, un filtro F para X es una coleccion, no
vacta, de subconjuntos, no vacios, de X que satisface las siguientes propiedades:

i. Si By, Fy € F, entonces F1 N Fy € F.
1. Si FeFyF CG, entonces G € F.

Al conjunto de todos los filtros sobre X se denota por Fil(X).

Ejemplo 1.3.3. Sean (X.S) un espacio topoldgico y un punto x € X. La Pro-
posicion 1.2.1 prueba que el conjunto V(x) de las vecindades de x es un filtro
para X.

Definicién 1.3.4. Sea X un conjunto y F un filtro para X. Se dice que B C F
es una base de filtro para F si dado F € F existe B € B, tal que B C F.

Usualmente los filtros se definen por medio de una base, donde sus elementos se
obtienen a parir de los superconjuntos de los elementos de ésta.

Anélogo a la definicién de subbase para un espacio topolédgico, se define la subbse
de filtro como sigue.

Definicién 1.3.5. Sea X un conjunto y F un filtro para X. Una subbse para
un filtro F de X es una subcoleccion S C F con la propiedad que la familia
formada por las intersecciones finitas de elementos de S es una base de filtro
para F.

Teorema 1.3.1. Sea X un conjunto y B C P(X). B es una base para un filtro
en X, entonces B satisface las siguientes condiciones:

. 0gByB#0D.
1. Si B1, Bo € B, entonces existe Bs € B, tal que B3 C B; N Bsy.

Reciprocamente, si B satisface (i) y (ii) existe un inico filtro F en X, tal que
B es una base para F. F es el filtro mds pequerio que contiene a B y se denota
por F = (B).

Demostracion. Suponga que B C P(X) es una base para un tunico filtro F de
X, véase que se satisfacen (i) y (ii).
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i. Como B es una base para un tunico filtro F de X, se tiene B C F y por
ser F un filtro, de la definicién, se deduce que § € By B # (.

ii. Sean Bj, By € B, luego como B es una base para el filtro F, B C F, por
lo que By, By € F, luego por definicién de base, existe B3 € B, tal que
B3 C B; N Bs.

Para el reciproco, definase F como sigue:

F={F CX:BC F para algin B € B} = (B)

Pruebe que F es un filtro. En efecto:

i. Sean Fi, Fy € F, luego existen By, By € B, tales que By C F} y By C Fb,
asi se tiene By N By C F1 N Fy y por la condicién (i7), existe Bs € B, tal
que, B3 C B1 N By C I} N F5. De esta manera se sigue que F} N Fy € F.

ii. Sea F' € F, es facil ver que si F' C GG, entonces G € F, pues como F € F,
existe B € B, tal que B C F debido a que FF C G, B C G y por tanto
GeF.

Asf las cosas, F es un filtro. Por la condicién (z) se tiene que § € B, B # 0 y de la
forma en que esta definido F, es claro que, B C F y para todo elemento F' € F
dado, existe un elemento B € B, tal que B C F, asi B es una base para el filtro
F. Resta probar que F es el tnico filtro generado por B, para esto suponga que
G también tiene como base a B y pruebe que F = G.

Sea G € G, luego existe B € B, tal que B C G, esto se debe a que B es una base
para G, asi G € F y como G € G es arbitrario, se tiene que G C F. Sea ahora
F € F, entonces existe B € B, tal que B C F'y como B es también base de G,
BCGasi Beg,yaque BC F setiene F € G. Por esto, F C G y por tanto
F = G. Lo cual termina la prueba. |

Las condiciones (i) y (i¢) del Teorema 1.3.1 garantizan que si una coleccién S
las satisface, entonces la interseccién finita de elementos de esta coleccién nunca
es vacia, es decir, satisface PIF. Es facil ver a partir de la demostracién del
Teorema 1.3.1 que cualquier coleccién S de subconjuntos de un conjunto X que
satisfaga PIF es por definicién una subbase para un filtro F.

Ejemplo 1.3.4. Sea X un conjunto y A C X, B = {A} es una base de filtro.
El filtro generado por A, Fay = (A) se llama filtro principal asociado a A. El
caso en que A = {a} constituye un ejemplo de un tipo de filtro en especial, que
se enunciard mds adelante.

Ejemplo 1.3.5. Sea X un conjunto, la coleccion F = {F C X : X—F es finito},
es el filtro de los complementos finitos.

Ejemplo 1.3.6. Sea B C (N) el conjunto de las colas de N, esto es,

B:={S, :n €N} donde S,, :={n,n+1,...}.
El filtro generado por B se llama filtro de Frechet.
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Ejemplo 1.3.7. Sea X un conjunto y F un filtro para X dado, I = F U {0}
es una topologia, mds comunmente conocida como topologia filtrosa.

Proposicion 1.3.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre conjuntos y sea F un
filtro para X dado, la coleccion

F(F):={f(F): FeF}

es una base para un filtro en' Y denotado por f.(F). si f es una funcion sobre-

yectiva, f(F) = f.(F).

Demostracion. Se probard que la coleccién f(F) es una base de filtro en Y. Esto
se hard mostrando que f(F) satisface las condiciones (4) y (4¢) del Teorema 1.3.1.
En efecto:

i. Es claro que f(F) # 0, pues F # 0 y ademéds 0 & f(F),yaque 0 & Fy f
es una funcién.

ii. Sean By, Bs € f(F), véase que existe Bz € f(F), tal que Bs C By N Bs.
Puesto que By, By € f(F), existen Fy,Fy» € F, tal que By = f(F1) v
By = f(F»), ahora como Fy N Fy € F, entonces By = f(B1 N By) € f(F).
Ademds f(B1 N By) C f(B1) N f(Bs), por lo que By C By N By. Como se
queria probar.

Por otro lado, si F es sobreyectiva, pruebe que f(F) = fi«(F). Es decir,
f(F) es un filtro. Para esto pruebe primero que, si H CY y G € f(F), es
tal que G C H, entonces H € f(F). Si G € f(F), existe F € F, tal que
G = f(F), asf se tiene F C f~}(G) y como F € F entonces f~(G) € F,
como G C H, f~Y(G) C f~1(H), y por tanto f~1(H) € F. Puesto que
por hipétesis f es sobreyectiva, H = f(f~Y(H)) € f(F), de esta manera
H e f(F).

Sean G, Gy € f(F), se debe probar que G1NG3 € f(F).SiGy, Gy € f(F),
existen Fy, Fy € F, tales que G1 = f(F1) y Go = f(F3), como FiNFy € F,
entonces f(F1NFy) € Fy por tanto f(Fi1NFy) C f(F1)Nf(Fy) = G1NGo,
del resultado anterior se sigue que G1 NGy € f(F). Asi, f(F) es un filtro
para Y. |

Si F,G son dos filtros sobre un conjunto X, tales que F C G, se dice que G es
mas fino que F. La relaciéon C define un orden parcial sobre el conjunto de to-
dos los filtros sobre X, F'il(X). Mds precisamente Fil(X) es inductivo, es decir,
toda cadena tiene una cota superior.

En efecto: sea A = {A;};cr una cadena cualquiera de F'il(X), se probard que
A posee cota superior. Considérese la coleccién |J;; A;, se mostrard que ésta
es un filtro. Sean A, B € J;c; Ai, luego A € A; y B € Ay para algin j,k € I,
ahora como A es una cadena se sigue que A; C A o A, C Aj, sin perdida
de generalidad se asume que A; C Ay, luego A € A, y como este es un filtro,
AN B € Ay, para algin k € I, de modo que AN B € (J,¢; As.

Se verd ahora que si A € (J;c; Ai y A C B, entonces B € |J;c; Ai. Si A €
Uier Ais A € Aj para algiin j € J, puesto que A C B, entonces B € A; para
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algtn j € J, por tanto B € | J;; Ai. Asi las cosas se tiene | J;; A; es un filtro, y
es tal que A; C |J;c; Ai para todo j € I. Es decir, el filtro [ J;.; A; es una cota
superior para la cadena Ay como esta a su vez es arbitraria en Fil(X) se sigue
que Fil(X) es inductivo. Por lo tanto, es posible aplicar el lema de zorn y hablar
de un elemento maximal de Fil(z), lo cual motiva a la siguiente definicién.

Definicioén 1.3.6. Dado un conjunto X, un ultrafiltro U para X es un elemento
mazimal de Fil(X); esto es, ningun filtro es mds fino que U.

Teorema 1.3.2. Dado un filtro F en un conjunto X, existe un ultrafiltro U en
X, tal que F CU.

Demostracion. Sea F un filtro en X dado, y
A={G:FCGygGesun filtro en X},

A se ordena con la inclusién. Si se define K = [J A, esto es, K es la reunién
de todos los filtros que estan en A, de la discusién anterior se sabe que K es
un filtro y es cota superior para A; luego, aplicando el lema de zorn, existe un
elemento maximal U en A, esto es U es maximal en el conjunto de los filtros que
contienen a F, por tanto es un ultrafiltro y es tal que F C . Como se queria
probar. |

Si A C X con A = {a}, el filtro generado por A es un ultrafiltro. En efecto:
suponga que F es un filtro para X y es tal que ({a}) C F, donde ({a}) es el filtro
generado por A = {a}, se verd que ({a}) = F. Supdéngase que existe F' € F, tal
que F ¢ ({a}), entonces {a} € F, asi {a} C F°, es decir, F° € ({a}) y por tanto
F° € F, ahora como F es un filtro y F, F'° € F, entonces ) = FNF° € F lo cual
es absurdo. Por tanto ({a}) = F, esto prueba que ({a}) es un filtro maximal,
es decir un ultrafiltro.

Nota 1.3.1. El ultrafiltro ({a}) se llama ultrafiltro principal o fijo (los otros
ultrafiltros se llaman no principales o libres). Fuera de este ejemplo no se conoce
mas ultrafiltro de manera concreta; los demds tendrdan la garantia de existir pero
no se conocen.

La siguiente proposicion ayuda a determinar cudndo un filtro dado es un ultra-
filtro.

Proposicion 1.3.3. Sea X un conjunto dado y U un filtro en X. U es un
ultrafiltro si y solo si dado A C X, entonces A€ U o A° € U.

Demostracion. Suponga que U es un ultrafiltro en X, véase que si A C X,
entonces A € U o A° € U. Asuma que A € U y A° ¢ U, y llegue a una
contradiccién. Considere la siguiente coleccién

B:={FNA:Fecl}.

Es fécil ver que B es una base de filtro para X, ya que B satisface PIF, y si
FnNA=(, para algin F € U, entonces F' C Ay por tanto A € U. Esto con-
tradice lo supuesto. El filtro G = (B), contiene alf, yaquesi F e U, FNA € B
y FNAC F por lo que F € (B), esto prueba que U C G = (B), ademas, G es
mas fino que U, pues A €U y ANF C A para algin F' € U. Luego, A € G.
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Esto prueba que U C G, lo cual contradice el hecho de que U es un untrafiltro.

Reciprocamente, suponga que para A C X dado, si se tiene A € U o A° € U,
entonces U es un ultrafiltro. Esto es, sea F un filtro en X, tal que U C F, véase
que U = F, para esto suponga que existe F' € F, tal que ' ¢ U, asi F¢ € U
(por hipétesis) y como U C F, entonces F° € F, de esta manera F,F¢ € Fy
por tanto ) = F'N F¢ € F lo cual es absurdo. Por tanto I es un ultrafiltro. W

1.4. Teorema de Tychonoff

En esta seccion se introduce una nocién de convergencia utilizando el concepto
de filtro, con el fin de caracterizar los espacios topolégicos compactos y via esta
caracterizacion dar una prueba del Teorema de Tychonoff.

Definicién 1.4.1. Sea F un filtro en un espacio topoldgico (X,S). Se dice que
F converge al punto x € X, si F es mds fino que el filtro de vecindades de x.
Esto es, si V() C F y se denota por F — x.

Ejemplo 1.4.1. Si (X,S) es un espacio topoldgico, dotado de la topologia dis-
creta S = P(X), entonces el filtro principal F,, — x para todo x € X.

Teorema 1.4.1. Sea f: (X,S) — (Y, H) una funcidn y x € X. f es continua
en x si y sélo si para cada filtro F de X, tal que F — x, el filtro (f(F)) — f(z).

Demostracion. Suponga que f es continua en el punto z € X, véase que pa-
ra cada filtro F de X, tal que F — =z, se tiene (f(F)) — f(z), es decir
V(f(z)) C (f(F)). Sea V€ V(f(z)), luego V' es una vecindad de f(x) en
Y y como por hipétesis f es continua, existe una vecindad V, en X, tal que
f(Ve) € Vi), puesto que F — x, entonces V(x) C F asi V, € F y por tanto
f(Ve) € f(F) donde f(V,) C V(). Esto prueba que Vi, € (f(F)) y por tanto
que V(f(x)) € (f(F))-

Reciprocamente, suponga que para cada filtro F de X, tal que F — x implique
(f(F)) = f(x), véase que f es continua en el punto z € X. Asuma que f no es
continua en x, luego existe V() para la cual ninguna vecindad V,, en X satisface
J(Va) € Vi), como V(z) € V() es claro que V(z) — x, luego (f(V(x)))
deberfa converger a f(x), lo cual no es posible, ya que ninguna vecindad V,, de
V(x) satisface f(Vy) C Vi(y). Por lo que Vi, &€ (f(V(x))). Por tanto f debe
ser continua en z. |

Entrando en materia nuevamente con los espacios topolégicos compactos, se in-
troduce una definicién e inmediatamente un teorema que caracteriza los espacios
compactos a partir de los conjuntos cerrados.

Definicién 1.4.2. Sean X un conjunto y {A;}icr una familia de subconjuntos
de X. La familia {A;}icr tiene la propiedad de la interseccion finita PIF, si
la interseccidn de cualquier subfamilia finita de {A;}icr es no vacia, esto es si
para todo J C I finito se tiene njeJ A; #0.
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Teorema 1.4.2. Un espacio topoldgico (X,¥) es compacto, si y sdlo si cada
coleccion C = {C;}icq de cerrados que posee PIF, satisface que [C # 0.

Demostracion. Suponga que (X,S) es compacto, pruebe que cada coleccién
C = {Ci}ier de cerrados que posee PIF, satisface que (C # 0. Como cada C;
es cerrado en X para todo ¢ € I, se tiene U; = X — C; es abierto, para cada
ielI. SiNC =0, es decir NierC; = 0, entonces (N;c;C;)° = X, y como

(&
(ﬂ@):U@:Ux-@:Um
iel iel iel i€l

se sigue que (J;c; Us = X, es decir {U;}ies es un cubrimiento abierto de X, ya
que X es compacto, existe un subcubrimiento finito {U;x }7_;, tal que J;_; Uix =
X, luego (Uy—, Uir)® = X© =0, de esta manera se tiene

@Z (U Uzk) = ﬂ Z,Ck: mOzk
k=1 k=1 k=1

Es decir, (N;_; Cir = 0, lo cual contradice el hecho de que C = {C;};er cumple
PIF. Por tanto (C # 0.

Reciprocamente, si cada coleccién C = {C;};cr de cerrados en X que posee PIF,
satisface [ C # 0, véase que X es compacto. Suponga que X no es compacto, es
decir, existe un cubrimiento abierto {U; };c; de X que no se puede reducir a uno
finito, esto es, X C {J,¢; Ui pero para todo J C I finito, se tiene X € (J,c; U;.

Sea C; = X — U; para cada ¢ € I. Como para cada J C [ finito X ¢ UjeJUj,

C
entonces X C (UjeJ Uj) , puesto que

UmC:ﬂW:ﬂX—@zﬂ@

jeJ JjeJ JjeJ jeJ

Por lo que, si ;¢ ; Cj = () para todo J C I finito, se tendria X = (, lo cual no
puede ocurrir. De esta manera se sigue que ﬂjeJ C; # 0 para todo J C T finito.
Es decir, C = {C;}icr posee PIF, pero a su vez X C J,.; Ui, entonces

OJUOCCszw

icl
y €Omo
c
(Um):ﬂ@:ﬂ@
iel i€l iel
se sigue que (\;c; C;i = 0, lo cual muestra que (1C = () y esto contradice la
hipotesis. Por tanto X debe ser compacto. |

A continuacién la compacidad caracterizada via ultrafiltros.
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Teorema 1.4.3. Un espacio topoldgico (X, ) es compacto, si y sdlo si cada

ultrafiltro en X es convergente.

Demostracion. Asuma que (X,S) es un espacio topolégico compacto, pruebe
que si U es un ultrafiltro en X, entonces Y — x para algin x € X. Supon-
ga que U no converge, es decir, para cada = € X, V(z) € U, esto es, existe
Ve € V(z), tal que V, € U como U es un ultrafiltro, se sigue que V¢ € U.
Por otro lado, es claro que {V,},ex es un cubrimiento abierto de X, ya que
para cada x € X, existe una vecindad V, de z, por lo que X C (J,cx Va-
Ahora como X es compacto {V, }zex posee un subcubrimiento finito {Vyx}7_;,
asf se tiene que X C Jp_, Var de modo que (Up_; Var)® € X¢ = 0 luego
0 = (Up—y Var)” = Nizy VS v como V& € U para k = 1,2,...n, entonces
0 =p_, V.S €U. Lo cual es absurdo.

Reciprocamente, suponga que cada ultrafiltro en X es convergente, véase que
X es compacto. Esto es, del Teoremal.4.2, se debe probar que, si C = {C;}ier
es una familia de cerrados en X con PIF, entonces (| C # .

Puesto que C satisface PIF, es una subbase de filtro. Sea (C) el filtro generado
por esta subbase, luego existe un ultrafiltro U de X, tal que (C) C Y. Como por
hipdtesis U es convergente, sea x € X, tal que U — x. Se tiene entonces que
xz € (C, yaquesiz ¢ ()C, existe C € C, tal que x € C° asi C° € U, ya que
como C es cerrado, C° es abierto, y como = € C° C° seria una vecindad de =
y puesto que U — x, entonces V(x) C U. Asi las cosas se sigue que, tanto C'
como C° estan en U lo cual no puede ocurrir debido a que U es un ultrafiltro.
Por tanto X debe ser compacto. |

Para dar una demostraciéon del Teorema de Tychonoff, acorde a la teoria desa-
rrollada, se necesita un apoyo del lema que se enuncia a continuacion, el cual
caracteriza la convergencia de los filtros en un espacio producto.

Lema 1.4.1. Sean X = [],.; X; un espacio topoldgico con la topologia producto,
z = (x;)icr un punto en X y F un filtro en X. F — x si y solo si, para cada
i € I el filtro dado por la proyeccion p;(F) — x; en X;.

Demostracion. Sea x = (x;);e; € Xy F un filtro en X, se probard que si F — z,
entonces p;(F) — z; en X;. Como para cada i € I, p; es continua y F — z, se
tienes que p;(F) — pi(x) = z; € X;.

Reciprocamente, suponga que para cada filtro F en X, p;(F) — z; en X;, véase
que F — z, es decir, V(z) C F. Sea V,, € V(z), no se pierde generalidad al
suponer que V, es un abierto bésico, por lo que

Vx = Uil X Uig X ... X Uzn X HX“ parai#il,ig...in.
i€l
Puesto que las proyecciones son abiertas (esto es facil de probar), p;r(Vz) = Usk
es una vecindad de x;;. Por hipdtesis se sigue que p;x(F) — ik, es decir,
V(xir) C pi(F), por lo que Uy = pir(Va) € pir(F), luego existe F' € F, tal
que pix(F) C pix(Vy) = Ui para k =1,2,...n, esto implica que

F Cp,l(Uin) = Ui x |[ Xi, parak=12,...,n.
iy
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Como F es un filtro, U;; x ]_[i;,éi,c X; estaen F,para k =1,2,...,ny por tanto

ﬁ Uik X H Xi
k=1

ik
esta en F, pero [\;_; (Uik X Hlﬂk Xi> = Upn X Uiz X ... x Uin X [L;e1 Xi,

asi Vy = Ni—y (Uik X Hwﬁw Xi) ,parak =1,2,...n,lo cual prueba que V, € F

y como V, es arbitrario en V(x), se sigue V(x) C F, lo que a su vez significa
que F — x. [

Teorema 1.4.4 (Tychonoff). Sea X = [[,.; Xi un espacio con la topologia
producto. Entonces X es compacto si y solo si cada espacio coordenado X; es
compacto.

Demostracion. Suponga que X es compacto, véase que cada X; es compacto
para cada ¢ € I. Puesto que cada proyeccion p; es continua, sobreyectiva y X
es compacto, de la Proposicién 1.3.1 se sigue que p;(X) = X; es compacto para
cadai € I.

Asuma que cada espacio coordenado X; es compacto, pruebe que X es compacto.
Para ello se utiliza el Teorema 1.4.3 y se prueba que todo ultrafiltro U en X es
convergente. Como cada proyeccién p; es sobreyectiva, se tiene que p;(U) es un
ultrafiltro en X; y puesto que por hipétesis , cada X; es compacto, p;(U) — z;
para algin z; € X;, luego por Lema 1.4.1 se sigue que Y — z, donde & = (x;)¢r
de X. Esto prueba que X es compacto. |



Capitulo 2

Teorema de Tychonoft
sobre la L-Topologia

2.1. Introduccion

El concepto de espacio L-topolégico (originalmente llamado espacio topoldgi-
co difuso) fue introducido por primera vez por C.L. Chang en 1968, ver [4],
quien inicialmente define los axiomas referente a estos espacios y funciones L-
continuas, para el caso de Heyting dlgebras L (Ejemplo 2.2.6). En 1980, Hohle
sugiere que una topologia puede ser vista como un L-subconjunto de un conjun-
to potencias, idea que sirvié de motivacién para Kubiak [11] y Sostack [18], los
cuales en 1985, de manera independiente extendieron esta idea a un concepto
mas general de L-subconjunto de un L-conjunto potencia, donde L es una Hey-
ting dlgebra completa con cuasi completacién [11]. Asf mismo, Hohle y Sostack
[7], Kubiak y Sostack [12] desarrollaron el concepto de espacio tolégico L-difuso
(véase capitulo 3), incluso para el caso donde L es mds general que [0,1], en
1995 y 1997, respectivamente. La evolucion de esta teoria en algunos conceptos
tratados en éste y el capitulo siguiente puede verse de manera més detallada en
[8, pags 259-264].

Debido al auge que ha tomado la teoria difusa por el intento de extender pro-
piedades de la topologia conjuntista a espacios construidos sobre los conjuntos
difusos de un conjunto dado, lo cual puede variar acorde con la estructura de
reticulo L que subyace en cada caso. Es notable la aparicién en los ultimos anos
de un numero considerable de descripciones de la compacidad en los espacios
topoldgicos difusos y puesto que independientemente de la estructura topolégica
sobre la cual esté sostenida la teoria de compacidad, es inevitable pensar en la
idea de extender el Teorema de Tychonoff, por este hecho resulta entonces un
propésito natural investigar la posibilidad de extender este importante teorema
a las categorias que se obtienen en los espacios topolédgicos difusos, esto enmar-
ca el objetivo de este trabajo, més explicitamente sobre las categorias L-Top y
L-FTop tratadas en este capitulo y el siguiente, respectivamente. Para esto se
inicia en la seccién 2.2 con una serie de requisitos respecto a la teoria de reticulos,
luego se describe brevemente los cqm-reticulos, GL-monoides y G L-comonoides,
junto con algunas implicaciones que traen consigo, para posteriormente hacer

15
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una muy breve introducciéon a los conjuntos L-difusos y algunas propiedades
bésicas, cuyo aporte para la construccién de esta teoria es crucial en éste y el
capitulo proximo.

En la seccién 2.3 se definen los conceptos de espacios L-topolégicos y funciones
L-continuas, definiendo asi la categoria L-Top, para luego en la seccion 2.4
introducir el concepto de L-filtro, L-ultrafiltro y una serie de consecuencias
que conjuntamente con las estructuras de sistema de L-vecindades, operador L-
interior (seccién 2.5) y algunas propiedades a fines, ayudan a que en la seccién
2.6 se dé la definicién de espacios L-topolégicos compactos y a partir de ésta,
la L-topologia producto y algunos lemas principales se establece una prueba del
Teorema de Tychonoff sobre la categoria L-Top.

2.2. Preliminares

A continuacion se presentan algunas definiciones y propiedades béasicas, respecto
a la teoria de reticulos (véase [1]) y a los conjuntos L-difusos, las cuales son esen-
ciales para el desarrollo y comprensién de los espacios L-topoldgicos, topoldgicos
L-difusos y toda la teoria necesaria para definir y caracterizar la compacidad en
estos ambientes.

Definicion 2.2.1. Sea L un conjunto no vacio. Un reticulo es un conjunto
parcialmente ordenado (L, <), tal que, para todo x,y € L, inf{x,y} y sup{x,y}
ezisten y se denota por x Ny y x V y, respectivamente.

Definicién 2.2.2. Un reticulo (L, <), se dice completo, si para cada A C L, el
infimo \ A y el supremo \/ A estdn definidos en A.

En particular, N\L = L y\/ L = T son respectivamente las cotas universales
inferior y superior en L. Se asume que 1 # T, es decir, que L tiene por lo
menos dos elementos.

Ejemplo 2.2.1. Sea X un conjunto cualquiera no vacio, el par (P(X), <) es un
reticulo completo, ya que, L =0, T = X y para cualquier familia A = {A;}ier
de subconjuntos de X, se tiene

ANA=N4: 5 VA={J4.
icl el

Ejemplo 2.2.2. Sea I' el conjunto de todos los subgrupos de un grupo G. El
par (I, C) es un reticulo completo, donde HNK = HNK y HV K se define
como el menor subgrupo que contiene a H y K, para todo H, K € T.

Nota 2.2.1. No todo reticulo es completo, ya que, los reticulos (Q, <) y (R, <)
no los son.

Definicién 2.2.3. Un reticulo (L, <) es distributivo si y sdlo si, para todo
xz,y,z € L se cumple

. AN (yVz)=(xAy)V(zAz)

it. V(yAz)=(xVy A(zVz).
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Definicién 2.2.4. Un reticulo (L, <) se dice infinitamente distributivo, si para
todo AC L y o € L se satisface

(/\A)\/oz:/\{(a\/a):aGA}, (\/A)/\a:\/{(a/\a):aEA}.

Las definiciones que a continuacién se introducen, hacen uso de los reticulos
completos, para dotarlos de una operacion binaria y construir asi los conceptos
de reticulos cuasi monoides completos, més conocidos en su forma corta co-
mo cqm-reticulos (Introducidos por Rodabaugh en [17]); GL- monoides y GL-
comonoides.

Definicién 2.2.5 (cqm-reticulo). Un reticulo cuasi-monoide completo o cqgm-
reticulo, es una tripleta (L, <,®) que satisface las siguientes propiedades:

i. (L, <) es un reticulo completo con cota superior T y cota inferior L.

. ® : L X L — L es una operacion binaria que satisface los siguientes
ariomas:

a. ® es mondtona en ambos argumentos, esto es, si a1 < g, 1 < Ba,
entonces, a; ® B1 < as ® Bo. Donde oy, s, b1, B2 € L.

b. T es idempotente, es decir, TR T =T.

Definicién 2.2.6 (GL-monoide). Un GL-monoide (ver [6]) es un reticulo com-
pleto enriquecido con otra operacion binaria ®, esto es, una tripleta (L, <, ®),
tal que, para todo v, B, € L satisface las siguientes propiedades:

i. ® es mondtona. Si a < 3, entonces, a @y < B R 7.
1. ® es conmutativa. a ® = ® a.
iii. ® es asociativa. a @ (FR7) = (a® B) ®7.

iv. La tripleta (L, <,®) es entero, esto es, T actia como elemento neutro, es
decira® T = a.

v. L actia como elemento cero en (L, <,®), a® L = L.

vi. ® es distributiva con respecto a extremos superiores arbitrarios,
esto es, sea I un conjunto de indices y {f;}ier C L, se debe cumplir

a® (\/ Bi) = \/(a@ﬁi), para todo f3;, con i€ I.
icl i€l
vii. (L, <,®) es divisible, esto es, si « < 3, existe v € L, tal que a« = S @ 7.

Nota 2.2.2. Se puede probar que todo GL-monoide es residuado, esto es, que
existe una nueva operacion binaria —: L X L — L sobre L, llamada implica-
cion, que cumple la siguiente condicion:

a®pB<vy siysdlosi a<(f—r7), paratodo «,pB,v€ L.

Cuando se define explicitamente la operacion implicacion por

al—>ﬁ:\/{)\€L:a®)\§,6}.
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Definicién 2.2.7 (GL-comonoide). Un GL-comonoide es un reticulo con una
operacion binaria adicional ®, es decir, una tripleta (L, <,®), tal que, para todo
«, B, € L, satisface las siguientes propiedades:

i. @© es mondtona. Si a < 3, entonces, a vy < 3D .
1. P es conmutativa. a ® =0 a.
1. @ es asociativa. a B (LD y) = (adf) ®7.

iv. La tripleta (L, <,®) es co-entero, esto es, L actia como elemento neutro,
es decira® L = a.

v. T actia como elemento co-cero en (L,<,®), a®T =T.

vi. @ es distributiva respecto a extremos inferiores arbitrarios,
esto es, sea I un conjunto de indices y {B;}icr C L, se debe cumplir

ad® (/\ B:) = /\(a@ﬂi), para todo [3;, con i€ I.
iel il
vii. (L, <,®) es co-divisible, esto es, si « < 3, existe vy € L, tal que a By = f.

Nota 2.2.3. De manera andloga a los GL-monoide, todo GL-comonoide es co-
residuado, esto es, existe otra operacion binaria «—: L X L — L sobre L, llamada
co-implicacion, que satisface la siguiente condicion:

a<(B®7) siysdlosi a«— <7, paratodo «,fB,y € L.

De manera explicita, la co-implicacion se define por

aHﬁ:/\{)\EL:ag)\@ﬁ}.

Observacion 2.2.1. En el transcurso de este trabajo, se utiliza el caso parti-
cular en el que ® =V y la co-implicacion es

axpf=A{AreL:a<Avp)

En lo que sigue, (L, <,®) denota un GL-monoide arbitrario y (L,<,V) denota
un G L-comonoide, a no ser que se indique lo contrario.

Algunas propiedades de los GL-monoide y G L-comonoide se hacen notar en el
siguiente lema, donde L hace referencia a un G L-monoide o un G L-comonoide,
segin sea el caso.

Lema 2.2.1. Para o, 3,y € L, se cumplen las siguientes propiedades
i. Sia<p, entonces a>y < P>y
1. St a < f3, entonces Br— v < ar—> 7

LY@ (a— ) <ar— (Y®B)

<8
<

@

wo a—a=T.
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Demostracion.

i.Seaa< B, yaqueaby=AN:a<yVAlypsoy=A{0:08<
vV} =0 setiene a < S <V, luego & € {A:a <yVA}ypor
tanto A{A:a <yV A} < estoesa>y < F>7.

ii. Sea a < B, puesto que a— vy =V{A:a®@ A<}ty Br—y=V{d:
BRI < y}:=08, sesigue a®d <R < v, esdecir§d € {§: 6 < v},
porlo que & < V{0:8®6 <~} Estoes, Br— v < ar— 1.

iii. Se tiene que

7®(a}_>[3):\/{)\:oz®>\§7®6} y

ar— p=\/{d:a0s<p}:=¢,

luego, (Y® ) ®a=7® (a®d§) <~v® 6, de modo que v ® § € {\:
a®@X <y®pF}ypor tanto, YR < V{A:a®@A <y®F} =a+— (y®)).
Asf, y® (a— B) S ar— (Y® P).

iv. Se obtiene a partir de la definicién de oo — «. |

Ejemplo 2.2.3. Todo reticulo completo (L, <), trae consigo de manera intrinse-
ca una estructura de cqm-reticulo determinado por la operacion binaria N. Es
decir, que la tripleta (L,<,N\) es un cgm-reticulo

Ejemplo 2.2.4. El reticulo completo (P(X), C) dado en el Ejemplo 2.2.1, junto
con la operacion binaria ® = J, es un cgm-reticulo, esto es, la tripleta (P(X), C
,U).

Ejemplo 2.2.5. Dado un espacio topoldgico (X,T), la coleccion €, de los sub-
conjuntos cerrados de X es un GL-monoide, en el que

/\Ai:nAi’ \/Ai:cl<UAi> y A® B =cd(int(AN B)),

iel iel iel iel

donde int y cl denota los operadores interior y clausura, respectivamente.

Ejemplo 2.2.6. Ejemplos importantes de GL-monoides son las dlgebras de
Heyting y MV-dlgebras. Especificamente, un dlgebras de Heyting es un GL-
monoide del tipo (L, <,V,A,V), (en el caso de dlgebras de Heyting, N = &),
ver [9]. Por otro lado, un GL-monoide se llama una MV-algebra si

(e — L) — L =« para todo o € L, [3].
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2.2.1. Conjuntos L-difusos

En este apartado se daran algunas nociones basicas de los conjuntos L-difusos
(ver|[16]).

Definicién 2.2.8. Sea X un conjunto y L un reticulo completo. Un conjunto
L-difuso sobre X (L-subconjunto de X ) es una funcion A : X — L. Esto es,
si A es un subconjunto L-difuso de X, entonces A € LX, donde LX denota la
coleccion de todas las funciones de X en L. En lo que sigue, se denotaran los
conjunto L-fiusos por f, g, h, etc.

En el caso cuando L es el intervalo unitario I = [0, 1], entonces, se refiere a los
conjuntos L-difusos simplemente como conjuntos difusos.

Observacion 2.2.2. Si X es un conjunto y L es un GL-monoide, entonces
el conjunto potencia difuso LX queda obviamente dotado de una estructura de
GL-monide, si se extienden las operaciones puntualmente. Esto es, para todo
f,g € LX se define

» Los conjunto L-difusos Ox y 1x definidos por Ox(z) = L y 1x(x) =T
para todo x € X son, respectivamente, las cotas universales inferior y
superior en LX.

* (feg)(r) = f(z) ©g(2),
f=gsiysdlosi f(x)=g(x
[ < g siysdlosi f(x) < g(x), para todo x € X.
z e X.
x

e X.

eX
), para todo x € X.
);

(f A g)(@) = f(x) Ag(x),
(Nier f)(2) = Nigy [ (@),

De manera andloga se definen las operaciones del extremo superior \/ .

A continuacién se muestran conjuntos L-difusos inducidos por una funcién, esto
es, una extension de la imagen directa e inversa de la teoria de conjunto clasica
en los conjuntos L-difusos.

Definicién 2.2.9. Sean X e Y conjuntos, ¢ : X — Y wuna funcion, para todo
conjunto L-difuso en'Y, g € LY | se define el conjunto L-difuso en X ¢ (g) por

[ (9))(z) = (9o d)(x), para todo, x € X.
Esto es, $*(g) es justo la composicién de ¢ y g.

Por otro lado, si f € L, entonces el conjunto L-difuso ¢~ (f) en 'Y, se define
por

V{f(@):z o™y}, si o7 (y) #0
o~ (Nly) =

1 en otro caso.

Para todo y € Y, donde ¢~ (y) = {z € X : p(x) = y}.
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2.3. Espacios L-topologicos

A continuacion se definen los espacios L-topolédgicos y se dan algunos ejemplos
sencillos de estos, ademéds de introducir el concepto de funcién L-continua.

Definicién 2.3.1. Sean (L,<,®) un cgm-reticulo, y X un conjunto no vacio
dado. Una L-topologia sobre X es un subconjunto 7 de LX que satisface las
siguientes condiciones

. 1x, lg € 1.
it. Si f,g € T, entonces f @ g € T.

it Si{fitier C 7, entonces \/;c; fi € T.

Donde I es un conjunto de indices.

El par (X, 1), formado por un conjunto X y una L-topologfa 7 sobre X se llama
espacio L-topolégico.

Algunos ejemplos de L-topologias se dan a continuacién

Ejemplo 2.3.1. Sea X un conjunto arbitrario distinto de vacio y (L, <,®)
un cqgm-reticulo. El conjunto 7 = LX de todas las funciones de X a L es una
L-topologia sobre X, llamada L-topologia discreta de X.

Ejemplo 2.3.2. Sea LX un conjunto definido como en el ejemplo anterior, el
subconjunto T = {1y, 1x} de L es una L-topologia sobre X, llamada L-topologia
indiscreta de X.

Ejemplo 2.3.3. Sea (L,<,®) un cgm-reticulo y {7;}ic; una familia de L-
topologias sobre un conjunto X. La interseccion de las L-topologias sobre X,
Mics 7i es una L-topologia sobre X.

Observacién 2.3.1. En el conjunto T (X) de todas las L-topologias sobre X,
se introduce un orden parcial determinado por la inclusion de conjuntos C . Esto
es, si 11,72 € Tr(X), entonces se dice que 7o es mds fina que 71 0 T, es mds
gruesa que T2, si 71 C To.

De esta manera se tiene, de los ejemplos anteriores que el conjunto parcialmente
ordenado (Tr(X),C) es un reticulo completo, donde Ting = {1x,1p} Y Tais =
LX son las cotas inferior y superior universales.

Definicién 2.3.2 (Funciones L-continuas). Sean (X,7) y (Y, 0) espacios L-
topolégicos y ¢ : X — Y wuna funcion. Se dice que ¢ es L-continua, si y solo si
se satisface que

{gop:geco} CT.

De esta manera se obtiene la categoria L-Top, cuyos objetos son los espacios
L-topoldgicos y cuyos morfismos son las funciones L-continuas.
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2.4. [L-filtros y L-ultrafiltros

Los conceptos de L-filtro y L-ultrafiltro son de gran utilidad en el momento
de introducir los espacios L-topoldgicos compactos y algunas propiedades que
aportan al desarrollo del Teorema de Tychonoff.

Definicién 2.4.1 (L-Filtros). Sea X un conjunto. Un L-filtro sobre X es una
funcion v : LX — L, tal que para f,g € LX satisface las siguientes propiedades:

F.v(lx)=T.
Fy. f<g, entonces v(f) < v(g).

Fs. v(f)ov(g) <v(f®g).

F4. U(lg) = 1.
El conjunto de todos los L-filtros sobre X se denota por §p(X).
Sean vy, s € §1(X), se introduce un orden parcial < en §(X) definido por

v K g, siysolosi vi(f) <we(f),

para todo f € LX.

A continuacién se prueba que toda cadena en el conjunto parcialmente orde-
nado (Fr(X), =) tiene cota superior, de donde naturalmente se zornifica para
garantizar la existencia de elementos maximales y a partir de estos definir los
L-ultrafiltros.

Proposicion 2.4.1. El conjunto parcialmente ordenado (Fr(X), <) tiene ele-
mentos mazimales.

Demostracion. con el fin de aplicar el lema de zorn sobre el conjunto (Fr(X), <)
se debe probar que toda cadena C en §1,(X) tiene una cota superior en §rr(X).
En efecto, sea C = {v;};cs, donde I es un conjunto de indices, una cadena no
vacia de §z(X). Se define una funcién v, : LX — L, por medio de

veo(f) = \/ wi(f)-
i€l
Se debe probar que v, es un L-filtro sobre X. Esto es
Froveo(lx) = \/uillx)=\/T=T.
iel il

F5. Si f < g, entonces

veo(f) =\ vi(f) < \/ vilg) = veo(g)-

i€l i€l
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Fs.
Voo (f) ® Veo(g) = \/ vi(f) @ \/ vilg)

F4. Z/OO(O)() = \/ Vi(OX) = \/ 1 =1.
iel iel
De esta manera, se tiene que vy, es un L-filtro sobre X, donde v; < v, para

todo ¢ € I. Por tanto, v, es una cota superior para la cadena C, luego del lema
de zorn se obtiene que F1(X) tiene elementos maximales. [ |

Definicién 2.4.2. Sea X un conjunto, un L-ultrafiltro U sobre X, es un ele-
mento mazimal en (Fr(X), X).

La proposicién que sigue caracteriza los L-ultrafiltros

Proposicién 2.4.2. Para cada L-filtro U : LX x L — L en X, las siguientes
afirmaciones son equivalentes

i. U es un L-ultrafiltro .
ii. U = [U(f — O0x)] — L, para todo f € L.

Demostracion. Sea U un L-ultrafiltro, se debe probar (ii.), lo cual se hara de la
siguiente manera

a. U(f) < U(f — 0x)] — L.
b. [U(f— 0x)] — L <U(S),
para todo f € LXL. En efecto,

a. Puesto que
fraox=\/{h:foh<ox}:=H

se tiene que U (f — O0x) = U(R’), es tal que f ® h < O0x, luego

U)oU) <U(foh)=<U(0x) = 1,

como por hipétesis U es un L-ultrafiltro, se obtiene que U(f) € {\ :
UR)® A < L}y por tanto

up) <\[u)yer< 1ty =um)— L

=U(f+— 0x)]— L.

De esta manera, se obtiene que U(f) < [U (f — O0x)] — L.
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Para probar que (i.) implica (ii.), resta probar que la maximalidad de U implica
(b.), para tal propésito se fija un elemento ¢ € LXL, con dicho elemento se
construye

G:=U(g—0x)]— L

y se define una funcién U:LX - L por medio de

uy) =uH)\/ g — gl

Se debe probar primero que U es un L-ultrafiltro . Esto es,

Fy. U(lx) = L, ya que
Ullx) =U(x)\/ Ulg— 1x)© 7]
=T\ Ugr— 1x) ©7)
=T.
Fy. Si f < h, se debe probar que U(f) < U(h). Se tiene que

uip) =uf)\/ Ug— Hed vy

Un) =um)\/ Ulg— h)@4g].
Puesto que U es un L-ultrafiltro, U(f) < U(h). Ademéds

g—f =\{kel¥:gok< [}
<\{kelX:gok<h}
=g—h

ast, U(g — f) <U(g — h), lo cual implica que

uiy)y =u)\/ ug— r ed

IN

uh)\/ (g — h) @4

<h.

U(h).
f

Luego, U(f) < U(h), cuando
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F3. Se debe probar que U(f) @ U(h) <U(f @ h). Esto es,

uf) @uh)

(Vg — ned) e (um\ ug— wod)

(e {um\ ug— ned}

U
Vg — nede wm\ ue— nea)}

U \/ {U(f) @ (g — h) @ G} \/ {Uh) @ U(g — ) ®G)

\ WUlg— fegleUlg— h)@G]}

(W) Uy  Ulg — ) @Gk \/ {Uh) e Ulg— f) oG]}

VAU — £l e Ulgr— h)] oG}

M\ AU @u(g— h)@Gs} \/{Uh) @U(g — f)] @G}

VAU — £l e Ulgr— h)] G}

<u(feh)\/{Uul(feg) — ned\/{Ulheg) — flog}

VAlulg— fHelg— n)eg}

<u(feh\/[{ulg— (fen)egh\/{Ulg— (feh) e g}
\V {Ulg— (fen)ed}
—U(foh) \/{Ulg — (foh) oG}

=U(fDh).

Por tanto, U(f) @U(h) <U(f @ h).
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Fy. Z](OX) = 1. Puesto que
UOx) =ux)\/Ulg— 0x) @]

—J_\/ (9— 0x)®7]

:Z/{(g»—>OX)®g.

Puesto que G =U(g+— Ox) — L y esto ocurre, si y sélo si G QU (g —
0x) < L, se tiene que

UOx) =[U(g— 0x) @G = L
asf, U(0x) =L

Esto prueba que U es un L-filtro sobre X. Ahora se probard que U es un L-
ultrafiltro sobre X. Ya que

u(f) =u(H\/ g — fed,

es claro que U(f) < U(f), para todo f € LX. Como por hipétesis U es un
L-ultrafiltro, se tiene que & = U. De esta manera

Ulg) =) =ulg)\/ Ulgr— g) @4
~U(g)\/ (%) &G
—U)\/ (To0)
=Ulg)veg.

Esto es, U(g) = U(g)\/ G, esto ocurre si y sblo si, G < U(g) y como G :=
[U(g — 0x)] — L, para algiin g € LX arbitrario, se tiene que
U (f— 0x)) — L <U(S),

lo cual prueba (b.), y esto a su vez prueba que Y =U (f — 0x) — L, y por
tanto que (i.) implica (ii.).

Se debe demostrar ahora que (ii.) implica (i.), para esto se asume que usu,
donde U es un L-filtro en X, luego U(f) < Z/{(f) para todo f € LX, a

U(f — 0x) <U(f — 0x).

Por tanto,
U(f > 0x) > L] S U(f — 0x) — 1]

lo cual prueba que U < U y por consiguiente U = U. Es decir, U es un L-
ultrafiltro sobre X. [ ]
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Proposicién 2.4.3. Sea ¢ : X — Y una funcion y sea v : LX — L un L-filtro
sobre X. Entonces

i. La funcion (v) : LY — L definida por

[p()](9) =v(go ), para todoge L

es un L-filtro sobre Y.

i. La funcion (U) : LY — L es un L-ultrafiltro en' Y, siempre que U sea un
L-ultrafiltro en X.

Demostracion.

i. ¢(v) satisface las propiedades de un L-filtro. En efecto
Fi fo)](ly) =v(ly o) = v(lx) = T.

Fy. Si f < g, se tiene que [p(v)](f) = v(fop) <v(gop) = [p(v)](g), ya
que (fop) < (goyp).

F.
W) @ew)(g) = v(fop)@u(goyp)

<v((f®g)oy)

=) (f®9)

Ast, [p(W)](f) @ [p(W)I(9) < »(W)(f @ g).

Ya que, (fo¢) @ (g0¢)=[(f@g)odl

Fr. [p)](0y) = v(0y 0 6) = v(0,) = L.
Por tanto, ¢(v) es un L-filtro en X.

ii. Sea U : LX — L un L-ultrafiltro en X, g € LY. Se debe probar que v(i)
es un L-ultrafiiltro en Y. De la Proposicion 2.4.2 sélo hay que probar que

@)](g) = [vU)](g — Oy) — L.

Para todo g € LY. Se tiene
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pU)](g) =Ulgod)
=U[(go¢) — Ox]— L
=U[(go¢) — Ox]— L
=U[(go¢) — (Oy 0¢)] — L
=U[(g—— Oy)od] — L

= [p@)][(g — O0y)] — L

@)][(g — Oy)] — L

Por tanto, v(U) es un L-ultrafiltro en Y. [ |

Proposicién 2.4.4. Sea ¢ : X — Y una funcion sobreyectiva y sea v : LY — L
un L-filtro en Y. Entonces la funcion ¢! : LX — L definida por

o™ )] () = \/{vl9) s gop < f}.
Para todo f € LX es un L-filtro en X.

Demostracion. Se debe probar que , satisface los axiomas de un L-filtro. En
efecto

Fl.
[ )] (1x) =\/{v(9) : goo <1x}

=v(ly)

=T.

F5. Si f < h, entonces
'] () =\{v(9) 900 < f}

<\/{v(g) : g0 6 < h}
=l )] ()
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Fs. [p7 )] (N @ [ ()] (0)

=\/{v(g) :goo < flo\/{vlk): koo <h}
g\/{y(g)@)u(k‘):(g®k)0¢§f®h}
<\{vgok): (9@k)op < fah}

=[] (f® 9.

Por tanto, [ ' ()] (f) @ [0 ()] (B) < [¢~ (V)] (f @ 9).

Fy.
[~ ()] (0x) =\/{v(9):go¢ <0x}
=v(0y) ya que ¢ es sobreyectiva
=T.
Esto prueba que [¢~!(v)] es un L-filtro en X. [ |

2.5. Sistemas de L-vecindades y Operador L-interior.

A continuacion se introducen las definiciones de sistemas de L-vecindades y Ope-
rador L-interior, cuyo aporte al desarrollo de esta teoria consiste en proporcionar
las propiedades necesarias que faciliten caracterizar los espacios L-topoldgicos
compactos y posteriormente establecer una prueba del Teorema de Tychonoff.

Definicién 2.5.1 (Sistema de L-vecindades). Sea X un conjunto. Una funcion

U: X = LY es llamada un sistema de L-vecindades en X, si y solo si para
cada p € X, la imagen de p bajo Y denotada por i, satisface las siguientes
propiedades, para f,g € LX.

Ui pp(lx) =T.

Us. Si f < g, entonces p,(f) < pp(9).

Us. (kp(p) @ (1p(9)) < pp(f ® 9).

Us. pp(f) < f(p)

Us. up(f) < V{up(h) : h(q) < pe(f) Vg € X}
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Definicién 2.5.2 (Operador L-interior). Sea X un conjunto, una funcién K :
LX — LX se llama un operador L-interior en X, si y sélo si, para f,g € L,
K satisface las siguientes propiedades:

K. K(lx) = Ly.
K. Si f < g, entonces K(f) < K(g).
Ks. K(f)®K(g) < K(f @9).

Ky K(f) < T

Ks. K(f) < K(K(f))-

Lema 2.5.1. Sea X un conjunto y ™ una L-topologia sobre X. La funcion
K, : LX — LX definida por

Ko(f)=\{ger:g< Hh
es un operador L-interior en X.

Demostracion. Se debe probar que K, satisface las propiedades de un operador
L-interior. En efecto,

K.
K-(1x) =\/{ger:9<1x}

=1y

Ks. Si f < h, entonces
Ke(f) =\/{ger:9<f}

<\i{ger:g<hn}-

Esto es, K. (f) < K- (h)

Ks.
K-(f) @ K- (h) :\/{QET:ggf}@)\/{jGT:jgh}

<\{g@ier:goj<feh}

=K. (f®h).

Por tanto, Z.(f) @ K, (h) < K (f @ h).
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K4.
K-(f) =\/{ger:9<f}

</

Luego, K-(f) < f.

Ks. Se debe probar que C;(f) < K (I, (f)). Puestoque {ge7:9 < f} C,
del axioma (iii.) de la definicién de L-topologia, se obtiene

K-(f)=\/{ger:g<frer

De esta manera se tiene que K (f) € 7y como K- (f) < K, (f), es claro
que K. (f)e{ger:9<K.(f)}y por tanto

K (f) <\ {ge:9<K()} = Ko (K (f)).
Es decir, que K. (f) < K-(K-(f)).

Asi las cosas, se ha probado que K, es un operador L-interior en X. W

Lema 2.5.2. Todo operador L-interior K : LX — LX induce, para cadap € X,
un sistema de L-vecindades 4% : X — L") definido por

MO WIS = 1D () = KDI)-

Demostracion. Se debe probar que ,uz(,lc) satisface las propiedades de un sistema

de L-vecindades. En efecto

U 1§ (1x) = [K(1x)])(p) = [1x](p) = T. Asi, pf¥(1x) =T.
Us. Si f < g, entonces
w$O(f) = [K(H))p) < [K(9))(p) = 1™ (9).

De esta manera, ul(,lc)(f) < ul()IC)(g).

Us;.
3 WO & (g) = KEIE) @ K@)
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Por tanto, uy" (f) @ u$™(g) < i (f @ g).

Uy,. Es fécil ver que ugc)(f) < f(p), ya que K(f) < f, por ser un operador

L-interior.

Us. Se debe probar que
wdO () < VAR ()« hg) < O (f) Vg € X}

Puesto que K : LX — L% sea f € LX fijo, y sea h = K(f). En particular,

h(q) = [K()](q) = ué’c)(f), para todo g € X, luego de la propiedad (Ks)
se tiene que

Por consiguiente 15" (f) < \/{up) (h) - hlg) < u§” (f) ¥g € X}

Por lo tanto, ;é,’c) es un sistema de L-vecindades. |

Proposicion 2.5.1. Sean (X, 1), (Y, 0) espacios L-topoldgicos, ¢ : X — Y una
funcion L-continua y sobreyectiva, i : LX — L el sistema de L-vecindades de
un punto p € X, inducido por T y fi(p) LY — L el sistema de L-vecindades
correspondiente de p(p) en'Y, inducido por o. Entonces

Ho(p) < 90(/1'17)7
donde ¢(up) : LY — L estd definido por

[o(1p)](9) = p1p(g © @), para todog € LY.
Demostracion. Como toda L-topologia induce un operador L-interior (Lema2.5.1),
se tiene que

Kolg) = \/{h €o:h<g}, paratodoge LY

es un operador L-interior en Y, puesto que por hipétesis ¢ es L-continua, en-
tonces

{jop:jeotCr

Por otro lado,

[()](9) = (g0 %) = Ir(g 0 )l(p) = [\ €751 < go}] ().

Ahora como {h € p: h < g} C p, entonces K,(9) = V{h € 0: h < g} € o,
esto es ICp(g) € 0, para todo g € LY | luego de la continuidad de ¢ se tiene que
(Ko(g) 0 p) € 7, pero como K,p(g) < g, se sigue que K,p(g) o < go ¢, de esta
manera (KC,(g) o) € {le7:1<gogp}y por tanto,

(Ko(g)op) <\{leT:1<gop}=K.(g0¢p).
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Es decir, que (K,(g) o p) < K;(g 0 ¢). Asi las cosas, para cada p € X se tiene

Ho(p) (9) = [Ko(9)](0(p) = [Ko(g) o @] (p) < [Kr(go9)l(p) = pp(gop) = [p(11p)](9)

Lo cual prueba que pig,) < @(pp)- |

2.6. Compacidad y Teorema de Tychonoff

Teniendo en cuenta el enfoque que se le ha dado a esta teoria, se procede a
definir la compacidad en los espacios L-topoldgicos por medio de los puntos
adherentes de un filtro definido sobre este espacio, concepto que a continuacion
se define.

Definicién 2.6.1. Sea (X, 7) un espacio L-topoldgico y pu: X — L™ el sistema
de L-vecindades correspondiente. Ademds, sea v : L* — L un L-filtro sobre X.
Un punto p € X se llama punto adherente de v si y sélo si, existe otro L-filtro
v sobre X, provisto de las siguientes propiedades:

. o((LeT) 1x) < 1LeT.
Wi,y <v, V<.
Donde (L@ T) - 1x(x)=L®T, para todo z € X.

Definicién 2.6.2. Un espacio L-topoldgico (X, T) es compacto si y sélo si, cada
L-filtro en X tiene al menos un punto adherente.

Observacion 2.6.1. De la Definicion 2.6.1, es claro que todo L-filtro sobre
X satisface la condicidn (i), ya que como L es un GL-monoide, se tiene que
1T =1, luego (L®T) -1x(x) =L =0x(z), para todo x € X, de modo que
si v es un L-filtro sobre X, se sigue que

v((LeT)-1x) =v(0x) = L.

Por tanto, para probar que un L-filtro v tiene un punto adherente, es suficiente
probar la condicion (ii) de la definicion de punto adherente.

Proposicién 2.6.1. Sean (X,7) un espacio L-topoldgico compacto, (Y, ) un
espacio L-topologico y ¢ : X — Y una funcion L-continua y sobreyectiva. En-
tonces (Y, 0) es compacto.

Demostracion. Sea v : LY — L un L-filtro en Y, se debe probar que v tiene al
menos un punto adherente.

De la Proposicién 2.4.4 se tiene que ¢~ !(v) es un L-filtro sobre X. Ya que por
hipétesis (X, 7) es compacto, ¢~ 1(v) tiene al menos un punto adherente p € X,
esto es existe un L-filtro 7 sobre X, tal que p, < vy ¢ ' (v) < w.

Aplicando la Proposicién 2.4.3, se obtiene

[ (1p)](9) = pplgo @) < v(god) =l ()(g),
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para todo g € LY, esto es, ¢ (u,) < ¢ (7).

Como por hipétesis ¢ es L-continua y sobreyectiva, de la Proposicién 2.5.1 se
tiene que i,y < @ (1p), y como ¢ (1p) < ¢ (), se obtiene

:U’Lp(p) < @ (17) (a’)

Donde i, es un sistema de L-vecindades en Y, y ¢ (7) un L-filtro en Y.
Por otro lado, se tiene
p (o™ Wlg) =l goy)
=\ {v(h): hop<gogy}

= v(g).

Puesto que ¢~ 1(v) < 7, se tiene

v(9) = ¢ (¢ (9)) = [ W)(g o p) < Dlgow) = [p()](9),
para todo g € LY. Por tanto,

v<op@) (b

Asi, de (a) y (b) se obtiene que ¢(p) es un punto adherente del L-filtro v de Y.
Luego, (Y, ) es compacto. |

2.6.1. L-Topologia producto

Es claro a partir de la naturaleza del Teorema de Tychonoff el tener que definir
una topologia sobre el producto cartesiano arbitrario de espacios topoldgicos,
independientemente de la estructura topoldgica que se este tratando. Para el
caso de la L-topologia, la L-topologia producto se define utilizando los conceptos
de base y subbase, los cuales no se definieron al inicio de este capitulo porque sélo
se usaran en este apartado para definir la L-topologia producto como aquella
que es generada por una subbase.

Definicién 2.6.3. Sea (X, 7) un espacio L-topoldgico, un conjunto B C LX es
una base para T si y solo si, cada elemento de T se puede expresar como supremo
de elementos de B.

Definicién 2.6.4. Sea (X,7) un espacio L-topoldgico, un conjunto S C LX
es una subbase para T si y sdlo si, la familia de todos los infimos finitos de
elementos de S es una base para T.

Lema 2.6.1. Sea L un GL-monoide y S C LX, la topologia generada por S,
denotada por (S) se define:

<S> = \/ /\ gj g € S, VJ € K, J finito U{]'X’OX}'

JEK jeJ
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Demostracion. Véase [16, 14]. [ |

Proposicién 2.6.2 (L-topologia producto). Sean {(X;,7;)}icr una familia de
espacios L-topoldgicos, donde X = [],c; Xs ypi + X — X; la proyeccion i-ésima,
definida por p;(x) = xz;, donde x = (x;);cr. Se define la L-topologia producto
sobre X por la topologia generada por la subbase S dada por

S={p;"(g:):gi €m, i € I}.
Demostracion. Para detalles de esta prueba, ver [16, 14]. n

Antes de establecer una prueba del Teorema de Tychonoff se introducen los si-
guientes lemas.

Lema 2.6.2. Sea {(X;,7:)}icr una familia de espacios topoldgicos L-difusos,

donde X = [];,c; Xi. Para cada f € LX, se define

I'y= {k € HLXi . k; = 1x,, para un nidmero finito de indices i, y ®pf(kz) < f} .
iel iel

Entonces, se cumplen las siguientes condiciones

i. Sea 1a € [1;c; LN definido por (1a); = 1x,, para cada i € I. entonces
1A € le.

it. Sihel'yykely, entoncesh @k € I'ygg.

Demostracion. i. Puesto que 1a € [];c; L™, esta definida por (1a); = 1x,,
para cada i € I se tiene que @),.;(1x, op;) < 1x, ya que

(Ix, opi)(z) = 1x, (pi(x)) = 1x,(z;) = T.
De modo que
QRix, opi)(@) =X T =T = 1x(x).
iel i€l
Por tanto 1o € T'1 .

ii. Se probard primero que si h € Hiel LX: | entonces

ng(hiolh):z (cg>h4> o p;.

i€l il
En efecto, ya que

K@ hi> Opi‘| (z) = [(@ h)] pi(2) = (®,es hi) (x:)

iel i€l
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se tiene que [(®);c; hi) 0 pil(x) = @, (hi 0 pi)(x), es decir, que

Q) (hiopi) (@h)

iel i€l

Ahora, se probard que si h € I'y y k € I'y, entonces h @k € I'fgg. En
efecto, ya que h € I'y y k € I'y, entonces h,k € Hlel iy

Qo) <f v Qpi (k)<

i€l i€l
Por tanto,
[@pﬂhz) ®pf(ki)1 <f@g
i€l i€l
Esto es,

®

l@(hz °p;)

iel

Qi ki)] <f®g

il
Ya que ® es asociativa y conmutativa, se tiene que
Q) [(hiopi) @ (piok:)] < f@g.
il
Del resultado anterior se sigue
® [(hi®ki)opi] < f®g.
i€l
Por lo tanto, h @ k € T'ygg. ]

Lema 2.6.3. Sea {(X;,7)}icr una familia no vacia de espacios L-topoldgicos
y sea (X,7) el espacio dotado de la L-topologia producto. Entonces para cada
p € X, la aplicacién p, : L — L definida por

\/{@upl herf}

el
es un sistema de L-vecindades sobre X.

Demostracion. Se debe probar que p, satisface los axiomas de un sistema de
L-vecindades.

Us. pp(lx) = T.Del Lema 2.6.2 (i.) se sabe que 1a € I'1, donde (1a); = 1x,,
para cada i € I. Luego, como p,,, ((1a)i) = pp, (1x,) = T, paratodoi € I,
se obtiene que
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@) 1y ((1a)i) = T

iel

De esta manera,

mp(lx) =\/ {®Nm((1A)i) tla € le} =T.

iel
Por tanto, p,(1x) = T.

Us. Sif<gen LX, entonces I'y C Ty, asi

\/{®um<m>: herf}

i€l
< \/ {®/‘pi(hi) the Fg} ;
el
y por tanto i, (f) < pp(g)-

Us. Se debe verificar que p,(f) @ p,(9) < pp(f ® g), para f,g € LX. Puesto
que

w(f) =\ {®um<hi> the rf} :

i€l
m(9) =\/ {®Mm(ki) ke Fg} :
el

® es conmutativa, respecto a extremos superiores y del Lema 2.6.2 (ii.) se
tiene

tp(f) @ pp(9)
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Uy.

Us.

Por tanto, ,(f) ® pp(g) < pp(f @ g).

Se debe ver que p,(f) < f(p), para cada f € L. Puesto que p,, es un
sistema de L-vecindades sobre X;, se tiene que pp, (h;) < hi(p;), para todo
i €1Iytodo h; € L%,

Sea h € T'y, luego h € []
indicesi € I'y

ier L, hi = lx,, para un ntimero finito de

®(hz Opi) < f7

iel
asi

®h0pz <®h pi) < f(p

iel i€l

Ahora, como py,, (h;) < hi(p;), para todo ¢ € I,

) 1, (hi) < Q) hi(pi) < f(p)

icl iel
Esto implica que

v{®um h} < o)

i€l

Es decir, p,(f) < f(p).

Se debe probar que
1) < Vnp(9) - 9(a) < g(f), g € X}
Como cada pp, es un sistema de L-vecindades sobre Xj, se tiene que
pp, (ki) < \/{tp, (hi) = hilai) < pg, (i), Vai € X3}

Luego, para k € I'y y h € T'y, se obtiene que
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Asi las cosas, se obtiene que
pp(f) < /() : 9(q) < pg(f),¥g € X}

Por tanto, se ha probado que p, es un sistema de L-vecindades sobre
X. |

Lema 2.6.4. Sea {(X;,7;)}ier una familia no vacia de espacios L-topoldgicos
y sea (X,7) el espacio dotado de la L-topologia producto. Sean U : LX x L — L
y pg : LX x L — L un L-ultrafiltro y un sistema de L-vecindades sobre X,
respectivamente. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

i pg <U, donde ¢ = (¢;)ier € X.
ii. Para cada i € I, g, < pi(U).

Demostracion. Suponga que py < U, donde ¢ = (¢;)ier € X, como p; es conti-
nua y sobreyectiva, para cada i € I, se tiene que

pilkq) < pi(Ul),

donde p;(q) ¥y pi(U) son un sistema de L-vecindades y un L-ultrafiltro sobre
X, respectivamente. De la Proposicién 3.4.1, se obtiene que

Ha; = Hpi(q) < pi(pg) < piU).
Por tanto pg, < p;(U), para cada i € I.

Para probar que (ii.) implica (i.), suponga que g, < p;(Uf), para cada i € I.
Luego, para h € I'y

®lu’(h(h'i) < ® [pi (U)] (R;)

i€l i€l

= ®Z/l(hz o p;)

icl

<u (@(hi OPi))

el

Por tanto,

pa(f) =\/ {® fig,(hi) : h€ Ff} <U(f).

iel

Esto implica que pqg <U. |
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Teorema 2.6.1 (Tychonoff). Sea {(X;,7;)}icr una familia no vacia de espacios
L-topoldgicos y sea (X, T) el espacio dotado de la L-topologia producto. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes

i. (Xi,7:) es compacto, para todo i € 1.

ii. El espacio (X, T), dotado de la L-topologia producto, es compacto en la
categoria L-Top.

Demostracion. Asuma que (X;,7;) es compacto, para todo i € I, se debe pro-
bar que (X,7) es compacto. En efecto, sea U : LX x L — L un L-ultrafiltro
sobre X, luego p;(U) es un L-ultrafiltro sobre X; y como por hipétesis (X;,7;)
es compacto, existe un L-filtro 7 sobre X;, tal que pq, < 7, donde ¢; € X;, y
pi(U) < ©. Pero como p;(U) es un L-ultrafiltro, entonces p;(U) = ©. Asi se
tiene que pg < pi(U), luego del Lema 3.5.2 se tiene que p, < U, donde
q = (gi)icr € X y yaque Y < U, se obtiene que ¢ = (¢;)iesr es un punto
adherente de U y por tanto (X, 7) es compacto en la categorfa L-Top.

Asuma ahora que (X, 7) es compacto en la categoria L-Top, se debe ver que
(X;, ;) es compacto, para cada i € I. Puesto que cada proyeccién i-ésima p; :
X — X, es continua y sobreyectiva, para cada i € I. La Proposiciéon 2.6.1
prueba que (X;, 7;) es compacto, para todo i € 1. [ ]



Capitulo 3

Teorema de Tychonoff
sobre la Topologia L-difusa

3.1. Introduccion

En la medida que se estudian los espacios topoldgicos L-difusos y algunas de
las estructuras y resultados empleados en este capitulo, para efecto del objetivo
propuesto, es notable encontrar una gran similitud con la teoria desarrollada en
el capitulo 2 sobre los espacios L-topoldgicos, esto se debe principalmente a que
la topologia L-difusa es una extencién de la L-topologia sobre los conjuntos L-
difusos, esto hace que el camino a seguir para establecer una prueba del Teorema
de Tychonoff en este ambiente sea andlogo al del capitulo anterior, por tal motivo
el orden a seguir en éste es desde una perspectiva general igual al del anterior.

3.2. Espacios topolégicos L-difusos

En esta seccion se introduce el concepto de espacios topolégicos L-difusos y de
las funciones LF-continuas.

Definicién 3.2.1 (Topologia L-difusa). Sean (L. <,®) un cgm-reticulo y X un
conjunto dado. Una topologia L-difusa sobre X es una funcion 7 : LX — L que
satisface las siguientes propiedades:

i. T(lx)=T.

i. T(f)®7(g9) <7(f ®g), para todo f,g € L.

ii. Para todo subconjunto {fi}icr de L se cumple
/\ T(fi) < 7'(\/ fi)-
iel iel

Donde I es un conjunto de indices.

El par (X, 7) formado por un conjunto X y una topologia L-difusa 7 sobre X
se llama espacio topolégico L-difuso.

41
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Nota 3.2.1. Si X es el conjunto vacio, entonces L = {0}; en este contexto,
respecto a la funcion 7 : L — L definida por 7(0) = T, es la tnica topologia
L-difusa sobre ().

Ahora, si el conjunto X es distinto de vacio, entonces el conjunto potencia difuso
LX tiene al menos dos elementos. Cuando se toma el subconjunto vacio de LX
y se aplica el axioma (iii.) se obtiene

. 7(0x) =T.

Si se interpreta el reticulo (L, <) como el conjunto de valores de verdad, entonces
el valor 7(f) de una topologia L-difusa sobre X expresa el grado en que f es
abierto. De acuerdo a (i.) y (iv.) las cotas universales de (L~ ,<) son siempre
abiertos.

Observacién 3.2.1. En el conjunto Tr(X), de todas las topologias L-difusas
sobre X, se introduce un orden parcial definido puntualmente como sigue

<7y, siysolosi T(f)<mlg), paratodo fe L¥.

Cuando 1 < 79, se dice que T1 es mds gruesa que T 0 que To es mds fina que
T1-

Véase a continuacién algunos ejemplos de espacios topolégicos L-difusos, donde
L hace referencia a un cqm-reticulo.

Ejemplo 3.2.1. Sea X un conjunto arbitrario distinto de vacio, la funcion
7: LX — L definida por 7(f) = T, para todo f € LX es una topologia L-difusa
sobre X.

Ejemplo 3.2.2. Sea X un conjunto distinto de vacio, la funcion 7 : LX — L
definida por

Noex F(@), si f#0x
T, si f=0x
es una topologia L-difusa sobre X.
En efecto,
i. Es claro que T(1x) =T, ya que, N\

zeX 1_)((1‘) = T

ii. Sea f,g € L, se debe probar que 7(f) @ 7(9) < 7(f®g). Si f®g=0x
no hay nada que probar. Por otro lado, si f ® g # 0x, se tiene que
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T(florlg) = (/\ f(w)> | N 9w

reX yeX

= N\ (@ ©gy)

z,yeX

< A\ (Feg) @

zeX

=71(f®g)

iti. Sea {fi}ier un subconjunto de L™, tal que \/,c; fi # Ox. Puesto que

A7) = AN fi@)

icl i€l zeX

< \/ /\ fi(x)

iclzeX

<V filx)

el

se sigue

A < A (v fi) @ =7 (v fi> |
1€l el \iel el

Por otro lado, si \/,c; fi = 0x, no hay nada que probar. Asi las cosas, T es una
topologia L-difusa sobre X.

Ejemplo 3.2.3. Sea {7;}icr una coleccion de topologias L-difusas sobre un
conjunto X. Se puede probar que la funcion T : LX — L definida por

() = N 7(f)
il
es una topologia L-difusa sobre X.
Nota 3.2.2. De los ejemplos anteriores se puede ver que el conjunto parcial-
mente ordenado (T,(X),<) es un reticulo completo, donde la topologia de los
Ejemplos 3.2.1 y 3.2.3 representan la cota superior universal y el extremo infe-
rior de T, (X) y la coleccion {T;}icr, respectivamente.

Definicién 3.2.2 (Funciones LF-continuas). Sean (X,7) y (Y,n) espacios to-
polégicos L-difusos y ¢ : X — 'Y una funcion. Se dice que ¢ es LF-continua, si
y solo si, para todo g € LY se satisface

n(g) <7(go¢).

Asi las cosas, los espacios topoldgicos L-difusos y las funciones LF-continuas
forman una categoria, denotada L-FTop.
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3.3. Filtros y ultrafiltros L-difusos

Con el fin de introducir la nocién de filtros L-difusos, se define un orden parcial
en el conjunto L¥ x L mediante la relacién < como sigue

(fia) < (g,8) siysélosi f<g y B<a,
donde (f,a),(g,B) € L* x L.

El lema que sigue, aporta la estructura de G'L-monide al conjunto LX x L.

Lema 3.3.1. Sea (L,<) un reticulo completo, tal que (L,<,®) es un GL-
monoide y (L,<,V) un GL-comonoide, entonces la tripleta (L x L,<,X),
donde

(f,a)®(g,8):= (f®g.aVB), paratodo (f a)(g,5)eL* xL,

es un GL-monoide.

Demostracion. Se debe probar primero que (L¥ x L, <) es un reticulo completo.
En efecto, es claro que (LX x L, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea
{(fi, i) }ier un subconjunto de LX x L, si se define

o Nl = (A fv)

i€l iel el
b. \/(fi»ai) = <\/ fi, /\ ai)
i€l iel el

se tiene que A\,;.; fi < fiy i < V,¢; i, paratodo i € I, estoes, A,/ (fi, ) <
(fi, @), paratodoi € I. Andlogamente se prueba que (f;, ;) < (Viel fis Nier ai) ,
asf (a.) y (b.) representan el extremo inferior y superior de {(f;, ;) }icr, respec-
tivamente.

En particular, L = (0x,T)y T = (1x,L) son la cota inferior y superior uni-
versal de LX x L, respectivamente. Por tanto, el par (L* x L, <) es un reticulo
completo. Resta probar que la operacién binaria X satisface las propiedades de
G L-monoide. En efecto, sean (f, ), (g, ), (h,7) € LX x L:

i. X es mondtona. Asuma que (f,«) < (g, 3), se debe probar que

(f,0) R (h,7) < (9,8) B (h,7), paratodo (h,7) € L¥ x L.

Es decir, foh < g®hy BV~y < aVy, locual es claro, ya que por
hipétesis f < gy 8 < ay tanto ® como V son mondtonas.

ii. X es conmutativa. Ya que, ® y V también lo son.
iii. X es asociativa, debido a la asociatividad de ® y V.

iv. (L* x L, <,KX) es entero. Es decir, que T actia como elemento neutro. En
efecto, como T = (1x, L) se sigue

(1x, ®(f,a) = (Ix®f, LVa)=(f,a), paratodo (f,a)€ L™ xL.
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v. L =(0x,T) actiia como elemento cero.

(0x, R (f,a) = (0,@f, TVa)=(0x,T) paratodo (f,a)eLXxL.

vi. K es distributiva respecto a extremos superiores arbitrarios. Esto es, para
todo (f,a) € LX x L y para todo {(gi, i) }ier € L* x L se tiene que

\/(guﬂi)] =(fa)® (\/ gis /\51)

i€l iel iel

() = (a2)

= <\/(f®9i),/\(a\/5i)>

i€l iel

(f, ) W

=\/ (f®gi,aVB)

el
= VI(f,0) B (g:, 8,)]-
el

vii. (LX< L, <,X) es divisible. Esto es, si (f, a) < (g, 3), existe (h,7y) € LX xL,
tal que
(f,a) < (g9,8) B (h, 7).

Puesto que (f,a) < (¢9,0), f < gy B < aycomo ® es divisible y V es
co-divisible, existe h € LX y vy € L, talesque f =g®hy Vv = a, de
esta manera

(f,()() = (g®h,ﬁ\/7) = (g7ﬁ) X (ha7)7 donde (hvry) e L* x L.

Por tanto, se ha probado que la tripleta (LX x L, <,X) es un G'L-monide.
|

Observacién 3.3.1. Debido a que el GL-monoide (L, <,®) es residuado, con
operacion binaria —, dada por

ar—fB=\/{Aa@r<B (1)
A€EL
y el GL-comonoide (L, <,V) es co-residuado con operacién binaria >, dada por

a>f= /\{/\:agﬁ\/)\}

AEL

se tiene que, para el GL-monide (L x L,<,X) la operacién binaria — se
define de manera andloga a (1), esto es, para (f,a),(g,B),(h,y) € L x L se
obtiene

(f,0) — (9, 8) = \/{(h,7) e LX x L+ (f,0) B (h,7) < (9, 8)}-
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Puesto que (f,a) X (h,v) < (9,0), si y sélo si, fOh<gyp<aVy, ademds

V =V rAv]=V A®r,

(h,y)ELX XL heLX ~€L heLX veL

(fa)—(g.8)= \/ N{h):feh<g B<avyl=(f—g,B>a),

heLX veL

que caracterizado por la condicion de adjuncion

(f,a)X®(g,B8) < (h,y), siysdlosi (f,a)<[(g,0)— (h,7)],
para todo (f, ), (g, 8), (h,7) € L* x L.

Al igual que en la topologia general y la L-topologia, el concepto de filtro (res-
peto a cada estructura topoldgica) desarrolla un papel muy importante para
caracterizar la compacidad en los espacios topoldgicos L-difusos, donde recibe
el nombre de filtro L-difuso y cuya definicién esta dada como sigue.

Definicién 3.3.1 (Filtros L-difusos). Sea X un conjunto. Un filtro L-difuso
sobre X, es una funcién F : LX x L — L, tal que para (f,a),(g,8) € LX x L
satisface las siguientes propiedades:

Fy. F(lx,a) =T, paratodo «€ L.

By si (f, @) < (9, B), entonces F(f,a) < F(g, ).
Fs. F(f,a)® F(g,8) < F(f@g,aVp).

Fy. FOx,a) =1 paratodo o€ L.

El conjunto de todos los filtros L-difusos sobre X se denota por §Frr(X).

Sean F; y JFo dos filtros L-difusos sobre X. Se dice que F» es mas fino que J
y se denota por F; < Fs, donde

Fi1 R Fy, siysblosi Fi(f,a) < Fa(g, B),

para todo (f,a),(g,3) € LX x L. La relacién X definida anteriormente, intro-
duce un orden parcial en el conjunto Frr(X).

La proposicién que sigue, prueba que toda cadena en (Fpr(X),=) tiene una
cota superior, sentando las bases para definir un filtro L-difuso especial, llamado
ultrafiltro L-difuso.

Proposicién 3.3.1. El conjunto parcialmente ordenado (Frr(X),R) tiene ele-
mentos maximales.

Demostracion. para probar que el par (§Fr(X), <) tiene elementos maximales,
se debe aplicar el lema de zorn, y para esto es suficiente mostrar que toda cadena
C en Frr(X) tiene una cota superior en Frr(X). En efecto, sea C = {F; }icr,
donde I es un conjunto de indices, una cadena no vacia de Frr(X). Se define
una funcién Fs : LX x L — L, por medio de
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@) = \/]-"i(f,oz

iel

Se debe probar que F es un filtro L-difuso sobre X. Esto es,

P Follx,0) = \/ Fi(lx,a) = \/ T=T.

iel i€l

Fy. Si(fa) < (g,8), entonces

a)=\/ Fi(f,2) < \/ Filg,8) = Fuc(9, B).

i€l i€l
Fs.
(f7 ) \/‘]T fl 69 \/ ]%(gaﬂ)
i€l iel
=V [F(f,0) ® Filg, B)]
i€l
<\ IF(fogavp)
el
=F (f®g,aVp)
Fy. Fool0x,0) = \/ Fi(0x,0) = \/ L= L.

iel iel

Asi, se tiene que Fo es un filtro L-difuso sobre X y ademds F; <X Fo, para
todo ¢ € I. Por tanto, F,, es una cota superior para C, luego del lema de zorn
se concluye que §rr(X) tiene elementos maximales. [ |

Definicién 3.3.2. Sea X un conjunto, un ultrafiltro L-difuso U sobre X, es un
elemento mazimal en (Frr(X),X).

Una caracterizacion de los ultrafiltros L-difusos se da en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.2. Para cada filtro L-difuso U : LX x L — L en X, las
siguientes afirmaciones son equivalentes

i. U es un ultrafiltro L-difuso.

ii. U= (U[(f, o) — (0x,p)]) — L, para todo (f,a) € LX x L y todo p < «
en L.

Demostracion. Asuma que U es un ultrafiltro L-difuso, se debe probar (ii.), esto
se hara demostrando

a. U(f,0) < U[(f,a) — (0x, p)]) — L.
b. (U[(f,0) — (0x, p)]) — L <U(f,a),



48 3.3. FILTROS Y ULTRAFILTROS L-DIFUSOS

para todo (f,a) € LX x Ly todo p < a en L. En efecto,

a. Puesto que
(fs ) OXv \/{ h 7 (h '7) (0X7 )} = (h/77/)

se tiene que U [(f, @) — (Ox,p)] = U(K',7'), es tal que (f,a) X (h,7) <
(Ox, p), luego

U(f,a)@UD ') SU(fRR,avy) =U[(f,e) B (7,7)] <U(0x,p) = L,
ya que por hipdtesis U es un ultrafiltro L-difuso, se obtiene que U(f, a) €
AU, y)® X< L}y por tanto

U(f,0) <\ Ul ) @A< L} =UN,A) — L

Asi, se tiene U(f, a) < (U [(f, o) — (0x,p)]) — L.

Para probar que (i.) implica (ii.), es suficiente mostrar que la maximalidad de
U implica (b.), para tal propésito se fija un elemento (g, 3) € LX x L, con dicho
elemento se construye

Gs = U[(g,B) — (0x,p)]) — L

y se define una funcién i : LX x L — L por medio de

U(f, @) =U(f, ) \/ {Ullg, ) — (f. )] © Gs}-
Se debe probar primero que U es un ultrafiltro L-difuso. En efecto

Fy. Es claro que Z;{(lx,a) = 1, para todo a € L, ya que
U(lx, ) Ulx,«a \/{U — (1x,a)] ® Gg}

=T\ {Ul(g,8) — (1x,0)] @ Gs}

=T.

Fy. Si(f,a) < (h,7), se debe probar que I](f,a) < Z;{(h,'y). Se tiene que

U(f,a) =U(f,0) \/ {U[(g.8) — (f.a)] ® s}

Uh,) = Uh.y) \/ {Ul(9, ) — (h.y)] @ Gs} -
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Como U es un ultrafiltro L-difuso, U(f, a) < U(h,~). Ademés,
(9:8) — (f,0) = \/{(k,0) € LX x L: (g,8) R (k,0) < (f, )}
< VA(k,6) € L* x L: (9,8) ® (k,8) < (h,7)}
= (9,8) — (h,7)
luego, Ul(g, B) — (f,@)] <Ul(g, B) — (h,7)], lo cual implica que
Uf,0) =U(f,a)\/{Ullg, 8) — (f,)] @ Gs}
<u(h,v)\/ {Ul(g, ) — (h,7)] © Gs}
=U(h,7).

Ast, U(f,a) <U(h,), cuando (f,a) < (h,7).

F3. Se debe probar que U(f,a) @ U(h,v) <U(f @ h,a V7). Esto es,

Z/A{(f, Oé) & a(h7 7)
= (utr. )\ Ul(9.8) — (f,0) @ Gs})

@ (U Ui, B) — (7)) @ Gs})

= U(f.0)® [Ulh, )\ Ul(g. ) — (h.7)] @ G5}

\/ [{Ul(9.8) — (f,a)) @ Ga} @ (Ulh,y) \/ {Ullg, B) — (h,7)] @ Gs} )|

=U(f,0) @U(h,y) \/ Uf. ) @ {U[(g, ) — (h,7)] @ Gs}]
\ U(h,y) @ {Ul(g, B) — (f. )] @ Gs}

\ {Ul(g,8) — (f.0)] ® Gs} @ {U[(g. B) — (h, )] ® G }]

= U(f, ) @U(h, ) \/ Uf, 0) @ {U(g, B) — (7, 7)] @ Gg}]

\ Uh.y) @ {Ul(g,8) — (f,0)] © Gs}]
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V {©l(g, 8) — (f,0)]) ® Ullg, B) — (h,7)])} @ Gg]

=U(f, @) @U(h,y) \/ {U(f, ) @ U[(g, B) — (h, )]} ® Gs]
\/ U (h,y) @ Ul(g, 8) — (f, )]} ® Gg]

\ [{Ul(g, B) — (f. )] @U[(g, B) — (h, )]} ® Gg]

SU(f@havy) \U(f, )R ((g.8) — (h,7)]) © Gg]
V U () B [(g,8) — (f,@)]) ® Gg]

V (U9, 8) — (f, )] B [(9,8) — (h,7)]) © Go]

<U(f@havy)\/U(g,B8) — (f.0) R (h,7)] ® Gs]
\/[u [(976) — (f,Oé) Xl(hvy)] ®g5]

\ Ui(g. 8) — (f, ) R (h,7)] @ Gs]

=U(f@h,avy)\/U(g,8) — (f @) R (h,7)] @ Gg]
=U(f®h,avy)\/U(g,8) — (f @h,aV7)] &Gl
=U(fh,aV~7).

Por tanto, U(f,a) @U(h,v) <U(f @ h,a V).

Fy. U(0x,a) = L, para todo « € L. Puesto que

U(Ox,a) =U(0x,a)\/ {Ul(g.8) — (0x, )] © G}
= L\/{Ul(g,8) — (0x, )] ® Gs}

=Ul(g,B) — (0x, )] @ Gs.

Como por hipétesis p < «, del Lema 2.2.1p> 8 < a > 5, lo cual implica
que

(9, 8) — (0x,a) < (9,8) — (0x,p)
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y por tanto

U((g, B) — (0x, a)] <Ul(g, B) — (0x, p)]

del Lema 2.2.1 se sigue que

Ul(g,8) — (0x,p)] — L <U[(g,8) — (0x, )] —> L.

Esto es,
Gs <U[(g,8) — (Ox, )] — L

y esto ocurre, si y sélo si Gg @ U[(g, B) — (Ox,a)] < L.

Por tanto,

U(Ox, ) = {U[(g,5) — (0x,0)] @ G} = L.

Asi, U(Ox,a)= L.

Esto prueba que U es un filtro L-difuso en X. A continuacién se probard que U
es un ultrafiltro L-difuso en X. En efecto, puesto que

U(f.a) =U(f, ) \/ {UU(g,8) — (f.0)] ®Gs},

es claro que U(f,a) < Z:{(f, @), para todo (f,a) € LX x L. Como por hipétesis
U es un ultrafiltro L-difuso, U = U. Asi,

Ulg,B) =Ug,B) =ulg,8)\/{Ul(g,8) — (9,8)] ® Gs}
=U(g.8)\/{U(lx. L) ® Gs}

=U(g,8) \/{T @ Gs}

Esto es, U(g,8) = U(g,B) V G, esto ocurre si y sélo si, Gg < U(g, ) y como
Gs :== (U[(g,B) — (0x,p)]) — L, para algtin (g,8) € L* x L arbitrario, se
tiene que

U[(f, @) — (Ox,p)]) — L <U(f, a),
lo cual prueba (b.), y esto a su vez prueba que U = (U [(f,a) — (0x,p)]) —
1, y por tanto que (i.) implica (ii.).

Se debe verificar ahora que (ii.) implica (i.), para esto, asuma que U < U, donde
U es un filtro L-difuso en X, luego U(f, ) < U(f, ), para todo (f,a) € LX x L,
as{

Ul(f, ) — (0x,p)] <U[(f,a) — (0x, p))-
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Por tanto,

(A1(1,0) — (0x, )] — L) < @[(f,0) — (0x,p)] — 1)

lo cual prueba que U < U y por consiguiente U = U. Es decir, U es un ultrafiltro
L-difuso en X. |

Proposicién 3.3.3. Sea ¢ : X — Y una funcién y sea F : LX x L — L un
filtro L-difuso en X. Entonces

i. La funcion ¢7 : LY x L — L definida por

07 (9,8) = Flgoo,B), paratodo(g,f) € LY x L
es un filtro L-difuso sobre Y.

ii. La funcién ¢y : LY x L — L es un ultrafiltro L-difuso en'Y , siempre que
U sea un ultrafiltro L-difuso en X.

Demostracion. i. Se debe probar que ¢7 satisface los axiomas de un filtro
L-difuso. En efecto

Fi. ¢Z(ly,a) = F(ly o¢,a) = F(lx,a) = T, para todo a € L.

F,. Si(f,a) < (g,0), se tiene que ¢7Z (f,a) = F(foo,a) < F(gog,p) =
¢7(9,0), ya que (fo¢,a) < (god,p).

Fs.
97 (f,0) @ 97 (9,8) = F(fog,a)@F(g09,p)

<F((fog)op,aVpi)
=97 ((f®g)od,aVp)
Asi, o7 (f,a) @ 97 (9, 8) < o7 (f@g),aVp).
Ya que, (fop)®(god) =[(f®g)od]

Fy. 97 (0y,a) = F(0y 0 ¢,a) = F(0x, ) = L, para todo o € L.

Por tanto, ¢7Z es un filtro L-difuso en X.

ii. Seald : LX x L — L un ultrafiltro L-difuso en X, (¢,8) € LY x Ly a € L.
Se probard que ¢Z es un ultrafiiltro L-difuso en Y, esto es, que
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Para todo (g,3) € LY x L'y a < 3. Asi,

b (9,8) =U(ged,pB)
=Ul(ge¢,p) — (Ox, )] — L
=U[(go¢) — Ox,a> ] — L
=U[(go¢) — (0y 0 9),a>f]— L
=U[(g— Oy)og,ar>f]— L
=y (g Oy),ap> fl— L

=&/ l(9,8) — Oy, )] — L

De la Proposicién 3.3.2 se concluye que ¢;; es un ultrafiltro L-difuso en Y. W

Proposicién 3.3.4. Sea ¢ : X — Y una funcion sobreyectiva y sea F : LY x
L — L un filtro L-difuso en'Y. Entonces la funcion ¢% : L x L — L definida
por

o5 (f,0) = \/{F(9.8): (g0 6,8) < (f,a)}-
Para todo (f,a) € LX x L es un filtro L-difuso en X.

Demostracion. se debe probar que ¢+ satisface los axiomas de un filtro L-difuso.
En efecto

.

o5 (1x,0) =\/{F(9,8): (90¢,8) < (1x,0)}

=V A{F.8):(g0¢,8) < (1x,0)}

geLY BeL
= f(ly, Oz)

=T, paratodo «€ L.

F>. Asuma que (f,a) < (h,7), luego f < hy v < «, de esta manera se sigue
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o5 (f,0) = \{F(9.8): (900,8) < (f,)}

=V A{F@.B):g06<f a<p}

geLY BeL

<V A{F@.B8):ge¢<h, y<p}

geLY BeL
=\V{F(9.8): (g0¢,8) < (h,7)}

= ¢F (h, 7).

Luego, ¢,<7—T(f7 O() < ¢_<;(hv ’Y)

Fs. ¢% (f,0) ® ¢ (h,7)
= VA{F9:8): (900,8) < (f,a)} @ \/{F(j:8) : (j 0 $,6) < (h,7)}
< VA{F(9,8) @ F(4,0) : (9@ j) 0 6,8V 8) < (f @ h,aV7)}
<V{Flg®.BVE): (90)0d, BV ) < (f@haVy)}
=¢F(f®@h,aVy).
Por tanto, ¢ (f,a) ® ¢F (h,7) < ¢F (f @ h,aV 7).

Fy.

6% (0x,0) = \/{F(9,8): (906,8) < (Ox, )}

=V A{F©.8 900 <0x,a<p}

geLY BeL
= F(Oy,a), vyaque ¢ es sobreyectiva
=T, paratodo «a€ L.

Esto prueba que ¢% es un filtro L-difuso en X. |
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3.4. Sistema L-difuso de vecindades y Operador
L-difuso de interior

Los operadores L-difusos de interior y los Sistemas L-difusos de vecindades, son
conceptos cuya utilidad es crucial para definir los espacios topolégicos L-difusos
compactos, donde el primero apunta mas hacia el desarrollo del segundo, para
por medio de éste definir la compacidad L-difusa, concepto inherente para es-
tablecer el Teorema de Tychonoff en este ambiente.

Definicién 3.4.1 (Sistema L-difuso de vecindades ). Sea X un conjunto. Una

funcion N : X — LY XL s llama un sistema L-difuso de vecindades en X, si y
s6lo si, para cadap € X y (f,a), (g, 8) € LX x L, la aplicacion N, : LX x L. — L
satisface los siguientes propiedades:

Npy(1x,a) =T, para todo o € L.

Si (f,@) < (9,8), entonces Np(f, ) < Np(g, B).

Np(f, ) @ Np(g,8) < Np(f @ g,V B).

Np(fie) < f(p).

No(f, ) < V{NL(9:8) : (f. ) < (9,8) y g(a) S Ny(f, @), Vg € X}.

Definicién 3.4.2 (Operador L-difuso de Interior). Sea X un conjunto. Una
funcion T : LX x L — LX se llama un operador L-difuso de interior en X siy
solo si, para (f,a),(g,B) € LX x L, T satisface las siguientes propiedades:

L. IZ(1x,a) = 1x, para todo oo € L

Ir. Si(f,a) < (g,p), entonces I(f, o) < ZI(g,p).

Is. I(f,0) @ I(g, B) < Z(f ® g, a V B).

Iy. Z(f,a) < f.

Is. I(f, ) < IT(Z(f, ), )

Ie. Z(f, L) = f

I;. Sea K C L, con K # 0, Si Z(f,a) = f°, para todo a € K, entonces
I(f,VK) = f°.

Lema 3.4.1. Sea X un conjunto y 7 : LX — L una topologia L-difusa sobre X.
La funcion I, : LX x L — LX definida por

I(f,a) = Z(f,0) = \/{g € L : (9,7(9)) < (f, )},
para todo (f,a) € LX x L es un operador L-difuso de interior en X.

Demostracion. Se debe probar que 7, satisface las propiedades de un operador
L-difuso de interior.
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I(1x,0) =\/{g€L¥:(g,7(9) < (1x. @)}
:\/{gGLX:gglx, agT(g)}

=1x

Ir. Asuma que (f,) < (h,7), luego
I (f,0) =\/{9€L¥ :(9,7(9) < (f,)}
<\ H{geL*: (9.7(9) < (h,7)} -
=Z(h,7)
Esto es, Z.(f, &) < Z,(h,7)
I3. I (f, ) ® Z;(h,7)
=\V{sel*: (gr@) < (e \/{ielX: (G.7() < (b7}
<V{goielX:(gojrg)@r() < (f@hav)}
=\V{gojel*:goj<foh avy<rig)@T(j)}
<\{gojelX:goj<foh avy<r(gei)}
<\V{g@jel*: (gojr(ge)) < (f@haVvy)}
=L (f@h,aVy)

Por tanto, Z;(f, ) ® Z-(h,7) < Z:(f @ h,a V7).

L.
I(f,0) =\/{geL¥:(9.7(9) = ()}

=\V{gel¥:g<f a<r(g)} -
</

Luego, Z.(f, o) < f.
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Is.

Is.

Se debe probar que Z,(f,a) < Z.(Z,(f,«)). Puesto que
(T (f,0)) =\ {9eL¥:(9,7(9)) < (Z-(f,0),0)}

=\ {se L 19 <T(f.0), a<r(g)

(fre) =\/{g€L¥:(9,7(9) = (},)}

:\/{QELX:gSﬁ a<7(g)}

Se tiene que

a< A\ o<t (V{ge Ll ig<f a<rlo)}) =T (f,),

geLX

es decir, o < 7(Z,(f,@)), ya que 7 es una topologia L-difusa. De esta
manera se tiene Z,(f,a) € LX, Z.(f, o) < Z.(f,a) y a < 7(Z.(f,)), es
decir,

I(f,e0) € {g € L : (9,7(9)) < (Z-(f, ), ) } .

Por tanto,
I (f,0) < \[{g € LY : (9,7(9)) < (Z-(f, ), )} = T (Z:(f, ).

Estoes, Z,(f,a) < Z.(Z.(f, a)).

Se debe probar que Z,(f, L) = f. Puesto que
7.(£,1) =\/{ge L% (9.7(9) < (£, 1)}

:\/{geLX:gﬁf, J—ST(.‘])}

y como f < fy L < 7(f), se signe que f € {g € L¥ 19 < f, L <7(g)}
y por tanto f < \/{geLX:g<f, L<7(9)} =Z(f, L), estoes, f <
Z-(f, L), luego por I, se demuestra que Z.(f, L) = f.

. Sea K C L,con K # 0, Si Z(f,a) = f°, para todo a € K, se debe probar

Z(f,\V K) = f°. Se tiene que

z(rVE)=\V{set* .79 < (£VE)}.

En la prueba de I se vié que a < 7(Z (f,a)), luego V K < 7(Z (f, ) =
7(fY). Como por Iy, I7 (f°,VK) < fO y por I5, fO<Z7(f° VK) se
tiene que fO =7, (f°,V K).
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Por otro lado, de I, se tiene que f° < f, asi (fo,\/K) < (f,VK) y por
tanto

=z (r\VK) <z (1VE),
es decir, f* <Z, (f,V K).

Ahora, puesto que o < \/ K, entonces (f,\/ K) < (f,«), de modo que
T, (f,VK) < Z,(f,a) = f° Esto es, Z, (f,V K) < f°. Asf las cosas, se
ha probado que Z, (f,\/ K) = f°. Lo cual termina la prueba. |
Lema 3.4.2. Todo operador L-difuso de interior T : LX x L — LX induce,

para cada p € X, un sistema L-difuso de vecindades ./\/'pT : LX x L — L definido
por

Np(faa) = Nz;z = [T(ﬁ a)}(p)

Demostracion. Se debe probar que ./\/;Z satisface los axiomas de un sistema L-
difuso de vecindades.

Ny Ny (1x,a) = [Z(1x,)] (p) = [1x](p) = T. Asi, N(1x,a) = T, para
todo a € L.

Nz Si (f,0) < (g,8), se tiene que

Ny (f,0) = [Z(f,0)] (p) < [2(9, B)] (D) = Ny (9, B).
De esta manera, N (f,a) < N (g, B).
N3
N (fra) @ NG (9,8) = [T(f, )] (p) @ [T(g. )] (p)
= [T(f, ) @ T(g, )] (p)
<[E(fegavp)](p)

=N (f®g,aVp).

Por tanto, N (f, ) @ N, (g,8) <Ny (f @g.aVpB).

N, Es claro que Ng(f, a) < f(p), ya que T(f,«) < f, por ser un operador
L-difuso de interior.
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N5 Se debe probar que
Ny (f0) <IN (9.8) : (fe) < (9,8) v 9lg) SN (f,0),¥g € X},

Pero como

(N (9.8) : (f,0) < (9.8) v g(a) <N (f.e),Vg€ X}

={[Z(9,8)]p): f < g, B yglg) <[E(f,a)l(q),Vq € X}

={[Z(g,8)]p): f < g, B yglg) =I[T(f,a)l(q) < flg),Vqe X}

={[%(g,8)](p) : B<a yglg) =[2(f,¥)](q),Vq € X}.

Asi, probar N5 es equivalente a probar

(p) < \/{IZ( c B<a yglg) =[T(f.a)(q),Yg € X}.
Sea

= \/{[Z( P B<a yglg) =[E(f,0)l(g), Vg € X}.

Puesto que [T'(g, 8)](p) es tal que 8 < a y g(q) = [T(f,a)](q), entonces
(2(f, ), @) < (g,0), luego por Iy e I5 se tiene que

T(f, ) < T(X(f, ), ) < (g, B).
Por tanto, [T(f, a)](p) < [T'(g,5)](p), lo cual termina la prueba. [ |

Proposicién 3.4.1. Sean (X,7) y (Y,0) espacios topoldgicos L-difusos, ¢ :
X — Y wuna funcion LF-continua y sobreyectiva, N, : LX x L — L el sistema
L-difuso de vecindades de un punto p € X, inducido por T yN¢(p) LY XL = L
el sistema L-difuso de vecindades correspondiente de ¢(p) en Y, inducido por o.
Entonces

Nop) < 67 (Np),
donde ¢~ (Np) : LY x L — L estd definido por

¢—>(Np)(ga6):Np(go¢aﬁ)v pam tOdO (gvﬁ)ELY XL'
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Demostracion. Puesto que del Lema 3.4.1, se tiene que toda topologia L-difusa
induce un operador L-difuso de interior, se tiene que

To(9.8) =\ {heL: (ho(h) < (9,8)},

para todo (g, 3) € LY x L, es un operador L-difuso de interior en Y. Como por
hipétesis ¢ es LF-continua

o(h) <7(ho¢), paratodohe LY.

Asi, {h e LY : h<g, B<oh)}C{keLY: k<g, B<1(kog)}, esto
implica que

(9.8 =\/{hel¥ : h<gB<om}<\[{kel¥: k<g, B<r(kog)}.

Seaw:=\{keLY: k<g, B<T1(kog)}, luego como todo operador L-difuso
de interior, induce un sistema L-difuso de vecindades (Lema 3.4.2), se sigue

Now) = [To(9, B)(¢(p)) < w (4(p)) = (w0 ¢)(p).

Luego,

Noy < (wod)(p)  (a)

Por otro lado,
¢H(NP)(97B) :Np(go¢,ﬂ): [(ZT(go(baﬂ)] (p)
_ [\/{heLY: h<god, 5g7(h)}] (p).

y como wo ¢ < go ¢, se tiene que wogp € {h € LY : h<gog, B<7(h)},y
por tanto

(woop) <[V{nel’: h<gos s<r)}] )
=[T-(g00,8)] (p)
= N0 6,8) = 67 (\})
=67 ().

Esto es,

(wog)(p) <¢7(Np)  (b)

Asf las cosas, de (a) y (b) se concluye que Ny < ¢ (Np). |
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3.5. Compacidad y Teorema de Tychonoff

Antes de definir la compacidad de un espacio topoldgico L-difuso, se introdu-
ce la definicién de punto adherente de un filtro, concepto mediante el cual se
caracteriza la compacidad L-difusa.

Definicién 3.5.1 (Punto adherente). Sean (X,7) un espacio topoldgico L-

difuso y N : X — LUITXD) ¢ sistema L-difuso de vecindades correspondiente.
Ademds, sea F : LX x L — L un filtro L-difuso en X. Un punto p € X se
llama un punto adherente de F si y solo si, existe otro filtro L-difuso G en X
provisto de las siguientes propiedades:

i. G(L®T) 1x,a) < L ®T, para todo « € L.
i Ny <GyF<G.

Donde (L®T)-1x(x) =1L ®T, para todo z € X.

Definicién 3.5.2. Un espacio topoldgico L-difuso (X, T) es compacto si y sélo
si, cada filtro L-difuso en X tiene al menos un punto adherente.

Observacion 3.5.1. De la Definicion 3.5.1, es claro que todo filtro L-difuso
sobre X satisface la condicion (i), ya que como L es un Gl-monoide, se tiene
que L @T =1, luego (L@ T)-1x(z) = L =0x(x), para todo x € X, de modo
que si F es un filtro L-difuso sobre X, se sigue que

F((LeT) 1x,a) = F(O0x,a) =1,

para todo o € X. Por tanto, para probar que un filtro L-difuso F tiene un
punto adherente, es suficiente probar la condicion (ii) de la definicion de punto
adherente.

Proposicién 3.5.1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico L-difuso compacto, (Y, o)
un espacio topoldgico L-difuso y ¢ : X — Y wuna funcion LF-continua y sobre-
yectiva. Entonces (Y, o) es compacto.

Demostracion. Sea F : LY x L — L un filtro L-difuso en Y, se debe probar que
F tiene al menos un punto adherente.

De la Proposicién 3.3.4 se tiene que ¢+ es un filtro L-difuso sobre X. Como por
hipétesis (X, T) es compacto, ¢% tiene al menos un punto adherente, esto es,

existe un filtro L-difuso G sobre X, tal que N, <Gy ¢ < G.

Ahora, aplicando la Proposicién 3.3.3, se tiene que

¢ (Np) (9,8) = Np(go,B) <G(go g, B) =g (g,8),
para todo (g,8) € LY x L, esto es, ¢~ (N,) < g’

Puesto que ¢ es LF-continua y sobreyectiva, de la Proposicién 3.4.1 se sigue
que Nypy < 07 (Ny), y como ¢ (V) < ¢g, se obtiene que

N¢(p) <¢” (Np) (a)
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Donde Ny es un sistema L-difuso de vecindades en Y, y ¢ un filtro L-difuso
enY.

Por otro lado, se tiene

¢7 (65 (9,8)) =5 (906,8)
=\/{F(h7): (hoo,7) < (906,8)}

\V A {FhA): hop<gosp B<n}

helY veL

= F(g,B)-
Ya que ¢ < G, se tiene que

F(g.8) = ¢~ (8% (9.8)) = ¢F (90 ¢, B8) < G(go,8) =g (9. B).
para todo (g, 3) € LY x L. Por tanto,

F<og ()

Asi, de (a) y (b) se concluye que ¢(p) es un punto adherente del filtro L-difuso
F de Y. Luego, (Y,0) es compacto. [ ]

3.5.1. Topologia producto L-difusa

Si bien, hasta este punto se ha definido el concepto de compacidad sobre espa-
cios topoldgicos L-difusos, resta introducir una topologia clave que junto con
la compacidad L-difusa, le aporta gran sentido al Teorema de Tychonoff, es-
ta topologia definida sobre el producto de una familia arbitraria de espacios
topolégicos L-difusos, recibe el nombre de topologia producto L-difusa, cuyo
concepto se introduce a continuacion.

En lo que sigue se pretende construir el producto de una colecciéon arbitraria de
espacios topoldgicos L-difusos para un G L-monoide (L, <, ®) (para mas detalles
ver [2]). Esto es, dada una familia {(X;, ;) };cs de espacios topoldgicos L-difusos,
se desea definir la topologia producto L-difusa sobre el producto cartesiano

[Ixi:= {x:[—)UXi:x(i)eXi,iEI}

i€l icl
asociada con las topologias L-difusas 7;, con ¢ € I. Normalmente se escribe x;
en lugar de x(7) y denota la i-ésima componente de .

Cada proyeccién p; : [[;c; Xi — X, definida por p;(x) = x; induce el operador
pi : LY — Lllier X definido por pi~(g) = g o ps, para todo g € LX:.

Para efecto de introducir la topologia producto L-difusa, se utiliza el Lema 2.6.2,
el cual se demostro en el capitulo anterior.
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Proposicién 3.5.2 (Topologia producto L-difusa). Sea {(X;,7;)}icr una fami-
lia de espacios topoldgicos L-difusos y sea X = [[,.; X;. La funcion 7 : L — L
definida por

iel

=\ {@mki) ke rf}

iel
es una topologia L-difusa sobre X, llamada topologia producto L-difusa.

Demostracion. i. 7(1x) = T. Puesto que del Lema 2.6.2 inciso (i.) se tie-
ne que 1o € I'y,, donde (1a); = lx,, para cada i € I. Luego, como
7:.((1a)i) = 1i(1x,) = T, para todo i € I, se obtiene que

Q) mil(1a)i)) = T.

il
De esta manera
T(1x) =\/ {@m(m)i) i la € rlx} =T
il
Por tanto, 7(1x) =T.

ii, Se debe verificar que 7(f) ® 7(g) < 7(f ® g), para todo f,g € LX. Puesto
que

T(f):\/{®7'i(ki): kel‘f}, T(g)z\/{@n(hi): hEFg},

i€l el

® es conmutativa, respecto a extremos superiores y del Lema 2.6.2 (ii.) se
tiene que

{@n(ki) @@ mi(hi): kely, he rg}
el el

{® [T’L(kv) ®T7(h,)] ke Ff, h e Fg}

{@ [Ti<ki & hz)} tk®he Ff®g}

Por tanto, 7(f) @ 7(9) < 7(f ® g).
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iti. Sea {f;}ies un subconjunto de LX, se debe probar que
N\ () <7\ 1£)-
jeg jel
En efecto,

At =AV {®Ti((kj)vz) L kj € Ffj}

jeJ jeJ il

< \/ /\ {@Ti((k‘j)i) D ke Ffj}

jeJ Lier

<V {@Qm((A k))i) : k; €Ty,

i€l jeJ

Si se hace p := /\jeJ(k‘j), puesto que k; € I'y;, v p < kj; se puede ver que
p € I'y;, por otro lado, ya que f; <V, f;, entonces I'y; C IRV §
por tanto p € I'y

jes Tir

Asi las cosas, ya que

A7) <V QN K))i): ki €Ty,

jeJ i€l jeJ
< \/ {®Ti(Pi) D pE ije,f_,»}
el
=7(\/ £))
jeJ

Por tanto A\ ;. ; 7(f;) < 7(V;¢; f5)- Lo cual prueba que 7 es una topologfa
L-difusa sobre X. |

Proposicion 3.5.3. Sea {(X;, 1) }ier una familia no vacia de espacios topoldgi-
cos L-difusos y sea (X, T) el espacio dotado de la topologia producto L-difusa.
Entonces, la proyeccion i—ésima p; : X — X; es continua, para cada i € I.

Demostracion. Sea g; € LXi| se debe probar que

7i(g:) < 7(gi o p;), para todo g; € L.

Para ello, se define g : X — L por
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gi, SI u=1
Gu =
1x, si w1

De esta manera, se tiene que g, € [];c; L% ademés

Q) ri (90) = R(guopu) = (giop)® Q) (guopu) = (gicp)@ | X gu | oPu;

wel uel wel, uti wel, uti
luego,
Q) pi (gu) = (giopi) ® (1x, 0 pu) = (gi 0 pi) @ Lx = (gi 0 py).
uel

Por tanto, g, € I'g,op,. Puesto que

T(giopi) = \/ {® (ki) k€ ngopi} ,

iel
se tiene que 7(g;) < 7(g; o p:), para todo g; € LXi. Lo cual prueba que la p; es

continua para cada ¢ € I. ]

Para establecer la versién del Teorema de Tychonoff que se pretende en esta
teoria, se necesitan los siguientes lemas.

Lema 3.5.1. Sea {(X;,7;)}ier una familia no vacia de espacios topoldgicos L-
difusos y sea (X, T) el espacio dotado de la topologia producto L-difusa. Entonces
para cada p € X, la aplicacion N, : LX x L — L definida por

Np(f,Oé) = \/{@Npl(hz,a) : h c Ff, (0% S ®T74(hz)},

iel i€l
es un sistema L-difuso de vecindades sobre X.

Demostracion. Se debe probar que N, satisface los axiomas de un sistema L-
difuso de vecindades.

Ni. Np(1x,a) = T. Del Lema 2.6.2 (i.) se sabe que 1o € T'1, donde (1a); =
lx,, para cada ¢ € I. Luego, como Np, ((1a)i, @) = Ny, (1x,,0) = Ty
7i((1a)i) =7(1x,) = T, para todo i € I, se obtiene que

QN ((1a)ia) =T y a<T=Q)T=Qm((1a)).

i€l iel iel

De esta manera,

Np(lx,a) = \/ {®N,i((1A)i,Oz) : 1A S le, a < ®Ti((1A)i)} =T.

iel i€l

Por tanto, N,(1x) = T.
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Na. Sea (f,a) < (9,8) en L* x L, luego f < gy B < a, por lo que I'y C Ty,
asi
\ {@Ni(hi,a) chely, a< ®Ti(hi)}
il =
il il
y por tanto N, (f, ) < N,(g, B).
N3. Se debe verificar que Ny, (f, 0)®N(g, B) < Ny (f@g, aVB), para (f, ), (g,8) €
LX x L. Puesto que
Np(f’a) = \/ {®N1(h’ua) :h € Ff7 @ S ®Ti(hi)} 5
i€l il
Nolg:8) =\ {@Ni(ki,ﬂ) i kel B< ®n<hi>} :
il il
® es conmutativa, respecto a extremos superiores y del Lema 2.6.2 (ii.) se
tiene que
Nop(f, @) @ Np(g, B)
= \/ {®/\/pi(hi,a) & ®Npi(ki,a) : he Ff, ke Fg, aV ﬁ < ®Tl(hl & kl)}
icl iel iel
= \/ {®[Npl(h“0[) ®sz(k“a)] : he Ff, ke Fg, « \/5 < ®Tl(hz (024 kl)}
iel i€l
< \/{@Npl(hi@ki,a\/ﬂ) ch@k €T gy aV < ®n(hi®ki)}
i€l i€l
=Np(f @ g,V B).
POI‘ tanto7 Np(f7 CY) ®Np(g7ﬁ) S Np(f ® g, \ B)
Ny. Se debe ver que N,(f,«) < f(p), para cada (f,a) € L* x L. Pues-

to que N, es un sistema L-difuso de vecindades sobre X;, se tiene que
N, (hiy @) < hi(p;), para todo i € I y todo (h;, o) € LXi x L.
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Sea h € I'y, luego h € []
indicesi € Iy

el L%, h; = lx,, para un nimero finito de

®(h1 opi) < f,

iel
asi
® h;op;)(p) < ®h (pi) < fp
iel iel
Ahora como N, (h;, ) < hi(p;), para todo i € I,
Q) Ny, (hiy @) < @) hilpi) < f(p)
iel iel

Esto implica que

N (f \/{@N (hi,a): heTy, a< ®n—(hi)} < f(p).

el el

Es decir, N,(f,a) < f(p).

. Se debe probar que

@) < \/{No(9,8) : (f,0) < (9,8) v 9(q) < Ny(f,a),¥g € X}.

Puesto que N, es un sistema L-difuso de vecindades sobre X;, se tiene
que

N, (ki @) < \/{Npi(hmﬂ) s (ki a) < (hiy B) y hilai) < N, (kiy @), Vg € X}

Luego, para k € I'y y h € Iy, se obtiene que

®N 1(:1@'1,0[)

iel

<V {®Npi(hi7/8) D (kiy ) < (his B) y hi(ai) < N, (ki, o), Vg € Xi}

iel

< \/ {®N7 (hiopi, B) : (kiya) X (hi, B) y hi(qi) < Ny, (ki, @), Va; € Xv}

i€l

Asi las cosas, se obtiene que
@) < \{No(9:8) = (fs) < (9.8) y 9(a) < Ny(f,@),Yq € X}

Por tanto, se ha probado que N, es un sistema L-difuso de vecindades
sobre X. ]
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Lema 3.5.2. Sea {(X;,7;)}ier una familia no vacia de espacios topolégicos L-
difusos y sea (X, T) el espacio dotado de la topologia producto L-difusa. Sean
U:LXXxL - L y Ny : LX x L — L un ultrafiltro L-difuso y un sistema L-difuso
de vecindades sobre X, respectivamente. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes

i. Ny <U, donde ¢ = (qi)icr € X.
ii. Para cada i € I, Ny, < p;”(U).

Demostracion. Asuma que N; < U, donde ¢ = (¢;)ier € X, se debe probar (ii.).
Como p; es continua y sobreyectiva, para cada ¢ € I, se sigue que

P’ (Ny) < p;” (),

donde p;7(Ny) y p;” (U) son un sistema L-difuso de vecindades y un ultrafiltro
L-difuso sobre X, respectivamente. De la Proposicién 3.4.1, se tiene que

qu‘, :Npi(q) Sp?(Nq) Spi(u)
Por tanto Ny, < p;”(U), para cada i € I.

Asuma ahora que N, < p;”(U), para cada i € I. Luego para h € I'y

®qu‘(hiva) < ®pi_)(u)(hi’a)

el el
= ®u(h’1 Opiva)
i€l
<Uu <®(hz opi),a>
iel
<U(f,a).

Por lo tanto,

Ny(f,a) = \/{®Ni(hi7a) chely, a< ®Ti(hi)} <U(f, ).

i€l el

Lo cual implica que N, < U. [ ]
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Teorema 3.5.1 (Tychonoff). Sea {(X;,7;)}ier una familia no vacia de espacios
topoldgicos L-difusos y sea (X, T) el espacio dotado de la topologia producto L-
difusa. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

i. (Xi,7:) es compacto, para todo i € 1.

it. El espacio (X, T), dotado de la topologia producto L-difusa, es compacto
en la categoria L-FTop.

Demostracion. Suponga que (X;, 7;) es compacto, para todo i € I, se debe pro-
bar que (X, 7) es compacto. En efecto, sea i : LX x L — L un ultrafiltro L-difuso
sobre X, luego p;” (U) es un ultrafiltro L-difuso sobre X; y como por hipdtesis
(X;,7;) es compacto, existe un filtro L-difuso G sobre X;, tal que N,, < G,
donde p; € X;, y p;7(U) < G. Pero como p;7(U) es un ultrafiltro, entonces
;7 (U) = G. Asi se tiene que N, < p;”(U), luego del Lema 3.5.2 se tiene que
N, <U, donde p = (pi)ier € X y ya que U < U, se obtiene que p = (p;)ies €s
un punto adherente de U y por tanto (X, 7) es compacto en la categoria LF-Top.

Suponga ahora que (X,7) es compacto en la categoria LF-Top, se debe ver
que (X;,7;) es compacto, para cada ¢ € I. Puesto que cada proyeccién i-ésima
pi + X — X, es continua y sobreyectiva, para cada ¢ € I. La Proposicién 3.5.1
prueba que (X;, 7;) es compacto, para todo i € I. [ ]






Conclusion

Cada prueba del Teorema de Tychonoff aqui desarrollada tiene como referente
la dada por Bourbaki en 1937, quien mediante el uso de la teoria de filtros ca-
racteriza los espacios topoldgicos compactos logrando de esta manera establecer
dicha prueba. Respecto a las estructuras topoldgicas que en esta monografia
extienden la topologia general, esto es la L-topologia y topologia L-difusa, en
el ambiente de los GL-monoides, GL-comonoides y de los L-filtros (filtros L-
difusos) se estudian los sistemas de L-vecindades (L-difuso de vecindades) y
los operadores L-interior (L-difuso de interior) para caracterizar los espacios
L-topolégicos compactos (espacios topolégicos L-difusos compactos). El desa-
rrollo de esta teoria hace que independientemente del reticulo sobre el cual se
fundamenta el concepto de espacio topoldgico (respecto a cada estructura), las
demostraciones del Teorema de Tychonoff presentadas sean una extensiéon na-
tural de la demostracién sobre la topologia general, debido a la gran similitud
que preservan en su forma y razonamiento.

Una de las perspectivas de este trabajo es: establecer una prueba del Teorema
de Tychonoff, sin utilizar el axioma de eleccién, sobre la topologia formal, la
cual se fundamenta en la teoria de tipos de Martin Lof y estudiar los efectos
que ocurren en la prueba del teorema, el cambio de la estructura de reticulo en
los que se definen los filtros, sistemas de vecindades y operador interior.
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