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CARTAGENA D. T. y C.

2014



UNIVERSIDAD DE CARTAGENA

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS

Y NATURALES

TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR

EL GRADO DE MATEMÁTICO
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Introducción

En el año de 1940 S. M. Ulam (cf. [8]), durante una charla en un coloquio de

matemáticas en la universidad de Wisconsin, formuló el siguiente problema:

Sea G1 un grupo y G2 un grupo métrico con una métrica d(·, ·). Dado

un ε > 0 existe un δ > 0 tal que si una función h : G1 → G2 satisface

d(h(xy), h(x)h(y)) < δ,

para todo x, y ∈ X, entonces existe un homomorfismo H : G1 → G2

tal que

d(h(x), H(x)) < ε,

para todo x ∈ G1?

En caso de que la respuesta sea positiva se dice que la ecuación funcional para

homomorfismo es estable. Es decir, Ulam se preguntaba si al tener una función

que “casi” es un homomorfismo, es posible garantizar la existencia de un homo-

morfismo o dicho de una forma más general:

Supongamos un objeto matemático que satisface aproximadamente una

cierta propiedad, ¿ entonces es posible aproximar este objeto por obje-

tos, satisfaciendo la propiedad exactamente?

1
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No fue hasta el año 1941, que D. H. Hyers (cf. [9]) dio una respuesta positiva a

este problema para el caso en que G1, G2 son espacios de Banach

Proposición 0.1 (Teorema de Hyers). Sea δ > 0 y f : G1 → G2 una función

entre espacios de Banach tal que

||f(x+ y)− f(x)− f(y)|| < δ para todo x, y ∈ G1,

entonces existe una función aditiva T (x) : G1 → G2 tal que

||f(x)− T (x)|| < δ para todo x ∈ G1.

En otras palabras, Hyers caracterizó los espacios de Banach que poseen una solu-

ción de la ecuación funcional de Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y).

Aśı mismo, en 1978 Th. M. Rassias (cf. [10]) debilitó las hipótesis de la cota de

la “diferencia de Cauchy”del teorema de Hyers, esta diferencia está dada por la

expresión

f(x+ y)− f(x)− f(y);

Hyers acota esta diferencia con un número δ > 0 y Rassias generaliza el resultado

al utilizar como cota una función.

Proposición 0.2 (Teorema de Rassias). Sea f : G1 → G2 una función entre

espacios de Banach. Si f satisface la desigualdad

||f(x+ y)− f(x)− f(y)|| ≤ θ(||x||p + ||y||p)

para algún θ > 0, 0 ≤ p < 1 y todo x, y ∈ G1, entonces existe una única función

aditiva A : G1 → G2 tal que

||f(x)− A(x)|| ≤ 2θ

2− 2p
||x||p.
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En 1991, Gadja [20] prueba el caso en que p > 0 y Semrl [19] dio un ejemplo de

una ecuación funcional que no cumpĺıa el teorema de Rassias cuando p = 0. Los

resultados de Rassias influyeron para que una gran cantidad de matemáticos se

interesaran en los problemas de estabilidad de una ecuación funcional, donde dichos

problemas son conocidos como estabilidad de Hyers-Ulam-Rassias ; aśı es posible

a través del estudio de la estabilidad encontrar solución a distintas ecuaciones

funcionales y más aún caracterizar espacios con propiedades importantes como

son los espacios con producto interior. Dado un espacio X 6= ∅, la manera más

simple de garantizar la existencia de un producto interior sobre X es garantizar

una solución de la ecuación funcional

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) ∀x, y ∈ X. (1)

Observe por ejemplo [4] en donde se prueba como la estabilidad de la ecuación

||2f(x) + 2f(y)− f(xy−1)|| ≤ ||f(xy)||

garantiza una solución de la ecuación (1); más aún en [18] se estudia la estabilidad

de la ecuación funcional

2ψ(x) ≤ f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x) ≤ 2φ(x),

donde f, φ, ψ son funciones con rango en R; encontrando una solución F de la

ecuación funcional cuadrática

F (x+ y) + F (x− y) = 2F (x) + 2F (y),

donde se prueba, tomando f(x) := ||x||2, que el espacio dado es equivalente a un

espacio con producto interior.

En este trabajo se estudia la estabilidad de las ecuaciones funcionales

2f (x1 − z) + 2f (x2 − z) + 4f (z − x3) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)
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y

||2f (x1 − z) + 2f (x2 − z) + 4f (z − x3)− 2f(x1 − x3)|| ≤ ||2f(x2 − x3)||,

donde z = x1+x2
2

y f : X → Y es una función, donde X, Y pueden ser espa-

cios vectoriales, métricos o normados. Se demuestra que la estabilidad de dichas

ecuaciones garantiza la existencia de soluciones para la ecuación cuadrática

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y),

esto se hace utilizando dos métodos de gran uso en la teoŕıa de la estabilidad, estos

métodos son conocidos como el método directo y la alternativa del punto fijo, ambos

son explicados a lo largo del trabajo. También se prueba que casos particulares de

la estabilidad de estas ecuaciones funcionales son condiciones suficientes para la

existencia de un producto interior.

El siguiente trabajo está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 se

presenta algunos conceptos básicos referentes a espacios vectoriales, métricos y

de Banach y las ecuaciones funcionales de la ley del paralelogramo y la semi-ley

del paralelogramo, que serán de utilidad para realizar el trabajo. En el caṕıtulo

2 se enuncian algunos antecedentes de la teoŕıa de la estabilidad de ecuaciones

funcionales, este caṕıtulo se basa; principalmente, en el libro del autor Soon-Mo

Jung [1]. Los resultados obtenidos en los caṕıtulos 3 y 4, serán sometidos a arbitraje

para su posible publicación , estos resultados hacen referencia a la estabilidad de

ecuaciones funcionales derivadas de la semi ley del paralelogramo. Los resultados

del capitulo 4 demuestran la relación entre la teoŕıa del caṕıtulo 3 y la existencia

de productos interiores en un espacio dado utilizando técnicas apropiadas, ver por

ejemplo C. Park [21], Choonkil BAAK[22].



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo enunciaremos algunas definiciones y proposiciones básicas que

serán de utilidad en el presente trabajo.

Definición 1.1. Un espacio vectorial F sobre un campo K, es un conjunto con

dos operaciones binarias (+, ·) que satisfacen, para todo u, v, w ∈ F y a, b ∈ K,
las siguientes propiedades

1. (u+ v) + w = u+ (v + w).

2. u+ v = v + u.

3. Existe un elemento 0 ∈ F talque u+ 0 = u.

4. Para todo u ∈ F , existe −u ∈ F tal que u+ (−u) = 0.

5. a · (u+ v) = a · u+ a · v.

6. (a+ b)v = av + bv.

7. a(bv) = (ab)v.

8. 1v = v, donde 1 denota la identidad multiplicativa en K.

Ejemplo 1.2. El espacio Rn, formado por los vectores de n componentes (x1, x2, . . . , xn),

es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales R.

5
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Definición 1.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Una forma bilineal

es una aplicación

f : V × V :→ K

que cumple, para todo a ∈ K y u, v, w ∈ V,

1. f(u+ v, w) = f(u,w) + f(v, w).

2. f(u, v + w) = f(u, v) + f(u,w).

3. f(au, v) = af(u, v).

4. f(u, av) = af(u, v).

Si f(u, v) = f(v, u) se dirá que la forma bilineal es simétrica.

Definición 1.4. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y

d una métrica, esto es; una función de valor real definida en X ×X tal que para

todo x, y, z ∈ X satisface

1. d(x, y) = 0 si y solo si x = y.

2. d(x, y) ≤ 0.

3. d(x, y) = d(y, x).

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Definición 1.5. Una sucesión {xn} de números reales es llamada sucesión de

Cauchy si para todo ε > 0 existe un N ∈ N tal que para todo n,m ≤ N se tiene

|xn − xm|< ε.

Nota 1.6. Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy (ver [17]). El

rećıproco, en general, es falso en un espacio métrico general. Por ejemplo, la su-

cesión { 1
n
} es una sucesión de Cauchy en el subespacio T = (0, 1] de R, pero en

cambio dicha sucesión no converge

Definición 1.7. El espacio X se dice completo si toda sucesión de Cauchy con-

verge en X, esto es; si su ĺımite es un elemento de X.
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Definición 1.8. Una norma sobre un conjunto X es una función

|| · || : X ×X → X

tal que para todo x, y ∈ X y α un escalar

1. ||x|| ≥ 0.

2. ||x|| = 0 si y solo si x = 0.

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

4. ||αx|| = α||x||.

Al par (X, || · ||), donde || · || es una norma; se llamara espacio normado.

Sea (X, ||·||) un espacio normado, entonces ||·|| define una métrica d en X, definida

por

d(x, y) = ||x− y||,

para todo x, y ∈ X.

Definición 1.9. Un espacio normado (X, || · ||) es un espacio de Banach si X es

completo bajo la métrica inducida por la norma.

Definición 1.10. Sea H un espacio vectorial sobre un campo K. H es un espacio

pre-Hilbert si existe una función 〈·〉 : H ×H → K tal que para todo x, y, z ∈ H y

λ ∈ K cumple

1. 〈x, x〉 ≥ 0, 〈x, x〉 = 0 sii x = 0.

2. 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉.

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

4. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

Definición 1.11. Sea (H, 〈·〉) un espacio pre-Hilbert, entonces la función

|| · || : H → R definida por

||x|| = 〈x, x〉
1
2 ,

es una norma.
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Definición 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico y f : (X, d) → (X, d). Se dice

que f es contractivo, si existe una constante 0 < L < 1 tal que

d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y), (1.1)

para todo x, y ∈ X. El mı́nimo valor de L que satisface 1.1 se conoce como cons-

tante de Lipschitz.

Definición 1.13. Sea β un número real fijo con 0 < β ≤ 1 y sea K un campo.

Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una función || · ||β : E → (0,∞) es

llamada β − norma si, y sólo si satisface

1. ||x||β = 0 si, y sólo si x = 0.

2. ||λx|| = |λ|β||x||, para todo λ ∈ K, x ∈ E.

3. ||x+ y||β ≤ ||x||β + ||y||β, para todo x, y ∈ E.

1.1. Ecuaciones funcionales

En el campo cient́ıfico es común utilizar modelos matemáticos para representar la

realidad. Esta idealización debe ser suficientemente simple, lógicamente correcta,

admitir soluciones matemáticas y al mismo tiempo, representar suficientemente

bien la realidad asociada al problema. Como en toda modelización matemática

se debe tener en cuenta los factores principales que intervengan en el problema y

despreciar aquellos que sean irrelevantes.

Una de las herramientas más relevantes en los problemas de modelización ma-

temática son las ecuaciones funcionales. Aunque la teoŕıa de las ecuaciones funcio-

nales es muy antigua y constituye una rama muy importante de la Matemática, sus

contenidos son bastantes desconocidos, no sólo los técnicos, sino los matemáticos.

La teoŕıa de las ecuaciones funcionales aparece casi al mismo tiempo que la de-

finición moderna de función, aunque en siglos pasados ya se hab́ıan formulado

problemas relacionados con esta teoŕıa. En el año 1347 el matemático N. Oresme

[6], describe una ecuación funcional, que escrita en notación moderna está dada

por

S[(n+ 1)t]− S[nt]

S[nt]− S[(n− 1)t]
=

2n+ 1

2n
(1.2)



9

ecuación que en 1638 Galileo Galilei [7] utiliza en sus experimentos para demostrar

que la cáıda de los cuerpos satisface la Ley Cuadrática. Por supuesto ninguno de

los dos sab́ıa que esta representaba un problema de ecuaciones funcionales cuya

solución (bajo ciertas condiciones) está dada por S(t) = at2.

Además, las ecuaciones funcionales han sido utilizadas en otras áreas de la ciencia

para resolver diversos problemas; por ejemplo, el problema de la ley del paralelo-

gramo para la composición de fuerzas fue modelado en los siglos XVIII y XIX por

medio de ecuaciones funcionales, mediante el sistema

{
f(x+ y) = f(x) + f(y) x, y ≥ 0

g(x+ y)− g(x− y) = 2g(x)g(y) 0 ≤ y ≤ x ≤ π
2

(1.3)

donde f y g son funciones reales. Como observamos, la primera de ellas es la

mencionada ecuación funcional aditiva y la segunda es la ecuación de D’Alembert,

quien la resolvió en el año 1769 [5].

Otro problema de interés, es el estudio del matemático J. Tannery [16] en el año

1886, del sistema de ecuaciones funcionales{
ψ(x+ y) = ψ(x)φ(y) + ψ(y)φ(x)

φ(x+ y) = φ(x)φ(y)− ψ(x)ψ(y)
(1.4)

donde ψ, φ son funciones reales, para introducir las funciones seno y coseno, evi-

tando aśı cualquier argumento geométrico.

Un primer aporte a la disciplina de las ecuaciones funcionales, fue estimulado por

el problema del paralelogramo de fuerzas. La prueba de esta ley pertenece a la

composición de fuerzas y fue reducida por J. D’Alembert en el año 1769 a la

solución de la ecuación funcional

f(x+ y) + g(x− y) = 2f(x)f(y) (1.5)

Esta ecuación fue considerada con el mismo propósito por S. D. Poisson en 1804

con una hipótesis de anaĺıticidad, mientras que A. L. Cauchy en 1821 determinó el

sistema completo de soluciones.

Uno de las caracteŕısticas más importantes de las ecuaciones funcionales es su

capacidad para modelar la realidad con un alto grado de certeza, pero para lograr
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una mayor comprensión de esta teoŕıa debemos tener en cuenta ciertas definiciones

y conceptos.

1.2. Conceptos básicos y definiciones

Definición 1.14. Una ecuación funcional es una ecuación en el que las varia-

bles desconocidas son funciones. Una ecuación funcional en una variable de una

incógnita es una expresión de la forma

F (x, f(x), f(ϕs(x))) = 0

Donde

x es la variable y vaŕıa en un conjunto dado X.

{ϕs}s∈S es una familia de funciones definidas de X en X.

S es un conjunto de ı́ndices no vaćıo.

f es la función a determinar y está definida del conjunto X en un conjunto

Y .

F es una función definida en X × Y ×
∏

s∈S Ys con valores en R o C.

Ejemplo 1.15. Las siguientes ecuaciones son t́ıpicos ejemplos de ecuaciones fun-

cionales

La ecuación de Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y) x, y ∈ R. (1.6)

La ecuación homogénea

f(zx, zy) = znf(x, y) x, y ∈ R, z > 0. (1.7)

Definición 1.16 (sistema de ecuaciones funcionales). Un sistema de ecua-

ciones funcionales es un conjunto de n ≥ 2 ecuaciones funcionales.

Definición 1.17 (Dominio de una ecuación funcional). Dada una ecuación

funcional, el conjunto de todos los valores de las variables, que satisfacen la ecua-

ción se llama dominio de la ecuación funcional.
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Definición 1.18. Decimos que una función o conjunto de funciones es una solución

particular de una ecuación funcional o sistema si, y sólo si, ésta satisface la ecuación

funcional o sistema sobre el dominio de definición.

1.2.1. La ecuación funcional cuadrática

Un ejemplo de las ecuaciones funcionales es la conocida ecuación funcional cuadráti-

ca, esta ecuación se deriva de la conocida ley del paralelogramo y afirma que: la

suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual a la suma de los

cuadrados de sus diagonales

A B

C D

(AB)2 + (BC)2 + (AD)2 + (CD)2 = (AC)2 + (BD)2.

Si en vez de tomar los cuadrados de los segmentos se considera una función arbi-

traria obtenemos la siguiente definición

Definición 1.19. La ecuación

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y) (1.8)

es llamada la ecuación funcional cuadrática. Toda solución de 1.8 es llamada

función cuadrática.

El estudio de la ecuación funcional cuadrática es muy importante y sirve en muchos

casos para definir una norma en espacios abstractos, se conoce también que si la

función f(x) = ||x||2 satisface 3.7 entonces la norma || · || genera un producto

interior y rećıprocamente la norma generada por un producto interior satisface

1.8.

Proposición 1.20. [2] Sean X, Y espacios vectoriales. Si f : X → Y satisface 1.8,

entonces

f(rx) = r2f(x)

para todo x ∈ X y todo escalar r.
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La solución de la ecuación cuadrática puede ser caracterizada, como lo indica la

siguiente proposición

Proposición 1.21. [2] La solución general de

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) + 2f(y), (1.9)

x, y ∈ R viene dada por

f(x) = cx2, (1.10)

donde c es una constante arbitraria.

El siguiente teorema permite caracterizar las funciones cuadráticas a partir de la

existencia de una forma bilineal.

Proposición 1.22. [2] La función f : R→ R es una función cuadrática si, y sólo

si existe un mapeo bilineal simétrico B : R2 → R tal que

B(x, x) = f(x).

Este mapeo es único y está dado por

B(x, y) =
1

4
[f(x+ y)− f(x− y)].

Nota 1.23. Si la función cuadrática f : X → Y satisface

1. f(x) ≥ 0,

2. f(x) = 0 si, y sólo si x = 0,

implica que la forma bilineal B(x, y) es un producto interior.

1.2.2. La semi-ley del paralelogramo

En la formulación de la ley del paralelogramo se considera que uno de los vértices

de la figura formada siempre estará localizado en el origen, pero es posible locali-

zar este paralelogramo en cualquier punto x0 del espacio, luego él paralelogramo

será como se muestra en la figura siguiente
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x1

y1

x3

x0

si reemplazamos la norma por una distancia dada d(·, ·), entonces la ley del para-

lelogramo establece que

d(x1, x2)
2 + d(x0, x3)

2 ≤ 2d(x0, x1)
2 + 2d(x0, x2)

2, (1.11)

Ahora, la ley del paralelogramo puede ser debilitada de dos formas: primero si

consideramos el punto medio de una de las diagonales y segundo, si en vez de

la igualdad se reemplaza con una desigualdad. Entonces consideremos el semi

paralelogramo

x1

y1

z

x0

donde z es el punto medio de x1, x2, luego la ley del paralelogramo establece que

d(x1, x2)
2 + 4d(x0, z)

2 = 2d(x1, x0)
2 + d(x2, x0)

2. (1.12)

Ahora, se puede debilitar la ecuación 1.12 por una desigualdad y aśı poder extender

su espectro de aplicabilidad sobre espacios más generales.
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Sea X un espacio métrico, con una distancia d(·, ·), diremos que X satisface la

semi-ley del paralelogramo si dados dos puntos x1, x2 ∈ X, existe z tal que para

todo x ∈ X

d(x1, x2)
2 + 4d(x, z)2 ≤ d(x1, x)2 + d(x2, x)2 (1.13)

se sigue de esta desigualdad que d(z, x2) = d(z, x1) = 1
2
d(x1, x2). Aśı, si z ∈ X

existe se le llamará el punto medio de x1, x2 y a partir de esta semi-ley se establece

que dicho punto medio es único.

Al igual que la ley del paralelogramo, es posible establecer una ecuación funcional

a partir de la semi-ley del paralelogramo, dicha ecuación puede ser escrita como

2f (x1 − z) + 2f (x2 − z) + 4f (z − x) ≤ 2f(x1 − x) + 2f(x2 − x), (1.14)

donde z = x1+x2
2

.



Caṕıtulo 2

Estabilidad de ecuaciones

funcionales

En la práctica, la construcción de un modelo suele consistir en una selección arbi-

traria, normalmente basada en criterios de simplicidad, de ecuaciones que parecen

representar la realidad con un cierto nivel de fiabilidad. Sin embargo, en muchas

ocasiones estos modelos presentan problemas técnicos o inconsistencias que lo ha-

cen inadmisibles. La técnicas de las ecuaciones funcionales suministra una herra-

mienta muy potente que permite evitar esta arbitrariedad y seleccionar modelos

basados en las restricciones que correspondan en cada caso.

En la resolución de una ecuación funcional nos podemos encontrar con dos tipos de

soluciones; una solución particular ó una solución general. La solución particular de

una ecuación funcional es cualquier función (o conjunto de funciones) que satisface

la ecuación dada en el dominio considerado y dentro de la clase de funciones con

la que se trabaja. Mientras que la solución general es el conjunto total de todas

las soluciones de la ecuación dentro de la clase de funciones con la que se trabaja

y en el dominio pertinente.

Muchas veces en el tratamiento de problemas matemáticos o de modelación de

problemas f́ısicos, suelen encontrarse pequeñas variaciones que dan lugar a un

cambio en el modelo matemático que se trabaja, desde el punto de vista de las

ecuaciones funcionales; esto quiere decir, que en vez de encontrar una solución de

una ecuación funcional, se da con una función que “casi” satisface la ecuación. S.

M. Ulam (cf. [8]) formuló el problema que daŕıa inicio a la teoŕıa de la estabilidad

de ecuaciones funcionales.

15
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Para poder entender mejor esta teoŕıa se hace necesaria la siguiente definición

Definición 2.1 (Estabilidad de una ecuación funcional). Sean X, Y espacios

normados. Para algunos i ∈ {1, 2, 3} sean

gi : X3 → X

G : X3 × Y 3 → Y

y ϕ, φ : Xq → [0,∞) funciones que satisfacen algunas condiciones, que dependerán

de la ecuación funcional que se esté trabajando y el método de demostración a

utilizar; si para toda función f que satisface

||G(f(g1(x1, x2, x3)), f(g2(x1, .x2, x3)), f(g3(x1, .x2, x3)), x1, x2, x3)|| ≤ ϕ(x1, x2, x3)

para todo x1, x2, x3 ∈ X, existe una función H tal que

G(H(g1(x1, x2, x3)), H(g2(x1, x2, x3)), H(g3(x1, x2, x3)), x1, x2, x3) = 0

para todo x1, .x2, x3 ∈ X, y

||f(x)−H(x)|| < φ(x, x, x)

para x ∈ X entonces decimos que la ecuación funcional

G(f(g1(x1, x2, x3)), f(g2(x1, .x2, x3)), f(g3(x1, .x2, x3)), x1, x2, x3) = 0

es estable.

2.1. Estabilidad de Hyers-Ulam-Rassias

El primer matemático en dar un resultado de estabilidad para ecuaciones fue D.

H. Hyers, este resultado esta enunciado en la proposición 0.1.

Nota 2.2. En general, el teorema es válido para una función f : X → Y , donde

X, Y son espacio de Banach.
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Este resultado de Hyers establece que La ecuación funcional

f(x+ y) = f(x) + f(y)

es estable. Todo resultado similar al teorema de Hyers es conocido como estabi-

lidad de Hyers-Ulam

Th. M. Rassias en 1978 generaliza el resultado de Hyers al suponer que la dife-

rencia de Cauchy no es acotada, obteniendo aśı un nuevo interés en el estudio

de la estabilidad de ecuaciones funcionales. El resultado original de Rassias es el

siguiente

Proposición 2.3. [10] Sea f : R→ R una función que satisface la desigualdad

||f(x+ y)− f(x)− f(y)|| ≤ θ(||x||p + ||y||p)

para algún θ > 0, 0 ≤ p < 1 y todo x, y ∈ R, entonces existe una única función

aditiva A : R→ R tal que

||f(x)− A(x)|| ≤ 2θ

2− 2p
||x||p.

para todo x ∈ R.

La función (x, y) → f(x + y) − f(x) − f(y) es conocida como la diferencia de

Cauchy y la sucesión
{
f(2nx)

2n

}
es conocida como la sucesión de Hyers-Ulam.

En 1992 Semrl prueba que la generalización de Rassias no se cumple para p = 1

con el siguiente resultado

Proposición 2.4. Existe una función continua f : R→ R que satisface

|f(x+ y)− f(x)− f(y)|≤ |x|+|y|

para todo x, y ∈ R y

ĺım
x→∞

f(x)

x
=∞

Dicha función está definida por

f(x) =

{
x log2(x+ 1) si x ≥ 0

x log2|x+ 1| si x < 0
(2.1)
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Todo resultado similar al teorema de Rassias es conocido como estabilidad de

Hyers-Rassias-Ulam, pero a lo largo de este trabajo nos referiremos a resulta-

dos de este tipo como estabilidad de ecuaciones funcionales.

En base a las demostraciones de los resultados de Hyers y Rassias fue posible

obtener una manera para resolver problemas de estabilidad de ecuaciones funcio-

nales, este procedimiento es conocido como el método directo. Como alternativa a

la demostración por el método directo, se utiliza otro procedimiento basado en la

teoŕıa de puntos fijos de funciones.

2.1.1. Método directo

La prueba de los problemas de estabilidad de Hyers y Rassias se puede dividir en

los siguientes pasos

1. Probar que

{
f(2nx)

2n

}∞
n=1

es una sucesión de Cauchy.

2. Probar que

A(x) = ĺım
n→x∞

f(2nx)

2n

es aditiva.

3. Se prueba que la diferencia f(x)−A(x) satisface la desigualdad deseada (En

el caso del teorema de Hyers que |f(x)− A(x)|≤ δ).

4. Probar la unicidad de A.

Si la solución de un problema de estabilidad de una ecuación funcional satisface

estos pasos se dice que la prueba fue hecha por el método directo.
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2.1.2. Alternativa del punto fijo

Existe un método diferente al método directo para la solución de problemas de

estabilidad, este es conocido como la alternativa del punto fijo, para poder entender

este método es necesario manejar algunas definiciones y resultados

Definición 2.5. Sea X un conjunto. Una función d : X ×X → [0,∞] es llamada

una métrica generalizada en X si satisface

1. d(x, y) = 0 si y solos si x = y.

2. d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X.

3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para todo x, y, z ∈ X.

Proposición 2.6. [Teorema del punto fijo](cf.[3]) Sea (X, d) un espacio métrico

generalizado y J : X → X un mapeo estrictamente contractivo con constante

Lipschitz L < 1. Si existe x ∈ X y un entero no negativo k tal que

d(Jk(x), Jk+1(x)) <∞,

entonces

1. La sucesión {Jn(x)} converge al punto fijo x∗ de J .

2. x∗ es el único punto fijo de J en X∗ = {y ∈ X : d(y, x) <∞}.

3. Si y ∈ X∗ entonces

d(y, x∗) ≤ 1

1− L
d(J(y), y).

En base a 2.6 la alternativa del punto fijo se puede resumir de la siguiente manera

1. Se introduce una métrica generalizada en un subespacio de funciones, comúnmen-

te definida por

d(g, h) = ı́nf {C : ‖g(x)− h(x)‖≤ Cϕ} ,

donde ϕ es una función que satisface ciertas propiedades de acuerdo al pro-

blema.
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2. Se introduce una función J(g) = r2g
(
x
r

)
y se prueba que

d(J(g), J(h)) ≤ Ld(g, h)

para L > 1.

3. Se prueba que d(J(f), f) < 1, donde f es la función involucrada en el pro-

blema de estabilidad, además esto prueba que existe un único punto fijo Q,

que satisface el problema de estabilidad.

Toda solución de un problema de estabilidad que satisfaga estos pasos, se dice que

fue resuelto por la alternativa del punto fijo.

2.2. Estabilidad de la ecuación funcional

cuadrática

Aunque los primeros problemas de estabilidad que se estudiaron fueron referentes

a funciones aditivas o lineales, pronto se extendió este estudio a otros tipos de

ecuaciones funcionales. Entre estos podemos destacar la estabilidad de la ecuación

funcional cuadrática.

F. Skof [11] fue el primero en probar la estabilidad de Hyers-Ulam de la ecua-

ción funcional cuadrática para una función f : E1 → E2, donde E1, E2 son un

espacio normado y un espacio de Banach, respectivamente. P. W. Cholewa [12]

demostró que el teorema de Skof también es válido si E1 se sustituye por un grupo

abeliano G.

Proposición 2.7 (Skof). Sea G un grupo abeliano y E un espacio de Banach. Si

una función f : G→ E satisface la desigualdad

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖≤ δ (2.2)

para algún δ > 0 y todo x, y ∈ G, entonces existe una única función cuadrática

Q : G→ E tal que

‖f(x)−Q(x)‖≤ 1

2
δ (2.3)

para todo x ∈ G.
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S. Czerwik [13] probó la estabilidad de la ecuación funcional cuadrática (Estabili-

dad de Hyers-Rassias-Ulam)

Proposición 2.8 (Czerwik). Sean E1 y E2 espacios normados y de Banach

respectivamente. Si una función f : E1 → E2 satisface

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖≤ δ + θ(‖x‖p+|y‖p) (2.4)

par algún δ, θ ≥ 0, p < 2 y todo x, y ∈ E1−{0}, entonces existe una única función

cuadrática Q : E1 → E2 tal que

‖f(x)−Q(x)‖≤ 1

3
(δ + c) + 2(4− 2p)−1θ‖x‖p (2.5)

para todo x ∈ E1 y c = ‖f(0)‖.

Czerwik también dio un contraejemplo en el caso especial p = 2, el cual está enun-

ciado en el siguiente resultado

Proposición 2.9. Def́ınase una función f : R→ R por

f(x) :=
∞∑
n=0

4−nϕ(2nx) (2.6)

donde

ϕ(x) :=

{
a si |x|≥ 1

ax2 si |x|< 1
(2.7)

donde a es un número real positivo. La función f satisface la desigualdad

|f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)|≤ 32a(x2 + y2), (2.8)

para todo x, y ∈ R. pero no existe una función cuadrática Q : R → R tal que
|f(x)−Q(x)|

x2
sea acotado.

Los resultados obtenidos en los teoremas anteriores también pueden ser estudiados

como casos particulares del problema de estabilidad presentado por C. Borelli y

G. L. Forti [14] que plantea lo siguiente

Sea G un grupo abeliano, E un espacio de Banach y f : G→ E una función con

f(0) = 0 que satisface la desigualdad

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖≤ ϕ(x, y) (2.9)
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para todo x, y ∈ G. Supongamos que una de las series

∞∑
i=1

2−2iϕ(2i−1x, 2i−1y) y
∞∑
i=1

22(1−i)ϕ(2−ix, 2−iy)

converge para todo x ∈ G y denotemos su suma como φ(x). Entonces existe una

única función cuadrática Q : G→ E tal que

|f(x)−Q(x)|≤ φ(x) (2.10)

para todo x ∈ G.

También existen resultados de estabilidad de ecuaciones funcionales cuadráticas

por medio de la alternativa del punto fijo, entre estos resultados mencionamos los

de S. -M. Jung, T. -S. Kim y K. -S. Lee.[15]

Proposición 2.10. Sea E1 y E2 espacios vectoriales sobre un campo K. En par-

ticular, Sea E2 un espacio β − normado. Supongamos que ϕ : E2
1 → [0,∞) es una

función para la cual existe una constante 0 < L < 1 tal que

ϕ(2x, 2x) ≤ 4βϕ(x, x) (2.11)

para todo x ∈ E1. Sea f : E1 → E2 que satisface f(0) = 0 y

‖f(x+ y) + f(x− y)− 2f(x)− 2f(y)‖≤ ϕ(x, y) (2.12)

para todo x, y ∈ E1. Si ϕ satisface

ĺım
n→∞

4−nβϕ(2nx, 2ny) (2.13)

para todo x, y ∈ E1, entonces existe una única función cuadrática Q : E1 → E2

satisfaciendo

‖f(x)−Q(x)‖β≤
1

4β
1

1− L
ϕ(x, x). (2.14)



Caṕıtulo 3

Estabilidad de ecuaciones

funcionales asociadas con la

ecuación cuadrática

En este caṕıtulo se estudia la estabilidad de las ecuaciones funcionales

2f (x1 − z) + 2f (x2 − z) + 4f (z − x3) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3) (3.1)

y

||2f (x1 − z) + 2f (x2 − z) + 4f (z − x3)− 2f(x1 − x3)|| ≤ ||2f(x2 − x3)|| (3.2)

donde z = x1+x2
2

y f : X → Y es una función, donde X, Y pueden ser espacios

vectoriales, métricos o normados. Ambas ecuaciones derivadas de la semi-ley del

paralelogramo.

Nota 3.1. Sea X un espacio vectorial. A lo largo de este caṕıtulo, dados dos

puntos x, y ∈ X definiremos zxy como

zxy =
x+ y

2
,

entonces la ecuación 3.1 se puede escribir como

2f (x1 − zx1x2) + 2f (x2 − zx1x2)

+ 4f (zx1x2 − x3) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3) (3.3)

23
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Nota 3.2. Si x3 = 0, la ecuación 3.3 se reduce a

2f

(
x1 + x2

2

)
+ f

(
x1 − x2

2

)
+ f

(
x2 − x1

2

)
= f(x1) + f(x2). (3.4)

La estabilidad de la ecuación 3.4 se estudia en [23].

Si x3 = 0 y la función f es par, la ecuación 3.3 se reduce a

2f

(
x1 + x2

2

)
+ 2f

(
x1 − x2

2

)
= f(x1) + f(x2). (3.5)

La estabilidad de la ecuación 3.5 se estudia en [24].

Si x3 = 0, la función f es par y se reemplaza x1, x2 por y−x
2
, x+y

2
; donde x, y

pertenecen al espacio, la ecuación 3.2 se reduce a∣∣∣∣∣∣∣∣f(x) + f(y)− 2f

(
x− y

2

)∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∣∣∣∣2f (x+ y

2

)∣∣∣∣∣∣∣∣ . (3.6)

La estabilidad de la ecuación 3.6 se estudia en [25].

3.1. Resultados de estabilidad

En esta sección enunciaremos resultados de estabilidad asociados a la ecuación 3.1

y 3.2, para este propósito se demuestra el siguiente resultado

Proposición 3.3. Sean X y Y dos espacios vectoriales. Supongamos que el mapeo

f : X → Y satisface f(−x) = f(x), para todo x ∈ X. Entonces f satisface 3.3 si,

y sólo si satisface

f(x1 + x2) + f(x1 − x2) = 2f(x1) + 2f(x2) (3.7)

para todo x1, x2, x3 ∈ X

Demostración. Supongamos que el mapeo f satisface (3.3), tomando x1 = x2 =

x3 = 0 obtenemos

2f(0) + 2f(0) + 4f(0) = 2f(0) + 2f(0)

f(0) = 0
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Si x3 = x2 = 0, entonces

2f
(x1

2

)
+ 2f

(
−x1

2

)
+ 4f

(x1
2

)
= 2f(x1) + 2f(0)

4f
(x1

2

)
= f(x1).

esto es 4f
(x

2

)
= f(x) para todo x ∈ X.

Tomando x3 = 0 obtenemos

2f (x1 − zx1x2) + 2f (x2 − zx1x2) + 4f (zx1x2) = 2f(x1) + 2f(x2)

2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x2 − x1

2

)
+ 4f (zx1x2) = 2f(x1) + 2f(x2)

4f

(
x1 − x2

2

)
+ 4f

(
x1 + x2

2

)
= 2f(x1) + 2f(x2)

f (x1 − x2) + f (x1 + x2) = 2f(x1) + 2f(x2),

luego f es un mapeo cuadrático.

Rećıprocamente, supongamos que f satisface (3.7) tomando x2 = 0,

2f(x1) = 2f(x1) + 2f(0),

aśı f(0) = 0 y reemplazando x1, x2 por x1
2

, obtenemos

f(x1) = 4f
(x1

2

)
.

Reemplazando x1, x2 por x1−x3 y x2−x3 respectivamente en (3.7), donde x1, x2, x3 ∈
X, se tiene

f(x1 + x2 − 2x3) + f(x1 − x2) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

4f (zx1x2 − x3) + 2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x1 − x2

2

)
= 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

4f (zx1x2 − x3) + 2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x2 − x1

2

)
= 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

2f (x1 − zx1x2) + 2f (x2 − zx1x2) + 4f (zx1x2 − x3) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

esto es f cumple (3.3).
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Dada una función f : X → Y , definimos

Df(x1, x2, x3) = f (x1 − zx1x2)+f (x2 − zx1x2)+2f (zx1x2 − x3)−f(x1−x3)−f(x2−x3)

para todo x1, x2, x3 ∈ X. Entonces de la ecuación 3.1 y utilizando el método directo

obtenemos el siguiente resultado

Proposición 3.4. Sea X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Sea

f : X → Y , que satisface f(0) = 0. Si existe una función ϕ : X3 → [0,∞) tal que

ϕ̂(x1, x2, x3) =
∞∑
k=0

4kϕ
(x1

2k
,
x2
2k
,
x3
2k

)
<∞, (3.8)

‖Df(x1, x2, x3)‖≤ ϕ(x1, x2, x3), (3.9)

para todo x1, x2, x3 ∈ X. Entonces existe una función cuadrática Q : X → Y tal

que

‖f(x) + f(−x)−Q(x)‖≤ ϕ̂(x, 0, x) + ϕ̂(−x, 0,−x) (3.10)

Demostración. Sea x1 = x3 = x y x2 = 0, entonces∥∥∥∥f (−x2
)

+ 3f
(x

2

)
− f(x)

∥∥∥∥ ≤ ϕ(x, 0, x), (3.11)

para todo x ∈ X. Reemplazando x por −x obtenemos∥∥∥∥f (x2)+ 3f

(
−x
2

)
− f(−x)

∥∥∥∥ ≤ ϕ(−x, 0,−x), (3.12)

para todo x ∈ X.
Definamos g(x) := f(x) + f(−x), se sigue de (3.11) y (3.12)

∥∥∥4g
(x

2

)
− g(x)

∥∥∥=

∥∥∥∥4f
(x

2

)
+ 4f

(
−x
2

)
− f(x)− f(−x)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥3f
(x

2

)
+ f

(x
2

)
+ 3f

(
−x
2

)
+ f

(
−x
2

)
− f(−x)− f(x)

∥∥∥∥
≤ ϕ(−x, 0,−x) + ϕ(x, 0, x).

Esto implica

∥∥∥4ng
( x

2n

)
− 4mg

( x

2m

)∥∥∥ ≤ m−1∑
j=n

4jϕ
( x

2j
, 0,

x

2j

)
+

m−1∑
j=n

4jϕ

(
−x
2j
, 0,
−x
2j

)
(3.13)
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para todo entero m,n con n < m. Se sigue de (3.8) que la sucesión
{

4kg
(
x
2k

)}
es

de Cauchy para todo x ∈ X. Como Y es completo, existe

Q(x) = ĺım
k→∞

4kg
( x

2k

)
por la definición de g(x) tenemos que Q(x) es una función par y además por (3.8)

y (3.9)

‖DQ(x1, x2, x)‖ = ĺım
k→∞

4k
∥∥∥Dg (x1

2k
,
x2
2k
,
x

2k

)∥∥∥
≤ ĺım

k→∞
2

[
4kϕ

(x1
2k
,
x2
2k
,
x

2k

)
+ 4kϕ

(
−x1
2k

,
−x2
2k

,
−x
2k

)]
= 0

para todo x1, x2, x ∈ X, luego DQ(x1, x2, x) = 0, entonces por la proposición (3.3)

Q(x) es una función cuadrática. Haciendo n = 0 y m → ∞ en (3.13), obtenemos

(3.10). Ahora supongamos que existe otra función cuadrática

Q′ : X → Y

que satisface (3.10), entonces

‖Q(x)−Q′(x)‖ = 4k
∥∥∥Q( x

2k

)
−Q′

( x
2k

)∥∥∥
≤ 4k

∥∥∥∥Q( x2k)− f ( x2k)+ f

(
−x
2k

)∥∥∥∥+

4k
∥∥∥∥f ( x2k)− f

(
−x
2k

)
−Q′

( x
2k

)∥∥∥∥
≤ 2 · 4kϕ

( x
2k
, 0,

x

2k

)
+ 2 · 4kϕ

(
−x
2k
, 0,
−x
2k

)
el cual tiende a cero si k →∞, luego Q = Q′.

Ahora, usando la alternativa del punto fijo, se investigara la estabilidad de la

ecuación 3.1.
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Proposición 3.5. Sea ϕ : X3 → [0,∞) y 0 < L < 1 tal que

ϕ(x1, x2, x3) ≤
1

4
Lϕ(2x1, 2x2, 2x3), (3.14)

para todo x1, x2, x3 ∈ X.
Sea f : X → Y un mapeo par entre espacios de Banach que satisface

‖Df(x1, x2, x3)‖≤ ϕ(x1, x2, x3), (3.15)

entonces existe un único mapeo cuadrático A : X → Y tal que

‖f(x)− A(x)‖≤ L

4− 4L
ϕ(2x, 0, 0) (3.16)

para todo x ∈ X.

Demostración. De (3.14) obtenemos

ϕ(0, 0, 0) = 0,

luego haciendo x1, x2, x3 = 0 en (3.15), se tiene f(0) = 0.

Consideremos el conjunto S := {g | g : X → Y } e introduzcamos la función d en

S definida por

d(g, h) := ı́nf Sϕ(g, h),

donde

Sϕ(g, h) = {C ∈ (0,∞) : ||g(x)− h(x)|| ≤ Cϕ(2x, 0, 0) para todo x ∈ X},

para todo g, h ∈ S. d es una métrica generalizada, en efecto;

1. Sean g, h ∈ S.
d(g, h) = 0 ⇐⇒ ||g(x)− h(x)|| = 0 para todo x ∈ X

⇐⇒ g(x) = h(x) para todo x ∈ X

⇐⇒ g = h.

2. Dados f, g ∈ S

d(g, h) = ı́nf Sϕ(g, h) = ı́nf Sϕ(h, g) = d(h, g).
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3. Dados g, f, h ∈ S se tiene

Sϕ(g, f) + Sϕ(f, h) =
{
C1 + C2 : ‖g(x)− f(x)‖≤ C1ϕ(2x, 0, 0)

y ‖f(x− h(x)‖≤ C2ϕ(2x, 0, 0) para todo x ∈ X
}

⊆
{
C ∈ (0,∞) : ‖g(x)− f(x)‖+‖f(x)− g(x)‖

≤ Cϕ(2x, 0, 0) para todo x ∈ X
}
, C = C1 + C2.

⊆
{
D ∈ (0,∞) : ‖g(x)− h(x)‖≤ Dϕ(2x, 0, 0)

para todo x ∈ X
}
,

luego

d(g, h) = ı́nf Sϕ(g, h) ≤ ı́nf Sϕ(g, f) + ı́nf Sϕ(f, h) = d(g, f) + d(f, h).

Sea {hn} una sucesión de Cauchy en (S, d). Entonces dado ε > 0, existe Nε tal

que d(hn, hm) < ε para m,n ≥ Nε. La definición de d implica que existe C ∈ (0, ε)

tal que

‖hn(x)− hm‖≤ Cϕ(2x, 0, 0) ≤ εϕ(2x, 0, 0) (3.17)

para todo n,m ≥ Nε y todo x ∈ X. Aśı {hn(x)} es una sucesión de Cauchy en Y

para cada x ∈ X. Donde Y es completo, existe h : X → Y tal que

h(x) = ĺım
n→∞

hn(x),

para todo x ∈ X. Haciendo n→∞ en (3.17), tenemos que para m ≥ Nε

‖hm(x)− h(x)‖≤ εϕ(2x, 0, 0)

⇒ d(hm, h) < ε.

para todo x ∈ X. Esto implica que la sucesión de Cauchy {hn} converge a h en

(S, d), esto es; (S, d) es un espacio completo.

Definamos un mapeo J : S → S por

J(g(x)) = 4g
(x

2

)
,
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para todo x ∈ X. J es un mapeo estrictamente contractivo en S, en efecto dado

g, h ∈ S, sea C ∈ [0,∞] una constante arbitraria con d(g, h) ≤ C, luego

‖g(x)− h(x)‖≤ Cϕ(2x, 0, 0)

‖4g
(x

2

)
− 4h

(x
2

)
‖≤ 4Cϕ(x, 0, 0)

‖J(g(x))− J(h(x))‖≤ Lϕ(2x, 0, 0)

para todo x ∈ X. Entonces d(J(g), J(h)) ≤ Ld(g, h). Luego J es un mapeo estric-

tamente contractivo con constante Lipschitz 0 < L < 1.

Haciendo x2 = x3 = 0 en (3.15) obtenemos∥∥∥4f
(x1

2

)
− f(x1)

∥∥∥ ≤ ϕ(x1, 0, 0) ≤ L

4
ϕ(2x1, 0, 0)

para todo x1 ∈ X, aśı d(f, J(f)) ≤ L
4
<∞. Se sigue de la proposición (2.6) que la

sucesión {Jn(f)} converge al punto fijo A de J , esto es

A : X → Y, A = ĺım
n→∞

4nf
( x

2n

)
.

A es el único punto fijo de J en el conjunto S∗ := {g : d(g, f) <∞} y

d(A, f) ≤ 1

1− L
d(J(f), f) ≤ L

4− 4L
,

aśı se cumple (3.16). Además

‖DA(x, y, z)‖= ĺım
k→∞

1

4k

∥∥∥Df ( x
2n
,
y

2n
,
z

2n

)∥∥∥ ≤ ĺım
k→∞

Lkϕ (x, y, z) = 0,

luego por la proposición (3.3), A es una función cuadrática.

Los resultados obtenidos en las proposiciones anteriores pueden ser debilitados

si en vez de considerar la igualdad (3.1), se trabaja con una desigualdad como

la planteada en la ecuación (3.2), para este propósito se enuncia y demuestra el

siguiente resultado
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Proposición 3.6. Sean X, Y espacios normados. Si f : X → Y es una función

par, entonces

‖2f (x1 − zx1x2) + 2f (x2 − zx1x2)

+4f (zx1x2 − x3)− 2f(x1 − x3)+‖ ≤ ‖2f(x2 − x3)‖ (3.18)

si, y sólo si

f(x1 + x2) + f(x1 − x2) = 2f(x1) + 2f(x2), (3.19)

para todo x1, x2, x3 ∈ X.

Demostración. Supongamos que el mapeo f : X → Y satisface (3.18), tomando

x1 = x2 = x3 = 0 obtenemos

‖6f(0)‖≤ ‖2f(0)‖,

esto implica que f(0) = 0.

Haciendo x2 = x3 = 0 entonces∥∥∥4f
(x1

2

)
)− f (x1)

∥∥∥ ≤ ||f(0)||;

esto es 4f
(
x
2

)
= f(x) para todo x ∈ X.

Ahora de (3.18) y del hecho que f es par, tenemos que

‖f(x1 − x2) + f(x2 + x1 − 2x3)− 2f(x1 − x3)‖≤ ‖2f(x2 − x3)‖,

multiplicando la desigualdad por 2, haciendo x3 = 0 y reemplazando x, y por
x1 − x2

2
,
−x1 − x2

2
respectivamente, se tiene

‖2f(x) + 2f(y)− f(x− y)‖≤ ‖f(x+ y)‖. (3.20)

De [4] se tiene que si f satisface (3.20) entonces satisface (3.7).

Rećıprocamente, supongamos que f satisface (3.7) tomando x2 = 0,

2f(x1) = 2f(x1) + 2f(0),
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aśı f(0) = 0 y reemplazando x1, x2 por x1
2

, obtenemos

f(x1) = 4f
(x1

2

)
reemplazando x1, x2 por x1 − x3 y x2 − x3, respectivamente en (3.7) se tiene

f(x1 + x2 − 2x3) + f(x1 − x2) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

4f (zx1x2 − x3) + 2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x1 − x2

2

)
= 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

4f (zx1x2 − x3) + 2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x2 − x1

2

)
= 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3)

2f (x1 − zx1x2) + 2f (x2 − zx1x2) + 4f (zx1x2 − x3) = 2f(x1 − x3) + 2f(x2 − x3),

luego f cumple (3.18).

Definamos para toda f : X → Y

Cf(x1, x2, x3) := 2f

(
x1 − x2

2

)
+ 2f

(
x2 − x1

2

)
+ 4f (zx1x2 − x3)− 2f(x1 − x3)

para todo x1, x2, x3 ∈ X. Entonces de la ecuación 3.2 y empleando la alternativa

del punto fijo obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.7. Sean X, Y espacios de Banach. Supongamos que un mapeo par

f : X → Y satisface

‖Cf(x1, x2, x3)‖ ≤ ‖f(x2 − x3)‖+ϕ(x1, x2, x3), (3.21)

para todo x1, x2, x3 ∈ X, donde ϕ : X3 → [0,∞) es una función dada. Si existe

L < 1 tal que

ϕ(x1, x2, x3) ≤
L

4
ϕ(2x1, 2x2, 2x3) (3.22)

para todo x1, x2, x3 ∈ X. Entonces existe un único mapeo cuadrático Q : X → Y

tal que

‖f(x)−Q(x)‖≤ L

8− 8L
ϕ(2x, 0, 0) (3.23)

para todo x ∈ X.

Demostración. De (3.22) se prueba que

ϕ(0, 0, 0) = 0.
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Haciendo x1 = x2 = x3 = 0 en (3.21) se obtiene que f(0) = 0.

Consideremos el conjunto S := {g|g : X → Y } y definiremos la métrica generali-

zada d en S definida por

d(g, h) := ı́nf Sϕ(g, h)

donde

Sϕ(g, h) := {C ∈ (0,∞) : ‖g(x)− h(x)‖≤ Cϕ(2x, 0, 0) para todo x ∈ X}

para todo g, h ∈ S. Sabemos que (S, d) es completo. Definamos un mapeo J : S →
S por

J(g(x)) = 4g
(x

2

)
,

para todo x ∈ X. J es un mapeo estrictamente contractivo en S, en efecto. Dado

g, h ∈ S, sea C ∈ [0,∞] una constante arbitraria con d(g, h) ≤ C, luego

‖g(x)− h(x)‖≤ Cϕ(2x, 0, 0)∥∥∥4g
(x

2

)
− 4h

(x
2

)∥∥∥ ≤ 4Cϕ(x, 0, 0).

De (3.22)

‖J(g(x))− J(h(x))‖≤ Lϕ(2x, 0, 0)

para todo x ∈ X. Entonces

d(J(g), J(h)) ≤ Ld(g, h).

Luego J es un mapeo estrictamente contractivo con constante Lipschitz 0 < L < 1.

Tomando x2 = x3 = 0 en (3.21)∥∥∥4f
(x1

2

)
− f(x1)

∥∥∥ ≤ 1

2
ϕ(x1, 0, 0) ≤ L

8
ϕ(2x1, 0, 0)

esto es d(J(f), f) ≤ L
8
< ∞. Se sigue de la proposición (2.6) que la sucesión

{Jn(f)} converge al punto fijo Q de J , es decir

Q : X → Y Q(x) = ĺım
n→∞

4nf
( x

2n

)
.
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Q es el único punto fijo de J en el conjunto S∗ := {g : d(g, f) <∞} y

d(Q, f) ≤ 1

1− L
d(J(f), f) ≤ L

8− 8L
,

aśı se cumple (3.23) además

‖CQ(x1, x2, x3)‖ = ĺım
n→∞

4n
∥∥∥Cf (x1

2n
,
x2
2n
,
x3
2n

)∥∥∥
≤ ĺım

n→∞
4n
[∥∥∥f (x2

2n
− x3

2n

)∥∥∥+ ϕ
(x1

2n
,
x2
2n
,
x3
2n

)]
≤ ‖Q(x2 − x3)‖+ ĺım

n→∞
4nϕ

(x1
2n
,
x2
2n
,
x3
2n

)
≤ ‖Q(x2 − x3)‖+ ĺım

n→∞
Lnϕ(x1, x2, x3)

≤ ‖Q(x2 − x3)‖

de la proposición (3.6) se tiene que Q es una función cuadrática.



Caṕıtulo 4

Productos interiores

Dado un espacio normado (X, ‖·‖), si la función f(x) = ‖x‖2; para todo x ∈ X,

satisface la ley del paralelogramo, entonces en X se puede definir un producto in-

terior. Si en lugar de suponer la ley del paralelogramo trabajamos con la semi-ley

del paralelogramo, surge la siguiente pregunta ¿Es posible hallar una condición

para la existencia del producto interior en el espacio?

En el caṕıtulo 3 se estudió la estabilidad de dos ecuaciones derivadas de la semi-

ley del paralelogramo. En este caṕıtulo se darán condiciones suficientes para la

existencia de productos interiores en base a esos resultados.

Si consideramos el estudio de la estabilidad de la ecuación 3.1 es posible hallar

condiciones para la existencia de un producto interior sobre el espacio que se

está trabajando.

Corolario 4.1. Sea X un espacio normado. Sea f : X → R una función par

satisfaciendo f(0) = 0 y

|Df(x1, x2, x3)|≤
θ

4
(‖x1‖r+‖x2‖r+‖x3‖r), (4.1)

con x1, x2, x3 ∈ X, θ ∈ [0, 1) y r > 1. Entonces existe una función cuadrática

Q : X → R tal que

|2f(x)−Q(x)|≤ θ‖x‖r
∞∑
k=0

1

(2r−1)k
, (4.2)

para todo x ∈ X.

35
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Demostración. Hagamos ϕ(x1, x2, x3) =
θ

4
(‖x1‖r+‖x2‖r+‖x3‖r), entonces

ϕ̂(x1, x2, x3) :=
∞∑
k=0

2kϕ
(x1

2k
,
x2
2k
,
x3
2k

)
=
∞∑
k=0

(
2k

(2k)r

)
θ

4
(‖x1‖r+‖x2‖r+‖x3‖r)

=
∞∑
k=0

(
1

(2r−1)k

)
θ

4
(‖x1‖r+‖x2‖r+‖x3‖2r) <∞.

Luego por la proposición 3.4, existe una función cuadrática Q(x) tal que

|2f(x)−Q(x)| ≤ ϕ̂(x, 0, x) + ϕ̂(−x, 0,−x)

esto es

|2f(x)−Q(x)| ≤ θ‖x‖r
∞∑
k=0

1

(2r−1)k
.

Lemma 4.2. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado. Si su norma satisface

|Df(x1, x2, x3)| ≤
θ

4
(‖x1‖2+‖x2‖2+‖x3‖2) (4.3)

con f(x) = ‖x‖2, x, x1, x2, x3 ∈ X y θ ∈ [0, 1). Entonces existe un producto interior

en X.

Demostración. Del corolario 4.1, con r = 2; se prueba que existe una función

cuadrática Q : X → R tal que

∣∣2‖x‖2−Q(x)
∣∣ ≤ 2θ‖x‖2 (4.4)

esto implica que

Q(0) = 0

y

Q(x) ≥ 2‖x‖2(1− θ) > 0.

Además si Q(x) = 0 entonces

0 ≥ 2‖x‖2(1− θ),
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esto implica que x = 0; en otras palabras

Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0.

Por la proposición 1.22, existe una única forma bilineal B : X2 → R definida por

B(x1, x2) =
1

4
[Q(x+ y)−Q(x− y)],

se tiene entonces

B(x, x) = Q(x) ≥ 0.

B(x, x) = Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0,

aśı B es un producto interior sobre X.

Corolario 4.3. Sean X un espacio normado. Sea f : X → Y una función par que

satisface

|Df(x1, x2, x3)| ≤ θ (‖x1‖r+‖x2‖r+‖x2‖r) (4.5)

con x1, x2, x3 ∈ X , r > 2 y 0 ≤ θ. Entonces existe una función cuadrática

Q : X → R tal que

|f(x)−Q(x)| ≤ 1

1− 22−r θ‖x‖
r (4.6)

para todo x ∈ X.

Demostración. Tomemos ϕ(x1, x2, x3) = θ (‖x1‖r+‖x2‖r+‖x2‖r) entonces

22−r

4
ϕ(2x12, x2, 2x3) = ϕ(x1, x2, x3),

donde L = 22−r < 1, se sigue de la proposición 3.5 que existe una función cuadráti-

ca Q : X → R que satisface

|f(x)−Q(x)|≤ L

4− 4L
ϕ(2x, 0, 0),

esto es;

|f(x)−Q(x)|≤ 22−r

4− 4 · 22−r θ‖2x‖
r. (4.7)

De (4.7) se sigue (4.6).
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Lemma 4.4. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado. Si

|Df(x1, x2, x3)| ≤ θ
(
‖x1‖4+‖x2‖4+‖x2‖4

)
, (4.8)

donde f(x) = ‖x‖4, x, x1, x2, x3 ∈ X y θ ∈ (0, 3
4

)
. Entonces existe un producto

interior en X.

Demostración. Del corolario 4.3, con r = 4; se tiene que existe una función

cuadrática Q : X → R tal que

∣∣‖x‖4−Q(x)
∣∣ ≤ 4

3
θ|‖x‖4, (4.9)

esto implica que

Q(0) = 0

y

Q(x) ≥ ‖x‖4(1− 4

3
θ) > 0.

Además si Q(x) = 0 entonces

0 ≥ ‖x‖4(1− 4

3
θ),

esto implica que x = 0; en otras palabras

Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0.

Por la proposición 1.22, existe una única forma bilineal B : X2 → R definida por

B(x1, x2) =
1

4
[Q(x+ y)−Q(x− y)],

se tiene entonces

B(x, x) = Q(x) ≥ 0.

B(x, x) = Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0,

aśı B es un producto interior sobre X.
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También al considerar el estudio de la estabilidad de la ecuación 3.2 es posible

hallar condiciones para la existencia de un producto interior sobre el espacio que

se esté trabajando.

Corolario 4.5. Sean X un espacio normado. Sea f : X → Y una función par que

satisface

|Cf(x1, x2, x3)| ≤ |f(x2 − x3)|+θ (‖x1‖r+‖x2‖r+‖x2‖r) (4.10)

con x1, x2, x3 ∈ X , r > 2 y 0 ≤ θ. Entonces existe una función cuadrática

Q : X → R tal que

|f(x)−Q(x)| ≤ 1

4− 4 · 22−r θ‖x‖
r (4.11)

para todo x ∈ X.

Demostración. Tomemos ϕ(x1, x2, x3) = θ (‖x1‖r+‖x2‖r+‖x2‖r) entonces

22−r

4
ϕ(2x12, x2, 2x3) = ϕ(x1, x2, x3),

donde L = 22−r < 1, se sigue de la proposición 3.7 que existe una función cuadráti-

ca Q : X → R que satisface

|f(x)−Q(x)|≤ L

8− 8L
ϕ(2x, 0, 0),

esto es;

|f(x)−Q(x)|≤ 22−r

8− 8 · 22−r θ‖2x|‖
r. (4.12)

De (4.12) se sigue (4.11).

Lemma 4.6. Sea (X, ‖·‖) un espacio normado. Si

|Cf(x1, x2, x3)| ≤ |f(x2 − x3)|+θ
(
‖x1‖4+‖x2‖4+‖x2‖4

)
, (4.13)

donde f(x) = ‖x‖4, x, x1, x2, x3 ∈ X y θ ∈ (0, 3) . Entonces existe un producto

interior en X.

Demostración. Del corolario 4.5, con r = 4; se tiene que existe una función

cuadrática Q : X → R tal que

∣∣‖x‖4−Q(x)
∣∣ ≤ 1

3
θ‖x‖4, (4.14)
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esto implica que

Q(0) = 0

y

Q(x) ≥ ‖x‖4(1− 1

3
θ) > 0.

Además si Q(x) = 0 entonces

0 ≥ ‖x‖4(1− 1

3
θ),

esto implica que x = 0; en otras palabras

Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0.

Por la proposición 1.22, existe una única forma bilineal B : X2 → R definida por

B(x1, x2) =
1

4
[Q(x+ y)−Q(x− y)],

se tiene entonces

B(x, x) = Q(x) ≥ 0.

B(x, x) = Q(x) = 0 si, y sólo si x = 0,

aśı B es un producto interior sobre X.

En particular los lemas 4.4 y 4.6 nos permiten encontrar condiciones para afirmar

que si un espacio satisface la semi-ley del paralelogramo entonces se puede defi-

nir un producto interior, este resultado es análogo a la relación entre la ley del

paralelogramo y los productos interiores, con una diferencia clave; mientras la ley

del paralelogramo nos ofrece condiciones necesarias y suficientes para la existencia

de un producto interior, a partir de la semi-ley del paralelogramo solamente se

enunciaron condiciones suficientes para la existencia de un producto interior.
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