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Introduccion

En el ano de 1940 S. M. Ulam (cf. [8]), durante una charla en un coloquio de

matematicas en la universidad de Wisconsin, formulé el siguiente problema:

Sea G1 un grupo y G un grupo métrico con una métrica d(-,-). Dado

un € > 0 existe un & > 0 tal que si una funcion h : Gy — G9 satisface
d(h(zy), h(z)h(y)) <0,

para todo x,y € X, entonces existe un homomorfismo H : Gi — G
tal que
d(h(z), H(z)) <e,

para todo x € G ?

En caso de que la respuesta sea positiva se dice que la ecuacion funcional para
homomorfismo es estable. Es decir, Ulam se preguntaba si al tener una funcién
que “cast” es un homomorfismo, es posible garantizar la existencia de un homo-

morfismo o dicho de una forma més general:

Supongamos un objeto matemdtico que satisface aprorimadamente una
cierta propiedad, ; entonces es posible aproximar este objeto por obje-

tos, satisfaciendo la propiedad exactamente?



No fue hasta el ano 1941, que D. H. Hyers (cf. [9]) dio una respuesta positiva a

este problema para el caso en que G, G5 son espacios de Banach

Proposicién 0.1 (Teorema de Hyers). Sea 6 > 0y f : G; — G2 una funcién

entre espacios de Banach tal que

f(z+y) = flx) = f(Yll <6 paratodo z,y€ G,

entonces existe una funcién aditiva 7'(z) : G; — G, tal que

[|f(z) = T(x)|]] <0 paratodo z € Gj.

En otras palabras, Hyers caracterizé los espacios de Banach que poseen una solu-

cién de la ecuacién funcional de Cauchy

flx+y) = fx)+ f(y).

Asi mismo, en 1978 Th. M. Rassias (cf. [10]) debilit6 las hipétesis de la cota de
la “diferencia de Cauchy”del teorema de Hyers, esta diferencia estda dada por la

expresion

f@+y) = flx) = f(y);

Hyers acota esta diferencia con un niimero ¢ > 0 y Rassias generaliza el resultado

al utilizar como cota una funcién.

Proposicién 0.2 (Teorema de Rassias). Sea f : G; — G5 una funcién entre

espacios de Banach. Si f satisface la desigualdad

f(z+y) = flz) = fI < Ol” + [lyl]")

para algin 8 > 0, 0 < p < 1y todo z,y € GG1, entonces existe una tnica funcién

aditiva A : G; — G5 tal que

20
2-2°

1f(z) = A(z)]] <

|-



En 1991, Gadja [20] prueba el caso en que p > 0 y Semrl [19] dio un ejemplo de
una ecuacion funcional que no cumplia el teorema de Rassias cuando p = 0. Los
resultados de Rassias influyeron para que una gran cantidad de matematicos se
interesaran en los problemas de estabilidad de una ecuacién funcional, donde dichos
problemas son conocidos como estabilidad de Hyers-Ulam-Rassias ; asi es posible
a través del estudio de la estabilidad encontrar soluciéon a distintas ecuaciones
funcionales y mas aun caracterizar espacios con propiedades importantes como
son los espacios con producto interior. Dado un espacio X # (), la manera més
simple de garantizar la existencia de un producto interior sobre X es garantizar

una solucién de la ecuacién funcional

fla+y) + flr—y) =2f(r) +2f(y) Va,yecX. (1)

Observe por ejemplo [4] en donde se prueba como la estabilidad de la ecuacién

12f (@) + 2f(y) — flay DI < [If(@y)l]

garantiza una solucion de la ecuacion (1); mas atin en [18] se estudia la estabilidad

de la ecuacion funcional

2p(x) < flz+y) + [z —y) = 2f(x) < 26(x),

donde f, ¢, son funciones con rango en R; encontrando una solucién F' de la

ecuacién funcional cuadratica

F(x+y)+ F(x —y) = 2F(x) + 2F(y),

donde se prueba, tomando f(x) := ||z||?, que el espacio dado es equivalente a un

espacio con producto interior.

En este trabajo se estudia la estabilidad de las ecuaciones funcionales

2f (x1 — 2) + 2f (wg — 2) +4f (2 — x3) = 2f (11 — 23) + 2f (w9 — x3)



[12f (z1 = 2) + 2f (22 — 2) + 4f (2 — x3) — 2f (21 — 23)|| < [|2f (22 — 23)]],

donde z = % y f: X — Y es una funcién, donde X,Y pueden ser espa-
cios vectoriales, métricos o normados. Se demuestra que la estabilidad de dichas

ecuaciones garantiza la existencia de soluciones para la ecuacién cuadratica

flx+y) + flr—y) =2f(z) +2f(y),

esto se hace utilizando dos métodos de gran uso en la teoria de la estabilidad, estos
métodos son conocidos como el método directo y la alternativa del punto fijo, ambos
son explicados a lo largo del trabajo. También se prueba que casos particulares de
la estabilidad de estas ecuaciones funcionales son condiciones suficientes para la

existencia de un producto interior.

El siguiente trabajo estda organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1 se
presenta algunos conceptos basicos referentes a espacios vectoriales, métricos y
de Banach y las ecuaciones funcionales de la ley del paralelogramo y la semi-ley
del paralelogramo, que seran de utilidad para realizar el trabajo. En el capitulo
2 se enuncian algunos antecedentes de la teoria de la estabilidad de ecuaciones
funcionales, este capitulo se basa; principalmente, en el libro del autor Soon-Mo
Jung [1]. Los resultados obtenidos en los capitulos 3 y 4, serdn sometidos a arbitraje
para su posible publicacién , estos resultados hacen referencia a la estabilidad de
ecuaciones funcionales derivadas de la semi ley del paralelogramo. Los resultados
del capitulo 4 demuestran la relacién entre la teoria del capitulo 3 y la existencia

de productos interiores en un espacio dado utilizando técnicas apropiadas, ver por
ejemplo C. Park [21], Choonkil BAAK|22].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos algunas definiciones y proposiciones basicas que

seran de utilidad en el presente trabajo.

Definicién 1.1. Un espacio vectorial F' sobre un campo K, es un conjunto con
dos operaciones binarias (+,-) que satisfacen, para todo u,v,w € F'y a,b € K,

las siguientes propiedades
L (u4v)+w=u+ (v+w).
2. u+v=v+u.
3. Existe un elemento 0 € F' talque u + 0 = w.
4. Para todo u € F', existe —u € F tal que u + (—u) = 0.
5. a-(u+v)=a-u+a-v.
6. (a+b)v=av+ bv.
7. a(bv) = (ab)v.

8. 1v = v, donde 1 denota la identidad multiplicativa en K.

Ejemplo 1.2. El espacio R", formado por los vectores de n componentes (1, xa, . . .

es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los ntimeros reales R.



Definicién 1.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Una forma bilineal

es una aplicaciéon

[V xV:i=»K
que cumple, para todo a € K y u,v,w € V,
L. flu+v,w) = f(u,w) + f(v,w).
2. flu,v+w) = f(u,v) + f(u,w).
3. flau,v) = af(u,v).
4. f(u,av) = af(u,v).

Si f(u,v) = f(v,u) se dird que la forma bilineal es simétrica.

Definicién 1.4. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y
d una métrica, esto es; una funcién de valor real definida en X x X tal que para

todo x,y, z € X satisface

1. d(z,y) =0 siy solosixz=y.
2. d(z,y) <0.

3. d(z,y) = d(y, x).

4. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z).

Definicién 1.5. Una sucesién {z,} de ntmeros reales es llamada sucesién de

Cauchy si para todo £ > 0 existe un N € N tal que para todo n,m < N se tiene
|zn — Tm|< €.

Nota 1.6. Toda sucesién convergente es una sucesién de Cauchy (ver [17]). El
reciproco, en general, es falso en un espacio métrico general. Por ejemplo, la su-
cesion {%} es una sucesién de Cauchy en el subespacio T' = (0, 1] de R, pero en

cambio dicha sucesién no converge

Definicién 1.7. El espacio X se dice completo si toda sucesion de Cauchy con-

verge en X, esto es; si su limite es un elemento de X.



Definicién 1.8. Una norma sobre un conjunto X es una funcién
]| XxX—>X

tal que para todo z,y € X y a un escalar
1. ||z]| > 0.
2. ||z|| = 0 siy solo si x = 0.

3. [z +yll < [l=[] +[lyl]-

4. o] = affx|]
Al par (X,]|| -]|), donde || - || es una norma; se llamara espacio normado.
Sea (X, ||||) un espacio normado, entonces ||-|| define una métrica d en X, definida
por

d(z,y) = [z —yll,
para todo x,y € X.

Definicién 1.9. Un espacio normado (X, || -||) es un espacio de Banach si X es

completo bajo la métrica inducida por la norma.

Definicién 1.10. Sea H un espacio vectorial sobre un campo K. H es un espacio
pre-Hilbert si existe una funcién () : H x H — K tal que para todo z,y,z € H y
A € K cumple

1. (x,z) >0, (z,z) =0siiz =0.

2. (\z,y) = Xz, y).

3. (z,y) = (y, 2).
4. (x+y,z) = (x,2) + (y, 2).

Definicién 1.11. Sea (H, (-)) un espacio pre-Hilbert, entonces la funcién
|| - || : H— R definida por

1
lz]] = {z,2)2,

€S una norma.



Definicién 1.12. Sea (X,d) un espacio métrico y f : (X,d) — (X,d). Se dice

que f es contractivo, si existe una constante 0 < L < 1 tal que

d(f(z), f(y)) < Ld(z,y), (1.1)

para todo x,y € X. El minimo valor de L que satisface 1.1 se conoce como cons-

tante de Lipschitz.

Definicién 1.13. Sea [ un nimero real fijo con 0 < § < 1 y sea K un campo.
Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una funcién || - ||g : £ — (0,00) es
llamada 8 — norma si, y solo si satisface

1. ||z||g = 0 si, y sélo si z = 0.
2. ||Mz|| = |\®||z||, para todo A € K, = € E.

3. |z +ylls <Ilz[ls + [lylls, para todo z,y € E.

1.1. Ecuaciones funcionales

En el campo cientifico es comun utilizar modelos matematicos para representar la
realidad. Esta idealizacién debe ser suficientemente simple, légicamente correcta,
admitir soluciones matematicas y al mismo tiempo, representar suficientemente
bien la realidad asociada al problema. Como en toda modelizacién mateméatica
se debe tener en cuenta los factores principales que intervengan en el problema y

despreciar aquellos que sean irrelevantes.

Una de las herramientas mas relevantes en los problemas de modelizacion ma-
tematica son las ecuaciones funcionales. Aunque la teoria de las ecuaciones funcio-
nales es muy antigua y constituye una rama muy importante de la Matematica, sus

contenidos son bastantes desconocidos, no solo los técnicos, sino los matematicos.

La teoria de las ecuaciones funcionales aparece casi al mismo tiempo que la de-
finicién moderna de funcién, aunque en siglos pasados ya se habian formulado
problemas relacionados con esta teorfa. En el ano 1347 el mateméatico N. Oresme
[6], describe una ecuacién funcional, que escrita en notacién moderna estd dada

por

S[(n+1)t] — S[nt]  2n+1
S[nt] — S[(n —1)t] ~ 2n

(1.2)



ecuacién que en 1638 Galileo Galilei [7] utiliza en sus experimentos para demostrar
que la caida de los cuerpos satisface la Ley Cuadratica. Por supuesto ninguno de
los dos sabia que esta representaba un problema de ecuaciones funcionales cuya

solucién (bajo ciertas condiciones) estd dada por S(t) = at?.

Ademas, las ecuaciones funcionales han sido utilizadas en otras areas de la ciencia
para resolver diversos problemas; por ejemplo, el problema de la ley del paralelo-
gramo para la composicion de fuerzas fue modelado en los siglos XVIII y XIX por

medio de ecuaciones funcionales, mediante el sistema

flx+y)=f(x)+ fly) z,y=>0

{9(1“ +y) — gz —y) = 29(x)g(y) D<y<u< (1.3)

0l

donde f y g son funciones reales. Como observamos, la primera de ellas es la
mencionada ecuacién funcional aditiva y la segunda es la ecuacién de D’Alembert,

quien la resolvié en el afio 1769 [5].

Otro problema de interés, es el estudio del matemético J. Tannery [16] en el afio

1886, del sistema de ecuaciones funcionales

{¢(z+y) = P(@)o(y) + P (y)¢(z) (1.4)

o(z +y) = d(x)p(y) — Y(x)Y(y)

donde 1, ¢ son funciones reales, para introducir las funciones seno y coseno, evi-

tando asi cualquier argumento geométrico.

Un primer aporte a la disciplina de las ecuaciones funcionales, fue estimulado por
el problema del paralelogramo de fuerzas. La prueba de esta ley pertenece a la
composicion de fuerzas y fue reducida por J. D’Alembert en el ano 1769 a la

solucién de la ecuacion funcional

fle+y)+g(x—y)=2f(x)f(y) (1.5)

Esta ecuacion fue considerada con el mismo propésito por S. D. Poisson en 1804
con una hipétesis de analiticidad, mientras que A. L. Cauchy en 1821 determiné el

sistema completo de soluciones.

Uno de las caracteristicas mas importantes de las ecuaciones funcionales es su

capacidad para modelar la realidad con un alto grado de certeza, pero para lograr
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una mayor comprensiéon de esta teoria debemos tener en cuenta ciertas definiciones

y conceptos.

1.2. Conceptos basicos y definiciones

Definicién 1.14. Una ecuacion funcional es una ecuacion en el que las varia-
bles desconocidas son funciones. Una ecuacién funcional en una variable de una

incognita es una expresién de la forma

Fx, f(z), f(ps(x))) = 0

Donde

= 7 es la variable y varia en un conjunto dado X.

{¢s}ses es una familia de funciones definidas de X en X.

S es un conjunto de indices no vacio.

f es la funcién a determinar y estd definida del conjunto X en un conjunto
Y.

Y, con valores en R o C.

F es una funcién definida en X x Y x Hse 5

Ejemplo 1.15. Las siguientes ecuaciones son tipicos ejemplos de ecuaciones fun-

cionales

= La ecuacion de Cauchy

flx+y) = flx)+ f(y) r,y € R. (1.6)

= La ecuaciéon homogénea

fzz, zy) = 2" f(x,y) r,y eR, 2> 0. (1.7)

Definicién 1.16 (sistema de ecuaciones funcionales). Un sistema de ecua-

ciones funcionales es un conjunto de n > 2 ecuaciones funcionales.

Definicién 1.17 (Dominio de una ecuacién funcional). Dada una ecuacién
funcional, el conjunto de todos los valores de las variables, que satisfacen la ecua-

cion se llama dominio de la ecuacidén funcional.



11

Definicién 1.18. Decimos que una funcién o conjunto de funciones es una solucién
particular de una ecuacion funcional o sistema si, y sélo si, ésta satisface la ecuacién

funcional o sistema sobre el dominio de definicidn.

1.2.1. La ecuacidon funcional cuadratica

Un ejemplo de las ecuaciones funcionales es la conocida ecuacién funcional cuadrati-
ca, esta ecuacion se deriva de la conocida ley del paralelogramo y afirma que: la
suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual a la suma de los

cuadrados de sus diagonales

(AB)* + (BC)* + (AD)* + (CD)* = (AC)* + (BD)>.

Si en vez de tomar los cuadrados de los segmentos se considera una funcién arbi-

traria obtenemos la siguiente definicion

Definicién 1.19. La ecuacién

fla+y) + flz—y) =2f(x) +2f(y) (1.8)

es llamada la ecuacion funcional cuadratica. Toda solucion de 1.8 es llamada

funcién cuadratica.

El estudio de la ecuacién funcional cuadratica es muy importante y sirve en muchos
casos para definir una norma en espacios abstractos, se conoce también que si la
funcién f(z) = ||z||* satisface 3.7 entonces la norma || - || genera un producto

interior y reciprocamente la norma generada por un producto interior satisface
1.8.

Proposicién 1.20. [2] Sean X, Y espacios vectoriales. Si f : X — Y satisface 1.8,

entonces
flra) =r*f(x)

para todo x € X y todo escalar 7.
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La solucién de la ecuacion cuadratica puede ser caracterizada, como lo indica la

siguiente proposicion

Proposicién 1.21. [2] La solucién general de

fle+y)+ flz—y)=2f(x) +2f(y), (1.9)

x,y € R viene dada por
f(x) = ca?, (1.10)

donde ¢ es una constante arbitraria.

El siguiente teorema permite caracterizar las funciones cuadraticas a partir de la

existencia de una forma bilineal.

Proposicién 1.22. 2| La funcién f: R — R es una funcién cuadrética si, y sélo

si existe un mapeo bilineal simétrico B : R? — R tal que

B(z,x) = f(x).

Este mapeo es tnico y estd dado por

Ble.y) = (e + 1) — f(z — )]

Nota 1.23. Si la funcién cuadratica f : X — Y satisface

1. f(z) >0,

2. f(z) =0si, ysélosiz=0,

implica que la forma bilineal B(z,y) es un producto interior.

1.2.2. La semi-ley del paralelogramo

En la formulacién de la ley del paralelogramo se considera que uno de los vértices
de la figura formada siempre estard localizado en el origen, pero es posible locali-
zar este paralelogramo en cualquier punto xy del espacio, luego él paralelogramo

serd como se muestra en la figura siguiente
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xs3

X1

n

Zo

si reemplazamos la norma por una distancia dada d(-, -), entonces la ley del para-

lelogramo establece que

d([L’l, 5(72)2 + d([EQ, ZE3)2 S 2d<£€0, l'1>2 + 2d(1‘0, ZE2)2, (]_]_]_)

Ahora, la ley del paralelogramo puede ser debilitada de dos formas: primero si
consideramos el punto medio de una de las diagonales y segundo, si en vez de
la igualdad se reemplaza con una desigualdad. Entonces consideremos el semi

paralelogramo

X

n

Zo

donde z es el punto medio de x1, x2, luego la ley del paralelogramo establece que

d(x1, 29)* + 4d (20, 2)* = 2d(21, 20)* + d(2, 70)*. (1.12)

Ahora, se puede debilitar la ecuacién 1.12 por una desigualdad y asi poder extender

su espectro de aplicabilidad sobre espacios mas generales.
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Sea X un espacio métrico, con una distancia d(-,-), diremos que X satisface la
semi-ley del paralelogramo si dados dos puntos z1, x5 € X, existe z tal que para

todox € X

d(x1,22)* + 4d(z, 2)* < d(21,2)* + d(29, 7)* (1.13)

se sigue de esta desigualdad que d(z,22) = d(z,71) = 2d(z1,22). Asi, si z € X
existe se le llamara el punto medio de x1, x5 y a partir de esta semi-ley se establece

que dicho punto medio es tnico.

Al igual que la ley del paralelogramo, es posible establecer una ecuacion funcional

a partir de la semi-ley del paralelogramo, dicha ecuacién puede ser escrita como

2f (r1 —2)+2f (g — 2) +4f (z — ) < 2f(x1 — ) + 2f(z2 — ), (1.14)

donde z = MT“



Capitulo 2

Estabilidad de ecuaciones

funcionales

En la practica, la construccién de un modelo suele consistir en una seleccion arbi-
traria, normalmente basada en criterios de simplicidad, de ecuaciones que parecen
representar la realidad con un cierto nivel de fiabilidad. Sin embargo, en muchas
ocasiones estos modelos presentan problemas técnicos o inconsistencias que lo ha-
cen inadmisibles. La técnicas de las ecuaciones funcionales suministra una herra-
mienta muy potente que permite evitar esta arbitrariedad y seleccionar modelos

basados en las restricciones que correspondan en cada caso.

En la resolucion de una ecuacién funcional nos podemos encontrar con dos tipos de
soluciones; una solucion particular 6 una solucién general. La solucion particular de
una ecuacién funcional es cualquier funcién (o conjunto de funciones) que satisface
la ecuacién dada en el dominio considerado y dentro de la clase de funciones con
la que se trabaja. Mientras que la solucién general es el conjunto total de todas
las soluciones de la ecuacién dentro de la clase de funciones con la que se trabaja

y en el dominio pertinente.

Muchas veces en el tratamiento de problemas matematicos o de modelacion de
problemas fisicos, suelen encontrarse pequenas variaciones que dan lugar a un
cambio en el modelo matematico que se trabaja, desde el punto de vista de las
ecuaciones funcionales; esto quiere decir, que en vez de encontrar una solucion de
una ecuaciéon funcional, se da con una funcién que “casi” satisface la ecuacion. S.
M. Ulam (cf. [8]) formulé el problema que darfa inicio a la teorfa de la estabilidad

de ecuaciones funcionales.

15
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Para poder entender mejor esta teoria se hace necesaria la siguiente definicion

Definicién 2.1 (Estabilidad de una ecuacién funcional). Sean X, Y espacios

normados. Para algunos i € {1,2,3} sean
g X?P = X

G:X3xY3 =Y

y @, ¢ X7 — [0, 00) funciones que satisfacen algunas condiciones, que dependeran
de la ecuacion funcional que se esté trabajando y el método de demostraciéon a

utilizar; si para toda funcion f que satisface
G (f(g1(z1, 22, 23)), f(g2(21, .22, 23)), [(93(21, .2, 3)), T1, T2, 3)[| < p(21, T2, T3)
para todo x1, z9, x3 € X, existe una funcién H tal que
G(H(g1(z1, w2, 23)), H(g2(21, T2, 33)), H(g3(21, 22, 3)), 1, 22, 25) = 0
para todo x1, .79, 23 € X, ¥
1f(z) = H(z)|| < ¢(z, 2, z)
para x € X entonces decimos que la ecuacién funcional

G(f(gi(w1, 29, 73)), f(g2(21, T2, 3)), f(g3(71, -T2, T3)), 1, T, ¥3) = 0

es estable.

2.1. Estabilidad de Hyers-Ulam-Rassias

El primer matematico en dar un resultado de estabilidad para ecuaciones fue D.

H. Hyers, este resultado esta enunciado en la proposicion 0.1.

Nota 2.2. En general, el teorema es valido para una funcién f : X — Y, donde

X,Y son espacio de Banach.
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Este resultado de Hyers establece que La ecuacion funcional

flx+y) = f(x)+ f(y)

es estable. Todo resultado similar al teorema de Hyers es conocido como estabi-
lidad de Hyers-Ulam

Th. M. Rassias en 1978 generaliza el resultado de Hyers al suponer que la dife-
rencia de Cauchy no es acotada, obteniendo asi un nuevo interés en el estudio
de la estabilidad de ecuaciones funcionales. El resultado original de Rassias es el

siguiente

Proposicién 2.3. [10] Sea f : R — R una funcién que satisface la desigualdad

f(z+y) = f=) = FIl < Ol” + [lyl]")

para algin 6 > 0, 0 < p < 1y todo =,y € R, entonces existe una unica funcién

aditiva A : R — R tal que

20

If(@) - A@)l < 5=

|-

para todo x € R.

La funcién (z,y) — f(z +y) — f(x) — f(y) es conocida como la diferencia de

f2"z)

o } es conocida como la sucesion de Hyers-Ulam.

Cauchy y la sucesién {

En 1992 Semrl prueba que la generalizacion de Rassias no se cumple para p = 1

con el siguiente resultado

Proposicién 2.4. Existe una funcién continua f : R — R que satisface

|f(x+y) — flz) = f)I< [z]+]y]

para todo x,y € Ry
f(z)

1 _— =

r—oo0 I

Dicha funcién esta definida por

fa) = { zlogy(x+1) sixz >0 (2.1)

zlogylr + 1] siz <0
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Todo resultado similar al teorema de Rassias es conocido como estabilidad de
Hyers-Rassias-Ulam, pero a lo largo de este trabajo nos referiremos a resulta-

dos de este tipo como estabilidad de ecuaciones funcionales.

En base a las demostraciones de los resultados de Hyers y Rassias fue posible
obtener una manera para resolver problemas de estabilidad de ecuaciones funcio-
nales, este procedimiento es conocido como el método directo. Como alternativa a
la demostracién por el método directo, se utiliza otro procedimiento basado en la

teoria de puntos fijos de funciones.

2.1.1. Meétodo directo

La prueba de los problemas de estabilidad de Hyers y Rassias se puede dividir en
los siguientes pasos

2" >
1. Probar que {%} es una sucesion de Cauchy.

n=1

2. Probar que

es aditiva.

3. Se prueba que la diferencia f(z)— A(x) satisface la desigualdad deseada (En
el caso del teorema de Hyers que |f(z) — A(x)|< §).

4. Probar la unicidad de A.

Si la solucion de un problema de estabilidad de una ecuacién funcional satisface

estos pasos se dice que la prueba fue hecha por el método directo.
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2.1.2. Alternativa del punto fijo

Existe un método diferente al método directo para la solucién de problemas de
estabilidad, este es conocido como la alternativa del punto fijo, para poder entender

este método es necesario manejar algunas definiciones y resultados

Definicién 2.5. Sea X un conjunto. Una funcién d : X x X — [0, o] es llamada

una métrica generalizada en X si satisface

1. d(z,y) = 0siysolossix=y.
2. d(z,y) = d(y,x) para todo z,y € X.
3. d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) para todo z,y, z € X.

Proposicién 2.6. [Teorema del punto fijo|(cf.[3]) Sea (X, d) un espacio métrico
generalizado y J : X — X un mapeo estrictamente contractivo con constante

Lipschitz L < 1. Si existe £ € X y un entero no negativo k tal que
d(J*(x), J* () < oo,

entonces
1. La sucesion {J"(x)} converge al punto fijo z* de J.
2. 2* es el tnico punto fijo de J en X* = {y € X : d(y,z) < oo}.
3. Siy € X* entonces
d(y,2") < ——=d(J(y),y).

En base a 2.6 la alternativa del punto fijo se puede resumir de la siguiente manera

1. Se introduce una métrica generalizada en un subespacio de funciones, cominmen-

te definida por
d(g,h) = inf{C: ||g(z) — h(z)[|< Ce},

donde ¢ es una funcion que satisface ciertas propiedades de acuerdo al pro-

blema.
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2. Se introduce una funcién J(g) = r?g (%) y se prueba que
d(J(g), J(h)) < Ld(g, h)

para L > 1.

3. Se prueba que d(J(f), f) < 1, donde f es la funcién involucrada en el pro-
blema de estabilidad, ademés esto prueba que existe un tnico punto fijo @,

que satisface el problema de estabilidad.

Toda solucién de un problema de estabilidad que satisfaga estos pasos, se dice que

fue resuelto por la alternativa del punto fijo.

2.2. Estabilidad de la ecuacion funcional

cuadratica

Aunque los primeros problemas de estabilidad que se estudiaron fueron referentes
a funciones aditivas o lineales, pronto se extendié este estudio a otros tipos de
ecuaciones funcionales. Entre estos podemos destacar la estabilidad de la ecuacién

funcional cuadratica.

F. Skof [11] fue el primero en probar la estabilidad de Hyers-Ulam de la ecua-
cién funcional cuadratica para una funcién f : E; — FE,, donde Ej, F5 son un
espacio normado y un espacio de Banach, respectivamente. P. W. Cholewa [12]
demostrd que el teorema de Skof también es vélido si E; se sustituye por un grupo

abeliano G.

Proposicién 2.7 (Skof). Sea G un grupo abeliano y F un espacio de Banach. Si

una funcién f : G — E satisface la desigualdad

[f(x+y)+ flz—y)—2f(x) = 2f(y)||I< (2.2)

para algin § > 0 y todo z,y € G, entonces existe una unica funciéon cuadratica
Q : G — FE tal que
) (2.3)

N | —

1f(z) = Q(z)[|<

para todo x € G.
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S. Czerwik [13] probé la estabilidad de la ecuacién funcional cuadratica (Estabili-
dad de Hyers-Rassias-Ulam)

Proposicién 2.8 (Czerwik). Sean F; y FEs espacios normados y de Banach

respectivamente. Si una funcion f : By — FE, satisface

1z +y) + [z —y) = 2f(x) = 2f (W) < 6 + Ol |["+]y[|") (2:4)

par algin 6,0 > 0, p < 2y todo z,y € E; —{0}, entonces existe una tinica funcién

cuadratica () : E1 — E», tal que

(6 +c) +2(4 — 22) 10| z|| (2.5)

W

1f(z) = Q(z)[|<
para todo z € Ey y ¢ = || f(0)].

Czerwik también dio un contraejemplo en el caso especial p = 2, el cual esta enun-

ciado en el siguiente resultado

Proposicion 2.9. Definase una funcion f : R — R por
fla) = 3o 4ol 20
n=0

donde

a silz|>1
ax® si|z|<1

donde a es un ntmero real positivo. La funcion f satisface la desigualdad

f(z+y)+ [z —y) = 2f(x) — 2f (y)|< 32a(z® + 3°), (2.8)

para todo x,y € R. pero no existe una funcién cuadratica ) : R — R tal que

U(z);w sea acotado.

Los resultados obtenidos en los teoremas anteriores también pueden ser estudiados
como casos particulares del problema de estabilidad presentado por C. Borelli y

G. L. Forti [14] que plantea lo siguiente

Sea G un grupo abeliano, E un espacio de Banach y f : G — E una funcion con
f(0) =0 que satisface la desigualdad

[f(x+y)+ flz—y)—2f(x) = 2f(W)|I< p(z,y) (2.9)



22

para todo x,y € G. Supongamos que una de las series
22_2i@(2i_1$,2i_1y) y ZQZ(l_i)SO(Q_ix,Q_iy)
i=1 i=1
converge para todo x € G y denotemos su suma como ¢(x). Entonces existe una

unica funcion cuadrdtica Q) : G — E tal que

|f(z) = Q)< ¢(x) (2.10)
para todo x € G.

También existen resultados de estabilidad de ecuaciones funcionales cuadraticas
por medio de la alternativa del punto fijo, entre estos resultados mencionamos los
de S. -M. Jung, T. -S. Kim y K. -S. Lee.[15]

Proposicién 2.10. Sea F; y FE, espacios vectoriales sobre un campo K. En par-
ticular, Sea E, un espacio 8 — normado. Supongamos que ¢ : E? — [0, 00) es una

funcion para la cual existe una constante 0 < L < 1 tal que
©(2z,22) < 4%p(z, x) (2.11)
para todo x € Ej. Sea f : Fy — F5 que satisface f(0) =0y

1f(x+y) + flx—y) —2f(2) = 2f(W)|I< (2, y) (2.12)

para todo x,y € E;. Si ¢ satisface

lim 47" p(2"x, 2"y) (2.13)

n—o0

para todo x,y € Ei, entonces existe una tnica funciéon cuadratica ) : £y — FEj

satisfaciendo
1 1

1£(2) = Q)5S 75— (w,). (214)



Capitulo 3

Estabilidad de ecuaciones
funcionales asociadas con la

ecuacion cuadratica

En este capitulo se estudia la estabilidad de las ecuaciones funcionales

2f (r1 —2) +2f (29 — 2) +4f (2 — x3) = 2f (21 — x3) + 2f (x2 — 23) (3.1)

12 (21 = 2) +2f (w2 — 2) +4f (2 — x3) = 2f (21 — @) || < |[2f (22 — 23)|| (32)

donde z = 8322 y f : X — Y es una funcién, donde X,Y pueden ser espacios
vectoriales, métricos o normados. Ambas ecuaciones derivadas de la semi-ley del

paralelogramo.

Nota 3.1. Sea X un espacio vectorial. A lo largo de este capitulo, dados dos

puntos z,y € X definiremos z,, como

entonces la ecuacion 3.1 se puede escribir como

2f (71 — Zoyay) + 2 (72 — 2210,
+4f (Zoye, — x3) = 2f (21 — 23) + 2f (29 — 23) (3.3)

23
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Nota 3.2. Si x3 = 0, la ecuacion 3.3 se reduce a

o (B ) g (B52) 41 (250) = s+ e (3a)

La estabilidad de la ecuacién 3.4 se estudia en [23].

Si x5 = 0 y la funcién f es par, la ecuacion 3.3 se reduce a

2f (“’5“”2) +2f (5”1;“’2) = f(21) + f(2). (3.5)

La estabilidad de la ecuacién 3.5 se estudia en [24].

Si xz3 = 0, la funcién f es par y se reemplaza i, xy por y;;,x—?’; donde x,y
pertenecen al espacio, la ecuacion 3.2 se reduce a
r—y r+y
f)+ 1) -2 (S| < |2 (522 (3.6)

La estabilidad de la ecuacién 3.6 se estudia en [25].

3.1. Resultados de estabilidad

En esta seccién enunciaremos resultados de estabilidad asociados a la ecuacion 3.1

y 3.2, para este propoésito se demuestra el siguiente resultado

Proposicion 3.3. Sean X y Y dos espacios vectoriales. Supongamos que el mapeo
f: X — Y satisface f(—z) = f(z), para todo x € X. Entonces f satisface 3.3 si,

y s6lo si satisface

flx1 +22) + fz1 — 22) = 2f (1) + 2 (22) (3.7)

para todo x1,x9, 3 € X

Demostracion. Supongamos que el mapeo f satisface (3.3), tomando x; = x5 =

z3 = 0 obtenemos

2f(0) +2f(0) +4£(0) = 2/(0) + 2/(0)
f(0)=0
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Si x3 = x5 = 0, entonces

2f (%) +of (%51) Y (%) = 2f(a1) + 2£(0)

4f (%) = f(21).

esto es 4f (g) = f(z) para todo = € X.

Tomando x5 = 0 obtenemos

2f (23'1 - lerg) + 2f (-TZ - 21112) + 4f (lexg) = 2f(l'1) + Qf(x2>
of ( . ) Lof (x - ) FAf (2arm) = 27 (1) + 2f(2)

2 2
Af (xl _x2> af (331 ;“) = 2f(x1) + 2f (x2)

2
(1 —22) + f (21 + 22) = 2f (1) + 2 (22),

luego f es un mapeo cuadratico.

Reciprocamente, supongamos que f satisface (3.7) tomando x5 = 0,

2f (1) = 2f(x1) + 2/(0),

asi f(0) = 0 y reemplazando xy,zy por %, obtenemos

fla) =41 (5)-

Reemplazando xy, x5 por 1 —x3 y 2—x3 respectivamente en (3.7), donde x4, x9, x3 €

X, se tiene

f(l'l + To — 2133) + f(l'l — 372) = Zf(l’l — 373) + 2f(l’2 — Z’g)

Af (Zgyey — x3) +2f (x1;$2) +2f (xl ;xQ) =2f(x1 — x3) + 2f(x2 — x3)

Af (2012, — 23) +2f (xl ;$2) +2f (xz ; :131) = 2f(z1 — x3) + 2f (22 — 23)
2f (21 = 2Zayay) + 2 (T2 = Zuyay) + 4F (2212 — T3) = 2f (21 — 3) + 2f (72 — 73)

esto es f cumple (3.3). O
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Dada una funciéon f : X — Y, definimos

Df(mlvx% 513'3) = f (1'1 - lexg)+f ($2 - Zx1x2)+2f (lexg - xg)—f($1—$3)—f<$2—x3)

para todo x1, zo9, x3 € X. Entonces de la ecuacién 3.1 y utilizando el método directo

obtenemos el siguiente resultado

Proposicién 3.4. Sea X un espacio normado y Y un espacio de Banach. Sea

f: X =Y, que satisface f(0) = 0. Si existe una funcién ¢ : X3 — [0, 00) tal que

~ - Iy Tz I3
P21, 29, 3) = 24’“@0 <?, o §> < 00, (3.8)
k=0
| D f(x1, 22, 23)|| < (1, 22, T3), (3.9)

para todo x1, 22, x3 € X. Entonces existe una funcion cuadratica @ : X — Y tal
que
1 (@) + f(=2) = Q2)[|< &(,0,2) + §(—=,0, —x) (3.10)

Demostracion. Sea x1 = x3 = x vy x5 = 0, entonces

11(5) +2 (5) - 1

para todo x € X. Reemplazando z por —x obtenemos

l7(5) 37 (F) - -0

< p(z,0,x), (3.11)

< p(—,0,—1x), (3.12)

para todo x € X.
Definamos g(x) := f(z) + f(—=x), se sigue de (3.11) y (3.12)

l49 () - 9= H4f (5) +4f (%) — f(z) - f(-2)

- H3f (g) +f (g) +3f <_7x> +f (_796) — f(=x) = f(x)

S 90(_277 07 —.f) + QO(QT, 07 I’)

Esto implica

m—1 m—1
no(EN _ym, (L j <£ f) N N
4g<2n> 4 g(zm)“§;4‘p TRAREY +;49‘) 5005 | (313)
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para todo entero m,n con n < m. Se sigue de (3.8) que la sucesién {4kg (2%)} es

de Cauchy para todo x € X. Como Y es completo, existe

Q(x) = lim 4*g (%)

k—00

por la definicién de g(z) tenemos que Q(z) es una funcién par y ademas por (3.8)
y (3.9)

_ 1t k T T2 T
D@, a2, = Jim 4 [ Do (5. 5. 51 )|
R I —ry —Ty —X
< i k (_ L2 _) k
=0

para todo x1, x93, x € X, luego DQ(z1, 9, x) = 0, entonces por la proposicion (3.3)
Q(z) es una funcién cuadratica. Haciendo n = 0 y m — oo en (3.13), obtenemos

(3.10). Ahora supongamos que existe otra funcién cuadratica
Q:X—-Y

que satisface (3.10), entonces

Q@) - Q@) =4 e (5) -« ()|

v o)1) ++(3)]
HrG)-1(5) @ )
< 2.4k (%0%) 4 2.4k (;—fog—ﬂ
el cual tiende a cero si k — oo, luego QQ = @'. n

Ahora, usando la alternativa del punto fijo, se investigara la estabilidad de la

ecuacion 3.1.
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Proposicién 3.5. Sea ¢ : X® — [0,00) v 0 < L < 1 tal que
1
o(T1, T2, 73) < ZL(p(Qxl,Q:BQ, 2x3), (3.14)

para todo x1,x9, 23 € X.

Sea f: X — Y un mapeo par entre espacios de Banach que satisface

HDf<x17x27x3)H§ <,0($17$2>x3)a (315)

entonces existe un unico mapeo cuadratico A : X — Y tal que

1/ () = Alz)]|< (22,0,0) (3.16)

para todo x € X.

Demostracion. De (3.14) obtenemos
©(0,0,0) =0,

luego haciendo x1, x5, 3 = 0 en (3.15), se tiene f(0) = 0.
Consideremos el conjunto S := {g | ¢ : X — Y} e introduzcamos la funcién d en
S definida por

d(g, h) := inf Sy (g, h),

donde
Ss(g,h) ={C € (0,00) : ||g(z) — h(x)|| < Cp(2,0,0) para todo = € X},

para todo g, h € S. d es una métrica generalizada, en efecto;

1. Sean g,h € S.
d(g,h) =0 < ||g(z) — h(z)|| =0 paratodo z € X

<= g(x) = h(z) paratodo z € X

< g=h.

2. Dados f,g e S

d(g,h) = mf Sy(g, h) = inf S,(h, g) = d(h, g).
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3. Dados g, f,h € S se tiene
S5(9. 1)+ Splfih) = {CL+ Gt g(a) = F@)]|< Crip(22,0,0)
v (@ = h(@)[|< Cap(22,0,0) para todo @ € X |
c{Ce0,00): llg@) - F@)+If (@) g()]
< Cp(22,0,0) para todo z € X, C=Cp+ Cs.
c {D e (0,00): g(x) - hx)|< De(22,0,0)

para todo z € X},

luego

d(g,h) =nf S,(g,h) < infS,(g, f) +fS,(f,h) =d(g, f)+d(f,h).

Sea {h,} una sucesién de Cauchy en (S, d). Entonces dado € > 0, existe N, tal
que d(hy, hy,) < € param,n > N.. La definicién de d implica que existe C' € (0, ¢)
tal que

|hn(x) — hin|| < Cp(22,0,0) < ep(2z,0,0) (3.17)

para todo n,m > N, y todo € X. Asi {h,(z)} es una sucesién de Cauchy en Y

para cada x € X. Donde Y es completo, existe h : X — Y tal que

h(z) = lim h,(z),

n—o0

para todo x € X. Haciendo n — oo en (3.17), tenemos que para m > N,

[ () = h(2)]|< ep(22,0,0)
= d(hm, h) <e.

para todo x € X. Esto implica que la sucesiéon de Cauchy {h,} converge a h en
(S,d), esto es; (S,d) es un espacio completo.

Definamos un mapeo J : S — S por
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para todo z € X. J es un mapeo estrictamente contractivo en S, en efecto dado

g,h € S, sea C € [0, 00] una constante arbitraria con d(g, h) < C, luego

lg(x) — h(z)||< Cp(22,0,0)
14g (g) —4h ( ) 1< 4Cp(x,0,0)
[/(g(z)) — J(h(2))[|< Le(22,0,0)

para todo x € X. Entonces d(J(g), J(h)) < Ld(g,h). Luego J es un mapeo estric-
tamente contractivo con constante Lipschitz 0 < L < 1.

Haciendo 9 = x3 = 0 en (3.15) obtenemos

L

H4f (%) (21 H < ¢(21,0,0) < 7(221,0,0)

para todo z1 € X, asf d(f, J(f)) < £ < cc. Se sigue de la proposicién (2.6) que la

sucesion {J"(f)} converge al punto fijo A de J, esto es

AX Y, A_hm4"f< )

n—o0

A es el tnico punto fijo de J en el conjunto S* :={g: d(g, f) < o}y

1 L
dA ) < —— <
asi se cumple (3.16). Ademés
Z /.
IDAG,y.2)l= Jim - [Df (2, 2 2| < dim Lo (a9, 2) =0,
luego por la proposicién (3.3), A es una funcién cuadratica. O

Los resultados obtenidos en las proposiciones anteriores pueden ser debilitados
si en vez de considerar la igualdad (3.1), se trabaja con una desigualdad como
la planteada en la ecuacién (3.2), para este propésito se enuncia y demuestra el

siguiente resultado



31

Proposicién 3.6. Sean X,Y espacios normados. Si f : X — Y es una funcién

par, entonces

H2f (1‘1 - Zwll"z) + 2f (IQ - mez)
A4S (Zare, — w3) = 2f (21 — @3)+[| < [[2f (22 — z5)[| (3.18)

si, y sélo si
f(r1 +29) + fz1 — 22) = 2f (1) + 2 (22), (3.19)

para todo x1,x9, 23 € X.

Demostracion. Supongamos que el mapeo f : X — Y satisface (3.18), tomando

r1 = 22 = 3 = 0 obtenemos

167 (0)I< (127 (0)]I;

esto implica que f(0) = 0.

Haciendo x5 = x3 = 0 entonces

|4 (5 ) = £ @ < IO

esto es 4f (%) = f(z) para todo x € X.
Ahora de (3.18) y del hecho que f es par, tenemos que

[ f(z1 — @2) + fze + 21 — 223) — 2f (21 — 23) | < [|2f (22 — 23)

multiplicando la desigualdad por 2, haciendo x3 = 0 y reemplazando z,y por
1 — Ty —T1— T

2 . .
respectivamente, se tiene
2 2 ’

12f(2) +2f(y) = flz =)< [[f(z +y)l- (3.20)

De [4] se tiene que si f satisface (3.20) entonces satisface (3.7).

Reciprocamente, supongamos que f satisface (3.7) tomando zy = 0,

2f(21) = 2f (x1) + 2/(0),



32

asi f(0) = 0 y reemplazando x1,zy por %, obtenemos
gl
fa) =4f ()
reemplazando x1,xy por 7 — X3 y Ts — I3, respectivamente en (3.7) se tiene

f(ZL‘l + 29 — 2ZE3) + f s [Eg) = Qf(l‘l — Ig) + 2f(]72 — l’g)

) o2

)+ ( 1):2f(x1—x3)+2f($2—$3)

2f (xl - lexg) + 2f (I2 - Zaslcrzg) +4 (Z:rflccz - .1'3) = 2f(ajl - 1‘3) + Qf(ilfg - -733)7

4f(zzm—:c3)—|—2f< ):2f(x1—a:3)—|—2f(a:2—x3)

4f (21112 - x3) + 2f (

luego f cumple (3.18). O

Definamos para toda f: X — Y

I‘Q) —|—2f (ZEQ

para todo z1, 22,3 € X. Entonces de la ecuacion 3.2 y empleando la alternativa

Cf(xy,xe,23) :=2f (xl m1> +4f (Zoyey — x3) — 2f (21 — 23)

del punto fijo obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.7. Sean X, Y espacios de Banach. Supongamos que un mapeo par
f: X — Y satisface

|C f (1, w2, x3) || < || f (22 — 23)[|[+p(21, 72, 3), (3.21)

para todo x1, 22,73 € X, donde ¢ : X® — [0,00) es una funcién dada. Si existe

L < 1 tal que
L
o(T1, T2, 73) < ng(?xl, 29, 213) (3.22)
para todo x1,x9, x3 € X. Entonces existe un tinico mapeo cuadratico @) : X — Y
tal que
— < 22,0,0 3.23
I1£() = QIS =—=¢(2,0,0) (323)

para todo z € X.

Demostracion. De (3.22) se prueba que

©(0,0,0) = 0.
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Haciendo xy = x9 = 23 = 0 en (3.21) se obtiene que f(0) = 0.
Consideremos el conjunto S := {glg : X — Y} y definiremos la métrica generali-
zada d en S definida por

d(g,h) :==inf S,(g, h)

donde

Se(g,h) :={C € (0,00) : ||g(z) — h(z)||< Cp(22,0,0) para todo = € X}

para todo g, h € S. Sabemos que (.5, d) es completo. Definamos un mapeo J : S —
S por

J(g(x) =49 (3).

para todo x € X. J es un mapeo estrictamente contractivo en S, en efecto. Dado

g,h € S, sea C € [0, 00| una constante arbitraria con d(g, h) < C, luego

lg(z) — h(z)[|< Cp(22,0,0)
o G) - ()] <10ste0.

De (3.22)
17(g(x)) — J(h(x))[[< Le(22,0,0)
para todo x € X. Entonces
d(J(g), J(h)) < Ld(g, h).

Luego J es un mapeo estrictamente contractivo con constante Lipschitz 0 < L < 1.

Tomando x5 = 23 = 0 en (3.21)

s () - s

esto es d(J(f),f) < £ < oo. Se sigue de la proposicién (2.6) que la sucesion

{J"(f)} converge al punto fijo @ de J, es decir

O: XY Q(x):limzlnf(x).

n—00 on
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@ es el tnico punto fijo de J en el conjunto S* :={g: d(g, f) < o}y

AQ. 1) < AT ) < o
asi se cumple (3.23) ademés
ICQr,a2,25)]| = lim 47 ||CF (552,52 ) |
[l G- ()

Ty T2 XT3
< Qs — a1+ tim 4o (2, 22, 5)
< 1Q(z2 — z3) ||+ lm 4% (o2, o0 o

< 1Q(ws — z3)lI+ lim L' (1, 23, 33)
< 11Q( — )]

de la proposicién (3.6) se tiene que () es una funcién cuadratica.



Capitulo 4

Productos interiores

Dado un espacio normado (X, ||-]|), si la funcién f(z) = ||z||*; para todo z € X,
satisface la ley del paralelogramo, entonces en X se puede definir un producto in-
terior. Si en lugar de suponer la ley del paralelogramo trabajamos con la semi-ley
del paralelogramo, surge la siguiente pregunta ;Es posible hallar una condicién

para la existencia del producto interior en el espacio?

En el capitulo 3 se estudid la estabilidad de dos ecuaciones derivadas de la semi-
ley del paralelogramo. En este capitulo se daran condiciones suficientes para la

existencia de productos interiores en base a esos resultados.

Si consideramos el estudio de la estabilidad de la ecuacion 3.1 es posible hallar
condiciones para la existencia de un producto interior sobre el espacio que se

esta trabajando.

Corolario 4.1. Sea X un espacio normado. Sea f : X — R una funcién par

satisfaciendo f(0) =0y

o [I"+[l2 "+ [s]"), (4.1)

=~ >

|Df(x1, 29, 23)|<

con x1,Ty,x3 € X, 0 € [0,1) y r > 1. Entonces existe una funcién cuadratica
@ : X — R tal que

2/(2) = QW< OIS =iy (42)

para todo x € X.
35
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0
Demostracién. Hagamos p(x1, xq, 3) = Z(HxlHr—l—ngHTjLngHT), entonces

~ L k T1 T2 T3
(w1, 22, T3) = 22 ¢<§,?,§>

=3 (e ) Ul +lal)

S 1 0 T T
= (e ) el +laall +laalPr) < o

Luego por la proposicién 3.4, existe una funcién cuadratica Q(z) tal que

|2f(l‘) - Q(ZL‘)| < (5(1‘, 07 x) + @(—[E, 0’ —l’)

esto es
oo
2f(x) =
[l
Lemma 4.2. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si su norma satisface
4 2 2 2
[Df (@1, 2, 23)] < 7 (el |2 "+l ]17) (4.3)
con f(x) = ||z||?, x,x1, 22,73 € X y 6 € [0, 1). Entonces existe un producto interior

en X.

Demostracion. Del corolario 4.1, con r = 2; se prueba que existe una funcién

cuadratica ) : X — R tal que
2l ~Q(x)| < 20|« (4.4)

esto implica que

Q0) =0

Q(z) > 2/l*(1 - 0) > 0.

Ademas si Q(z) = 0 entonces

0> 2||z]1*(1 - 0),
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esto implica que z = 0; en otras palabras
Q(z) =0 si,ysélosi z=0.

Por la proposicién 1.22, existe una tinica forma bilineal B : X? — R definida por

Blri,a) = 11 +4) ~ Qx — y)l.

se tiene entonces

» B(z,z) =Q(x) > 0.

» B(z,z) = Q(x) = 0si, y sélo si x = 0,

asi B es un producto interior sobre X. O

Corolario 4.3. Sean X un espacio normado. Sea f : X — Y una funcién par que

satisface
D f (21, 2, 23)| < 0 ([l ]|+ [|lwal|"+[|z2l") (4.5)
con r1,x9,x3 € X , r > 2y 0 < 6. Entonces existe una funcién cuadratica

@ : X — R tal que

1 T
/@) = Q)| < +—o5 0] (46)

para todo x € X.

Demostracién. Tomemos ¢(x1, x9, x3) = 0 (||z1||"+]||z2]|"+||72]|") entonces

2—r

4

©(2212, 19, 2x3) = (11, X2, T3),

donde L = 227" < 1, se sigue de la proposicién 3.5 que existe una funcién cuadrati-

ca @ : X — R que satisface

|f(.’E) - Q<I>|§ 4 _ 4L90(2x7070)7
esto es; .
|f(2) = Q)< T— 5= 0l122]" (4.7)

De (4.7) se sigue (4.6). O
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Lemma 4.4. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si

D f (w1, w0, 3)| < 0 ([l [|* 2] *+l2*) , (4.8)
donde f(z) = ||z||*, z, 21,292,253 € X y 6 € (0,2). Entonces existe un producto
interior en X.

Demostracion. Del corolario 4.3, con r = 4; se tiene que existe una funcion

cuadratica ) : X — R tal que
4 4 4
2l =Q()| < 6/l (4.9)
esto implica que

Q(0) =0

4
Q) 2 el *(1 = 50) > 0.

Ademas si Q(z) = 0 entonces

4

0> flzfI*(1 - 20),

3

esto implica que x = 0; en otras palabras
Q(z) =0 si,ysbélosi z=0.

Por la proposicién 1.22, existe una tinica forma bilineal B : X? — R definida por

1

B(x1,72) = Z[Q@U +y) — Qxr —y)],

se tiene entonces

» B(z,z) =Q(x) > 0.

» B(z,z) = Q(x) =0si, y sélo si z =0,

asi B es un producto interior sobre X. O
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También al considerar el estudio de la estabilidad de la ecuacién 3.2 es posible
hallar condiciones para la existencia de un producto interior sobre el espacio que

se esté trabajando.

Corolario 4.5. Sean X un espacio normado. Sea f : X — Y una funcién par que

satisface
|Cf (@1, 29, 23)| < |f(22 — 23) |40 ([|[21||"+ |22+ |22 ") (4.10)

con x1,x9,x3 € X , r > 2y 0 < 6. Entonces existe una funcién cuadratica
@ : X — R tal que

0)|z||" (4.11)

1

para todo x € X.

Demostracién. Tomemos ¢(x1, x2, 23) = 0 (||x1]|"+||22||"+||z2]|") entonces

2—r

4

QD(QZL'IQ, T, 21’3) = @(171, X2, [L’3)7

donde L = 227" < 1, se sigue de la proposicién 3.7 que existe una funcién cuadréti-

ca @ : X — R que satisface

esto es; .
|f(z) — Qz)|< w9||293”|r~ (4.12)
De (4.12) se sigue (4.11). O

Lemma 4.6. Sea (X, ||-||) un espacio normado. Si
(Cf (@1, 2, 23)] < |f(@2 = 23) |40 ([l [*+ 2]+ [lz2]l*) . (4.13)

donde f(x) = ||z||*, x, 21,729,723 € X y 6 € (0,3). Entonces existe un producto

interior en X.

Demostracion. Del corolario 4.5, con r = 4; se tiene que existe una funcién

cuadratica ) : X — R tal que

o, (4.14)

Wl

lzl*~Q()] <
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esto implica que

Ademas si Q(z) = 0 entonces
4 1
0= [lz]I*(1 = 30),
3
esto implica que x = 0; en otras palabras
Q(z) =0 si,ysélosi z=0.

Por la proposicién 1.22, existe una tinica forma bilineal B : X? — R definida por

1

B(x1,72) = Z[Q(ﬂﬁ +y) — Qxr —y)],

se tiene entonces

» B(z,z) =Q(x) > 0.

» B(z,z) = Q(x) =0si, y sélo si z =0,
asi B es un producto interior sobre X. O

En particular los lemas 4.4 y 4.6 nos permiten encontrar condiciones para afirmar
que si un espacio satisface la semi-ley del paralelogramo entonces se puede defi-
nir un producto interior, este resultado es andlogo a la relacién entre la ley del
paralelogramo y los productos interiores, con una diferencia clave; mientras la ley
del paralelogramo nos ofrece condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de un producto interior, a partir de la semi-ley del paralelogramo solamente se

enunciaron condiciones suficientes para la existencia de un producto interior.
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