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Introducción

Una matriz A ∈ Rn×m es totalmente no positiva (totalmente negativa) y se denota co-
mo matriz t.n.p. (t.n) si todos sus menores son no positivos (negativos). En el caso de
matrices cuadradas totalmente negativas, en [6] se analizan propiedades espectrales y
factorizaciones del tipo LDU . Para matrices invertibles totalmente no positivas, en [5]
se estudia su caracterización a partir de la factorización LDU lo que permite, por una
parte, reducir el número de menores a estudiar para saber si una matriz es totalmente
no positiva y, por otra, obtener propiedades similares a las conocidas para las matrices
totalmente positivas TP , es decir, matrices cuyos menores son todos no negativos. Dada
una matriz A ∈ Rn×m con ran(A) = r, se llama factorización de rango completo en
forma escalonada de A a la factorización de rango completo de la forma A = LDU ,
donde L ∈ Rn×r es una matriz en la forma escalonada inferior, D = diag(d1, d2, ...dr)
es una matriz diagonal e invertible, y U ∈ Rr×m es una matriz en la forma escalonada
superior. Es conocido que no todas las matrices tienen factorizaciones de este tipo, pero
si dicha factorización exite, entonces es única [2]. Cuando A tiene rango completo por
filas (columnas) diremos que L(U) es triangular inferior (superior) unitaria.
Este trabajo está organizado de la siguiente manera, en el caṕıtulo 1, se muestra la
notación respectiva y la factorización de Cholesky para matrices simétricas definidas
positiva de orden n × n. En el caṕıtulo 2, a partir de la caracterización para las ma-
trices rectangulares totalmente no positivas (totalmente negativas) en términos de su
factorización de rango completo [3], se obtiene una reducción significativa del número
de menores a estudiar para saber si una matriz rectangular es totalmente no positiva
o totalmente negativa. Estos resultados son análogos a los conocidos para las matrices
totalmente positivas TP , y para las matrices estrictamente totalmente positivas STP ,
matrices cuyos menores son todos positivos. y en el caṕıtulo 3, en el caso cuadrado e
invertible se traslada a las matrices t.n.p. y t.n. una caracterización a partir de su fac-
torización QR similar a la obtenida para matrices totalmente no negativas y totalmente
positivas en [8,Teorema 4.7].
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Caṕıtulo 1

Conceptos Preliminares

En este caṕıtulo se establecen algunas definiciones y notaciones básicas, necesarias para
la comprensión de este trabajo.

Definición 1. Sea A ∈ Rn×m, se denota por A[α|β] la submatriz de A formada por las
filas de ı́ndices α ⊆ {1, 2, ..., n},y las columnas de ı́ndices β ⊆ {1, 2, ...m}. La submatriz
principal A[α|α] se denota por A[α]. Además, dados k, n ∈ N, 1 ≤ k ≤ n, Qk,n denota
el conjunto de todas las sucesiones crecientes de k números naturales menores o iguales
que n. Cuando los números naturales son consecutivos, la secuencia se denota por Q0

k,n.
El cardinal de α se denota por card(α).

Definición 2. Sea A ∈ Rn×n, α, β ⊂ {1, 2, ..., n} conjuntos de ı́ndices tales que card(α) =
card(β) = k, 1 ≤ k ≤ n. Entonces el determinante de la submatriz A[α|β] de A se llama
menor de orden k. Si 1 ≤ k < n, entonces, detA[α|β] se le llama menor propio de A.

Definición 3. Se denotará con Rn×m al conjunto de las matrices rectangulares de orden
n×m con entradas en el campo R.

Definición 4. Una matriz real de tamaño n×m se dice que es totalmente no positiva
(totalmente negativa) y se denota como matriz t.n.p. (t.n.) si todos sus menores son
no positivos (negativos).

Definición 5. Dada una matriz A ∈ Rn×m con ran(A) = r, se llama factorización
de rango completo de A a la factorización de la forma A = FG, donde F ∈ Rn×r,
G ∈ Rr×m y ran(F ) = r = ran(G).

Definición 6. Dada una matriz A ∈ Rn×m con ran(A) = r, se llama factorización
de rango completo en forma escalonada de A a la factorización de rango completo de
la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×r es una matriz en la forma escalonada inferior,
D = diag(d1, d2, ..., dr) una matriz diagonal e invertible y U ∈ Rr×m es una matriz en
la forma escalonada superior.
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CAPÍTULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 2

Definición 7. Una matriz está en forma escalonada superior si cumple las tres condi-
ciones siguientes:

i. su primer elemento no nulo situado más a la izquierda en cada fila es un 1 llamado
1 principal de dicha fila.

ii. cada 1 principal está situado a la derecha de los 1´s principales de las filas ante-
riores.

iii. las filas nulas se sitúan debajo, en las últimas filas de la matriz.

Definición 8. Una matriz está en forma escalonada inferior si su transpuesta está en
forma escalonada superior.

Definición 9. Una matriz A ∈ Rn×m es estrictamente totalmente positiva (STP ) si
todos sus menores son positivos.

Definición 10. Una matriz A ∈ Rn×m en forma escalonada inferior (superior) es
4STP si todos sus menores no triviales son positivos.

Definición 11. Una matriz A ∈ Rn×m es totalmente positiva (TP ) si todos sus menores
son no negativos.

Teorema 1. Una matriz A ∈ Rn×n es invertible si y sólo si detA 6= 0.

1.1. Identidad de Cauchy-Binet

Sea A ∈ Rm×n y B ∈ Rn×m, tal que m ≤ n. Sea γ una función de {1, 2, ...,m} en
{1, 2, ..., n}, tal que γ(1) < γ(2) < ... < γ(m). Usando los valores γ(1), ..., γ(m) para se-
leccionar m columnas de A para formar una matriz Aγ de orden m × m y las filas
correspondientes de B para formar una matriz Bγ de orden m×m, entonces,
detAB =

∑
γ detAγdetBγ. En [1], la identidad es expresada de la siguiente manera,

detAB[α|β] =
∑

γ∈Qk,n
detA[α|γ]detB[γ|β], con car(γ) = car(α) = car(β).

1.2. Factorización de Cholesky

Toda matriz simétrica, definida positiva A ∈ Rn×n admite una única factorización de
Cholesky A = LLt, donde L ∈ Rn×n es triangular inferior con diagonal principal positiva;
L es llamada factor triangular inferior de Cholesky de A. Cuando A ∈ Rn×m se obtiene
la factorización de AtA. Si A tiene rango completo por columnas, entonces AtA es
simétrica definida positiva, en otro caso, es simétrica semidefinida positiva y tiene una
única fartorización de Cholesky de rango completo.
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Ejemplo 1. La matriz A =

[
4 3
3 7

]
es simétrica definida positiva y por tanto admite

una única factorización de Cholesky, A =

[
4 3
3 7

]
=

[
2 0

3/2
√

19/2

] [
2 3/2

0
√

19/2

]
= LLt.



Caṕıtulo 2

Caracterización de matrices t.n. y
t.n.p. por menores

En esta sección obtenemos una caracterización de las matrices totalmente negativas
(t.n.) y de las matrices totalmente no positivas (t.n.p.) a partir del signo de determinados
menores, teniendo en cuenta su factorización de rango completo en forma escalonada.
Resultados similares para matrices STP se pueden encontrar en [9] y para TP en [4].

Teorema 2. Sea A ∈ Rn×m con anm < 0 y n ≤ m. A es una matriz t.n. si y sólo si
A admite una factorización de rango completo en forma escalonada A = LDU , donde
L ∈ Rn×n es una matriz escalonada inferior4STP , U ∈ Rn×m es una matriz escalonada
superior 4STP y D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n.

Demostración. Ver ([3]. Teorema 5)

Teorema 3. Sea A ∈ Rn×m con a11 < 0, anm ≤ 0 y ran(A) = r. A es una matriz
t.n.p. si y sólo si A admite una factorización de rango completo en forma escalonada
A = LDU , donde L ∈ Rn×r es una matriz TP escalonada inferior, U ∈ Rr×m es una
matriz TP escalonada superior, ran(L) = ran(U) = r, todos los elementos de L y de U
que no son nulos, por la estructura triangular de las matrices deben ser necesariamente
positivos, y D = diag(−d1, d2, ..., dr) con di > 0, i = 1, 2, ..., r.

Demostración. Ver ([3]. Teorema 9)

Nota 1. En el Teorema 2, sea A ∈ Rn×n una matriz t.n.p. y a11 < 0. Consideremos la
factorización A = LDU , entonces las entradas de la primera columna (fila) de L(U)
son positivas, por que si lj1 = 0 (U1j = 0) para algún j ∈ {2, 3, ..., n}, entonces, ajj > 0
lo cual contradice el hecho de que A sea t.n.p., además como L(U) es una matriz TP
tenemos que detL[j, i|1, j] ≥ 0 (detU [1, j|j, i] ≥ 0), aśı lij > 0 (Uji > 0) para todo
i > j, Por lo tanto L(U) es una matriz TP triangular inferior (superior) unitaria con
entradas positivas debajo (encima) de la diagonal principal.
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CAPÍTULO 2. CARACTERIZACIÓN DE MATRICES T.N. Y T.N.P. POR MENORES5

Teorema 4. Una matriz A ∈ Rn×m es STP si y sólo si para cada k = 1, 2, ..., n. Las
siguientes desigualdades se satisfacen:

detA[α|1, 2, ..., k] > 0, para todo α ∈ Q0
k,n (2.1)

detA[1, 2, ..., k|β] > 0, para todo β ∈ Q0
k,m (2.2)

Demostración. Ver [9. Teorema 4.1]

Definición 12. Dada una matriz A ∈ Rn×m, sus menores detA[α|1, 2, ..., k]
con α ∈ Q0

k,n y k = 1, 2, ...,mı́n{n,m}, se llaman menores iniciales por columnas de
A, y los menores detA[1, 2, ..., k|β] con β ∈ Q0

k,m y k = 1, 2, ...,mı́n{n,m}, se conocen
como menores iniciales por filas de A.

Teorema 5. Sea A ∈ Rn×m con anm < 0 y n ≤ m. A es una matriz t.n. si y sólo si
para cada k = 1, 2, ..., n. Las siguientes desigualdades se satisfacen:

detA[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0
k,n (2.3)

detA[1, 2, ..., k|β] < 0, para todo β ∈ Q0
k,m (2.4)

Demostración. Sea A ∈ Rn×m con anm < 0 y n ≤ m una matriz t.n., entonces, las de-
sigualdades (2,3) y (2,4) se satisfacen como consecuencia directa de la total-negatividad
de A.
Rećıprocamente, supongamos que las desigualdades (2,3) y (2,4) se satisfacen, entonces,
a partir de (2,4) y el método de eliminación de Gauss sin intercambio de filas, obtenemos
la factorización de rango completo en forma escalonada A = LDU, donde L ∈ Rn×n es
una matriz triangular inferior unitaria,D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n
y U ∈ Rn×m es una matriz escalonada superior unitaria con la submatriz U [1, 2, ..., n]
triangular superior unitaria. Aśı por la identidad de Cauchy-Binet y por (2,3) tenemos
para todo α ∈ Q0

k,n y k = 1, 2, ..., n.

detA[α|1, 2, ..., k] = det(LDU)[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
< 0
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Luego detL[α|1, 2, ..., k] > 0 para todo α ∈ Q0
k,n, k = 1, 2, ..., n., pues (−

∏k
i=1 di) < 0, y

de (2,4) tenemos para todo β ∈ Q0
k,m, k = 1, 2, ..., n.,

detA[1, 2, ..., k|β] = det(LDU)[1, 2, ..., k|β]

=
∑

γ∈Qk,n
detL[1, 2, ..., k|γ]detDU [γ|β]

= detL[1, 2, ..., k]detDU [1, 2, ..., k|β]

= det(DU)[1, 2, ..., k|β]

= detD[1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k|β]

=
(
−
∏k

i=1 di

)
detU [1, 2, ..., k|β] < 0.

Luego detU [1, 2, ..., k|β] > 0, para todo β ∈ Q0
k,m, k = 1, 2, ..., n., pues (−

∏k
i=1 di) < 0.

Aśı por el Teorema 4, L es una matriz inferior unitaria 4STP y U es una matriz
escalonada superior unitaria 4STP . Entonces, por el Teorema 2, A es una matriz to-
talmente negativa.

Ejemplo 2. Se probará, aplicando el resultado del Teorema anterior que la matriz

A =

−3 −3 −6
−6 −5 −9
−6 −3 −2


es totalmente negativa. en efecto, para k = 1, 2, 3., y β, α ∈ Q0

3,3 con
Q0

3,3 = {{1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. tenemos que detA[1, 2|1, 2] = −3, detA[1, 2|2, 3] = −3,
detA[1, 2, 3|1, 2, 3] = −3 y detA[2, 3|1, 2] = −12, luego, la matriz A tiene menores ini-
ciales por filas y menores iniciales por columnas negativos, aśı A es t.n..

Proposición 1. Sea A ∈ Rn×r con ran(A) = r una matriz escalonada inferior. En-
tonces A es TP si y sólo si detA[α|1, 2, ..., k] ≥ 0, para todo α ∈ Qk,n, con k = 1, 2, ..., r.

Demostración. Si A es una matriz TP , la desigualdad detA[α|1, 2, ..., k] ≥ 0 para todo
α ∈ Qk,n, con k = 1, 2, ..., r, es cierta por la definición de matrices TP.
Rećıprocamente, supongamos que detA[α|1, 2, ..., k] ≥ 0 para todo α ∈ Qk,n, con k =
1, 2, ..., r, veamos que A es TP , en efecto, es suficiente mostrar que detA[α|β] ≥ 0 para
todo α ∈ Qk,n, para todo β ∈ Q0

k,r y k = 1, 2, ..., r. Si α1 < β1, entonces detA[α|β] = 0
por la forma escalonada inferior de A. Si α1 ≥ β1, sea γ = {1, 2, ..., β1 − 1}, entonces,

0 ≤ detA[γ ∪ α|1, 2, ..., βk] = detA[γ ∪ α|γ ∪ β]
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= detA[γ]detA[α|β] =
( β1−1∏

i=1

aii

)
detA[α|β]

Como
∏β1−1

i=1 aii 6= 0 y cada aii > 0, tenemos
∏β1−1

i=1 aii > 0, por tanto detA[α|β] ≥ 0

Teorema 6. Sea A ∈ Rn×n una matriz invertible con todas sus entradas negativas
excepto para la entrada (n, n) no positiva. Entonces A es t.n.p. si y sólo si para cada
k = 1, ..., n, las siguientes desigualdades se satisfacen:

detA[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n (2.5)

detA[1, 2, ..., k|β] ≤ 0, para todo β ∈ Qk,n (2.6)

detA[1, 2, ..., k] < 0. (2.7)

Demostración. Sea A ∈ Rn×n una matriz t.n.p., entonces, las desigualdades (2,5) y (2,6)
se siguen por la definición de matrices t.n.p. y la desigualdad (2,7) se sigue de la Proposi-
ción 3.1. de [5].
Rećıprocamente, de (2,7) obtenemos por el método de eliminación de Gauss la fac-
torización A = LDU , donde L ∈ Rn×n es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(−d1, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n y U ∈ Rn×n es una matriz triangu-
lar superior unitaria, entonces por (2,5) y la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detA[α|1, 2, ..., k] = det(LDU)[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
≤ 0

Puesto que (−
∏k

i=1 di) < 0, tenemos que detL[α|1, 2, ..., k] ≥ 0, para todo α ∈ Qk,n,
k = 1, 2, ..., n, y por la Proposición 1, L es una matriz TP .
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Ahora de (2,6) y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detA[1, 2, ..., k|β] = det(LDU)[1, 2, ..., k|β]

=
∑

γ∈Qk,n
detL[1, 2, ..., k|γ]detDU [γ|β]

= detL[1, 2, ..., k]detDU [1, 2, ..., k|β]

= det(DU)[1, 2, ..., k|β]

= detD[1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k|β]

=
(
−
∏k

i=1 di

)
detU [1, 2, ..., k|β] ≤ 0

para todo β ∈ Qk,n y k = 1, ..., n. Como (−
∏k

i=1 di) < 0, detU [1, 2, ..., k|β] ≥ 0, para
todo β ∈ Qk,n, k = 1, 2, ..., n, luego por la Proposición 1, U es una matriz TP y por
Teorema 3, la matriz A es t.n.p..

Teorema 7. Sea A ∈ Rn×r con ran(A) = r, anr ≤ 0 y el resto de sus elementos menores
que cero. Sea A1 ∈ Rr×r la submatriz invertible de A formada por sus r primeras filas
linealmente independientes. Entonces, A es t.n.p. si y sólo si para cada k = 1, 2, ..., r,
las siguientes desigualdades se satisfacen:

detA[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n (2.8)

detA1[1, 2, ..., k|β] ≤ 0, para todo β ∈ Qk,r (2.9)

detA1[1, 2, ..., k] < 0. (2.10)

Demostración. Sea A una matriz t.n.p., la desigualdad (2,8) se sigue de la definición
para matrices t.n.p. por otra parte, sea A1 una submatriz de A, entonces, A1 es una
matriz t.n.p. invertible y por Teorema 6, las desigualdades (2,9) y (2,10) se satisfacen.
Rećıprocamente, por (2,8) para todo α ∈ Qk,r y k = 1, 2, ..., r, la siguiente desigualdad
se satisface

detA1[α|1, 2, ..., k] ≤ 0 (2.11)

Entonces por (2,9), (2,10), (2,11) y el Teorema 6, tenemos que A1 es una matriz t.n.p.
invertible. Por tanto, A1 admite una factorización de rango completo en forma escalona-
da A1 = L1D1U1, donde L1 ∈ Rr×r es una matriz TP triangular inferior unitaria,
D1 = diag(−d1, ..., dr) con di ≥ 0, i = 1, ..., r y U1 ∈ Rr×r es una matriz TP triangular
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superior unitaria. Puesto que A = FA1, donde F ∈ Rn×r es una matriz escalonada
inferior, tenemos que A = FA1 = F (L1D1U1) = (FL1)D1U1 = LDU ,
donde D = D1, U = U1 y L = (FL1) es una matriz escalonada inferior tal que

detA[α|1, 2, ..., k] = det(FL1)D1U1[α|1, 2, ..., k]

= detLDU [α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,r
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
≤ 0

Como (−
∏k

i=1 di) < 0, tenemos que detL[α|1, 2, ..., k] ≥ 0 para todo α ∈ Qk,n, k =
1, ..., n, por Proposición 1, L es una matriz TP , y por Teorema 3, A es una matriz
t.n.p.



Caṕıtulo 3

Caracterización de matrices t.n. y
t.n.p. invertibles

En [8] los autores introducen los conceptos de inferiormente TP (inferiormente STP) y
de γ -matriz (γ-matriz estricta) para matrices TP (STP) invertibles, los cuales permiten
obtener una caracterización para este tipo de matrices a partir de su factorización QR. La
extensión de esos conceptos y caracterizaciones a matrices TP singulares o rectangulares
viene dada en [4]. En esta sección se da una caracterización similar para matrices t.n.p.
(t.n.) invertibles utilizando para ello los conceptos de inferiormente t.n.p. (inferiormente
t.n.) y quasi γ -matriz (quasi γ-matriz estricta), respectivamente.

Teorema 8. Una matriz invertible A ∈ Rn×n es inferiormente t.n.p.(inferiormente t.n.)
si y sólo si A se descompone en la forma A = LDU, donde L ∈ Rn×n es triangular infe-
rior unitaria, D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n, U ∈ Rn×n es triangular
superior unitaria y LDI(−1) es una matriz TP , (4STP ).
Representamos por I(−1) a la matriz diag(−1, 1, ..., 1).

Proposición 2. Una matriz invertible A ∈ Rn×n es inferiormente t.n.p. si y sólo si
para cada k = 1, ..., n, se verifican las siguientes desigualdades:

detA[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n (3.1)

detA[1, 2, ..., k] < 0. (3.2)

Demostración. Sea A ∈ Rn×n Una matriz invertible inferiormente t.n.p., entonces A =
LDU, donde L ∈ Rn×n es triangular inferior unitaria, D = diag(−d1, d2, ..., dn) con
di > 0, i = 1, 2, ..., n, U ∈ Rn×n es triangular superior unitaria y LDI(−1) es una matriz
TP . Como L es una matriz triangular inferior unitaria, la total-positividad de LDI(−1)
implica que L y DI(−1) son matrices TP , y aplicando la identidad de Cauchy-Binet

10
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tenemos,
detA[α|1, 2, ..., k] = detLDU [α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
≤ 0

para todo α ∈ Qk,n, k = 1, ..., n.
y

detA[1, 2, ..., k] = detLDU [1, 2, ..., k]
= detL[1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k] < 0

Rećıprocamente, por (3,2), A puede ser descompuesta aplicando el método de elimi-
nación de Gauss sin intercambio de filas en la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×n es tri-
angular inferior unitaria, D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n, U ∈ Rn×n

es triangular superior unitaria, por (3,1) y la identidad de Cauchy-Binet, para todo
α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n, se verifica

detA[α|1, 2, ..., k] = detLDU [α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
= −detL[α|1, 2, ..., k]

(∏k
i=1 di

)
= −detL[α|1, 2, ..., k]detDI(−1)[1, 2, ..., k]

= −detLDI(−1)[α|1, 2, ..., k] ≤ 0
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Luego detLDI(−1)[α|1, 2, ..., k] ≥ 0 y por Proposición 1, LDI(−1) es una matriz TP y
como consecuencia A es una matriz inferiormente t.n.p..

Proposición 3. Una matriz invertible A ∈ Rn×n es inferiormente t.n. si y sólo si para
cada k = 1, .., n, se verifica la siguiente desigualdad:

detA[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0
k,n (3.3)

Demostración. Sea A ∈ Rn×n Una matriz invertible inferiormente t.n., entonces A =
LDU, donde L ∈ Rn×n es triangular inferior unitaria, D = diag(−d1, d2, ..., dn) con
di > 0, i = 1, 2, ..., n, U ∈ Rn×n es triangular superior unitaria y LDI(−1) es una
matriz 4STP . Como L es una matriz triangular inferior unitaria, por ser LDI(−1) una
matriz 4STP , se tiene que L y DI(−1) son matrices 4STP y aplicando la identidad de
Cauchy-Binet, se verifica

detA[α|1, 2, ..., k] = detLDU [α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
< 0

para todo α ∈ Q0
k,n y k = 1, ..., n.

Rećıprocamente, por (3,3) A puede descomponerse aplicando el método de eliminación
de Gauss sin intercambio de filas en la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×n es triangu-
lar inferior unitaria, D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n, U ∈ Rn×n es
triangular superior unitaria. Por la identidad de Cauchy-Binet, para todo α ∈ Q0

k,n y
k = 1, 2, ..., n, se verifica

detA[α|1, 2, ..., k] = detLDU [α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLD[α|γ]detU [γ|1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]detU [1, 2, ..., k]

= det(LD)[α|1, 2, ..., k]
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= detL[α|1, 2, ..., k]detD[1, 2, ..., k]

= detL[α|1, 2, ..., k]
(
−
∏k

i=1 di

)
= −detL[α|1, 2, ..., k]

(∏k
i=1 di

)
= −detL[α|1, 2, ..., k]detDI(−1)[1, 2, ..., k]

= −detLDI(−1)[α|1, 2, ..., k] < 0

Luego detLDI(−1)[α|1, 2, ..., k] ≥ 0 y por Teorema 4, LDI(−1) es una matriz 4STP y
como consecuencia A es una matriz inferiormente t.n..

Definición 13. Una matriz invertible A ∈ Rn×n se dice que es una quasi γ −matriz
(quasi γ − matriz estricta) si es inferiormente t.n.p. (inferiormente t.n.) y en la
factorización A = LDU , (DUI(−1))

−1 es TP (4STP ).

Ejemplo 3. La matriz

A =

−1 −5 0
−1 1 −2
−2 2 1


es quasi γ −matriz por que,

A =

1 0 0
1 1 0
2 2 1

−1 0 0
0 6 0
0 0 5

1 5 0
0 1 −1/3
0 0 1

 = LDU

siendo LDI(−1) =

1 0 0
1 6 0
2 12 5

, (DUI(−1))
−1 =

1 5/6 1/3
0 1/6 1/15
0 0 1/5


matrices TP triangular inferior y triangular superior, respectivamente.

Nota 2. Una condición suficiente para que una matriz invertible A ∈ R2×2 sea quasi γ−
matriz es que A sea t.n.p.
en efecto,

Sea A =

[
a11 a12
a21 a22

]
∈ R2×2

una matriz t.n.p e invertible entonces, por Teorema 3, A puede escribirse como A =
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LDU , donde L ∈ R2×2 es una matriz TP triangular inferior unitaria, U ∈ R2×2 es una
matriz TP triangular superior unitaria y D = diag(−d1, d2) con d1 > 0 y d2 > 0. Esto
es,

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
=

[
1 0
l 1

] [
−d1 0

0 d2

] [
1 u
0 1

]
= LDU

donde LDI(−1) =

[
d1 0
ld1 d2

]
es una matriz T.P.,

DUI(−1) =

[
d1 −d1u
0 d2

]
y (DUI−1)

−1 =

[
1/d1 u/d2

0 1/d2

]
,

claramente (DUI−1)
−1 es una matriz TP , Por tanto una matriz A ∈ R2×2 t.n.p. e

invertible es una quasi γ −matriz.
Dicha condición no es necesaria, como lo podemos ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. A =

[
−2 −2
−1 3

]
=

[
1 0

1/2 1

] [
−2 0
0 4

] [
1 1
0 1

]
= LDU es quasi γ −matriz

pero no es t.n.p.

Afirmación 1. Si una Matriz invertible A ∈ Rn×n, con n ≥ 3 es t.n.p. entonces no es
una quasi γ −matriz. En efecto,
Sea

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

... ...
...

an1 an2 ... ann


una matriz t.n.p. e invertible y con n ≥ 3, entonces, por Teorema 3, A puede escribirse
en la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×n es una matriz TP triangular inferior unitaria,
D = diag(−d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n, y U ∈ Rn×n es una matriz TP
triangular superior unitaria, esto es,

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
...

... ...
...

an1 an2 ... ann

 =


1 0 ... 0
l21 1 ... 0
...

... ...
...

ln1 ln2 ... 1



−d1 0 ... 0

0 d2 ... 0
...

... ...
...

0 0 ... dn




1 u12 ... u1n
0 1 ... u2n
...

... ...
...

0 0 ... 1
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entonces,

DUI(−1) =


d1 −d1u12 ... −d1u1n
0 d2 ... d2u2n
...

... ...
...

0 0 ... dn


sea G = DUI(−1), entonces G−1 =

1

detG
Ct
G, detG =

∏n
i=1 di 6= 0.

detG =
∑n

j=1(−1)i+jgijmij, i = 1, 2, ..., n, para i = 3 tenemos,

detG =
∑n

j=1(−1)3+jg3jm3j = (−1)3+1g31m31 + (−1)3+2g32m32 + ...+ (−1)3+ng3nm3n

donde m32 = det


d1 −d1u13 ... −d1u1n
0 d2u23 ... d2u2n
...

... ...
...

0 0 ... dn

 = u23

(∏n
i=1 di

)
> 0, i 6= 3

pues
(∏n

i=1 di

)
> 0, i 6= 3 y por la nota 1, u23 > 0, por tanto −m32 < 0 es un

elemento de la matriz CG y de la matriz G−1, luego (DUI(−1))
−1 = G−1 =

1

detG
Ct
G no

es una matriz TP , aśı A no es una quasi γ −matriz.

Proposición 4. Si A y (At)−1 son matrices inferiormente t.n.p., entonces A es quasi γ−
matriz.

Demostración. Sea A una matriz inferiormente t.n.p., entonces, A se descompone en
la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×n es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(−d1, ..., dn) con di > 0, i = 1, ..., n, U ∈ Rn×n es una matriz triangular
superior unitaria y LDI(−1) es una matriz TP , como L es una matriz triangular in-
ferior unitaria, la total positividad de LDI(−1) implican que L y DI(−1) son matrices
TP , como por hipótesis (At)−1 es inferiormente t.n.p. por la Proposición 2, se verifica que

det(At)−1[γ|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo γ ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n
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y det(At)−1[1, 2, ..., k] < 0 por tanto,

det(DUI(−1))
−1[α|1, 2, ..., k] = det(I−1(−1)U

−1D−1)[α|1, 2, ..., k]

= det(I−1(−1)U
−1D−1)t[α|1, 2, ..., k]

= det((D−1)t(U−1)tI(−1))[α|1, 2, ..., k]

= det((Dt)−1(U t)−1I(−1))[α|1, 2, ..., k]

= det((L)t(At)−1I(−1))[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLt[α|γ]det((At)−1I(−1))[γ|1, 2, ..., k]

= detLt[α|1, 2, ..., k]det(At)−1I(−1)[1, 2, ..., k]

= detLt[α|1, 2, ..., k]det(At)−1[1, 2, ..., k]detI(−1)[1, 2, ..., k]

≥ 0

luego por Proposición 1, (DUI(−1))
−1 es una matriz TP triangular superior, y como

consecuencia, A es una quasi γ −matriz.

Proposición 5. Si A y (At)−1 son matrices inferiormente t.n., entonces A es quasi γ−
matriz estricta.

Demostración. Sea A una matriz inferiormente t.n., entonces, A puede descomponerse
en la forma A = LDU , donde L ∈ Rn×n es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(−d1, ..., dn) con di > 0, i = 1, ..., n, U ∈ Rn×n es una matriz triangular su-
perior unitaria y LDI(−1) es una matriz 4STP , luego L y DI(−1) son matrices 4STP ,
como por hipótesis (At)−1 es inferiormente t.n., por la proposición 3, se verifica,

det(At)−1[γ|1, 2, ..., k] < 0, para todo γ ∈ Q0
m,n y k = 1, 2, ..., n,
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por tanto,

det(DUI(−1))
−1[α|1, 2, ..., k] = det(I−1(−1)U

−1D−1)[α|1, 2, ..., k]

= det(I−1(−1)U
−1D−1)t[α|1, 2, ..., k]

= det((D−1)t(U−1)tI(−1))[α|1, 2, ..., k]

= det((Dt)−1(U t)−1I(−1))[α|1, 2, ..., k]

= det((L)t(At)−1I(−1))[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detLt[α|γ]det((At)−1I(−1))[γ|1, 2, ..., k]

= detLt[α|1, 2, ..., k]det((At)−1I(−1))[1, 2, ..., k] > 0

por Teorema 4, (DUI(−1))
−1 es una matriz4STP , por tanto A es una quasi γ−matriz

estricta.

Nota 3. Los rećıprocos de las Proposiciones 4 y 5 no son ciertos, en general, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. las matrices A =

−2 −4 45/7
−6 −11 121/7
−4 −5 55/7

, B =

−2 −4 2
−6 −11 8
−4 −5 15


son quasi γ − matriz y quasi γ − matriz estricta, respectivamente, claramente A
es inferiormente t.n.p y B es inferiormente t.n., sin embargo, las matrices

(At)−1 =

 0 5/14 −11/14
11 −5 2
7 −3 1

 y (Bt)−1 =

25/2 −29/5 7/5
−5 11/5 −3/5
1 −2/5 1/5


no son inferiormente t.n.p. ni inferiormente t.n., respectivamente.

Nota 4. Si A es inferiormente t.n.p. la condición necesaria y suficiente para que (At)−1

sea inferiormente t.n.p. es que A verifique las siguientes desigualdades:

detA[k, k + 1, ..., n] > 0, para todo k = 2, ..., n

(−1)
∑n−k

i=1 αi+((k+1+n)(n−k)/2)detA[α1, α2, ..., αn−k|k + 1, k + 2, ..., n] ≥ 0, para k =
1, 2, ..., n− 1 y {α1, α2, ..., αn−k} ∈ Qn−k,n
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Si A es inferiormente t.n. la condición necesaria y suficiente para que (At)−1 sea infe-
riormente t.n. es que A verifique para k = 1, 2, ..., n− 1 y {α1, α2, ..., αn−k} ∈ Qn−k,n la
siguiente desigualdad

(−1)
∑n−k

i=1 αi+((k+1+n)(n−k)/2)detA[α1, α2, ..., αn−k|k + 1, k + 2, ..., n] > 0.

Teorema 9. Una matriz A ∈ Rn×m con ran(A) = r y (n ≤ m) es una matriz TP (STP )
si y sólo si A admite la factorización de rango completo en forma escalonada A = LDU ,
donde L ∈ Rn×r es una matriz TP (4STP ) triangular inferior unitaria, U ∈ Rr×m

es una matriz TP (4STP ) triangular superior unitaria y D = diag(d1, d2, ..., dn) con
di > 0, i = 1, 2, ..., r, con ran(L) = ran(U).

Demostración. ver [4]

Proposición 6. Sea A ∈ Rn×n una matriz t.n.p.(t.n.). Entonces, AtA admite una
única factorizaćıon de Cholesky AtA = LLt, donde L ∈ Rn×n es una matriz escalonada
inferior TP (4STP ).

Demostración. Sea A ∈ Rn×n una matriz t.n.p.(t.n.), entonces At ∈ Rn×n es también
una matriz t.n.p.(t.n.), aplicando la identidad de Cauchy - Binet, se tiene

detAtA[α|1, 2, ..., k] =
∑

γ∈Qk,n
detAt[α|γ]detA[γ|1, 2, ..., k]

= detAt[α|1, 2, ..., k]detA[1, 2, ..., k] ≥ 0(> 0).

Análogamente, se obtiene que detAtA[1, 2, ..., k|β] ≥ 0(> 0) y detAtA[1, 2, ..., k] > 0
, esto se cumple para todo k = 1, 2, ..., n y α, β ∈ Qk,n. Luego, AtA ∈ Rn×n es una
matriz TP (STP ) y por Teorema 9, con ran(A) = n = m, AtA admite la factorización
de rango completo en forma escalonada AtA = LDU , donde L ∈ Rn×n es una matriz
TP (4STP ) triangular inferior unitaria, U ∈ Rn×n es una matriz TP (4STP ) triangular
superior unitaria y D = diag(d1, d2, ..., dn) con di > 0, i = 1, 2, ..., n, como di > 0, para
i = 1, 2, ..., n, entonces, AtA=L U , donde L = L

√
D y U =

√
DU , como AtA es simétrica

tenemos que L
t

= U , es decir AtA = L L
t
, donde L

t
= U =

√
DU ∈ Rn×n es una matriz

TP (4STP ).

Teorema 10. Sea A ∈ Rn×n una matriz invertible con ann ≤ 0 y el resto de sus
elementos negativos. Entonces, A es una matriz t.n.p. si y sólo si existen dos quasi γ−
matrices ortogonales Q1 ∈ Rn×n y Q2 ∈ Rn×n y dos matrices TP triangulares superiores
e invertibles R1 ∈ Rn×n y R2 ∈ Rn×n, tales que A = Q1R1 y At = Q2R2.

Demostración. Sea A ∈ Rn×n Una matriz invertible con ann ≤ 0 y el resto de sus
elementos negativos, supongamos que A es t.n.p., por ser A invertible, A admite una
única factorización de la forma A = Q1R1, donde Q1 ∈ Rn×n es una matriz ortogonal
y R1 ∈ Rn×n es una matriz triangular superior invertible, como A es una matriz t.n.p.,
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At también es t.n.p.,entonces, AtA es una matriz TP , luego por Proposición 6, AtA
admite una única factorización de Cholesky AtA = LLt, donde Lt ∈ Rn×n es una matriz
triangular superior TP , además como AtA = (Q1R1)

t(Q1R1) = Rt
1Q

t
1Q1R1 = Rt

1R1,
tenemos que R1 = Lt es el factor superior de Cholesky de AtA.
Por otra parte, como A es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 6, A verifica para
todo k = 1, 2, ..., n, las desigualdades

detA[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n

detA[1, 2, ..., k] < 0

y aplicando la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detA[α|1, 2, ..., k] = detQ1R1[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ1[α|γ]detR1[γ|1, 2, ..., k]

= detQ1[α|1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] ≤ 0

como R1 es una matriz TP ,detR1[1, 2, ..., k] > 0, k = 1, 2, ...n, por tanto,
detQ1[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n.
de igual forma

detA[1, 2, ..., k] = detQ1R1[1, 2, ..., k]

= detQ1[1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] < 0

por tanto, detQ1[1, 2, ..., k] < 0. Q1 es una matriz ortogonal, luego Q1 = (Qt
1)
−1, entonces

Q1 y (Qt
1)
−1 por Proposición 2, son matrices inferiormente t.n.p. y por Proposición 4,

Q1 es una quasi γ −matriz ortogonal.
Análogamente, como A ∈ Rn×n es t.n.p. e invertible, entonces At ∈ Rn×n es t.n.p. e
invertible, luego At admite una única factorización de la forma At = Q2R2, donde Q2 ∈
Rn×n es una matriz ortogonal y R2 ∈ Rn×n es una matriz triangular superior invertible,
por Proposición 6, AtA admite una única factorización de Cholesky AtA = LLt, donde
Lt ∈ Rn×n es una matriz triangular superior TP , además como AtA = (Q2R2)

t(Q2R2) =
Rt

2Q
t
2Q2R2 = Rt

2R2, tenemos que R2 = Lt es el factor superior de Cholesky de AtA.
Por otra parte, como At es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 6, At verifica
para todo k = 1, 2, ..., n, las desigualdades

detAt[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n
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detAt[1, 2, ..., k] < 0

y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detAt[α|1, 2, ..., k] = detQ2R2[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ2[α|γ]detR2[γ|1, 2, ..., k]

= detQ2[α|1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] ≤ 0

como R2 es una matriz TP , detR2[1, 2, ..., k] > 0, k = 1, ..., n, por tanto,
detQ2[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n.
de igual manera

detAt[1, 2, ..., k] = detQ2R2[1, 2, ..., k]

= detQ2[1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] < 0

luego detQ2[1, 2, ..., k] < 0. Q2 es una matriz ortogonal,entonces, Q2 = (Qt
2)
−1, aśı Q2 y

(Qt
2)
−1 son matrices inferiormente t.n.p. y por Proposición 4, Q2 es una quasi γ−matriz

ortogonal.
Rećıprocamente, Supongamos que A = Q1R1 y At = Q2R2, con Q1 y Q2 quasi γ −
matrices ortogonales y R1, R2 dos matrices TP triangulares superiores e invertibles,
entonces Q1 y Q2 son por definición matrices inferiormente t.n.p. y por la Proposición
2, se verifican las desigualdades

detQ1[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, ; para todo α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n

detQ1[1, 2, ..., k] < 0

y
detQ2[α|1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n

detQ2[1, 2, ..., k] < 0

por la identidad de Cauchy-Binet, tenemos que para todo k = 1, 2, ..., n, se verifica que
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detA[α|1, 2, ..., k] = detQ1R1[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ1[α|γ]detR1[γ|1, 2, ..., k]

= detQ1[α|1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] ≤ 0, para todo α ∈ Qk,n

(3.4)
y

detA[1, 2, ..., k] = detQ1R1[1, 2, ..., k]

= detQ1[1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] < 0
(3.5)

de igual manera,

detAt[α|1, 2, ..., k] = detQ2R2[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ2[α|γ]detR2[γ|1, 2, ..., k]

= detQ2[α|1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] ≤ 0,
para todo α ∈ Qk,n

(3.6)

y
detAt[1, 2, ..., k] = detQ2R2[1, 2, ..., k]

= detQ2[1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] < 0
(3.7)

Como detAt[α|1, 2, ..., k] = detA[1, 2, ..., k|α], a partir de las desigualdades (3,4), (3,5) y
(3,6) y del Teorema 6, se tiene que A es una matriz t.n.p.

Teorema 11. Sea A ∈ Rn×n una matriz invertible con todos sus elementos negativos.
Entonces, A es una matriz t.n. si y sólo si existen dos quasi γ − matrices estrictas
y ortogonales Q1 ∈ Rn×n y Q2 ∈ Rn×n y dos matrices triangulares superiores 4STP
R1 ∈ Rn×n y R2 ∈ Rn×n, tales que A = Q1R1 y At = Q2R2.

Demostración. Sea A ∈ Rn×n Una matriz invertible con todos sus elementos negativos
y supongamos que A es t.n., por ser A invertible, admite una única factorización de la
forma A = Q1R1, donde Q1 ∈ Rn×n es una matriz ortogonal y R1 ∈ Rn×n es una matriz
triangular superior invertible, como A es t.n., At también es t.n., entonces, AtA es una
matriz STP , y por la Proposición 6, AtA admite una única factorización de Cholesky
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AtA = LLt, donde Lt ∈ Rn×n es una matriz triangular superior 4STP.
Además, como AtA = (Q2R2)

t(Q2R2) = Rt
2Q

t
2Q2R2 = Rt

2R2, tenemos que R2 = Lt es
el factor superior de Cholesky de AtA. Por otra parte, como A es una matriz t.n., por
el Teorema 5, A verifica para todo k = 1, 2, ..., n, la siguiente desigualdad

detA[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0
k,n

y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos

detA[α|1, 2, ..., k] = detQ1R1[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ1[α|γ]detR1[γ|1, 2, ..., k]

= detQ1[α|1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] < 0

para todo α ∈ Qk,n y k = 1, 2, ..., n, como R1 es una matriz4STP , detR1[1, 2, ..., k] > 0,
luego detQ1[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0

k,n y k = 1, 2, ..., n.
y por proposición 3, Q1 es una matriz inferiormente t.n., además como Q1 es ortogonal,
Q1 = (Qt

1)
−1, luego por Proposición 5, Q1 es una quasi γ−matriz estricta y ortogonal.

Análogamente, como A ∈ Rn×n es t.n. e invertible, entonces At ∈ Rn×n es t.n. e inverti-
ble, luego At admite una única factorización de la forma At = Q2R2, donde Q2 ∈ Rn×n es
una matriz ortogonal y R2 ∈ Rn×n es una matriz triangular superior invertible. Además
AtA es una matriz STP y por la proposición 6, AtA admite una única factorización de
Cholesky AtA = LLt, donde Lt ∈ Rn×n es una matriz triangular superior 4STP . como
AtA = (Q2R2)

t(Q2R2) = Rt
2Q

t
2Q2R2 = Rt

2R2, tenemos que R2 = Lt es el factor superior
de Cholesky de AtA.
Por otra parte, como At es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 5, At verifica
para todo k = 1, 2, ..., n, la siguiente desigualdad

detAt[α|1, 2, ..., k] < 0, para todoα ∈ Q0
k,n

y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos

detAt[α|1, 2, ..., k] = detQ2R2[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ2[α|γ]detR2[γ|1, 2, ..., k]

= detQ2[α|1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] < 0

como R2 es una matriz 4STP , detR2[1, 2, ..., k] > 0, por tanto detQ2[α|1, 2, ..., k] < 0,
para todo α ∈ Q0

k,n y k = 1, 2, ..., n y por proposición 3, Q2 es una matriz inferirmente
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t.n.. Además como Q2 es una matriz ortogonal se tiene Qt
2 = Q−12 ,aśı Q2 = (Qt

2)
−1,

luego por Proposición 5, Q2 es una quasi γ −matriz estricta y ortogonal.
Rećıprocamente, Supongamos que A = Q1R1 y At = Q2R2, con Q1 y Q2 quasi γ −
matrices estrictas y ortogonales y R1, R2 dos matrices triangulares superiores e inverti-
bles 4STP , luego Q1 y Q2 son por definición matrices inferiormente t.n. y por la
Proposición 3, para todo k = 1, 2, ..., n, se verifican las desigualdades

detQ1[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0
k,n

detQ2[α|1, 2, ..., k] < 0, para todo α ∈ Q0
k,n

por la identidad de Cauchy-Binet tenemos que para todo k = 1, 2, ..., n, se verifica

detA[α|1, 2, ..., k] = detQ1R1[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ1[α|γ]detR1[γ|1, 2, ..., k]

= detQ1[α|1, 2, ..., k]detR1[1, 2, ..., k] < 0,
para todo α ∈ Q0

k,n

(3.8)

y
detAt[α|1, 2, ..., k] = detQ2R2[α|1, 2, ..., k]

=
∑

γ∈Qk,n
detQ2[α|γ]detR2[γ|1, 2, ..., k]

= detQ2[α|1, 2, ..., k]detR2[1, 2, ..., k] < 0,
para todo α ∈ Q0

k,n

(3.9)

Como detAt[α|1, 2, ..., k] = detA[1, 2, ..., k|α], a partir de las desigualdades (3,8) y (3,9)
y del Teorema 5, se tiene que A es una matriz t.n..



Conclusiones

Dada una matriz A ∈ Rn×m con anm < 0 y n ≤ m. Es suficiente calcular los
menores iniciales por columnas y los menores iniciales por filas de A, para garan-
tizar su total-negatividad. Teniendo en cuenta la factorización LDU de A.

A partir de las quasi γ−matrices (quasi γ−matrices estrictas) se da una carac-
terización para las matrices t.n.p.(t.n.) teniendo en cuenta su factorización QR.
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[4] Cantó,R., Ricarte,B., Urbano, A.M., Characterizations of rectangular totally and
strictly totally positive matrices,Submited.
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