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INTRODUCCION

Histéricamente, las primeras ideas topolégicas conciernen al concepto de limite y al
de completitud de un espacio métrico, y se manifestaron principalmente en la crisis de
los inconmensurables descubiertos por Pitagoras ante la aparicion de niimeros reales no
racionales. El término topologia lo acuna por primera vez Johan Bennedict Listing, en
1836 en una carta a su antiguo profesor Miiller, y posteriormente en su libro Vorstudien

zur Topologie (Estudios previos a la Topologia), publicado en 1847.

La idea general en dlgebra y topologia es encontrar y estudiar los fenémenos causa-
dos por un cierto tipo de continuidad de las operaciones algebraicas. En muchos casos
el énfasis de este estudio se hace en la descripcién de la estructura algebraica de objetos
bajo ciertas restricciones topologicas. Por ejemplo cada grupo topolégico compacto Boo-
leano es topolégicamente isomorfo a Z(2)™ para algin cardinal x. El drea del algebra
topoldgica esta bien desarrollada y tiene una larga tradicién. Los primeros resultados
en grupos paratopoldgicos aparecieron en los anos 50 del siglo pasado, de hecho muchos
conceptos en la teoria de grupos paratopolégico no son andlogos a los dados en los gru-

pos topoldgicos.
Un ejemplo famoso de un grupo paratopoldgico es la linea de Sorgenfrey, esto mues-

tran que grupos paratopoldgicos (hereditario) normal primero contables no necesitan

ser metrizables. Resumiendo, la teoria de grupos paratopoldgicos es bastante diferen-
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INTRODUCCION VIII

te de la de grupos topoldgicos. Sin embargo, existen varios resultados que indican, en
muchos aspectos, que los grupos paratopolégicos heredaran algin tipo de estabilidad
o previsibilidad considerable de los grupos topoldgicos. Cabe mencionar un hecho sor-
prendente de esta naturaleza: el Teorema de Comfort-Ross: “el producto de los grupos
topolégicos pseudocompactos sigue siendo vdlido para grupos paratopologicos, sin ningu-
na restriccion de separacion.” Este resultado fue recientemente probado por Rasvky en
[5]. Otro hecho no trivial fue establecido con anterioridad por Reznichenko: ”Cada gru-
po topologico de Hausdorff o—compacto tiene celularidad numerable.” Recientemente,
el autor deduce la misma conclusion, sin imponer ninguna restriccion de separacion en

un grupo paratopoldgico o —compacto.

En el presente trabajo se pretende establecer las caracteristicas de los grupos para-
topoldgicos dentro de las cuales mencionamos el comportamiento de los axiomas de
separacion en estos grupos, esto es, ya sabemos que en los grupos topolégicos se tiene
que T;, con i € {0,1,2,3, 3%}, son equivalentes, estudiaremos esta situaciéon en los gru-

pos paratopologicos.

Se establecen algunas nociones importantes y se presenta la demostracion detallada
de los teoremas que sean necesarios para abordar la teoria de los axiomas de separacion
en grupos paratopologicos. Para el desarrollo de este trabajo se tomardan como referen-
cia dos articulos titulados Para-topological and semi-topological groups vs topological
groups publicado por M. TKACHENKO [2] y Paratopological groups, II, publicado
por O. RAVSKY.[4]

En el primer capitulo se dan algunas nociones basicas referentes a la topologia, defi-
niciones basicas y otras necesarias para una mejor comprension del presente trabajo;

ademas se presentan algunos resultados preliminares necesarios para la demostracion de
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los teoremas principales.

El segundo capitulo en general esta dedicado a describir el comportamiento de los axio-
mas de separacién cuando G es un grupo topoldgico, es decir mostraremos las impli-
caciones en sentido contrario, pero antes de mostrar los resultados daremos algunas
definiciones necesarias para proceder a hacer las pruebas, para esto nos apoyaremos en

los espacios uniformizables.

En el tercer y ultimo capitulo se darda a conocer el resultado final, en este capitulo
empezaremos dando la definiciéon formal de un grupo paratopoldgico, luego mostrare-
mos ejemplos en los cuales se ve reflejado claramente que en un grupo paratopoldgico

ser Ty no necesariamente implicaria ser 17, 15, ect.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Definiciones Basicas

Definicién 1.1.1 (Topologia). Dado un conjunto X, llamamos topologia a una coleccion

7 de subconjuntos de X la cual tiene las siquientes propiedades:
1. Oy X estdin en T.
2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T esta en T.

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T esta en .

A el par (X, 1) se le llama espacio topoldgico.

Si U € 7, se dice que U es un abierto en (X, 7). Cuando no haya peligro de confusion,

escribiremos X en lugar de (X, 7).

Ejemplo 1.1.1 (Topologia Indiscreta). Esta topologia consta de dos unico conjuntos,

el vacio y el propio X.

Ejemplo 1.1.2 (Topologia Discreta). Sea X un conjunto, consideremos la familia
T = P(X), formada por todos los subconjuntos de X, esta familia es una topologia, es

decir que cualquier subconjunto de X es un abierto y se le llama topologia discreta.
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Definicién 1.1.2 (Grupo). Un grupo es un par ordenado (G, -) donde G es un conjunto

y - es una operacion binaria en G, el cual sastisface los siguientes axiomas:
i. (a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c € G, esto es, - es asociativa.

1. Exite un elemento e € G, llamado identidad, tal que para todo a € G se tiene que

iii. Para cada a € G existe un elemento a! en G, llamado el inverso de a, tal que

El grupo (G, ) es llamado abeliano si a-b="b-a para todo a,b € G.

Observaciéon 1.1.1. De ahora en adelante escribiremos ab en vez de a - b para denotar

el producto, para cuales quieran que sean a y b.

Definicién 1.1.3 (Base). Sea X un espacio topoldgico y B una coleccion de abiertos en
X. Se dice que B es una base para X si dado U abierto en X yp € U, existe B € B tal
que p € B C U. Es decir B es una base para X si todo abierto de X se puede escribir

como union de elementos de B.

Ejemplo 1.1.3. La coleccion de todas las bolas abiertas en un espacio métrico X es

una base para una topologia sobre X.

Definicién 1.1.4 (Sub-base). Sea X un espacio topoldgico con topologia T. Una sub-
base de T es usualmente definida como una subcoleccion B de B que satisface una de

las dos condiciones equivalentes:

1. La subcoleccion B genera una topologia 7. Esto significa que T es la topologia mas
pequena que contiene a B. Cualquier topologia 7" de X que contiene a B debe

contener a T.

2. La coleccion de conjuntos abiertos construida con X y todas las intersecciones

finitas de los elementos de B forman una base para T.
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Ejemplo 1.1.4. La coleccion de todos los intervalos abiertos B = {(a,b) : a,b € R} es

una base para R.

Ejemplo 1.1.5. En X =R si escojemos
U1 = (—O0,0], UQ = (0,2], U3 = [1,+OO), U4 = [2,3]

esto es, si consideramos la sub-base S = {Uy, Us, Us, Uy} aparecen los abiertos (cerrados)
UyNUs =[1,2], UyNUy = {2}, (las intersecciones de tres o mds son vacias) y la union

de todos ellos
7={0,R, (—00,0], (0,2], [1,400), [2,3], [1,2], {2}, (—o0,0]U[l,+00), [1,3],...}

Definicién 1.1.5 (Base Local). Sea X un espacio topoldgico y sea x € X, se dice que
B, C 1 es una base local para x sty solo st dado U € 7 con x € U existe B € B, tal que

re BCU.

Definicién 1.1.6. Si X es un espacio topologico y p es un punto perteneciente a X,
una vecindad de p es un conjunto V' que contiene un conjunto abierto U que contiene a
p, esto es:

pelUCV.

Notese que la vecindad V' no necesita ser un conjunto abierto. Si 'V es abierto se le llama

una vecindad abierta.

Definicién 1.1.7 (Funcién Continua.). Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion
f: X — Y es continua si f~1(O) es un conjunto abierto en X para cada conjunto

abierto O de Y.

Naturalmente también es posible definir lo que significa que la funciéon f: X — Y

sea continua en un punto r € X.

Definicién 1.1.8. Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion f : X — Y es
continua en un punto x € X si para cada vecindad V' de f(x) en'Y existe una vecindad

U dexz en X tal que f(U) C V.
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Teorema 1.1.1. Dada una funcion f: X — Y, se dice que f es continua si y solo si

f es continua en x, para cada v € X.

Definicién 1.1.9. Sean (X, 7T) un espacio topolégico y A C X. La coleccion {O N A :
O € 7}. es la topologia heredada por A de X o la topologia inducida por X (o por la

topologia de X ) sobre A. El espacio topoldgico formado se llama un subespacio de X.

Proposicién 1.1.1. Sea X un conjunto y sea {(Y;, 7;) }ier una familia de espacios to-

pologicos y {fi : X — (Yi, 1)} una familia de funciones. Entonces

{7 U) i el y U; es abierto en (X;,7)}

)

es una subbase para una topologia en X, la topologia generada por esta subbase se le

llama topologia inicial de X inducida por los f; y los (Yi, 7i).

Proposicién 1.1.2. Sea Y un conjunto, {(X;, 7;) }icr una familia de espacios topolégicos

y{fi: (Xi,7:) — Y} una familia de funciones. Entonces:
T={ACY : f Y(A) es abierto en X;, para cada i € I}

es una topologia en Y. Esta topologia es llamada la topologia final en 'Y, inducida por los

fi ylos (X, ).

Definiciéon 1.1.10. Sean X,Y espacios topologicos y consideremos la topologia inicial

sobre el producto cartesiano X X Y inducida por las proyecciones canonicas
T : X XY —X y m: XxY —Y

llamamos esta topologia, la topologia producto sobre X X 'Y.
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1.2. Axiomas de Separacién

En esta seccién definiremos todos los axiomas de separacién que usaremos para
el desarrollo de este trabajo, enunciaremos sus distintas propiedades, de igual manera

daremos algunos ejemplos de estos espacios.
Definicién 1.2.1 (Espacios Ty). Decimos que un espacio topoldgico X es Ty si dado

dos puntos x,y € X, existe una vecindad V, de x (0'V, dey) tal quey ¢ V, (ox ¢V, ).

Ejemplo 1.2.1. El espacio de Sierpinski, X = {0,1} con la topologia {0,{0},{0,1}}
es un espacio Ty. Los inicos puntos distintos entre si son 0 y 1, {0} es una vecindad de

0 que no contiene a 1.

Definicién 1.2.2 (Espacios T1). Se dice que un espacio topolégico X es Ty si dado dos
puntos x,y € X existe una vecindad V, y 'V, tal que x ¢ V,, e y ¢ V.

Ejemplo 1.2.2. Todo espacio métrico es un espacio T). Cualquier conjunto con la

topologia de los complementos finitos es T}.

Definicién 1.2.3 (Espacios Ty o Hausdorff). Un espacio topolégico X es Ty o de Haus-
dorff si dado dos puntos x,y € X existe una vecindad V, y V, tal que V, NV, = 0.

Ejemplo 1.2.3. Todos los espacios métricos son espacios de Hausdorff. Sea r = d(zx,y)

y sean ry,ry > 0 tales query < 5 yr, < g

%, entonces se tiene que B(x,r,)NB(y,r,) = 0.

De no ser asi, entonces existiria un z € B(x,r,) N B(y,r,). En efecto si z € B(z,r,)

entonces por definicion de métrica se tiene que
d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)
de donde
d(z,y) = d(z,y) - d(z,2)

= r—d(z,2)

NN I
N =3
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por lo que z ¢ B(y,ry), por tanto se tiene que B(x,r,) N B(y,r,) = 0.

Definicién 1.2.4 (Espacios funcionalmente Hausdorff). Un espacio X es funcionalmen-

te Hausdorff si para cada par de puntos distintos x,y € X, existe una funcion continua

f: X —10,1] tal que f(z) =0y f(y) = 1.

Definicién 1.2.5 (Espacios Urysohn). Un espacio X es Urysohn si para cada par de
puntos distintos x,y € X, estos pueden separarse por vecindades cerradas, esto es, si
U, es una vecindad cerrada de x y V,, una vecindad cerrada de y, tales que U, y V,, son

disjuntas (U, NV, = 0).

Definicién 1.2.6 (Espacios fuertemente Hausdorff). Un espacio X se dice que es fuer-
temente Hausdorff si este es de Hausdorff y si para cada subconjunto infinito A C X,

se tiene una sucesion {U, : n € N} de conjutos abiertos disjuntos dos a dos tal que

ANU, #0.

Definicién 1.2.7 (Espacios Regulares). Un espacio topoldgico X es reqular si para todo
x € X y todo cerrado F' C X tal que x ¢ F existen abiertos Uy, Us en X tales que x € Uy
y F C U, de donde Uy NUsy = 0.

Ejemplo 1.2.4. Cualquier espacio métrico es un espacio reqular. En efecto, sea (X,d)
un espacio métrico, F C X cerrado y x € X — F. Como X — F es un subconjunto

abierto, existe r > 0 tal que v € B(z,r) C X — F; de tal forma que
xr € B(z,r/2) C B(x,r/2) C B(z,1).

Por lo tanto, si Ay = B(x,r/2) y Ay = X — B(z,1/2) se tiene que Ay y Ay son
subconjuntos abiertos ajenos tales que ' C Ay y x € Ay, Como X es Ty, tenemos que

X es reqular.
Definicién 1.2.8 (Espacios T3). Un espacio topoldgico es Ty si es reqular y T;.

Definicién 1.2.9 (Conjuntos canénicos). Sea X un espacio topoldgico, y sea U un

conjunto, tal que U € X, decimos que U es abierto candénico si U = intU.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Definicién 1.2.10 (Espacios CB). Un espacio X es CB si X tiene una base que consta

de conjuntos abiertos canonicos.

Definicién 1.2.11 (Espacios semiregular). Un espacio X es semiregular si este es CB

yTQ.

Definicién 1.2.12 (Espacios Quasiregular). Un espacio X es quasireqular si cada con-

jJunto abierto no vacio contiene la clausura de algun conjunto abierto distinto de vacio.

Definicién 1.2.13 (Espacios m-semiregular). Un espacio es m-semiregular si cada con-
Junto abierto no vacio contiene el interior de la clausura de algin conjunto abierto no

vacio.

Definicién 1.2.14 (Espacios funcionalmente 73). Un espacio X es funcionalmente Tj
si para todo conjunto cerrado F' C X y todo punto v € X — F existe una funcion

continua f: X — [0,1] tal que f(z) =0y f|F = 1.

Definicién 1.2.15 (Espacios T3%, completamente regulares o Tychonoff). Un espacio
topologico X es completamente reqular st es Ty y para cada punto x € X y cualquier

cerrado F' C X tal que x no pertenece a I existe una funcion continua f : X — [0, 1]

tal que f(z) =1y f(F)=0.
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1.3. Resultados Basicos

En esta seccién estudiaremos algunos resultados topoldgicos basicos y también esta-
bleceremos resultados acerca del comportamiento de los axiomas de separacién en los
grupos topoldgicos, lo cual nos serviran mas adelante para relacionarlos con los grupos

paratopoldgicos. Para las siguientes afirmaciones, consideremos X un espacio topologico.

Proposicién 1.3.1. Un espacio es Ty si y solo si, para x,y € X, con x # y entonces
{z} # {y}-

Demostracion. Supongamos x,y € X tal que x # y. Como X es un espacio 7| existe
una vecindad U, de z tal que y ¢ U,, luego U es una vecindad de x que no intersecta al
conjunto {y} por lo tanto,z € UN{z} y z ¢ UN{y}. Asi, {z} # {y}.
Reciprocamente, sean x,y € X con x # y. Supongamos que m #* @ Tomemos
z € {2} luego existe una vecindad U de z tal que z € Uy U N {y} = 0, ya que z ¢ {y}

entonces = € U pero y ¢ U. Asi, X es un espacio Tj. O

Teorema 1.3.1. Dado un espacio topologico X, los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

a. X esTy.
b. Cada conjunto unitario en X es cerrado.

c. Cada subconjunto de X es igual a la interseccion de los conjuntos abiertos que lo

contienen.

Demostracion. (a. = b.) Si X es un espacio 17 entonces dados z,y € X, con = # y
existe abiertos U y V tales que x € U y y € V, asi se tiene que y € V C X — {x} ya que
y ¢ {x} por lo que X — {z} es abierto y asi {x} es cerrado.

(b. = ¢.) Sea z € X y tenemos que cada {z} es un conjunto cerrado, luego dado

A C X y para cada = ¢ A, podemos escribir A como

A= J{X - {2}z e X - A},
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(c. = a.) Sea = # y, supongamos que se satisface ¢ entonces para A = {x} es claro que
existe una vecindad abierta de z que no contiene a y, andlogamente tomando A = {y},

existira una abierta de y que no contiene a x, por tanto X es T7. O]

Corolario 1.3.1. 57 X es un espacio para el cual se tiene que toda sucesion definida

en él tiene a lo mds un limite, entonces X es un espacio T;.

Demostracion. Supongamos que x € X es arbitrario, y que y € {x}. Puesto que tanto
y como x son limites de la sucesion x,, = x para todo n € N, la propiedad que posee X
implica que z = y. Ello nos asegura en particular que {z} = {z}. En consecuencia, X

es un espacio 717. ]

Observaciéon 1.3.1. Todo espacio Ty es Ty, pero el reciproco no es cierto, lo veremos

a continuacion

Ejemplo 1.3.1. Sea X un conjunto infinito con la toplogia de los complementos fini-
tos, digamos 7. = {A C X| X — A es finito o A = 0} (los conjuntos cerrados son
los conjuntos finitos y X ). Veamos que X con la topologia 1. no es Ty pero si es Tj.
Supongamos que X es Ty luego dados abiertos U y'V en X se sigue que UNV = () por
lo que

X=X -0=X—-(UnV)=(X-U)n(X V)

pero los subconjuntos (X —U) y (X — V') son finitos, asi cualquier par de subconjuntos
abiertos no vacios U y V de X siempre se intersecta por lo que X no es Ty. Ahora sea
x,y € X luego los conjuntos {x} y {y} son cerrados porque son conjuntos finitos por lo
que X — {x} es su complemento por tanto es abierto, asi el abierto U, de x se puede

escribir como U = X — {x} luego x € U, peroy ¢ U, por lo tanto X es un espacio T}.

Ejemplo 1.3.2. Un espacio que sea Ty no siempre es Ty. Sea X = {a,b} y
T ={0,X,{a}}, es claro que (X, 7) es Ty, si tomamos O = {a} se tiene que
(a € {a} Nb & {a}), pero (X,T) no es Ty ya que no existen abiertos que cumplan la

condicion de la definicion.
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Observaciéon 1.3.2. Es trivial verificar que en un espacio topologico se cumple que:
T3:>T2:>T1:>T0 (*)

Observacion 1.3.3. Las propiedades Ty, To Ts, y Ty1 son hereditarias y se preservan

los productos.
Teorema 1.3.2. 51 X es un espacio T3% entonces X es un reqular.

Demostracion. Sea F' un conjunto cerrado en X y sea x € X — F|, entonces existe una
funcién continua f : X — [0,1] tal que f(F) = 0y f(z) = 1, ahora los conjuntos
F75[0,1/2)) y f71((1/2,1]), son abiertos en X y disyuntos, ademéas F' C f~1([0,1/2)) y
r € f71((1/2,1]). Esto quiere decir que tanto F' como z los podemos separar por medios

de conjuntos abiertos en X. O]

A continuacién introduciremos un concepto que nos servira en el segundo capitulo

para probar que todo grupo topoldgico Tj es Tychonoff.

Definicién 1.3.1. Dado un conjunto X definimos su diagonal como el conjunto
AX)={(r,z) ;2 e X} C X x X
sin perdida de generalidad lo denotaremos por /.

Definicién 1.3.2 (Uniformidad). Sea X wun conjunto, sea Y C P(X x X), U # 0, tal

que:
1. YU elu,NCU.
2. U el entonces U™t €U.
3. U el entonces IV el : VoV CU.

4. U,V el entonces UNV € U.
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5. YU elUUd,U CV C X x X entonces V e U.
Diremos que U es una uniformidad para X.
Observaciéon 1.3.4. Sean X,Y conjuntos, dada una relacion U en X XY definimos
Ulti={(z,y) €Y x X : (y,x) € U}.
Dadas U,V relaciones en X XY, definimos
UoV :i={(z,2) € X x X, Jy € X tal que (z,y) €V y (y,2) € U}

Definicién 1.3.3 (Espacios Uniformes). Al par (X,U) se le llama espacio uniforme.

Los elementos de U se les dice contornos.

Ejemplo 1.3.3. Dado cualquier conjunto X podemos dotarlo de diferentes uniformi-
dades. Las uniformidades triviales son : U = {X x X} esta se le llama uniformidad

indiscreta y U ={U C X x X : A C U}, esta se le llama uniformidad discreta.

Ejemplo 1.3.4. La uniformidad usal para R es:
U={UCRXxR:3Ir>0 tal que |z —y| <r = (z,y) € U}

Observacién 1.3.5. Para un par de puntos x,y € X yV € X x X tenemos que
(x,y) € V, si esto ocurre, entonces decimos que es la distancia entre x ey en V y lo

denotaremos de ahora en adelante como |x —y| < V.

Teorema 1.3.3. Para cada uniformidad U en un conjunto X la familia
T ={G CX: para cada x € G existe V € U tal que B(z,V) C G}

es una topologia en un conjunto X y el espacio topoldgico (X, 1) es un espacio Ty. La

topologia 14 es llamada topologia inducida por la uniformidad U.

Observacién 1.3.6. Es vdlido aclarar que B(xz, V) ={y /(z,y) € V}.
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Demostracion. Debemos probar que 73, es una topologia. Por como esta definida 7, se
tiene que 7, # ), ademds se tiene que para G C X entonces G € 7. Ahora consideremos
dos conjuntos G, Gy € 7y v sea x € G1 N Gy, por la definicién de 74 existen Vi, V5, € U,
tal que B(z,Vi) C Gy B(x,V,) C G, entonces por definicién de uniformidad se tiene
que V=Vinloeldy

B(ZE,V) = B(ZE,%) N B(ﬁ,‘/g) c G N G27

se tiene que G; N Gy € 7. Ahora sean los conjuntos G, Gs, ... € 7y v sea x € (G; con
i =1,2,... por la definicién de 7, existen Vi, Vs, ... € U, de manera que B(z,V;) C Gy,
B(z,V3) C Go,... en general B(z,V;) C G;, para V; € U, (es claro que = € B(z,V;)).
Tomemos ahora V = JV; e U y asi:

B(z,V) = B(z,V1)UB(z,Vo)UB(x,V3)U---
= UB@,V)
c |Ja

Asi se tiene que | JG; € 1y y por tanto 7, es una topologia.

Para probar que (X, 7y,) es un espacio T, debemos probar que para cada z € X el
conjunto G = X — {z}, es abierto. En efecto, para cualquier y € G con x # vy, asi
se tiene que existe un V' € U tal que |z — y| < V, como B(y,V) C G, entonces G es
abierto. ]

Observacion 1.3.7. Dado cualquier espacio topoldgico (X, T), podemos darle estructura
uniforme U, tal que toda funcion continua f : X — [0, 1] es una funcién uniformemente
continua. La topologia 14 no tiene por qué ser la topologia T, si esto ocurriera, todo
espacio topologico seria uniformizable, lo cual no es cierto. Lo que si ocurre es que
Ty C T, esto es, T es mds fina (o igual que ).

Una base para las vecindaes de U consiste de intersecciones finitas de conjuntos

Ut = {(a,b) € X x X : [f(a) — f(b)] < €}
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donde f: X — [0,1] es continua y € > 0.

Definicién 1.3.4. Un espacio topolégico (X, T) se dice uniformizable si existe una uni-

formidad U en X, tal que T = Tyy.
Teorema 1.3.4. Un espacio topologico es uniformizable si y solo si es Tychonoff.

Demostracion. Ver [8], Cap. 8 Pag 434. O



Capitulo 2

Axiomas de Separacion en Grupos

Topologicos

En esta parte estudiaremos el comportamiento de los axiomas de separacién cuando
(G en este caso es un grupo topolégico. Antes de proceder daremos la definicion formal

de un grupo topoldgico.

Definicién 2.0.5 (Grupo Topolégico). Sea G un conjunto distinto de vacio. Sea - una
operacion binaria y T una familia de subconjuntos de G; decimos que G es un grupo

topologico si:
1. El par (G,-) es un grupo y (G,T) es un espacio topoldgico.

2. Las funciones g1 : (G,7) x (G,7) — (G,7) y g2 : (G,7) — (G, 7) dadas por

1 1

, son continuas, para todo x,y en G y x~ es el

ga(z,y) = -y y gr) =

verso de z.

Ejemplo 2.0.5. Cualquier grupo dotado con la topoloogia discreta e indiscreta, es un

grupo topologico.

Ejemplo 2.0.6. R bajo la adicion. R* y C* bajo la multiplicacion son grupos topologi-

COS.

14
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Definicién 2.0.6. X es un espacio homogéneo si dados x,y € X, existe un homeomor-

fismo f: X — X tal que f(z) =y.

Proposicién 2.0.2. Dado un grupo G y un elemento a € G definimos las traslaciones

re Yy l, derecha e izquierda respectivamente como
ro(x) =za y l,(x) = ax
estas traslaciones son homeomorfismos de G en G.

Demostracion. Probemos para las traslaciones por la derecha de a, la traslacion izquier-
da se prueba de manera analoga. Por ser G un grupo topoldgico entonces r, es continua.

Veamos que r, sea inyectiva, esto es, supongamos que

ro(z) =71,(y) = wa=uya
— zaa ' = yaa’l

— T =1.

1

asf r, es inyectiva. Sea ahora y € G, entonces 7,(ya™') = yaa™! =y, asf r, es sobreyec-

tiva. La inversa de r, es r,-1 puesto que

Ta-1(re(x)) = ro-1(va) = raa™ =z

ademds r,-1 es continua por estar en G, asi r, es un homeomorfismo. m
Corolario 2.0.2. Todo grupo topologico es un espacio homogéneo.

Demostracion. Debemos probar que dados dos elementos arbitrarios z,y € G, existe
un homeomorfismo de G sobre si mismo que envia un elemento en otro. Observe que

lyz—1(x) =y lo cual por la proposicién anterior este es un homeomorfismo. m

Sea GG un grupo topoldgico, denotaremos por N, a la familia de vecindades de un punto

x € (G. De la definicion de grupos topolégico la segunda condicién se puede escribir asi:
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Si x e y son elementos de G, para cada U € N, existen vecindades V € N, y W € N,
tales que V - W C U, de donde

V-W={vw:veV,weW}.

y para cada U € N, ! existe V € N, tal que V! C U, de donde V! = {v~!:v eV}

También denotaremos la vecindad del neutro en G como N,,,.

Definicién 2.0.7. Sea V' una vecindad, tal que V' pertenece a la familia de las bases
locales para el neutro eq en G, si V cumple que V1 =V, entonces decimos que V es

una vecindad simétrica.

Proposicién 2.0.3. Sea G un grupo topologico. Cada vecindad U de eq contiene una

vecindad abierta simétrica V de eq tal que V'V C U.

Demostracion. Sea f: G X G — G el producto de G y sea g : G — G la funcién definida
por x — g(x) = z~!, para cada * € G. Como f es continua y f(eg,eq) = eq € U,
existen vecindades Uy, Us de eg, tales que f(U; x Uy) C U, es decir U;Uy C U. Ahora

como g(eg) = eg' = eq, existe Us tal que g(Us) C U, es decir U; ' C U,, tomemos
V=(UnNnUNUs)N(U,NU;NU3)
Note que V! =V y ademds
VvV CUU; CUU, C U
[

Si G es un grupo topolégico no trivial con la topologia indiscreta, tenemos un grupo
topoldgico que no es T7 o Ty, pero si un grupo topoldgico es Ty, dado que también es T,
el grupo es regular y por tanto es un espacio de Hausdorff. Para todo grupo topoldgico
la propiedad de ser T}y equivale a ser T}.

De ahora en adelante, las bases locales que tomaremos seran respecto al elemento neu-

tro eg en el grupo topologico GG. Antes de mostrar las equivalencias entre los axiomas
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de separaciéon en grupo topoldgico, enunciaremos y demostraremos un lema que sera

fundamental de ahora en adelante.
Lema 2.0.1. Sea G un grupo topoldgico:

1. SiU e N,

eGgr

(V"=V .V ...V n - factores).

entonces para cada n € Nt eziste V€ N, con V" C U.

2. SiU € N, entonces existe V € N, con V C U. En particular, las vecindades
cerradas de eg constituyen una base local de la identidad cuyos elementos son

subconjuntos cerrados.

Demostracion. 1. Sea U € N,,. Procederemos por induccién sobre n.
Para n = 1, hacemos V = U. Sea n € N* fijjo y supongamos que el resultado es
valido para n, es decir, existe W € N, tal que W™ C U y queremos encontrar
una vecindad V de eg tal que V™! C U. Dado que la multiplicacién g;(z,y) = xy
es continua y ¢;(eq,eq) = e existe entonces Vi, V, tales que ViV, C W. Sea

V =V, NV; entonces V € N, y V2 C W, de donde
yrtl—y.yv.yvtcw.-wt Cu.
Asi tenemos que V" C U.

2. Sea V € N, tal que VV = V2 C U. Si € V, entonces 2V NV # ), decimos
que existen vy, v € V con zv; = v, de donde x = vov~' € VV =1 = V2 C U, asi
VCu.

L]

En lo que sigue, estudiaremos el comportamiento entre los axiomas de separaciéon

cuando G es un grupo topoldgico.



CAPITULO 2. AXIOMAS DE SEPARACION EN GRUPOS TOPOLOGICOS 18
Teorema 2.0.5. Cada grupo topologico G es regular.

Demostracion. Sea U € N, por la continuidad de la multiplicacién y la inversa se
tiene que existe V € N, tal que VV C U y V=! =V por el lema (2.0.1) tenemos que
V C VW =VV C U, asf por la homogeneidad, G es regular en eg. O]

Teorema 2.0.6. Sea G un grupo topologico. Si G es Ty, entonces G es Tj.

Demostracion. Supongamos que G es Tj. Sean x,y € G, sin perdidad de generalidad,
existe una vecindad abierta de x que no contiene a y, entonces por el lema anterior (lema

2.0.1) existe U € N, tal que y ¢ xU, esto implica que z~'y ¢ U, de donde se tiene que:
(@Y ¢U T =y g U =T

es decir
yy lw g yU"

asf v ¢ yU™! = yU = = ¢ yU, por lo tanto G es T. O
Corolario 2.0.3. Todo grupo topologico Ty es Ts, en particular es Ts.

Demostracion. Por teorema 2.0.5 cada grupo topoldgico G es regular. Supongase ahora
que ademas G es Tj, entonces por 2.0.6 G es T, lo que quiere decir que G cumple
con la definiciéon de espacio T3, por tanto G es T3. Siendo GG un espacio T3, entonces

inmediatamente G es un espacio T o de Hausdorff. O

Corolario 2.0.4. Para cada uniformidad Uen un conjunto X, el conjunto X con la

topologia inducida por U es un espacio Tychonoff.
Demostracion. (ver [8]. pag 431, corolario 8.1.13) O

Teorema 2.0.7. Todo grupo topologico Ty es un espacio uniformizable.
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Demostracion. Probaremos que el conjunto denotado por:
O} ={(9,h) €G xG:g'h eV} paracada V € N,

es una uniformidad; en efecto, para probar que O, es una uniformidad, debemos probar
las propiedades de la definicién 1.3.2, esto es: la diagonal A de G x G esta contenida
en V, ya que para h € G se tiene que (h,h) € G x G, asi que h™*h € V = eq € V, por
tanto A C V, ahora para h, g € G se tiene que g~ *h € V, entonces:
gtheV «— (gth)ytev!
— hlgev™!
asi las relaciones g7'h € V 'y h™'g € V! son equivalentes, por tanto V! € O!,. Ahora

sea k € G, se tiene que g7k € V v k™'h € V entonces
g 'kkTtheVoV=g'theVoV

por lo tanto VoV C O!,. Las siguientes dos propiedades (4 y 5) son obvias, por lo tanto

podemos decir que O!, es una uniformidad. m
Definamos la estructura de las uniformidades de un grupo topolégico GG, como
U={(zr,y) € GxG:zyeUl,
ahora para cualquier z,y € GG definamos un contorno de la siguiente forma:

By(z) = {y/a"'y € U}.
Teorema 2.0.8. Si (G, 7) es un grupo topolégico, entonces Tol, =T.

Demostracién. Sea V un abierto en 7y sea x € V, luego existe U € N, tal que U €V,
note que xU = By(x). En efecto y € U si y solo si 7'y € U si solo si (z,y) €U siy
solo si y € By(x). Asi podemos decir que 7 C ol - Reciprocamente, sea V' un abierto
en o1 y @ € V, por definicion existe V' tal que y € By(x) C V, pero como xU = By(z)
entonces xU C V, yv xU es abierto en 7, luego Tol, & T Asi, podemos concluir que

Tol, = T. U
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Teorema 2.0.9. Sea G un grupo topoldgico, el cual es T} entonces G es un espacio de

Tychonoff o completamente reqular.

Demostracion. Ya vimos que todo espacio topoldgico es uniformizable si y solo si es un
espacio Tychonoff y ademas que todo grupo topoldgico T es un espacio uniformizable
entonces de estas implicaciones podemos concluir que todo grupo topoldgico T} es un

espacio de Tychonoff. O

Ya vimos que en un grupo topoldgico se tiene que:
To=1T = 15, = T3.

Corolario 2.0.5. Todo grupo topoldgico Ty (y por ende T) es uniformizable. En par-
ticular todo grupo topologico Ty es Tychonoff, es decir en un grupo topoldgico se tiene
que:

Ty = T1 = Ty, = T3 = T'ychonof f.

Demostracion. La prueba es consecuencia del teorema 2.0.7 y 2.0.8 y corolario 2.0.3. [J



Capitulo 3

Axiomas de Separacion en Grupos

Paratopologicos

Ya es bien conocido que en cada grupo topolédgico ser Ty implica tambien ser comple-
tamente regular. La situacion en los grupos paratopoldgicos es distinta, son diversos los
ejemplos que muestran que si invertimos las implicaciones (%) no se cumplen en espacios
topoldgicos generales. Aunque en grupos topoldgicos la influencia de los axiomas de se-
paracién es muy fuerte, por el contrario en grupos paratopoldgicos, estas implicaciones
no se comportan de la misma manera. En este capitulo estudiaremos el comportamiento

de los axiomas de separacion en grupos paratopolégico.

Definicién 3.0.8 ( Grupo paratopoldgico). Sea G un conjunto distinto de vacio. Sea -
una operacion binaria y T una familia de subconjuntos de G; decimos que G es un grupo

paratopologico si
1 El par (G,-) es un grupo y (G,T) es un espacio topoldgico.

2. la funcion g, : (G,7) x (G, 7) — (G, 7) dada por gi(x,y) = x -y es continua.

21
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A continuacién, presentamos ejemplos donde no se cumplen las implicaciones ()

invertidas para grupos paratopoldgicos independientemente de su estructura algebraica.

Ejemplo 3.0.7. En un grupo paratopologico ser Ty no implica ser Ty. Para la demos-
tracion de este hecho probaremos que G = (R, +,7), donde T es la topologia generada
por la base B = {z + [0, +00)/x € R} es un grupo paratopologico Ty que no es Tj.
Sabemos que (R, +) es un grupo. Demostremos que B es una base para una topologia so-
bre R. Es claro que x + [0,+00) C R para todo x € R. Sixz € R, x € x + [0, +00)
asi v € Uyepy + [0,00), de donde se tiene que R = |J,cgy + [0,00). Ahora sean
U = [a,+),V = [b,400) € B, tal que x € U NV. Entonces, x € [0,400) € B y
x€x+10,+00) CUNV, lo que prueba que B es una base para una topologia.

Ahora debemos probar la continuidad de la operacion, en efecto sea f : R x R — R

dada por f(x,y) = x + y, veamos que [ sea continua. En efecto sea [a,+00) € B y sea
A= fa,+0)) ={(z,y) ERxR/x+y € [a, +o0)}

veamos que A sea abierto en la topologia producto. En efecto sea (u,v) € A, entonces
u+v € la,+00), ahora U = [u,+00) X [v,4+00) es un abierto en la topologia producto
y ademdas (u,v) € U C A, asi A es abierto, por tanto f es continua y G es un grupo
paratopologico.

Veamos ahora que G sea Ty, en efecto consideremos x,y € R y supongamos que x < y
(sin perdida de generalidad) y tomemos € = %|$ —yl, luego (x + ¢€) € [0,400) tal que
((z+€)+1[0,+00)) N{z,y} ={y}, asi G es Ty.

Ahora supongamos que G es Ty en efecto si x € R, entonces {x} es cerrado, lo que
implica R —{x} es abierto, sea y € R —{x}, con y < x los unicos abierto que contienen
a y son de la forma z 4 [0,400) donde z < y pero z + [0,+00) ¢ R — {x} ya que

xr € 240, +00), pero x ¢ R—{x}, asi {x} no es cerrado y en consecuencia G no es 1.
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Ejemplo 3.0.8. Sea Z el grupo aditivo de niumeros enteros, con la topologia T en Z

tiene como subbase los conjuntos de la forma
n ={k}U{n,+o0) : k,n€Z,n >k}

(Z, 1) es un grupo paratopologico Ty, en donde cualesquiera dos conjuntos abiertos tie-
nen interseccion no vacia por lo que (Z,Ty) no es Ty, entonces Ty #= Ty en grupos

paratopologicos.

Ejemplo 3.0.9. Sea R? el plano aditivo y sea 1 la topologia del grupo paratopoldégico

R?, cuya base local es el elemento (0,0) consiste de los conjuntos
2 2, 2 _ 1
Vo ={(0,0}U{(zy) R :y> 0,07 47 < — |

con n € N. Entonces el grupo paratopolégico (R, 1) es de Hausdorff, pero no es reqular
ya que el conjunto (0,1/n) x {0} esta contenido en V,, y no en Vi para todo n € N asi

que Ty #= T3 en grupos paratopologicos.

Teorema 3.0.10. Sea G un grupo paratopologico y V una base local del neutro e en G.

Entonces:
1. Para U,V €V, existe W €V, tal que W C UNV.
2. Para cada U €V y cada v € U, eriste V €V tal que Vo C U.
3. Para cada U €V y cada x € G, existe V €V tal que V' C U.
4. Para cada U €V, existe V €V tal que V? C U.

Reciprocamente, sea G un grupo y sea V la familia de subconjuntos de G que satisface
las condiciones 1) - 4). Entonces la familia By = {Ua : a € G,U € V} es una base
para la topologia 7y en G tal que (G, 1y) es un grupo paratopoldgico. Ademds, la familia

{aU :a € G,U € V} es una base para la misma topologia Ty.
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Demostracion. (=) Supongamos que G es un grupo paratopoldgico. El inciso 1 es
valido porque V es una base local del neutro e de G. Como las funciones descritas en
la definicion 2.0.4 (g1(z,y) y g2(x)) son continuas entonces los incisos 2 y 3 son validos.
Dado que la multiplicacién es continua en GG, entonces se satisface 4.

(<=) Reciprocamente, sea V una familia de subconjuntos de G que satisfacen las condi-

ciones 1 — 4. Sea 7 la familia de conjuntos W C G que satisfacen la siguiente condicion:
Para cada x € W, existe U € V tal que Ux C W.

Veamos que 7 sea una topologia, en efeto, es claro que ) € 7y G € 7, por tanto 7 # (). La
unién arbitraria de elementos de 7 estan en 7. Sean Wy, Wy € 7, tomemos W = Wi NW,,
veamos que W € 7. En efecto tomemos x € W, entonces existen Uy, Us € 7 tales que
Uyx ¢ Wy y Usx C W, por el inciso 1, se tiene que existe U C V tal que U C U; N Uy,
lo que quiere decir que Uz C Uyx N Usx lo que implica que Uz € Wiy NWy, = W,
por tanto se tiene que W € 7 y asi 7 es una topologia. Por otra parte afirmamos lo
siguiente: Para cada Uz € 7, x € G y cada U € V, en efecto si y € Ux, es equivalente
a decir que yz~! € U, por el inciso 2, existe V € V lo que satisface Vyz—! C U, asi
Vy C Uz por tanto Ux € 7. Esta afirmacion junto con el inciso 2 implican que la familia
By ={Ua:a € G;U € V} es una base para la topologia 7, en consecuencia 7 = 7y.

Falta probar que {aU : a € G;U € V} también es una base para 7. Para probar este

hecho tengamos en cuenta lo siguiente:
bV €1, paracadabe GycadaV €V

para verificar este hecho tomemos y € bV, esto es b=ty € V. Por el inciso 2, existe W € V
tal que Wbty C V, aplicando la parte 3 tenemos que hay un elemento U € V el cual
satisface b=1Ub C W, asi b 'Uy = (b"Ub)b 'y C Wb~ly C V, esto es, b'Uy C V por
lo tanto, Uy C bV. Ahora de la afirmacion anterior y del inciso 3, se concluye que la

familia {aU : a € G;U € V} también es una base para la topologia 7. ]
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Para mostrar las equivalencias entre los axiomas de separacion cuando G es un grupo
paratopoldgico, es necesario introducir un concepto el cual nos ayudara en gran parte a

las pruebas.

Definicién 3.0.9. Un subconjunto abierto U de un espacio topolégico X es llamado

abierto reqular si y solo si U = IntU.

Teorema 3.0.11. En un espacio topologico X, los abiertos requlares constituyen una

base para los grupos paratopologicos.
Demostracion. Ver [12] pag. 11-12 O

Definicién 3.0.10. Dado un espacio (X, T,) denotamos por 7' la topologia en X, cuya
base consiste de subconjuntos abiertos regulares de (X, 7). El espacio (X,7',) se dice
que es la semireqularizacion de (X, T) y se denota por X,.. Por otra parte se tiene que

T Cry(X,7) y(X,7) tienen los mismos subconjuntos abiertos regulares.

Observacién 3.0.8. Utilizaremos el hecho de la semireqularizaion cuando sea necesario.

Denotaremos G, un grupo semiregular es decir G € (X, 1').

Teorema 3.0.12. Si (G, 7) es un grupo paratopologico Hausdorff, entonces Gg. es un

grupo paratopologico reqular.

Demostracion. Consideremos una base B del neutro e en G.

Sea la familia B,, = {IntU : U € B} es una base local del neutro e en G,.. Debemos ver
que G, es un grupo paratopoldgico, es suficiente probar que By, satisface las condiciones
1 — 4 del teorema 3.0.10.

En efecto para U,V € B, se tiene que U,V son abiertos regulares, es claro que la
interseccién de abiertos regulares es de nuevo un abierto regular, esto implica que a su
vez existe W C U NV, de donde W € B, asi B, cumple con la primera condicién del

teorema 3.0.10.
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Sea ahora U € By x € IntU. Como IntU es abierto en G, entonces existe V € B tal

que Va C IntU, lo que quiere decir que:

(IntV)x = IntVz C Int(IntU) = IntU

la utima parte se debe del hecho que Int(Int(A)) = IntA para cualquier A que sea
abierto regular.

Dado que las traslaciones derechas e izquierdas son homeomorfismo de G en G, (propo-
sicién 2.0.3) entonces la parte 3 del teorema 3.0.10 se satisface. Sea U € B, dado que GG
es un grupo paratopoldgico entonces V' € B tal que V2 C U. Dado que la multiplicacién
es continua en G (definicién 3.0.7) entonces si V2 C U implica que V2 € U. Como IntV

es abierto en GG, entonces
(IntV)* C Int(V2) C IntU,

por tanto se tiene que Int(V?2) C IntU.

Asi podemos concluir que G, es también un grupo paratopoldgico, como G es de Haus-
dorff, el espacio G, es también de Hausdorff.

Sabemos que la familia B,, consiste de abiertos regulares en GG, por lo tanto la familia
B, esta formada de abiertos regulares en G,.. Sea O € By, [ ntGSTEGST = O se satisface

porque O es un conjunto abierto regular en O,.. Como G, es un grupo paratopologico,

existe W € B, tal que W5 C O. En consecuencia:
WWGS’!' C WGST'WGST' C EGST'
ast WO 1 ntGwaG” = 0. Asi G4, es un grupo paratopoldgico regular. m

Teorema 3.0.13. Cada grupo paratopologico CB es Tj.

Demostracion. Sea B una base que contiene al neutro en GG, tal que B consiste de todos
los conjuntos canénicos abiertos. Para cada vecindad U € B existe una vecindad V € B

tal que VV = V2 C U. Entonces VV C U, asi V C IntU = U, por lo tanto V C U. [
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Teorema 3.0.14. Cada grupo paratopolégico ™ — semiregular es quasireqular

Demostracion. Sea B una base del elemento neutro de un grupo paratopolégico G.
Para cada vecindad U € B existe un punto x € U y una vecindad V' € B tal que
xIntV C U. Asi si escogemos W € B tal que WIW = W? C V, entonces se tiene que
aW C aWW C IntV y asi G es quasiregular. m

Teorema 3.0.15. Todo grupo paratopologico Hausdorff es un espacio de Urysohn.

Demostracion. Por teorema 3.0.11 la semiregularizacion G, de un grupo paratopolégico
Hausdorftf G es regular entonces para dos puntos distintos existen abiertos disyuntos en
G, como Gy, es regular entonces existen vecindades de dicho puntos cuyas cerraduras

son disyuntas en G, y a su vez son disyuntas en . Por lo tanto G es de Urysohn. [J



CONCLUSION

El anterior trabajo estuvo desarrollado en el area de topolgia general y &algebra
topoldgica. Nuestro interés principal fueron los grupos paratopologicos. El variado com-
portamiento de los grupos paratopoldgico en relacion a los axiomas de separacion hace
necesario una profunda revision de aquellas propiedades que poseen los grupos topolégi-
cos bajo la carencia de una inversa continua. La falta de simetria de los grupos parato-

poloégicos hace complicado el estudio de las propiedades de separacion.

Para poder desarrollar y continuar exitosamente este trabajo nos basamos en ciertas pro-
piedades tales como las uniformidades y la semiregularizacion, las cuales nos facilitaron
algunos resultados debido a la gran inlfuencia que tienen en los axiomas de separacion

y los grupos topologicos y paratopolégicos.
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