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RESUMEN

El presente articulo presenta una teoria que explica la tendencia observada en los resultados de las
investigaciones efectuadas hasta la fecha, las cuales establecen que el angulo de friccién interna de un suelo
granular aumenta cuando se incrementa su densidad relativa y en particular basandose en los resultados de la
tesis de grado efectuada en la Universidad de Cartagena por los ingenieros Edwin Tuiran y Tomas Pereira en
el afio 2000 para obtener el titulo de ingeniero civil en el programa de Ingenieria Civil de la Universidad de
Cartagena.

PALABRAS CLAVE: Angulo de friccion interna, Capacidad portante, Esfuerzo de corte, Propiedades del
suelo, Regresion lineal

ABSTRACT

In this article a theoretical development that explains the findings of all research performed around the world
and particularly utilizing the results of the bachelor degree project undertaken by the engineers Edwin Tuiran
and Tomas Pereira in 2000 as a partial requirement to obtain the degree in the Civil Engineering Department
at the University of Cartagena.
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1. INTRODUCCION

El ensayo de corte directo se aplica para un estado de esfuerzos bidimensional, donde los
desplazamientos horizontales y verticales que se producen en el suelo en las direcciones de la
aplicacion de las cargas son medidos rutinariamente en los ensayos efectuados en el laboratorio. El
ensayo de corte directo estd normalizado por la norma ASTM D 3080-90. Los ensayos efectuados
por los ingenieros Tuiran y Pereira en el afio 2000 fueron realizados en un equipo de corte directo
calibrado en la Universidad de Cartagena (Pereira y Tuiran, 2000).

En la figura 3, ¢, representa el angulo de friccion residual (a volumen constante), el cual es
aproximadamente igual al angulo de reposo y ¢, el angulo de friccion entre particulas, el cual es igual
al de una superficie especular construida con el material que constituye el suelo. La diferencia entre
oY ¢ Se debe a la energia adicional que debe disiparse para vencer el entrelazamiento entre los
granos de suelos en el plano de falla de la muestra donde se produce una desorganizacion de la
estructura densa de la muestra con el consiguiente incremento de la porosidad en ese plano.
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Figura 3. Angulo de friccion interna de una arena media a fina (Rowe, 1962)
Fuente: (Rowe, 1962).

2. LA TEORIA DE LA ADHESION.

Las leyes de la friccion fueron estudiadas por Leonardo Da Vinci en 1500 y restablecidas por
Amontons en 1699 y se conocen frecuentemente como las leyes de Amontons. Desde entonces se ha
comprobado que la maxima fuerza lateral que se le puede aplicar al cajon de la figura 1 es
independiente del area 'y directamente proporcional a la fuerza normal aplicada. Karl Terzaghi a raiz
de sus estudios de Mecénica de Suelos a principios de este siglo sugirié un modelo que se conoce hoy
como la teoria de la adhesion. La primera teoria que se establecié para explicar el fenébmeno de la
friccion fue el del entrelazamiento que ocurre debido a las asperezas de las superficies en contacto.
Esta teoria fue descartada ya que ensayos efectuados por diferentes investigadores donde las
superficies friccionantes fueron pulidas especularmente presentaban esencialmente la misma friccion
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TEORIA DEL ANGULO DE FRICCION INTERNA BIDIMENSIONAL EN ARENAS.

que superficies menos pulidas (Bowden y Tabor, 1950, 1964).  Con el objeto de comprender el
fendmeno consideremos la figura 4 donde se muestra los puntos de contacto a nivel microscopico
entre las superficies. Segln la teoria de la adhesion, los esfuerzos de contacto entre las superficies
microscépicas son generalmente lo suficientemente altos como para alcanzar el limite de fluencia (o)
de los materiales que constituyen la muestra; por ejemplo, el esfuerzo de fluencia del cuarzo es del
orden de 1°500.000 psi, considerando que el méaximo esfuerzo cortante que podemos aplicar al
material en las condiciones de fluencia es directamente proporcional al esfuerzo de fluencia podemos
escribir:

T, =lO, 3

Donde z, y o, representan los esfuerzos cortantes y normales de fluencia, respectivamente.

Llamando Ni1 a la fuerza normal, vy Ai1 al area que actGian en la cara 1 y en el punto i a nivel

microscépico, respectivamente, podemos relacionar dicha area de contacto microscopica con las
fuerzas normales en las caras (1) y (2) como:

N1t

o, = 'l 43)
A
2

o, = Zlciz 4b)

FuerzaMormal

Figura 1. Bloques friccionantes mostrando puntos microscopicos de contacto.

Fuente: El autor.

Combinando las ecuaciones 3 y 4a) obtenemos la contribucion a la resistencia tangencial total
Ti que produce el punto i. llamando Ti a la méaxima resistencia tangencial en el punto i podemos
escribir:
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T = A, *z, = N] Tan(¢) 5a)

T2 =A; *r, =N/ Tan(g) 5b)

Sumando las contribuciones de cada uno de los puntos obtenemos de las ecuaciones 5a) y 5b)
obtenemos:

iTil = ryZACil =Tan(¢)2 NPy Zz:TiZ = Tyzz‘,ACiz :Tan(¢)22: N?

De donde obtenemos nuevamente la ecuacion 1b).

T = NTan(g) 1b)

Notese que de acuerdo con esta teoria, al apoyar el blogue de la figura 4 sobre una cara que
tenga un area menor, las ecuaciones 5 predicen que el nimero de puntos de contacto individuales
Ac(i) serdn menores que las del area 1, pero la suma de las areas microscopicas de contacto sera
constante para cualquier posicién del cuerpo (k) tal como se ilustra en la ecuacion 6.

nl n2 nk
A, (Suma de Areas Microscopica) =Y A;=> A’ => A’ =Constante 6

i=1 i=1 i=1

nA, N A

y ng=

Donde n, = , con n1, n2 y n3 representando el nimero microscépico

de area de contacto, de las caras 1, 2 y 3, respectivamente, tal como se muestra en la figura 4.

Plano de Falla —>sh = o Dmax

T >II r I..lllnl.l .Ill.l.l'.ltll'll ll.ll ﬁDmaX

Figura 2. Esquema del efecto del desplazamiento horizontal del suelo en su densidad relativa
Fuente: El autor 2011.

En el ensayo de corte directo que se efectlia rutinariamente a las muestras de suelo, se le
aplica una fuerza horizontal a un plano inducido de falla, tal como se ilustra en la figura 1. Debido a
esta solicitacion, el suelo primeramente trata de fallar las particulas de mayor tamafio que se
encuentran en dicho plano de falla. Como resultado de este fendmeno, el sistema desplaza las
particulas de mayor tamafio fuera del mencionado plano. Como resultado de esto, el suelo cambia de

estructura dentro de un altura que llamaremos (Dmax) al desplazarse una distancia &{Dmax) en el
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sentido horizontal. Asumiendo que el suelo a lo largo de la altura S(Dmax) pasa de una relacion de
vacios inicial (€o) a una final (emax), podemos escribir el asentamiento por dilatacion del suelo como:

p= (em‘e"jw Do) 7

1+e,

Considerando la energia que se disipa al desplazar horizontal y verticalmente las cargas
mostradas en la figura 1, e invocando la teoria de la adhesion?,

emax _eo ﬂ
Tan(#) _Tan(¢°)+( Lve, Lj

Tan(g,) Tan(g,) °
De donde podemos escribir finalmente:
A €max — € ﬁ 1
Tan(¢') =Tan(¢g,)| 1+ (1+ e J(a}(Tan(gzﬁo)J 9

3. RESULTADOS DE LABORATORIO.

Ensayos de corte directo efectuados en arenas pobremente gradadas y limos en el Programa
de Ingenieria Civil de la Universidad de Cartagena arrojaron los resultados mostrados en la Figura 3.
Los ensayos de corte directo fueron efectuados en muestras preparadas en el laboratorio con el fin de
estudiar su variacion en funcion del tamafio maximo del grano para arenas pobremente gradadas; la
gradacion de las muestras se muestra en el apéndice en las figuras 8 y 9. El coeficiente de uniformidad
vario entre 1.4 y 5.9, y se muestra en la Tabla 1.

11

Y Invocar la teoria de la adhesién implica que el angulo de friccién interna propiamente dicho no depende de l]D
las areas de contacto, por lo que a mayor densidad aumenta el nimero de puntos de contacto pero no aumenta
el area microscopica de contacto entre las particulas, tal como lo indica la ecuacion 6.
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Tabla 1. Propiedades fisicas de las arenas ensayadas.

(Milimetros)
D60 D10 Cu e(max) e(min) R?
pasa 20 Ret 60 0.5500 0.2800 2.0 0.85 0.40 0.934
pasa 60 Ret 100 0.1800 0.1300 1.4 0.91 0.40 0.988
pasa 100 Ret 200 0.1050 0.0900 1.2 0.86 0.40 0.933
pasa 200 (Limo) 0.0400 0.0068 5.9 1.56 0.50 0.981

Fuente: Los autores

El cuadrado de los coeficiente de regresion (R?) de las lineas de la figura 3 ajustadas, 10a) a
10d) se muestra en la tabla 1 y estd comprendido entre 0.934 y 0.988. Las lineas de regresion lineal
de las muestras ensayadas, mostradas en la figura 3, se pueden resumir por medio de las siguientes
expresiones:

Para la arena pasa tamiz 20 retiene tamiz 60: ¢ = 0.146Dr +30.68 (Grados) 10a)
Para la arena pasa tamiz 60 retiene tamiz 100: ¢ = 0.119Dr + 27.70 (Grados) 10b)
Para la arena pasa tamiz 100 retiene tamiz 200: ¢ = 0.111Dr + 28.20 (Grados) 10c¢)
Para el limo (pasa tamiz 200): ¢ =0.107Dr +27.00 (Grados) 10d)

Las ecuaciones 10a) a 10d) se pueden expresar como:

¢ = 31.10 + 4.17Log,,(D,., ) + (0.037 + 0.144L0g,,(D,,, ) Dr 11

Donde el simbolo (¢) representa el &ngulo de friccidn interna del material, (Dmax) representa el

tamafio maximo del grano y (Dr) la densidad relativa, la cual se define para suelos granulares
mediante la relacion:

Dr:M*loo 12
—e

max min

Con emax Y emin representando la méxima y minima relacion de vacios, obtenidas en los
ensayo ASTM designacion 4254 y 4253, respectivamente.
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Figura 3

Con referencia a la figura 6, el &ngulo correspondiente a una densidad relativa igual a cero se

Angulo de friccion en arenas unifermes y limos
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puede expresar como:

#(DR =0) = 4.17.Log,, (D, ) +31.10

Utilizando la ecuacién 9 y los resultados del angulo de friccion interna para un angulo de
friccion interna correspondiente a una densidad relativa (Dr) de cero obtenemos ajustando las rectas,

Fuente: Pereira 'y Tuiran 2000.

valores de (f/cx) tal como se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2. Valores de (f/@) en funcién de las gradaciones de las muestras.

De Ensayos
Dso D100 Dmax/Dmin (B/a)/Tan(do) | (/)
0.565 0.880 3.52 202 | 1.29
0.210 0.250 1.47 1.71| 0.99
0.122 0.170 2.30 1.67 | 0.94
0.032 0.074 37.00 0.87 | 0.45
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Tan( @) =31.1+ 3.48%Llog 19(D ey ) o para una densidad relativa (Dr=0)
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Figura 4a). Determinacion del angulo de friccidn interna (¢) para Dr=0, angulo de reposo
(Ecuacion 11), en funcion del tamafio maximo (UdeC, 2000).

Fuente: Pereira 'y Tuiran 2000.

Ton(@) =311+ 3.48%log (D) +B™Dr

Con: b=0.038"L00 10( Dy ) + 0,145 v Dr = Densidod Relotiva

0.20
0.18 —
0.16 —

0.14 Al

0.12 S
0.10 | m— W

008 | __—
0.06 m_ DeDatos
0.04 —— Regresion
0.02
0.00

0.01 0.1 1 10
Diametro maximo {mm)

Yalorde b

Figura 4b). Determinacidn del valor de b de la ecuacion 5a) en funcion del tamafio maximo, en
funcion del tamafio maximo (UdeC, 2000)

Fuente: Pereira'y Tuiran 2000.
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Figura 5a). Resumen angulo de friccion interna en funcion de la densidad relativa para arena
gruesa a media.

Fuente: Pereira 'y Tuiran 2000.
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Figura 5b). Resumen angulo de friccién interna en funcion de la densidad relativa para arena
media a fina.

Fuente: Pereira y Tuiran 2000.
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Arena muy fina pasa 100 retiene 200
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Figura 5c). Resumen angulo de friccion interna en funcion de la densidad relativa para arena fina.

Fuente: Pereira 'y Tuiran 2000.
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Figura 5d). Resumen angulo de friccién interna en funcion de la densidad relativa para limo.

Fuente: Pereira 'y Tuiran 2000.
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(Beta/Alfa) = 1.473 + 0.661L0g;o(Dso)
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Figura 6). Determinacion del valor de (/o) de la ecuacion 9 en funcion del tamafio maximo.
Fuente: El autor (2011)

En las Figuras 5a) a 5d) presentamos la forma como fueron ajustados los valores de (5/a)
efectuados de acuerdo con la ecuacion 9 en funcién de Dso, donde Dso representa el didmetro que
corresponde al tamafio que pasa el 50 por ciento de la muestra en peso en los ensayos de gradacion
mostrados en el apéndice I.

En la Tabla 2 presentamos un resumen de los valores de (f/c) ajustados de acuerdo con las
gréaficas 5a) a 5d), la cual se resume en forma gréfica en la Figura 6 en funcion de la en funcion de
Dso.

Teniendo en cuenta los resultados encontrados a través de las Figuras 5a) a 5d) y resumidos
en la Tabla 2, el valor de (/@) se puede expresar como:

(B/a) =1.473 + 0.661L0g,,(D,,) 14

17
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Montmorillonitade sodio
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Figura 7. Esfuerzo efectivo en la falla para montmorillonita de sodio.
Fuente: Olson (1974)

CONCLUSIONES

En la presente publicacion presentamos una teoria que involucra la disipacion de energia
debido al desarreglo que ocurre en el plano de falla, la cual produce un aumento de volumen en dicho
plano. La energia necesaria para incrementar el volumen en el plano de falla, produce un aumento
en la energia requerida para fallar la muestra, la cual se traduce en un aumento del angulo de friccion
interna del material.

Tal como lo indica la Figura 7, el valor de (/) disminuye en la medida en que disminuye

el tamafio de los granos. Por extrapolacién obtenemos que el valor de Dsp al cual (f/a) se hace cero
es igual 0.006 milimetros, el cual corresponde a tamafio de materiales arcillosos.

Es interesante ademas anotar, que de acuerdo con la ecuacion 14, el angulo de friccion interna
en arcillas de plasticidad media a alta no se incrementa debido a que el valor de (/) se hace igual
a cero para un valor de Dso de 0.006, lo cual es un hecho observado en los ensayos triaxiales
efectuados en suelos de gradacion fina.

La ecuacion 14 también sugiere que el &ngulo de friccion interna en suelos de gradacion fina
puede incluso llegar a disminuir al aumentarse el esfuerzo de consolidacién, tal como ocurre en
arcillas de tipo montmorillonita mostrada en la Figura 9 (Olson 1974). En la Figura 9 reproducimos
resultados obtenidos por Olson en 1974, donde se muestra que el &ngulo de friccion interna disminuye
en la medida en que se incrementa el esfuerzo de consolidacion que confina la muestra, lo que explica
la disminucién del angulo de friccion interna de este tipo de suelos.

Esfuerzos de repulsion eléctrica relativamente fuertes explican la disminucién en el angulo
de friccion interna observado en la figura 9, ya que dichos esfuerzos de repulsion se incrementan en
la medida en que las particulas de suelo se acercan.
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Se necesita llevar a cabo mas investigacion con el fin de validar los resultados encontrados
gue permitan verificar la teoria expuesta en este articulo para diferentes tipos de mineral de arcilla.
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TEORIA DEL ANGULO DE FRICCION INTERNA BIDIMENSIONAL EN ARENAS.

APENDICE I. PROPIEDADES FISICAS DE LOS MATERIALES UTILIZADOS EN

LA INVESTIGACION
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Figura 8. Propiedades fisicas de las arenas utilizadas en los ensayos.

Fuente: El autor.
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Figura 9. Propiedades fisicas del limo utilizado en los ensayos.

Fuente: El autor.
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TEORIA DEL ANGULO DE FRICCION INTERNA BIDIMENSIONAL EN ARENAS.

APENDICE Il. NOTACION

b = Coeficiente constante.
¢ =¢(Dr =0)=4.5Log,,(D max) +32

. . e
Dr = Densidad relativa= ——>——
e_. —e

max min
Vr=Volumen total de la muestra
Vv = Volumen de vacios

Vs =Volumen de sélidos

.. i vV
e =Relacion de vacios= —
Vs

emin = e(Dr=100) = Relacion de vacios minima de acuerdo con ASTM 3080-90
emax = e(Dr=0) = Relacién de vacios maxima de acuerdo con ASTM 3080-90
R? = Coeficiente de regresion.

¢ = Angulo de friccion interna
#Dr) = Angulo de friccion interna a una densidad relativa determinada.

#Dr=0) = Angulo de friccion interna a una densidad relativa igual a cero.

#Dmax,Dr) = Angulo de friccion interna en funcion del tamafio maximo del grano y la densidad
relativa.

¢, = Angulo de friccion interna a volumen constante

#. = Angulo de friccion interna de particula a particula.
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