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PRÓLOGO

La Investigación de Operaciones ha sido designada por algunos 
autores como Ciencia de la Administración, y la Administración 
Científica, como el uso de la investigación de operaciones en la 
toma de decisiones.

Los gerentes, en la medida en que adquieren mayores competencias 
científicas, privilegian la racionalidad frente a la intuición a la hora de 
adoptar decisiones, lo que es un imperativo de su quehacer 
gerencial. Generalmente, los gerentes enfrentan el problema de 
cómo lograr alguna mejora en el nivel de rendimiento, es decir, un 
problema de "búsqueda de objetivo".

Para avanzar en este propósito es necesario concebir una expresión 
matemática (modelo), que contenga una o más variables cuyos 
valores deben determinarse. La pregunta que se formula, en 
términos generales, es qué valores deberían tener estas variables 
para que la expresión matemática alcance un máximo o un mínimo. 
A este proceso general de maximización o minimización se lo 
denomina optimización. 

En esta tarea es de gran ayuda la investigación de operaciones con 
su amplia batería de herramientas útiles para analizar complejas 
situaciones que se le presentan al administrador. 

Esta obra trata con modelos que van desde la optimización lineal, 
con herramientas como la Programación Lineal, los modelos de 
distribución (redes) y modelos de programación lineal en enteros, 
hasta los de Inventarios, Teoría de Colas, cadenas de Markov, 
Teoría de Juegos, así como algunos suplementos que enriquecen 
los capítulos.

Hasta nuestros días, son grandes los avances que ha 
experimentado la investigación de operaciones; la Programación 
Multiobjetivos, el Análisis Envolvente de Datos, las Metaheurísticas 
con diversas aplicaciones, los Sistemas de Colas con Reintentos, 
son solo unas pocas referencias de nuevos enfoques para abordar el 
problema de toma de decisiones mediante investigación de 
operaciones.

Siendo la Investigación de Operaciones un cuerpo de conocimientos 
tan amplio, no se ha pretendido en esta obra hacer un cubrimiento 
exhaustivo de la materia. La pretensión no va más allá de los temas 
o tópicos que abarcan dos cursos normales de Investigación de 



operaciones en programas de pregrado en Administración e 
ingeniería.

Al final de cada capítulo, el lector encontrará una batería de 
ejercicios resueltos y otros propuestos, los cuales por cuestión 
didáctica, no se presentan en estricto orden de dificultad. 

Los autores agradecen a todos aquellos que de una u otra forma han 
contribuido a la elaboración de esta obra y, como siempre, estarán 
atentos a los comentarios de los lectores, tanto estudiantes como 
profesores, que permitan el mejoramiento de esta. 

VÍCTOR MANUEL QUESADA IBARGÜEN 

JUAN CARLOS VERGARA SCHMALBACH 



CAPÍTULO UNO 
PROGRAMACIÓN LINEAL, MODELOS Y 
PLANTEAMIENTOS

OBJETIVO. Al término de este capítulo se estará en 
capacidad de representar mediante un modelo 
simbólico (matemático) un problema cuyo enunciado 
se suministre o se construya mediante el análisis de 
una situación real, en el que las relaciones entre 
actividades, requerimientos de recursos y la 
contribución al objetivo sean lineales o linealizables. 



CAPÍTULO 1: PROGRAMACIÓN LINEAL, 
MODELOS Y PLANTEAMIENTOS 

1.1 ENFOQUE HISTÓRICO 

La programación lineal (PL) debe considerarse enmarcada en las técnicas 
de investigación de operaciones (o investigación operativa, I.O). Aunque 
es difícil precisar el momento histórico en que aparecen los primeros 
trabajos de I.O., su surgimiento solo se da a partir de la segunda guerra 
mundial cuando los norteamericanos e ingleses se vieron frente a 
problemas relativos al mejoramiento de la utilización de los recursos, 
problemas para los cuales los métodos tradicionales no ofrecían 
soluciones adecuadas. Del análisis de estos problemas, se encargó a un 
grupo interdisciplinario de científicos. 

La característica de heterogeneidad que tuvo en sus comienzos se ha 
conservado, de ahí que cualquier aplicación práctica de I.O. presente en 
mayor o menor grado aspectos de ingeniería, economía, administración, 
etc. La programación lineal, que como antes se anotara es parte de la 
I.O., aparece después de la segunda guerra mundial. El matemático 
norteamericano George B. Dantzig es considerado como el creador de 
esta técnica. Sus trabajos se inspiraron en el modelo insumo-producto de 
Wassily Leontief, que analiza el problema económico de las relaciones 
interindustriales (1936). Creó el método simplex a través del cual se 
puede obtener el óptimo, para un modelo basado en ecuaciones de 
primer grado. 

Uno de los precursores de la P.L. fue Kantorovich de la asociación de 
científicos de la antigua U.R.S.S. quien, durante los años treinta, expuso 
trabajos en los que plantea métodos matemáticos para resolver 
problemas tales como el del aumento de la efectividad del transporte, la 
disminución racional de los materiales industriales etc. 

En 1941 Hitchcok plantea el fundamento matemático de la programación 
lineal. En 1945 el economista G.J Stigler tomando 77 alimentos distintos y 
considerando nueve elementos nutritivos, mediante el empleo de un 
método de tanteo llega a la conclusión que es posible mantener una dieta 
adecuada, consumiendo ciertos alimentos, a un costo total mínimo. 

Aportes posteriores han sido por ejemplo los de Gomory (1958), quien 
plantea la solución al problema lineal entero y Fulkerson con su teoría de 
redes dentro de la cual se consideran los sistemas de trayectoria crítica. 

Pero sin duda alguna, el desarrollo de la programación lineal se hubiera 
visto limitado si en forma simultánea no se hubiera desarrollado como ha 
ocurrido, la ciencia de la informática. 

El computador ha permitido que se hagan importantes aplicaciones en 
problemas económicos, industriales, administrativos y de estrategia 
militar.
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1.2 UN CONCEPTO DE PROGRAMACIÓN LINEAL 

La aparición y el desarrollo de la PL son considerados de los mayores 
avances de la matemática durante el siglo XX. Se ocupa de problemas de 
asignación de recursos limitados que han de destinarse a actividades 
simultáneas que compiten por ellos entre sí. 

Este problema de asignación de recursos va desde la asignación de 
elementos requeridos para la producción de un artículo determinado, 
hasta la asignación de los recursos nacionales para sufragar las 
necesidades domésticas, desde la programación de la producción, hasta 
la adopción de complejas decisiones administrativas. La programación 
lineal utiliza un método matemático para describir los problemas antes 
aludidos. El calificativo de “Lineal” implica que todas las funciones 
matemáticas que intervienen sean lineales, o puedan reducirse a esta 
condición. 

La palabra “PROGRAMACIÓN” no implica el uso de la computadora, 
pues la programación lineal fue anterior a esta PROGRAMACIÓN; se 
deriva del hecho de establecer una serie de pasos lógicos que permiten 
procesar diferentes problemas bajo un mismo principio o “programa” para 
lograr un óptimo resultado. 

1.3 REQUERIMIENTOS DE LA PROGRAMACIÓN 
LINEAL

La programación lineal para que pueda considerarse como una 
herramienta efectiva para solucionar los problemas de asignación de 
recursos debe cumplir con una serie de requerimientos. 

- Definir claramente un objetivo. 
- Debe haber varios cursos alternativos de acción. 
- El problema debe ser susceptible de describirse como un modelo 

lineal. 
- Las variables involucradas en el problema deben interrelacionarse. 
- Debe haber suministro limitado de recursos. 

1.4 EL MODELO GENERAL DE LA PROGRAMACIÓN 
LINEAL

Un modelo es la representación de una realidad, tal como la percibe el 
modelador. El administrador siempre ha estado enfrentado a la necesidad 
de construir modelos que le ayuden en la toma de decisiones. Estos 
pueden ser desde muy sencillos hasta muy complejos. Pueden ser 
modelos mentales, modelos a escala o modelos simbólicos o 
matemáticos. 

Supóngase un ingeniero industrial tratando de establecer cuál puede ser 
la mejor forma de ubicar la maquinaria y equipos en general en una 
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planta, con el objetivo de lograr economía en el trabajo y satisfacción de 
los trabajadores. Este ingeniero podría trabajar un modelo mental, si la 
planta no es muy compleja, visualizando diferentes disposiciones y 
evaluándolas; a lo mejor le resultara más fácil para sus propósitos, hacer 
un trazado a escala de la planta y de los equipos, ensayar varias 
ubicaciones y calcular los resultados en cuanto a las variables de interés. 

Tómese el caso de un Administrador de Operaciones en una firma X, que 
desea establecer el nivel de producción que conduce al equilibrio 
operativo. Para ello tomará en cuenta los costos (fijos y variables) y los 
ingresos, de acuerdo con el volumen producido. Con esta información 
llega a establecer un modelo que relaciona las variables: 

 (1) 
  (2) 

Donde CT es el costo total, Q es el volumen de producción; Cf los costos 
fijos totales, p el precio de venta por unidad de producto,  el costo 
variable unitario e Y el ingreso total. En ambas ecuaciones hay variables 
de entrada (independientes), de salida (dependientes) y parámetros.

La ecuación (1) se puede escribir el forma más general como: 
; esto es, el costo total (variable dependiente), dados el costo fijo y el 

variable unitario, depende de Q (variable independiente). 

(1) y (2) son modelos matemáticos o simbólicos. Distinguiremos dos tipos 
de modelos matemáticos: descriptivos y normativos.

Un modelo descriptivo representa una relación entre variables pero no 
indica curso de acción a seguir; son útiles para predecir el 
comportamiento del sistema pero no pueden identificar “el mejor”; (1) y (2) 
son de este tipo. Un modelo normativo es prescriptivo puesto que señala 
el curso de acción que el tomador de decisiones debe seguir para lograr 
el objetivo definido. Un modelo normativo puede contener submodelos 
descriptivos. El modelo utilizado para representar los problemas de 
programación lineal es simbólico normativo, con submodelos descriptivos. 

La importancia de la comprensión del modelo radica en que cualquier 
problema de PL podrá ser planteado utilizándolo; habrá de encontrarse la 
forma de expresar el problema mediante este esquema general. Sin 
embargo, hay que tener presente que del planteamiento que se logre del 
problema dependerá la solución, y si el modelo no está lo suficientemente 
cerca de la realidad, la solución obtenida en poco o nada contribuirá a la 
solución del problema. 

1.4.1 LA FORMA ESTÁNDAR 

El modelo matemático para el problema general de PL es: 
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Función Objetivo 
s.a:

Restricciones (Sujeta a:) 

Restricción de no negatividad 

Los elementos que integran el modelo: 

- Las Xj (j = 1,2,…..n) son las actividades que compiten por los 
recursos.

- Los Cj (j = 1,2,…..n) se denominan Coeficientes de Costos e indican 
la magnitud del incremento que se opera en Z por el incremento 
unitario en Xj.

- Z = Función Objetivo, es la medida de la efectividad, que ha de 
optimizarse.

- Los bi (i = 1,2,…..m) son los recursos limitados disponibles para llevar 
a cabo las actividades. 

- Los aij son Coeficientes Tecnológicos y nos indican la cantidad del 
recurso “i” necesario para llevar a cabo la actividad “j”, a nivel unitario. 

- El primer grupo de desigualdades constituye las restricciones o 
condiciones a las que debe someterse la optimización de la función 
objetivo.

- El conjunto final de desigualdades contiene las restricciones de 
positividad. Estas implican que no se aceptan actividades a un nivel 
negativo. 

Aunque el modelo en su forma estándar establece maximizar una función 
objetivo, en donde las restricciones de desigualdad son todas de la forma 
 bi, también puede plantearse modelos de minimización cuyas 

restricciones, en la forma estándar, son del tipo  bi. En este caso los bi
son, generalmente, condiciones mínimas a cumplir, las Xj las cantidades a 
utilizar de algún bien, y los aij el contenido que de la condición “i” posee el 
bien “j”.

1.4.2 REPRESENTACIÓN MATRICIAL DEL MODELO 

Constrúyase unas matrices con los elementos del modelo: 

- Una matriz de coeficientes tecnológicos  A
- Una matriz de coeficientes de costos  C
- Una matriz de variables     Xj
- Y una última matriz con los recursos limitados B

17



, , y 

Entonces el modelo podría expresarse como: 

s.a:

1.5 SUPUESTOS DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL  

Los supuestos en que se basa la programación lineal y que ayudan a 
concluir sobre la formulación presentada de un problema son: 

Proporcionalidad: Supóngase, para facilitar la explicación, que de las n
actividades, una sola es llevada a cabo. Sea esta actividad la número “r”.
Es decir, Xj = 0 para j = 1,2,3…, n excepto para j = r. La proporcionalidad 
implica que la función objetivo Z, la cual quedaría reducida a  y 
la utilización de cada recurso que sería (i=1,2,…m), son directamente 
proporcionales al valor de la actividad r determinada. En otras palabras, si 
se quiere doblar el nivel de una actividad, se requerirá el doble de 
insumos de la actividad y la función objetivo se afectará en la proporción 
que indiquen los costos relativos. A título de ejemplo: si se requieren 2 
horas-hombre y 4 horas-máquina para elaborar un producto, entonces 
para hacer 10 se requerirá 20 horas-hombre y 40 horas-máquina. 

Aditividad: Dados cualesquiera niveles de actividad, el uso total de cada 
recurso y el valor resultante de Z deben igualar la suma correspondiente a 
las cantidades generadas por el valor de cada actividad. Si se requiere 
unidades de tiempo para elaborar el producto A y  unidades para el 
producto B, el tiempo requerido para los productos será .

Positividad: Implica que el nivel de las actividades es positivo. En 
algunos casos pueden existir variables no restringidas, es decir, pueden 
asumir valores positivos, cero o negativos. Cuando esto se presenta, es 
necesario expresar esta variable como la suma de dos variables positivas. 

Continuidad: Algunas veces las variables que describen las actividades 
pueden tener sentido real solo si asumen valores enteros, sin embargo, 
en la solución de programación lineal es aceptable cualquier valor real 
positivo. 

1.6 USOS DE LA PROGRAMACIÓN LINEAL 

Se pueden citar muchos campos en los que la programación lineal ha sido 
empleada con éxito: 
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- Industria Química. Para efectos de control de producción. 
- Industria Metalúrgica. Planificación del producto. 
- Transporte. Para calcular el plan óptimo de transporte. 
- Industria de Alimentos. Obtención de mezclas óptimas de productos 

con requerimiento de un mínimo de elementos nutritivos. 
- Finanzas. Decisiones de inversión. 

El factor más importante para plantear el modelo es conocer y definir 
claramente la realidad que va a modelarse, y expresarla correctamente. 
Lográndose esto, es posible darle inmensas aplicaciones a la 
programación lineal. 

1.7 FORMULACIÓN DE PROBLEMAS 

En esta sección se presentan diversos problemas de programación lineal 
los cuales deberán ser analizados con detenimiento, antes de pasar a los 
problemas propuestos. No hay una “metodología” especial para el 
planteamiento de problemas de programación lineal. No obstante, es 
bueno tener en cuenta las siguientes recomendaciones. 

1. Lea y relea el problema hasta estar seguro que lo comprende 
perfectamente. 

2. Organice la información, ojalá en forma tabular. 
3. Analice la información así organizada, y procure establecer la relación 

existente entre los diferentes datos. 
4. Defina las variables de decisión – variables controlables. 
5. Plantee la función objetivo y las restricciones. 
6. Revise tanto la función objetivo como las restricciones. Una 

confrontación con la información organizada y un análisis dimensional 
resultan convenientes. 

7. Si en el paso anterior encuentra satisfactorio el planteamiento, este ha 
concluido. 

En ningún momento las recomendaciones anteriores son una regla o 
proceso de riguroso orden a seguir. Todo depende de la experiencia que 
se logre a través de los ejercicios continuos. A continuación se muestran 
algunos ejemplos. 

1.8 PROBLEMAS RESUELTOS 

Ejemplo 1 (Adaptado de Stephen Bergen). 

Usted es estudiante del curso Programación Lineal que se ofrece en la 
facultad de “Ciencias de la Administración” y se ha planteado la necesidad 
de maximizar la satisfacción diaria que le produce la realización de una 
serie de actividades. Ha establecido la siguiente lista de actividades con 
sus diferentes grados de satisfacción asociados, así: 
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No ACTIVIDAD UNIDADES DE SATISFACCIÓN (US) 
1 Visitar a la novia 4 
2 Comer una ración de chocolates 2 
3 Jugar un partido de softbol 7 
4 Dar un paseo por la playa 3 
5 Leer un libro importante 2 
6 Dormir (una hora) 4 

Análisis.

Aunque usted quisiera realizar todas las actividades, cuenta con algunas 
limitaciones. Como es lógico, solo dispone de 24 horas al día y las 
actividades consumen tiempo, así: 

Actividad 1 – 60 min.   Actividad 2 – 10 min. 

Actividad 3 – 2 horas   Actividad 4 – 1 hora 

Actividad 5 – 5 horas 

Además, por cuestión estratégica no debe visitar a la novia más de tres 
veces al día. No puede comer más de dos raciones de chocolates al día 
por cuestiones de salud; no puede jugar más de dos partidos de softbol 
diarios por cansancio; no puede dar más de dos paseos diarios por la 
playa por aburrimiento, y no puede leer más de dos libros al día por 
cansancio visual. 

En cuanto al sueño, usted sabe que no puede dormir más de diez horas al 
día ni menos de siete. ¿Cuáles son las actividades diarias y a qué nivel 
deben realizarse para lograr su objetivo, maximizar su satisfacción diaria, 
sin violar las limitaciones existentes? 

Organización de la información. 

Actividad Tiempo
(min)

Límite
(unid)

Satisfacción
(U.S) 

Visitar la novia 60 3 4 
Comer una ración de chocolate 10 2 2 
Jugar un partido de softbol 120 2 7 
Dar un paseo por la playa 60 2 3 
Leer un libro importante 300 2 2 
Dormir (una hora) 60 10 - 7 4 

Variables:

X1= Número de visitas a la novia por día 
X2= Número de raciones de chocolate por día 
X3= Número de partidos de softbol jugados por día 
X4= Número de paseos realizados por día
X5= Número de libros leídos en un día 
X6= Número de horas dormidas por día. 
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Planteamiento.

Si se designase por Z la función de satisfacción total, la función objetivo 
será:

s.a:

; positividad

Nótese que aquí se supone que usted no puede realizar de manera 
simultánea, dos o más actividades, lo que en la práctica no es del todo 
cierto.

Ejemplo 2. 

La Asociación de Estudiantes de Administración de Empresas dispone de 
100.000 u.m. (unidades monetarias), y ha pensado invertirlos en dos 
negocios. El primero le reporta una utilidad de 25 u.m., mensuales y el 
segundo 40 u.m. mensuales por cada 100 u.m. invertidos. Debido a 
ciertas condiciones impuestas por la Asamblea de Socios, se debe invertir 
al menos el 25% del capital en el primer negocio y no más del 50% en el 
segundo. 

Además, la cantidad invertida en este último no debe ser mayor a 1.5 
veces la cantidad invertida en el primero. Se pide plantear este problema 
como un modelo de programación lineal. 

Análisis.

Objetivo: El objetivo propuesto por la Asociación debe ser la 
maximización del beneficio de la inversión, para lo cual deberá determinar 
cuánto dinero invertir en cada uno de los negocios. 

Variables:

X1= la cantidad de dinero a invertir en el negocio 1 
X2= la cantidad de dinero a invertir en el negocio 2 

21



Condiciones (impuestas y lógicas). 

- El total invertido en los dos negocios no puede exceder la cantidad 
disponible: 100.000 u.m. 

- La cantidad a invertir en el primer negocio debe ser al menos el 
25% de lo disponible. 

- La cantidad invertida en el negocio 2 no podrá ser superior al 50% 
de lo disponible. 

- La cantidad invertida en el segundo negocio no puede ser mayor 
que 1.5 veces lo invertido en el primero. 

Planteamiento.

s.a:

ó,

; positividad

Ejemplo 3. 

“Lechera Cartagena” tiene una capacidad de recepción de 50.000 litros de 
leche diarios. La Administración exige que al menos 30.000 litros sean 
envasados diariamente (leche corriente) y el resto sea empleado para 
producir leche saborizada o mantequilla. La contribución de cada litro de 
leche a la utilidad, según el uso que se le dé, es como sigue: Envasada 
100 u.m., con sabor 80 u.m., mantequilla 50 u.m. 

El equipo de fabricación de mantequilla puede manejar hasta 6.000 litros 
diarios de leche; el equipo de envase puede manejar hasta 40.000 litros 
diarios y el de leche saborizada hasta 20.000 litros por día. 

La empresa desea conocer qué cantidad de leche en litros es convertida 
en mantequilla o en “leche saborizada” y cuánto se debe envasar (leche 
corriente) para maximizar la ganancia. 

Análisis.

Objetivo: “Lechera Cartagena” desea maximizar sus ganancias, para lo 
cual debe establecer cómo distribuir la leche que diariamente se recibe, 
en la producción de leche saborizada, mantequilla y cuánto envasar. 

22



Variables:

X1 = cantidad de leche (litros) que se envasa diariamente. 
X2 = cantidad de leche (litros) que se destina a la producción de 
mantequilla.
X3 = cantidad de leche (litros) que se dedica a producir “leche 
saborizada” diariamente. 

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- El total de leche utilizada en los diferentes procesos no puede 
exceder el total recibido diariamente (50.000 litros). 

- Por lo menos 30.000 litros de leche, deberán ser envasados 
diariamente. 

- Le leche dedicada a producir mantequilla no debe superar 6.000 
litros.

- No se pueden envasar más de 40.000 litros diariamente. 

- No se puede procesar más de 20.000 litros de leche para 
saborizarla.

Planteamiento.

s.a:

; positividad

Ejemplo 4 (Transporte). 

Cervecería “El Halcón” produce una marca de cerveza en tres plantas, en 
tres ciudades diferentes. De estas tres plantas, se envía la cerveza en 
camiones a cuatro centros de distribución; los administradores han 
comenzado a realizar un estudio para determinar si es posible reducir los 
costos de transporte. Los gerentes de producción de las tres plantas han 
estimado la producción mensual esperada para sus respectivas plantas. 

Se fabricará en total en las tres plantas una cantidad suficiente para 
cargar 300 camiones. El gerente general de “El Halcón” ha asignado la 
producción total a los respectivos centros examinando datos de meses 
anteriores. En la tabla se presenta la información de producción y 
demanda junto con los costos de transporte, en u.m., para cada 
combinación de oferta y demanda. 
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¿Cuántos camiones de cerveza deben enviarse de cada planta a cada 
centro de distribución para minimizar los costos de transporte? 

Destinos / Centros de Distribución 

Origen 1 2 3 4 Producción
(oferta)

Planta 1 4000 5130 6500 8000 75 
Planta 2 3520 4600 6900 7900 125 
Planta 3 9900 6820 3880 6800 100 
Demanda 80 65 70 85 300 

Análisis.

Objetivo: “El Halcón” está interesada en realizar la distribución de su 
producto logrando costos totales mínimos 

Variables:

Xij la cantidad de camiones enviados desde la planta de producción i
(i = 1, 2 ,3) hasta el centro de consumo j (j = 1, 2, 3, 4).

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- La cantidad de camiones enviados desde cada planta a los centros 
de consumo no puede ser superior a la producción de las plantas. 

- En cada destino deberá satisfacerse la demanda. 

Planteamiento (los coeficientes de costos en miles de um). 

s.a:

; positividad
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Ejemplo 5. 

La Junta Administradora Local (JAL) de la comuna X1 tiene tres proyectos 
de pavimentación de vías. La junta tiene el problema de determinar qué 
contratistas llevarán a cabo los proyectos. Se abrió licitación para los 
proyectos, entre contratistas locales, y tres presentaron diligenciados sus 
pliegos. El costo de cada proyecto según propuesta de cada contratista se 
presenta a continuación (en millones). 

CONTRATISTAS p1 p2 p3
c1 280 320 360
c2 360 280 300
c3 380 340 400

¿Cómo deben ser asignados los contratos si se quiere minimizar los 
costos totales de todos ellos y si para evitar descontentos de tipo político, 
se desea adjudicar un contrato a cada contratista? 

Análisis.

Objetivo: La junta administradora de la comuna X persigue la realización 
de sus tres proyectos a costo total mínimo. Para lograrlo es necesario 
determinar qué contratista deberá realizar cada proyecto. 

Variables:

Desígnese por Xij el proyecto i (i = 1, 2,3) que se asigna al contratista 
j (j = 1, 2,3). 

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- Cada contrato deberá ser asignado a un solo contratista. 

- A cada contratista deberá asignársele un solo contrato. 

-Todas las variables deberán ser enteras y sus valores cero o uno2.

Planteamiento.

                                           
1 Comuna: División territorial de un municipio, regida por una junta administradora elegida 
democráticamente. 
2 Este es un problema de Asignación, y se le puede dar tratamiento de Programación entera 
binaria (ver capítulos referidos a estos temas).
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s.a:

; enteros

Ejemplo 6. 

Un producto de la firma XYZ tiene la siguiente demanda pronosticada 
para los próximos cuatro meses. 

Mes 1 2800 Unidades
Mes 2 2200 Unidades
Mes 3 3200 Unidades
Mes 4 2500 Unidades

La compañía puede producir 2700 unidades del artículo por mes en sus 
turnos normales. Utilizando tiempo extra es posible fabricar 300 unidades 
adicionales. La producción en tiempo extra tiene un sobrecosto de 10 u.m. 
por unidad. La administración ha estimado que se incurre en un costo de 
almacenamiento de 2 u.m. por unidad de producto y por mes. 

Se trata de determinar un programa óptimo de producción que minimice 
los costos totales de producción y almacenamiento. 

Supóngase que la cantidad en existencias es cero y se desea un 
inventario al final del período igual a cero. 

Análisis.

Objetivo: La XYZ debe satisfacer su demanda para los próximos cuatro 
meses estableciendo cuántas unidades del producto ha de producir en 
cada mes, teniendo en cuenta que los costos de producción y 
almacenamiento deben ser mínimos. 

Variables:

Xi = Cantidad a producir en el mes i en turno normal. 
Yi = Cantidad a producir en el mes i en turno extra. 
Ii = Inventario al final del mes i;
Di = Demanda en el mes i.

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- Se debe cumplir con la demanda. 
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- La producción en un mes no debe superar la capacidad de la 
planta.
- Debe tenerse un inventario final igual a cero. 

Planteamiento.

s.a:

Observación: En el planteamiento no se han tenido en cuenta los costos 
totales puesto que no se dan los costos normales de producción en el 
enunciado, pero para obtener un valor real de Z es conveniente incluir 
todos los costos. 

Ejemplo 7. 

Una compañía opera un restaurante que funciona 24 horas al día. En la 
empresa trabajan diversas personas y cada una de ellas lo hace 8 horas 
consecutivas por día. Debido a que la demanda varía durante el día, el 
número de empleados que se requiere varía con el tiempo. Con base en 
experiencias, la compañía ha proyectado el requerimiento mínimo de 
mano de obra para cada período de 4 horas al día así: 

Turno Período No. Mínimo de empleados requeridos 
1 12:00 p.m. 4:00 a.m. 3 
2 4:00 a.m. 8:00 a.m. 5 
3 8:00 a.m. 12:00 m. 10 
4 12:00 m 4:00 p.m. 6 
5 4:00 p.m. 8:00 p.m. 10 
6 8:00 p.m. 12:00 p.m. 8 

Plantee un modelo de PL que permita establecer el número mínimo de 
empleados que se requerirán para atender las operaciones durante 24 
horas.
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Análisis.

Objetivo: A la compañía le gustaría poder determinar cuánto personal 
vincular en cada turno, con el propósito de cumplir con los requerimientos 
de mano de obra, con el mínimo posible de empleados. 

Variables:

Desígnese por Xi el número de empleados que inician el turno i (i = 
1, 2, 3, 4, 5, 6)

Condiciones (impuestas y lógicas). 

El número de empleados que ingresan en el turno i más el de los 
empleados del turno anterior que concluye su jornada en ese turno 
deberá ser cuando menos igual a las necesidades de ese turno. De forma 
tabular, visualicemos los trabajadores que operan en cada turno: 

Turno Número de personas 
1 X1+X6      
2 X2+X1     
3 X3+X2    
4    X4+X3   
5     X5+X4
6      X6+X5

Planteamiento.

s.a:

Ejemplo 8.

PROPAPEL fabrica papel y lo vende a distribuidores comerciales. La 
compañía fabrica un rollo de papel “estándar” de 120 pulgadas de ancho. 
Sin embargo, no necesariamente todos los pedidos son de ese ancho; es 
frecuente que la compañía reciba pedidos para rollos más angostos. Para 
satisfacer estos pedidos, los rollos más angostos se cortan de los rollos 
estándar. Para el mes próximo la compañía ha comprometido pedidos 
para el siguiente número de rollos. 
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Ancho del Rollo Pedidos
80” 1800 
70” 500 
60” 1200 
50” 1400 

PROPAPEL desea determinar el número mínimo de rollos estándar que 
se requerirán para satisfacer esta demanda. Plantee un modelo P. L. 
apropiado para el problema. 

Análisis.

Objetivo: PROPAPEL desea encontrar la forma más eficiente de cortar 
sus rollos de papel de 120” de ancho, en rollos más angostos, 
minimizando el desperdicio que puede causar este corte. Por tal razón 
deberá determinar cuántos rollos cortará a tamaño de 80”, 70”, 60”, 50” y 
cualquier combinación que sea factible. 

Variables:

Xi el número de rollos de 120” que se sometan al corte tipo i, donde i
es igual a todos los cortes factibles que se determinen. 

Condiciones (impuestas y lógicas). 

La sumatoria de tamaños de rollo que resulten de cada tipo de corte 
deberá ser igual a la demanda de cada tamaño. 

Corte Tamaño Desperdicio50” 60” 70” 80”
X1 2 -- -- -- 20” 
X2 1 1 -- -- 10” 
X3 -- 2 -- -- 0” 
X4 1 -- 1 -- 0” 
X5 -- -- -- 1 40” 

Demanda 1400 1200 500 1800

Planteamiento.

s.a:

Observación: Las cantidades sobrantes en cada tipo de corte se 
consideran desperdicio en tanto que no tengan un valor económico para 
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la empresa, si estos rollos de un ancho menor tienen un valor de 
recuperación, el problema cambia substancialmente en su planteamiento. 

Ejemplo 9.

Una empresa dispone de 4.000 millones de u.m., y desea establecer un 
plan de inversiones que optimice el rendimiento del capital en los 
próximos 4 años. Para invertir se dispone de 4 actividades financieras. En 
la actividad A, por cada u.m. invertida al comienzo del año se obtiene 1.75 
(ganancia 0.75) al finalizar el segundo año. En la actividad B, por cada 
u.m. invertida se obtienen 2.20 tres años después. Otras dos actividades 
están disponibles en el futuro. En la actividad C, por cada u.m. invertida al 
inicio del segundo año, se obtiene 2.30 tres años más tarde y en la 
actividad D, por cada u.m invertida al inicio del cuarto año, se obtiene una 
utilidad de 1.25 un año más tarde. Formule el modelo de Programación 
Lineal que permita maximizar la utilidad al invertir. 

Análisis.

Objetivo: Maximizar la utilidad a invertir a partir de un plan de inversiones 
de acuerdo a las cuatro actividades financieras disponibles (A, B, C, D). 
Hagamos un análisis gráfico del problema: 

Las flechas a nivel representan la inversión y en subnivel, el producido de 
estas. Se puede entonces analizar la disponibilidad de capital para 
invertir, a comienzos de cada año del período de planeamiento (cuatro 
años).

1er Año: Oportunidades de Inversión A1 y B1
Disponibilidad 4.000 millones u.m. 

2do Año: Oportunidades de Inversión A2, B2, C2
Disponibilidad:

3er Año: Oportunidades de Inversión A3
Disponibilidad:

4to Año: Oportunidades de Inversión D4; Disponibilidad: 

 AÑO 1 AÑO 2 AÑO 3 AÑO 4  
A1 A2 A3 1,75A1 1,75 A2 1,75 A3

B1 B2   2,2 B1 2,2 B2

 C2    2,3 C2

   D4  1,25 D4
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Variables:

Ai = Cantidad de dinero a invertir en la oportunidad A en el año i
Bi = Cantidad de dinero a invertir en la oportunidad B en el año i
Ci = Cantidad de dinero a invertir en la oportunidad C en el año i
Di = Cantidad de dinero a invertir en la oportunidad D en el año i

Planteamiento.

s.a:

Lo cual equivale a: 

s.a:

Ejemplo 10.

Una refinería puede comprar dos tipos de petróleo: Petróleo crudo ligero y 
petróleo crudo pesado. El costo por barril de estos tipos de petróleo es de 
US$11 y US$9, respectivamente. De cada tipo de petróleo se producen 
por barril las siguientes cantidades de gasolina, kerosene y combustible 
para reactores. 

Petróleo Gasolina Kerosene Combustible
Reactores 

Petróleo crudo ligero 0,40 0,20 0,35 
Petróleo crudo pesado 0,32 0,40 0,20 

La refinería tiene un contrato para entregar 1 millón de barriles de 
gasolina, 400.000 barriles de kerosene y 250.000 barriles de combustible 
para reactores. 
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Formule como un modelo de programación lineal, el problema de 
encontrar el número de barriles de cada tipo de petróleo crudo que 
satisfacen la demanda y que minimizan el costo total.

Análisis.

Objetivo: La refinería debe decidir cuánto petróleo de cada tipo se debe 
adquirir para producir los distintos tipos de gasolina a costo mínimo.

Variables:

Xj = Cantidad de petróleo tipo i (i = 1, 2) a adquirir.

Planteamiento.

s.a:

Ejemplo 11. 

Una fábrica de fertilizantes ha recibido un pedido de 1.000 toneladas de 
un fertilizante que debe satisfacer las siguientes especificaciones.  

- Cuando menos 20% de nitrógeno
- Cuando menos 30% de potasio
- Cuando menos 8% de fosfato

La compañía ha adquirido cuatro mezclas de fertilizantes a partir de las 
cuales puede fabricar sus fertilizantes especiales. Los porcentajes de 
potasio, nitrógeno y fosfato que contienen los fertilizantes básicos son:  

Fertilizantes
Básicos

Porcentajes de 
Nitrógeno Potasio Fosfato

1 40 20 10 
2 30 10 5 
3 20 40 5 
4 5 5 20 

El porcentaje restante de cada fertilizante básico consta de ingredientes 
inertes. Los costos de los fertilizantes básicos respectivos son: 16.000, 
12.000, 15.000 y 8.000, en u.m. por tonelada.

Plantee como un modelo de programación lineal.
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Análisis.

Objetivo: La compañía desea establecer la mezcla de fertilizantes 
básicos que le permita obtener el producto solicitado, con las 
características deseadas, a un mínimo costo.  

Variables:

Xj = Cantidad (en toneladas) a adquirir del fertilizante i (i=1, 2, 3, 4)
para incluir en la mezcla. 

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- El total de fertilizante a producir debe ser 1.000 toneladas.  
- La presencia de nitrógeno en el producto final debe ser de al 
menos 20% del total producido; potasio, al menos 30% y fosfato al 
menos 8%.

Planteamiento (coeficientes de costos en miles). 

s.a:

Ejemplo 12 (Dieta).

El dietista de una institución está preparando el menú para el alimento del 
día. En la comida se servirán dos alimentos. El dietista está ocupado en 
proporcionar las necesidades diarias mínimas de dos vitaminas. En la 
tabla se resume el contenido vitamínico por onza de cada alimento. 
Formule el problema de programación lineal para determinar las 
cantidades de los dos alimentos que minimicen el costo de la comida y 
asegure que se satisfarán los niveles mínimos de ambas vitaminas.

Nutrientes Alimento 1 Alimento 2 Necesidades diarias 
Vitamina 1 2 mg/oz 3 mg/oz 18 mg 
Vitamina 2 4 mg/oz 2 mg/oz 22 mg 

Costo por onza $ 12 $15  
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Análisis.

Objetivo: Se trata de establecer la combinación de alimentos 1 y 2 que 
proporcionen los nutrientes requeridos, a un mínimo costo.

Variables:

Xi = Cantidad (onzas) del alimento i, (i= 1, 2) a incluir en la dieta 
diariamente. 

Condiciones (impuestas y lógicas). 

- Las cantidades de alimento 1 y 2 consumidas diariamente deben 
ser tales que el total de vitaminas 1 y 2 ingeridas sean por lo menos 
18 y 22 mg, respectivamente.

Planteamiento.

s.a:

Ejemplo 13 (El problema del proveedor. Adaptado de Gass, Saul). 

El único hotel de “categoría” que hay en mi pueblo debe alojar durante 
cinco (5) días al personal que asistirá desde la capital a un foro sobre los 
problemas de la comarca. Los organizadores se han propuesto brindar a 
los asistentes una grata impresión. Entre tantas recomendaciones hechas 
al administrador para que la atención a estos “personajes” sea “de lujo”, le 
han pedido que adquiera ropa de cama especial para la ocasión. Como es 
lógico, la ropa de cama deberá ser cambiada todos los días, ya sea por 
juegos nuevos o por perfectamente lavados (de todas maneras deben ser 
de los adquiridos para la ocasión). Se estableció que se necesitaba 100, 
110, 110, 120 y 50 juegos de cama para los días 1, 2, 3, 4 y 5 del evento, 
respectivamente.

La ropa de cama se puede enviar a lavado normal y tardaría tres días en 
regresar limpia; o lavado extra y tardaría dos días. Al no tener ropa limpia 
el administrador deberá comprarla a 3.000 u.m. cada juego. Los costos de 
lavado son 400 y 700 u.m para normal y extra respectivamente.

El problema que afronta el administrador del hotel, es qué decisiones 
respecto a compra y lavado adoptar para satisfacer las necesidades en 
los cinco días del evento minimizando los costos.  
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Análisis.

Objetivo: Se puede apreciar que el administrador del hotel está 
interesado en la determinación del número de juegos de cama 
(abreviemos por “juegos”) que debe adquirir o enviar a la lavandería en 
cada uno de los días del compromiso para satisfacer las necesidades que 
le plantean sus clientes, a un costo mínimo.

Variables:

Xi = Número de juegos comprados el día i (i= 1, 2, 3, 4, 5)
Ni = Número de juegos usados el día i, enviados a lavado normal en 
(i + 1).  
Ei = Número de juegos usados el día i, enviados a lavado extra en (i
+ 1).
Di =Número de juegos usados el día i, no enviados a lavandería el 
día correspondiente (i + 1). 

Veamos la información condensada  

Día
congreso 

Requerimiento
Ropa cama 

Costos en u. m. Días entrega 

Compra Lavado 
normal

Lavado 
extra Normal Extra

1 100 3000 400 700 3 2 
2 110 3000 400 700 3 2 
3 110 3000 400 700 3 2 
4 120 3000 400 700 3 2 
5 50 3000 400 700 3 2 

Planteamiento.

Debe tenerse en cuenta que durante los 5 días del foro es posible 
comprar juegos nuevos. Tomando en cuenta solo el horizonte de 5 días, 
los juegos usados en el día 1 y enviados a lavado a comienzos del día 2, 
estarán disponibles el día 4 si es lavado extra o el día 5 si es normal. Por 
tanto sólo es viable el lavado normal para los juegos usados el día 1, y el 
extra para los usados los días 1 y 2. 

Día 1: Se requiere de 100 juegos, por tanto 

Día 2: Las necesidades ascienden a 110, por tanto 
Con los 100 juegos usados el día 1 se pueden adoptar varias decisiones: 
enviarlos a lavado normal, a extra o no enviarlos a lavandería. Esto se 
puede expresar como: 

Día 3:

Respecto a los usados el día 2: 
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Día 4:

Respecto a los usados el día 3: 

Día 5:

Respecto a los usados el día 4: 

Y del mismo día 5: 

En resumen, el modelo se plantea como: 

s.a:

Ejemplo 14.

Una empresa produce dos artículos A y B. La elaboración de una unidad 
de A requiere 20 u.m. de mano de obra y cada unidad de B requiere 10. 
La materia prima requerida es de 100 u.m. y 300 respectivamente, para A 
y B. La depreciación del equipo es proporcional al volumen de producción 
y se ha estimado en 5 u.m. por cada unidad de A y 1 u.m por cada unidad 
de B.

Se cuenta con una disponibilidad de un millón de u.m. para salarios del 
período, un millón ochocientos mil para materia prima y no se permite que 
el desgaste del equipo supere las cien mil u.m. Respecto a las utilidades 
no hay certeza; se espera que estás sean:
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Utilidades (u.m.) ProbabilidadA B
8 5 0,50 
5 6 0,25 
7 7 0,25 

¿Cuántas unidades de cada artículo debe producirse para lograr 
utilidades máximas?  

Plantee como un modelo de Programación Lineal.

Análisis.

Objetivo: Se trata de determinar la mezcla de artículos que proporcionen 
las mayores utilidades. Deberá plantearse en términos de valor esperado.

Variables:

Xj = Cantidad del artículo i (i= A, B) a producir durante el período.

Planteamiento.

s.a:

Ejemplo 15.

La compañía Plásticos Cartagena fabrica envases para los productos 
Talco Súper y Loción Frescura. Los envases requeridos son de tres 
tamaños para cada producto de la compañía. Grande, mediano y 
pequeño (TSG, TSM, TSP, FG, FM, FP). Plásticos Cartagena dispone de 
la siguiente información.

Envase Peso (gr) Costo M.P.(u.m.) Precio Venta Cap. Producción/día
TSG 43 4,43 15 6.000 
TSM 28 2,88 12 14.000 
TSP 22 2,26 11 12.000 
FG 21 2,65 9 13.000 
FM 18 2,27 8 13.000 
FP 14 1,76 6 15.000 

         *Materia prima para el envase del talco: Polietileno; para el envase de la loción:   PVC.  

Plásticos cuenta con dos máquinas para la producción. La No. 1 para 
talco súper y la No. 2 para la loción. Además la compañía tiene una 
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disponibilidad de capital para materia prima de 824.000 u. m. mensuales 
para el polietileno y 756.000 u.m. para PVC. El cupo de materia prima es 
de 8 toneladas de polietileno y 6 toneladas de PVC mensuales.

Una máquina solo podrá producir un tamaño de envase por día. La 
compañía desea saber cuántas unidades de cada envase deberá producir 
para maximizar sus utilidades.  

Plantee como un modelo de Programación Lineal.

Análisis.

Objetivo: Consiste en determinar la cantidad de producto de cada tipo a 
fabricar diariamente con el propósito de maximizar las utilidades.  

Variables:

Xi = Cantidad de envases de talco de tamaño i (i = 1, 2, 3) a fabricar 
diariamente.  

Yi = Cantidad de envases de loción del tamaño i (i = 1, 2, 3) a 
fabricar diariamente. 

Ui Variable binaria (0,1) que nos indica qué tamaño de talco se 
fabricará en el día. 

Ui =
si el tamaño i se fabrica

Vi igual que Ui pero referida a la loción.

Condiciones (impuestas y lógicas). 

Para las restricciones supondremos que las disponibilidades de capital y 
de cupo de materia prima son proporcionales a los días laborales, así: si 
la disponibilidad mensual es de 824.000 u.m., entonces para un día será 
824.000/25= 32.960 u.m. 

Planteamiento.
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s.a:

, Entero
, Entero

Observación: Las dos últimas restricciones solo permiten a las variables 
Ui, Vi adoptar valores de 0 o 1. Este es un problema especial que 
combina la programación lineal con la programación entera binaria. 

Ejemplo 16.

Inversiones Cartagena está considerando tres proyectos. El asesor 
financiero ha calculado que el valor presente neto, al costo actual de 
capital para la firma, de cada uno de los proyectos es el siguiente:  

Proyecto Valor presente neto 
(miles u.m.) 

1 120.000 
2 130.000 
3 170.000 

El flujo de caja para cada proyecto en los próximos cinco años se da en la 
siguiente tabla, en miles de u.m.:

Proyecto Año 1 Año 2 Año 3 Año 4 Año 5 
1 (100.000) (20.000) 30.000 30.000 30.000 
2 (100.000) 40.000 (20.000) 20.000 20.000 
3 0 0 (100.000) 100.000 100.000 

La compañía espera tener los siguientes fondos, en u.m., para invertir 
durante los próximos 5 años.  
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Año Cantidad de fondos (miles de u.m.)
1 200.000 
2 50.000 
3 40.000 
4 40.000 
5 40.000 

Asuma que Inversiones Cartagena puede tomar el producido de cada 
proyecto; asuma también que los fondos no invertidos en el proyecto 
pueden colocarse captando un interés de 10%. Determine un plan óptimo 
de inversión para la firma.

Análisis.

Objetivo: Se trata de seleccionar los proyectos a emprender y las 
cantidades a colocar a interés del 10% con el propósito de maximizar la 
utilidad total al final del período de planeamiento.  

Variables:

Xi la variable que indica el proyecto i (i = 1, 2, 3) a seleccionar  

Xi=

hj = capital disponible en cada período j (j = 1, 2, 3, 4, 5) para 
colocarlo al 10%.

Planteamiento.

s.a:

Ejemplo 17. 

La firma “Productos lo mejor S.A.” fabrica tres productos en dos 
máquinas. En una semana típica hay disponibles 40 horas de tiempo en 
cada máquina. La contribución a las utilidades y el tiempo de producción 
en horas por unidad, son los siguientes:
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Producto 1 Producto 2 Producto 3 
Utilidad por unidad 30 u. m. 50 u. m. 20 u. m. 
Tiempo por unidad en máquina 1 0,50 2,00 0,75 
Tiempo por unidad en máquina 2 1,00 1,00 0,50 

Se requieren dos operadores para la máquina 1. Por ello, deben 
programarse dos horas de mano de obra para cada hora del tiempo de la 
máquina 1. En la máquina dos sólo se requiere un operario. Existe un 
total de 100 horas de mano de obra disponibles para asignarlas a las 
máquinas en la semana siguiente. Otros requerimientos de producción 
son que el producto 1 no puede constituir más de 50% de las unidades 
que se fabrican y que el producto 3 debe constituir cuando menos el 20 % 
de las unidades que se fabrican.

¿Cuántas unidades de cada producto deben fabricarse con objeto de 
maximizar la contribución a las utilidades? Plantear como modelo de 
Programación Lineal. 

Análisis.

Objetivo: “Productos lo mejor” debe decidir cuánto de cada producto se 
debe fabricar en una semana, con el fin de maximizar las utilidades, 
teniendo en cuenta las limitaciones existentes en las disponibilidades de 
recursos y otras condiciones que se imponen.

Variables:

Xi = cantidad (Número de unidades) del producto i (i = 1, 2, 3) a 
fabricar en una semana.

Planteamiento.

s.a:

La tercera restricción proviene de 

La cuarta: 

La quinta: 
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Ejemplo 18. 

La Cámara de Comercio Caribeña (CCC) patrocina periódicamente 
seminarios y programas sobre servicios públicos. En estos momentos se 
están realizando planes promocionales para el programa del presente 
año. Las alternativas de publicidad incluyen televisión, radio y periódicos. 
Enseguida se muestran las estimaciones de audiencia, los costos y las 
limitaciones sobre el uso máximo de los medios:  

Televisión Radio Periódico
Audiencia por anuncio 100.000 18.000 40.000 

Costo por anuncio (u. m.) 2.000 300 600 
Utilización máxima del medio 10 20 10 

Para asegurar una utilización equilibrada de los medios publicitarios, los 
anuncios por radio no deben rebasar el 50% del número total de anuncios 
que se autoricen. Además, se requiere que la televisión constituya cuando 
menos el 10% del número total de anuncios autorizados.

Si el presupuesto de publicidad está limitado a 1’800.000 u. m., ¿Cuántos 
mensajes comerciales deben colocarse en cada medio con objeto de 
maximizar el contacto total con la audiencia? Plantee como modelo de 
Programación Lineal. 

Análisis.

Objetivo: A la CCC le interesa maximizar el contacto con la audiencia 
tomando en consideración el presupuesto disponible y las condiciones 
impuestas respecto a los anuncios. 

Variables:

Xi = Número de anuncios publicitarios a colocar por el medio i (i = T, 
R, P)

Planteamiento.

El modelo para maximizar el contacto con la audiencia será:  

s.a:
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Ejemplo 19. 

La compañía Hipódromo está experimentando una dieta especial para sus 
caballos de carreras. Los alimentos disponibles para la dieta son: un 
producto alimenticio común para caballos, un producto de avena 
enriquecido con vitaminas y un nuevo aditivo con vitaminas y minerales. 
Los valores nutritivos, en unidades por libra, y los costos para los tres 
alimentos son los siguientes:

Alimento
estándar

Avena
enriquecida Aditivo

Ingrediente A 
Ingrediente B 
Ingrediente C 

Costo por libra (u.m.)

0,80
1,00
0,10
0,25

0,20
1,50
0,60
0,50

0,00
3,00
2,00
3,00

Supóngase que el entrenador de los caballos fija los requerimientos 
diarios de dieta en 3 unidades del ingrediente A, 6 unidades del 
ingrediente B y 4 unidades del ingrediente C. Para efectos de control de 
peso, el entrenador no desea que el alimento total diario de un caballo 
exceda de 6 libras. ¿Cuál es la mezcla óptima diaria de los tres 
componentes alimenticios? Plantee como modelo de Programación 
Lineal.

Análisis.

Se trata de un problema de dieta, en el que se busca cumplir con unos 
requerimientos de nutrientes al tiempo que se incurre en costos mínimos. 

Variables:

Xi = cantidad en libras del alimento i (i = 1, 2, 3) a utilizar diariamente 
en la dieta.

Planteamiento.

s.a:

   
Ejemplo 20.

Supongamos una economía integrada por dos grandes sectores: bienes 
agrícolas y básicos (BAB), y bienes terminados y servicios (BTS), de los 
que se conocen los coeficientes de insumo producto:
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BAB BTS
BAB 0,10 0,10
BTS 0,25 0,25

Se dispone asimismo de los coeficientes de insumo de los factores 
primarios de mano de obra y capital:

BAB BTS
Mano de obra 4,00 3,00
Capital 1,50 1,80

Se ha determinado para estos mismos factores la disponibilidad para un 
cierto año. Los resultados para el año de la proyección son los siguientes:

Mano de obra 2000 unidades 
Capital 600 unidades 

Los precios de mercado para los productos o bienes considerados son, 
respectivamente, de 1,00 y 1,50 u.m. 

Se trata de determinar con base en la información anterior, cuál sería la 
estructura más favorable de la demanda final, si se tiene presente una 
maximización del producto nacional sin variar los recursos disponibles.  

Análisis.

El problema corresponde al campo de la economía y específicamente al 
conocido modelo de Leontief (Matriz insumo producto). En este esquema 
la demanda final recibe idéntico tratamiento que una industria cualquiera; 
matricialmente se representa así:

Donde Q1 a Qn, son las cantidades físicas y los  son coeficientes 
insumo-producto.

Objetivo: El objetivo es la maximización del ingreso nacional para lo cual 
se debe determinar la mejor estructura de la demanda final.

Variables:

X1 = Producción total de los BAB
X2 = Producción total de los BTS
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La matriz insumo- producto queda de la siguiente manera (recuerde que 
en esta matriz se registran las compras de cada sector a todos los demás 
sectores incluido él mismo)

BAB BTS Unidades disponibles
BAB 0,10 0,10 - 
BTS 0,25 0,25 - 
MO 4,00 3,00 2.000 
K 1,50 1,80 6.000 

Precio 1,00 1,50 - 

De acuerdo con el modelo de Leontief se tiene que

s.a:

Y en resumen

s.a:

Observación: En la solución, las variables de holgura de las dos últimas 
restricciones corresponderán a las demandas finales.

1.9 PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Están siendo considerados cinco proyectos para su ejecución en los 
próximos tres años. La inversión anual requerida y el retorno 
esperado por cada proyecto se muestran en la siguiente tabla, en 
millones de u.m. 

INVERSIÓN
Proyecto Año 1 Año 2 Año 3 Retorno 

1 5 1 3 20 
2 4 7 10 40 
3 3 9 2 20 
4 7 4 1 15 
5 8 6 10 30 

Disponibilidad 25 25 25 (Millones)
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Formule el problema como un modelo de Programación Lineal. 

2. Una empresa opera cuatro granjas agrícolas de productividad 
comparable. Cada granja tiene una cierta cantidad de acres3 útiles y 
un número de horas disponibles para plantar y atender los cultivos. 
Los datos para la siguiente temporada se muestran en la siguiente 
tabla.

Granja Área utilizable Horas de trabajo 
disponibles por mes

1 500 1700 
2 900 3000 
3 300 900 
4 700 2200 

La organización está pensando en sembrar tres cultivos, que difieren 
según se muestra en la tabla: 

Cultivo Área
máxima

Horas labor requerida al 
mes por acre 

Utilidad esperada 
por acre (u.m.) 

A 700 2 500 
B 800 4 200 
C 300 3 300 

Por otra parte, el área total que puede ser destinada a cualquier 
cultivo, está limitada por los requerimientos de equipo. Con el fin de 
mantener carga uniforme de trabajo entre las granjas, la 
administración indica que el porcentaje de tierra aprovechada en cada 
granja debe ser el mismo en todas. Sin embargo se puede cultivar 
cualquier combinación de plantaciones en tanto se satisfagan todas 
las restricciones. La administración desea saber cuántos acres de 
cada cultivo deben sembrarse en las respectivas granjas con el fin de 
maximizar las utilidades. 

3. La compañía estructuras Cartagena Ltda. produce 4 tamaños de vigas 
en T: pequeña, mediana, larga y extra-larga. Estas vigas pueden ser 
producidas en cualquiera de tres tipos de máquinas: A, B y C. La 
siguiente tabla muestra las longitudes (en metros) de las vigas que se 
pueden producir en las diferentes máquinas, por hora.

Viga MÁQUINA
A B C

Pequeña 300 700 600 
Mediana 200 400 600 

Larga 250 350 450 
Extra-larga 100 100 300 

                                           
3 Acre, es una medida agraria equivalente a 4.046,85642 m2, algo menos de media hectárea. 
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Supóngase que cada máquina se puede usar hasta 50 horas por 
semana y que los costos de operación por hora son, en u.m., 3.000, 
50.000 y 80.000, respectivamente para las máquinas A, B y C. 
Semanalmente se requieren 3.048, 2.440, 1.900 y 2.000 metros de las 
diferentes vigas T. Formúlese el problema de programación de 
máquinas como un problema de Programación Lineal. 

4. Un hombre tiene la opción de invertir su dinero en dos planes. El plan A 
garantiza que cada peso invertido rendirá 70 centavos al año, mientras 
que el plan B garantiza que cada peso invertido rendirá $2,00 dos años 
después. En el plan B solo se invierte en los años pares (considerando 
los años del horizonte de planeación). ¿Cómo podrá el hombre invertir 
un millón de pesos para maximizar la ganancia al final del quinto año? 
Formule como un modelo de programación lineal. 

5. Una compañía agrícola cultiva repollo y coliflor en 500 acres de terreno. 
Un acre de repollo produce 150.000 u.m. de contribución a las 
utilidades y la contribución de un acre de coliflor es de 300.000 u.m. 

Debido a disposiciones del Ministerio de Agricultura, el número de 
acres cultivados de coliflor no puede ser mayor que dos veces el área 
cultivada en repollo. Durante la temporada de plantación habrá 
disponibles 1.200 horas-hombre. Cada acre de repollo requiere 2,5 
horas-hombre y cada acre de coliflor 5,5 horas-hombre. 

Plantee como un modelo de programación lineal para determinar 
cuántos acres de repollo y cuántos de coliflor debe plantarse para 
maximizar la contribución a las utilidades. 

6. Metal Caribe fabrica piezas de metal de alta precisión que se utilizan en 
los motores de automóviles de carrera. La pieza se fabrica en un 
proceso de forjado y refinación y son necesarias cantidades mínimas 
de diversos metales. Cada pieza requiere 40 onzas de plomo, 48 de 
cobre y 60 de hierro colado. Existen cuatro tipos de mineral disponibles 
para el proceso de forjado y refinación. El mineral tipo 1 contiene 4 
onzas de plomo, 2 de cobre y 2 de hierro colado por libra. Una libra de 
material tipo 2 contiene 2 onzas de plomo, 1 de cobre y 8 onzas de 
hierro colado. Los contenidos de los minerales tipo 3 y 4 son, 
respectivamente 1, 3, 5 y 3, 2,1 onzas de los metales. El costo por libra 
para los cuatro minerales es de 7.200, 10.500, 18.500 y 15.000 u.m., 
respectivamente. A Metal Caribe le gustaría mezclar los minerales de 
manera que se satisfagan las especificaciones de las piezas y se 
minimice el costo de fabricarlas. Plantee como un modelo de 
programación lineal.

7. Una empresa requiere elaborar dos tipos de cortes circulares de una 
lámina rectangular de 15x30 cm. Un primer tipo de círculo es de 5 cm 
de diámetro y el otro es de 15 cm de diámetro. Es necesario elaborar 
para las siguientes etapas de producción 10.000 y 15.000 círculos de 5 
y 15 cm respectivamente. El costo de cada lámina es de 30.000 u.m. 
Plantee como un modelo de programación lineal.
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8. La Fábrica Regional de Muñecos está planeando su programa para 
Navidad; en particular quiere saber cuántos juguetes “clásicos” y 
cuántos “modernos” debe producir. Un clásico requiere 10 horas de 
moldeo más 6 horas de máquina, mientras que uno moderno requiere 5 
horas de moldeo y 7 horas de maquinado. La contribución de un 
clásico es de 500 u.m. y la de uno moderno es de 400 u.m. ¿Con 40 
horas de tiempo de moldeo y 32 horas de máquina disponibles, 
cuántos clásicos y cuántos modernos se deben fabricar para maximizar 
la contribución total?  

9. Una compañía comercializadora está planeando una campaña de 
anuncios publicitarios con un presupuesto de 2.500.000 u.m; está 
considerando dos medios: Anuncios radiales a 10.000 u.m., o 
comerciales en televisión a 20.000 u.m. La compañía quiere maximizar 
la audiencia total pero también está preocupada por dos grupos 
específicos dentro de esta audiencia: Mujeres entre los 25 y 35 años y 
Hombres mayores de 40. Quiere llegar a por lo menos 10.000 de estas 
mujeres y a 8.000 de los hombres. Los medios de difusión han 
proporcionado los siguientes datos:

Divulgación por anuncio. 

Medio Mujeres (25-35) Hombres (mayores de 40) 
Radio 2.000 1.500 

Televisión 4.000 5.000 

¿Cómo debe invertir el dinero de la campaña? Plantee como un 
modelo de programación lineal.

10. El Hospital Regional está tratando de determinar el número de 
comidas de pescado y de res que debe servir durante el mes venidero. 
El hospital necesita una comida para cada uno de los 30 días. Las 
comidas de pescado cuestan 200 u.m. cada una y de res 250 u.m. 
Ambas comidas cumplen con las necesidades de proteínas. Si se juzga 
el sabor en una escala de 1 a 10, el pescado obtiene un 5 y la res un 9. 
El hospital quiere alcanzar en el mes por los menos 200 puntos en el 
sabor. Los requerimientos totales de vitaminas en el mes deben ser por 
lo menos 300 unidades. La comida de pescado proporciona 8 unidades 
y la de res 12 unidades. ¿Cuántas comidas de cada tipo debe planear 
el hospital? Plantee como un modelo de programación lineal.

11. Una compañía productora de artículos de papel está tratando de 
encontrar la mejor manera de cortar platos de papel del rollo estándar. 
Tiene dos pedidos de platos: Uno por 10.000 de 9 pulgadas, el otro por 
178.000 platos de 7 pulgadas. Se han propuesto dos métodos de corte. 
El corte A produce 5 platos de 9 pulgadas y 10 de 7, más 4 pulgadas 
de desperdicio por cada pie de material del rollo; el corte B produce 3 
platos de 9 pulgadas, 12 de 7 y 6 pulgadas de desperdicio. ¿Cuántos 
cortes de cada tipo debe hacerse para minimizar el desperdicio? 
Plantee como un modelo de programación lineal.
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12. Una compañía aérea necesita decidir cuánto combustible para jet 
debe comprar a tres proveedores durante el mes próximo. Requiere las 
siguientes cantidades de combustible para los tres aeropuertos que usa 
en la actualidad: 600.000 galones para el aeropuerto 1, 500.000 para el 
aeropuerto 2 y 300.000 para el aeropuerto 3. Los tres proveedores han 
indicado que pueden proporcionar las siguientes cantidades totales de 
combustible: la compañía A 300.000 galones; la compañía B 400.000 
galones y la compañía C 700.000 galones. El costo del galón de 
combustible varía entre las compañías y entre los aeropuertos. La 
siguiente tabla da los precios por galón que establecieron los 
proveedores (en u.m.):

Aeropuerto Proveedor 
A B C

1 500 530 480
2 490 520 550
3 550 480 490

Formúlese como un modelo de programación lineal  

13. El Fondo de empleados Docentes Activos y Jubilados de la 
Universidad Estatal está haciendo planes para el uso de sus fondos en 
el año próximo. Tal organización hace cuatro tipos de préstamos a sus 
miembros. Además, invierte en valores libres de riesgo, con objeto de 
estabilizar los ingresos. Las diversas inversiones que producen 
ingresos, junto con las tasas anuales de rendimiento, son las 
siguientes:

Tipo de crédito Tasa de rendimiento anual 
sobre la inversión (%) 

Créditos para automóvil  8 
Créditos para muebles  10 
Otros créditos garantizados 11 
Créditos educativos  7 
Valores sin riesgo  9 

La empresa tendrá 2.000.000 de u.m., disponibles para invertirlos 
durante el año siguiente. Las leyes estatales y las políticas de la 
organización de crédito imponen las siguientes restricciones sobre la 
composición de los créditos y las inversiones de la organización:  

a. Las inversiones en valores libres de riesgo no pueden exceder de 
30% de los fondos disponibles totales.  

b. Los créditos para estudios no pueden exceder de 10% de los 
fondos que se invierten en todos los créditos. (Automóviles, 
muebles y otros créditos educativos y garantizados).  

c. Los créditos para adquisición de muebles, y otros créditos 
garantizados, no pueden exceder al monto de los créditos para 
automóvil.

d. Los otros créditos garantizados junto con los créditos educativos 
no pueden exceder el monto de los fondos que se invierten en 
valores libres de riesgo.  
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¿Cómo se deben asignar las 2.000.000 u.m. a cada una de las 
alternativas de inversión/crédito con objeto de maximizar el rendimiento 
anual total? ¿Cuál es el rendimiento anual proyectado? Plantee como 
modelo de programación lineal. 

14. La firma Café Colombia fabrica un producto de café mezclando tres 
tipos de granos. El costo por libra (en u.m.) y las libras disponibles de 
cada grano son las siguientes:

Grano Costo por libra Libras disponibles 
1 0,50 500 
2 0,70 600 
3 0,80 700 

Se utilizan pruebas de los productos de café, con los consumidores, 
para obtener evaluaciones en una escala de 0 a 100, en donde las 
calificaciones altas son señal de mayor calidad. Los estándares de 
calidad para los productos mezclados exigen una calificación de aroma, 
por parte de los consumidores, de cuando menos 75, y una calificación 
de los consumidores para el sabor, de cuando menos 80. Las 
calificaciones individuales para el aroma y para el sabor del café que se 
fabrica con el 100% de cada grano son las siguientes:

Grano Calificación de aroma Calificación del sabor
1 75 86 
2 85 88 
3 60 75 

Puede suponerse que los atributos de aroma y de sabor de la mezcla 
de café son un promedio ponderado de los atributos de los granos que 
se utilizan en la mezcla. ¿Cuál es la mezcla de costo mínimo que 
satisface los estándares de calidad y produce 1000 libras del producto 
de café mezclado?

15. La compañía VMQ e hijos Ltda. fabrica dos productos que se utilizan 
en la industria del equipo pesado. Ambos productos requieren 
operaciones de manufactura en dos departamentos. El tiempo de 
producción en horas y las cifras de utilidades para los dos productos 
son las siguientes:

Producto 1 Producto 2

Utilidad por unidad (u.m.) 25 20 
Horas en Dpto. A  6 8 
Horas en Dpto. B  12 10 

Para el siguiente periodo de producción, la VMQ tiene un total de 900 
horas disponibles de mano de obra, que se pueden asignar a 
cualquiera de los dos departamentos, pero además cuenta con 300 
horas de mano de obra exclusivas del departamento A y 200 exclusivas 
del departamento B. Obtenga el plan de producción y la asignación de 
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mano de obra (horas asignadas a cada departamento) que maximizan 
las utilidades.

Sugerencia: Considere las disponibilidades de mano de obra en cada 
departamento como una variable más. 

16. Una Compañía Electrónica fabrica dos productos que se pueden 
elaborar en dos líneas de producción. Ambos artículos logran sus 
menores costos cuando se fabrican en la línea de producción que es 
más moderna. Sin embargo, tal línea moderna no tiene capacidad para 
manejar el total de la producción. Como resultado, alguna parte de la 
producción tiene que manejarse a través de la línea de producción 
antigua. Enseguida se muestran los datos sobre los requerimientos 
totales de producción, las capacidades de las líneas de producción y 
los costos:

Costo unitario producción
Línea

moderna 
Línea

antigua 
Producción mínima 

requerimientos 
Producto 1  3.00 u.m. 5.00 u.m. 500 unidades 
Producto 2  2.50 u.m. 4.00 u.m. 700 unidades 
Capacidad de línea de producción 800 600  

Formule un modelo de programación lineal que pueda utilizarse para 
tomar decisiones acerca de las rutas o cauces de la producción. ¿Cuál 
es la decisión que se recomienda y el costo total?

17. Usted ha decidido entrar en el negocio de los dulces. Está 
considerando producir dos tipos de dulces: caramelos y confites, que 
se componen solamente de azúcar, nueces y chocolate. Actualmente, 
tiene en bodega 1.600 oz. de azúcar, 2.000 oz de nueces y 3.000 oz de 
chocolate. La mezcla para producir confites tiene que contener por los 
menos 20 % de nueces. La mezcla para producir caramelos tiene que 
contener por lo menos 10% de nueces y por lo menos 10% de 
chocolate. Cada onza de confite se vende a 250 u.m. y una onza de 
caramelo a 200 u.m. Formule un modelo de PL que le permita 
maximizar sus ingresos por la venta de dulces.

18. La “Compañía Jugosa” vende bolsas con naranjas y jugo de naranja 
en cajas de cartón. Jugosa clasifica las naranjas según una escala 
desde 1(deficiente) hasta 10 (excelente). Actualmente, Jugosa tiene 
100.000 lb de naranjas clase 9, y 120.000 lb de naranjas clase 6. La 
calidad media de las naranjas que se venden en bolsas, tiene que ser 
por lo menos 7, y la calidad media de las naranjas que se usan para 
producir el jugo, tiene que ser por lo menos 8. Cada libra de naranjas 
usadas para producir jugo, proporciona un ingreso de 1.500 u.m. y 
produce un costo variable (costos de mano de obra, costos generales, 
costos de inventario, etc.) de 1.050 u.m. Cada libra de naranjas 
vendida en bolsas, proporciona un ingreso de 500 u.m. y produce un 
costo variable de 200 u.m. Formule un modelo de PL para ayudar a 
Jugosa a maximizar sus ganancias.  
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19. Un banco trata de determinar en qué invertir sus activos en el año en 
curso. Actualmente dispone de 500.000 u.m. para invertir en bonos, 
préstamos hipotecarios, préstamos para compra de automóviles y 
préstamos personales. La tasa de rendimiento anual para cada 
inversión, resulta ser: bonos, 10%; préstamos hipotecarios 16%; 
préstamos para automóviles, 13%; préstamos personales, 20%. Para 
asegurar que la cartera del banco no sea demasiado arriesgada, el 
gerente de inversiones del banco ha impuesto las siguientes tres 
restricciones a la cartera:  

a. La cantidad invertida en préstamos personales no puede ser 
mayor que la cantidad invertida en bonos. 

b. La cantidad invertida en préstamos hipotecarios no puede ser 
mayor que la cantidad invertida en préstamos para automóviles.

c. No puede invertirse más del 25% de la cantidad total invertida, en 
préstamos personales. 

El objetivo del banco es maximizar el rendimiento anual de su cartera 
de inversiones. Formule un modelo de programación lineal que permita 
al banco alcanzar esta meta. 

20. “Abonos de la Costa”, mezcla silicio y nitrógeno para producir dos 
tipos de fertilizantes. El fertilizante 1 tiene que contener por lo menos 
40% de nitrógeno y se vende a 70 u.m./lb. El fertilizante 2 tiene que 
contener por lo menos 70% de silicio y se vende a 40 u.m./lb. “Abonos 
de la Costa”, puede comprar hasta 80 lb de nitrógeno, a 15 u.m./Ib., y 
hasta 100 Ib de silicio, a 10 u.m./lb. Formule un modelo de PL para 
ayudar a “Abonos de la Costa” a maximizar sus ganancias, suponiendo 
que se puede vender todo el fertilizante producido.

21. Medicosta, industria farmacéutica, usa dos productos químicos (1 y 2) 
para producir dos medicamentos. El medicamento 1 tiene que contener 
por lo menos 70% del producto químico 1, y el medicamento 2 tiene 
que contener por lo menos 60% del producto químico 2. Se puede 
vender hasta 40 oz del medicamento 1, a 6 u.m. la onza, y hasta 30 oz 
del medicamento 2, a 5 u.m. la onza. Se puede comprar hasta 45 oz 
del producto químico 1, a 6 u.m. la onza, y hasta 40 oz del producto 
químico 2, a 4 u.m. la onza. Formule un modelo de PL que se pueda 
utilizar para maximizar las ganancias de Medicosta.  

22. Una refinería produce tres clases de gasolina: extra, regular y 
económica. Cada clase requiere gasolina común, octano y aditivos que 
tienen una disponibilidad de 3.200.000, 2.400.000 y 1.100.000 galones 
por semana, respectivamente. Un galón de extra requiere 0,22 galones 
de gasolina común, 0,55 galones de octano y 0,28 galones de aditivo. 
Un galón regular requiere 0,55 galones de gasolina común, 0,32 
galones de octano y 0,13 galones de aditivos. Un galón de la 
económica requiere 0,72 galones de gasolina común, 0,20 galones de 
octano y 0,80 galones de aditivos. Se obtiene una ganancia de 48 u.m., 
40 u.m. y 29 u.m. por galón de la extra, regular y económica, 
respectivamente. Formule el modelo de PL que se usará para 
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encontrar el número de galones de cada clase que debe producir para 
lograr la máxima ganancia.

23. Un fabricante ha establecido un contrato para producir 2.000 unidades 
de un producto, en los próximos ocho meses. El programa de entregas 
es el siguiente:

Mes Unidades
Enero  100 
Febrero 200 
Marzo  300 
Abril  400 
Mayo  100 
Junio  100 
Julio  500 
Agosto  300 
TOTAL 2000 

El fabricante ha estimado que le cuesta 1 u.m. almacenar una unidad 
de producto durante un mes. La capacidad del almacén es de 300 
unidades.

El fabricante puede producir cualquier número de unidades en un mes, 
ya que se producen principalmente con mano de obra temporal, 
fácilmente disponible. Sin embargo existe el costo de capacitación del 
nuevo personal y los costos que se relacionan con los despidos de 
personal. El fabricante estima que cuesta 0,75 u.m. por unidad 
aumentar el nivel de producción de un mes al siguiente. De manera 
análoga, cuesta 0,50 u.m. por unidad, reducir la producción de un mes 
al otro. Al término de los ocho meses se despedirá a todos los 
empleados, con los costos correspondientes de la reducción de la 
producción.

Supóngase que la producción antes del mes de enero es cero. 

a. Formule lo anterior como un modelo de programación lineal. 
b. Suponga que el nivel de producción en un mes no puede ser 

mayor de 300 unidades y formule de nuevo el modelo.

24. Una empresa fabrica cuatro productos: A, B, C y D. Cada unidad del 
producto A requiere dos horas de fresado, una hora de montaje y 10 
u.m. de inventarios en proceso. Cada unidad del producto B necesita 
una hora de fresado, tres horas de montaje y un costo de 5 u.m. por 
inventarios en proceso. Una unidad de C requiere 2.5 horas de fresado, 
2.5 horas de montaje y 2 u.m. por inventario en proceso. Por último, 
cada unidad del producto D requiere 5 horas de fresado, no necesita 
montaje y cuesta 12 u.m por inventarios en proceso.

La empresa dispone de 120 horas de fresado y 160 horas de montaje. 
Además el inventario en proceso no puede ser mayor que 1000 u.m. 
Cada unidad del producto A genera un beneficio de 40 u.m.; una 
unidad de B, 24 u.m.; una de C genera 36 u.m. y una del producto D, 
24 u.m. No se puede vender más de 20 unidades del producto A ni más 
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de 16 del C. Hay que producir y vender por lo menos 10 unidades de D 
para satisfacer un requisito contractual. Formule el modelo de 
programación lineal. 

25. Hay tres fábricas a lo largo del río Bogotá (1, 2 y 3). Cada fábrica 
descarga dos tipos de contaminantes (1 y 2) en el río. Se puede reducir 
la contaminación del río si se procesan los desechos de cada fábrica. 
Procesar una tonelada de desechos de la fábrica 1 cuesta 30.000 u.m. 
y cada tonelada de desechos procesados de la fábrica uno reducirá la 
cantidad de contaminante uno en 0.10 toneladas y la cantidad de 
contaminante dos en 0.45 toneladas. El procesamiento de una tonelada 
de desechos de la fábrica 2, cuesta 20.000 u.m. y cada tonelada de 
desechos procesados de la fábrica 2, reducirá la cantidad de 
contaminante 1 en 0.20 toneladas y la cantidad de contaminante 2, en 
0.25 toneladas. Para la fábrica 3, los datos son: 40.000 u.m., 0.40 
toneladas y 0.30 toneladas. El Estado quiere reducir la cantidad de 
contaminante 1 en el río, en por lo menos 30 toneladas y de 
contaminante 2 en por lo menos 40 toneladas. Formule un modelo de 
P.L. que permita minimizar el costo de reducir la contaminación en las 
cantidades deseadas. 

1.10 SUPLEMENTO 1: INTRODUCCIÓN A LAS 
MATRICES

1.10.1 DEFINICIÓN 

Una matriz es un arreglo de elementos (variables o datos numéricos) 
dispuestos en filas y columnas, que sirve para exhibirlos o resumirlos. 
Usualmente, aunque no siempre, los elementos son números de valor 
real.

1.10.2 NOTACIÓN 

Una matriz está caracterizada en la forma más completa por sus 
dimensiones (u orden) y estas son el número “m” de filas, y el “n” de 
columnas ordenadas en distribución rectangular por lo cual se dice que 
una matriz tiene dimensiones (es de orden) m x n.

Las matrices por lo general se representan por medio de letras 
mayúsculas, y los elementos por medio de minúsculas, a las que se les 
asigna subíndices de acuerdo con su posición dentro de la matriz. 
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Ejemplo:

Esta matriz “A” contiene “m” renglones o filas y “n” columnas; los 
subíndices de un elemento “aij” indican que el elemento se ubica en la 
intersección del renglón i con la columna j. Por ejemplo a21 se localiza en 
la intersección de la fila 2 con la columna 1. El elemento a42 se localizará 
en la fila 4 y en la columna 2 de la matriz. 
En cuanto a las dimensiones u orden, observe la siguiente matriz: 

El subíndice del último elemento, nos muestra la dimensión u orden, es 
decir, la matriz “A” es de orden 4 x 5. Cuando tenemos una matriz 
normalmente expresada, determinamos su orden contando primero el 
número de filas o renglones, y luego, contando su número de columnas. 

Ejemplo:

La matriz es de orden 4 x 3. Si  entonces la matriz se dice 
cuadrada; si  la matriz será rectangular. 

1.10.3 COMPARACIÓN DE MATRICES 

Para comparar dos o más matrices, se debe tener en cuenta que tengan 
el mismo orden; cuando las matrices en cuestión tienen diferente orden
se dice que son matrices no comparables. 

1.10.4 MATRICES COMPARABLES 

a.

Para que la matriz A sea mayor que la matriz B debe cumplirse que: 
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y además  ( , ) / 

Es decir, que los elementos de A son, en forma correspondiente, mayores 
o iguales que los de B, pero además debe existir por lo menos una pareja 
( ) tal que  sea estrictamente mayor que 

Ejemplo:

Ejemplo:

Se cumple aquí, que .

b. A=B

Para que se cumpla la igualdad, los elementos de las dos matrices deben 
ser iguales en forma correspondiente: 

=

1.10.5 TIPOS ESPECIALES DE MATRICES 

Puesto que ya se sabe lo que es una matriz, debe resultar claro que estas 
proporcionan una manera de almacenar y exhibir números, y que cuando 
se almacenan números en las matrices es porque tenemos la necesidad 
de emplearlos. Suponiendo que se almacena información dentro de una 
matriz en un patrón lógico, es relativamente fácil la recuperación de datos 
individuales o grupo de estos, pero para ello es muy importante conocer y 
saber manejar los diferentes tipos de matrices. Antes de entrar al tema 
sobre algebra de matrices, haremos un repaso de los tipos especiales de 
estas.

1.10.5.1 VECTORES Y ESPACIOS VECTORIALES 

Un vector es una matriz que tiene solo una fila o columna. Un vector fila 
que tiene n elementos, es una matriz 1 x n. 

Ejemplo:

Representar un vector fila de orden (1 x 3) es tener algo como: 
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Para ello se empieza por averiguar si son linealmente independientes. 
Esto se puede hacer encontrando el determinante de la matriz conformada 
por estos; si este es distinto de cero, su rango es 3. El rango nos dirá la 
dimensión del espacio vectorial. 

011
012
321

A

9A (léase , determinante de la matriz A), como lo puede comprobar 
el lector, con lo que podemos afirmar que el rango de la matriz es 3 (los 
tres vectores son linealmente independientes). 

Ahora bien, ¿son estos vectores un conjunto de generadores? 

Los vectores son conjunto de generadores si un vector cualquiera ),,( zyx
se puede obtener como combinación lineal de 321 ,, vvv . Esto es: 

)0,1,1()0,1,2()3,2,1(),,( 321 vvvzyx

Entonces:
)3(003
)2(2
)1(2

z
y
x

Se pueden resolver los valores de ,, , mediante un procedimiento 
algebraico sencillo. 

En primer lugar se despeja 
3
z

 y se reemplaza en las otras dos 

ecuaciones del sistema: 

)5()
3

(2

)4(2
3
zy

zx

De (5), se despeja :

3
2zy , y se reemplaza en (4): 
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3
2

9
5

3

32
3

5

32
3

5
3

22
3

yzx

yzx

yzx

zyzx

Y reemplazando esta última expresión en (4), se obtiene: 

393

3
2

9
5

33
2

xzy

yzxzy

Por tanto queda demostrado que los tres vectores constituyen un conjunto 
generador. Podemos generar cualquier conjunto de vectores 
reemplazando ,,  en

)0,1,1()0,1,2()3,2,1(),,( 321 vvvzyx .

Si se tiene un vector en 3  y se quiere expresar en la base que 
acabamos de encontrar, basta con reemplazar las componentes de éste 
para encontrar los escalares que determinarán la combinación lineal: 

Sea el vector (3,6,9), expresar las coordenadas en términos del conjunto 
generador hallado. 

(3, 6, 9) = (x,y,z) 

0
3

62
9

95
3
3

0
3
3

9
9

3
6

3
3
9

Luego el vector (3,6,9) tiene como coordenadas (3,0,0) en la nueva base. 

1.10.5.2 MATRICES CUADRADAS ESPECIALES 

Una matriz cuadrada, como se señaló anteriormente, es aquella que tiene 
el mismo número de renglones o filas y de columnas. Es de particular 
interés para este libro, el conocimiento de las siguientes matrices 
cuadradas: 

- Matriz Triangular Superior 
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- Matriz Triangular Inferior 
- Matriz Diagonal 
- Matriz Escalar 
- Matriz Identidad 
- Matriz Simétrica 
- Matriz Anti simétrica 
- Matriz de Cofactores 
- Matriz Adjunta 
- Matriz Inversa 

1.10.5.3 MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR 

Se dice que una matriz cuadrada es triangular superior cuando los 
elementos bajo la diagonal son todos nulos. 

Ejemplo:

En notación simbólica A es triangular superior 

1.10.5.4 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR 

Una matriz cuadrada es triangular inferior cuando los elementos sobre la 
diagonal son todos nulos. 

Ejemplo:

En notación simbólica A es triangular inferior 

1.10.5.5 MATRIZ DIAGONAL 

Una matriz cuadrada es diagonal cuando los elementos sobre y bajo la 
diagonal son todos nulos, o dicho de otra forma, si la matriz cumple a la 
vez las condiciones de triangular inferior y de triangular superior. 
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Ejemplo:

1.10.5.6 MATRIZ ESCALAR 

Si en una matriz diagonal los elementos diagonales son todos iguales a 
un valor K (constante), entonces decimos que la matriz es escalar. 

Ejemplo:

En el ejemplo, K=2.

1.10.5.7 MATRIZ IDENTIDAD 

Si en una matriz escalar, K es igual a 1, la matriz resultante es la identidad 
y se designa por I.

Ejemplo:

1.10.5.8 MATRIZ SIMÉTRICA 

Es toda matriz cuadrada tal que 

Ejemplo:

1.10.5.9 MATRIZ ANTISIMÉTRICA 

Una matriz cuadrada es antisimétrica cuando se cumple que 
para todo . La existencia de la matriz antisimétrica exige que los 
elementos diagonales sean cero (0) 
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Ejemplo:

1.10.5.10 MATRIZ DE COFACTORES 

El cofactor de un elemento de la matriz A es el valor que queda cuando 
se suprime la fila y la columna a la cual pertenece el elemento, 
acompañado del signo donde ( ) son los subíndices del 
elemento al cual se le busca el cofactor. 

Ejemplo:

Cofactor de a11 = (-1)1+1 x 4 = 4 
Cofactor de a21 = (-1)2+1 x 2 =-2 
Cofactor de a12 = (-1)1+2 x 1= -1 
Cofactor de a22 = (-1)2+2 x 3 = 3 

La matriz que se conforma reemplazando cada elemento por su cofactor 
se denomina Matriz de Cofactores (Ac). 

Cuando la Matriz es de orden 3x3 o mayor, el cofactor viene dado por un 
determinante. Si se transpone4 la matriz de Cofactores se obtiene la 
Matriz Adjunta (AJ).

Como puede observarse, Aj es igual a (Ac) t.

1.10.6 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA 

El determinante es una función que le asigna a una matriz de orden n, un 
único número real llamado el determinante de la matriz. 

1.10.6.1 CÁLCULO DEL DETERMINANTE 

Previo a las operaciones de cálculo del determinante se hacen necesarios 
algunos conceptos que permitirán comprender, en forma general, los 
fundamentos de dichos cálculos. 

                                           
4Transponer una matriz consiste en intercambiar filas por columnas; esto es, la primera fila de 
la matriz original, pasa a ser la primera columna de la matriz transpuesta, y así sucesivamente. 
En sección posterior se trata este tema.
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1.10.6.2 PERMUTACIONES E INVERSIONES 

Considérense las permutaciones5 que se pueden realizar con los números 
naturales 1 y 2. Estas son: 12 y 21. En una permutación de números 
naturales se dice que existe una inversión cuando un número precede a 
otro menor que él. Así por ejemplo, la permutación 12 no presenta 
inversión puesto que es natural que el 1 preceda al 2. En la permutación 
21 existe una inversión. 

Las permutaciones tienen un signo que las precede; si tienen cero o un 
número par de inversiones se les atribuye signo positivo; en caso 
contrario el signo es negativo: 

12  permutación par (cero inversiones)  positiva.
21  permutación impar (una inversión)  negativa. 

Ahora hagamos lo mismo con los números 1,2 y 3. 

PERMUTACION No. INVERSIONES SIGNO
123 0 POSITIVO 
132 1 NEGATIVO 
213 1 NEGATIVO 
231 2 POSITIVO 
312 2 POSITIVO 
321 3 NEGATIVO 

Nótese que el número de inversiones pares (positivas) es  igual al de 
impares.

1.10.6.3 EL DETERMINANTE 

Supóngase una matriz 

Entonces , (Léase determinante de la matriz A) es igual 

Se puede observar aquí lo siguiente: 

Los primeros subíndices, de ambos términos, están en el orden natural 
(1,2); los segundos subíndices corresponden a cada una de las 
permutaciones que se pueden lograr con el 1 y el 2 (12 y 21) y finalmente, 
el signo que precede a cada término es el que corresponde a la 
respectiva permutación. Observe a continuación una matriz de orden 3 x 
3:

                                           
5 Equivale a una variación del orden de un número de elementos en una serie.
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Primero, los productos (serán 6, puesto que seis son las permutaciones 
de 3 elementos tomados de a 3; 3!). 

1 2 3 4 5 6 

Colóquense los primeros subíndices: 

Agregue los segundos subíndices: 

PRODUCTO PERMUTACIÓN SIGNO
123 POSITIVO 

132 NEGATIVO 

213 NEGATIVO 

231 POSITIVO 

312 POSITIVO 

321 NEGATIVO 

Colóquense los signos: 

Se puede, entonces, definir el determinante de una matriz cuadrada como 
el valor resultante de la suma algebraica de los distintos productos que se 
pueden lograr con los elementos de la matriz, de modo que en cada uno 
de estos participe solo uno por cada fila y por cada columna; cada 
producto estará precedido de un signo (±), de acuerdo con la permutación 
que lo genera.

Reordenando en forma conveniente el resultado del determinante, se 
obtiene: 

Nótese que las expresiones entre paréntesis corresponden a los 
determinantes de las siguientes matrices: 

;
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Y los factores fuera de paréntesis no son otra cosa que los elementos de 
la primera fila de la matriz. 

Se deduce entonces que el determinante se puede obtener (para una 
matriz 3 x 3 o mayor) como la suma algebraica de los productos que se 
pueden lograr entre los elementos de una  fila o columna de la matriz y el 
determinante de la matriz reducida que queda al suprimir de la original, la 
fila y la columna a la cual pertenece el elemento. Los signos que 
anteceden a cada producto resultan de la expresión siendo  los 
subíndices del elemento que multiplica al determinante de la matriz 
reducida. Este método para el cálculo del determinante se conoce como: 
menores complementarios. 

Ejemplos:

Sea ; calculemos  usando la primera fila: 

Se recomienda que si en la matriz existe una fila o columna con varios 
ceros, se use esta para hallar el determinante, pues abrevia los cálculos. 

Ejemplo:

Sea ; tomando la columna 4: 
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1.10.7 OPERACIONES MATRICIALES 

1.10.7.1 SUMA 

Dadas las siguientes matrices A = (aij) y B = (bij) del mismo orden m x n,
se define la suma de A + B, como una tercera matriz S= (sij) de orden m x 
n, cuyos elementos son de la forma: 

Ejemplo:

; . Entonces 

1.10.7.2 MULTIPLICACIÓN POR UN ESCALAR 

Dado y una matriz A = (aij) de orden m x n, definimos el producto 
como una matriz B = (bij) del mismo orden que A, cuyos elementos bij

son de la forma: 

Ejemplo:

Sea  y 

Entonces

1.10.7.3 MULTIPLICACIÓN ENTRE MATRICES 

Dos matrices A y B son conformes para la multiplicación (A x B ó AB), si el 
número de columnas de A es igual al de filas de B.

Dadas las matrices  y , se define el producto A x 
B como una tercera matriz , cuyos elementos 
se obtienen mediante la relación. 

Es decir, el elemento cij es la suma de los productos entre los 
correspondientes elementos de la fila i de la matriz A y la columna j de B.
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Ejemplo:

Sean  y 

El producto de matrices así definido goza de algunas propiedades: 

Asociativa:

Distributiva respecto a la suma: 

Conmutativa: AB  BA (aunque puedan darse casos particulares en que 
se cumpla la conmutatividad). 

La no conmutatividad exige que al operar con matrices se deba tener 
cierto cuidado en su manipulación; al factorizar se debe diferenciar lo que 
es un producto por la derecha de un producto por la izquierda: 

Ya que en general, 

1.10.7.4 TRANSPOSICIÓN 

En algunos casos es necesario recurrir a esta operación para hacer uso 
conveniente de una matriz. 

Dada una matriz Amxn, se denomina transpuesta de A y se denota por At,
aquella matriz de orden n x m que resulta de intercambiar en A las filas 
por las columnas en el mismo orden.

Ejemplo:

, entonces 
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Algunas propiedades de la transposición: 

 con 

1.10.7.5 INVERSIÓN DE MATRICES 

Dada una matriz cuadrada A, se dice que A-1 es su inversa si: 

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Para darnos cuenta de 
ello observemos que dada una matriz cuadrada A se cumple

siendo la matriz identidad y  la matriz adjunta. 

Entonces, dividiendo en ambos lados de la igualdad por  se obtiene: 

; postmultiplicando por ,

Luego para que exista la inversa de A, su determinante debe ser distinto 
de cero. Las matrices que tienen inversa se denominan no singulares. 

Ejemplo:

, luego  y 

Se cumple que 

Dado que  existe. 
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1.10.7.6 PROPIEDADES DE LA INVERSA

1. La inversa de una matriz cuadrada es única. 

Demostración:

Supóngase que existen dos matrices cuadradas B y C que son inversas 
de A, es decir: 

Entonces

2.
3.
4.

1.10.7.7 PROCESO DE INVERSIÓN 

Para encontrar la inversa de una matriz podemos usar el hallazgo 
anterior:

Es decir, basta con encontrar el determinante y en caso de que este sea 
distinto de cero, proceder a encontrar la adjunta de A (Aj), para luego 
dividir cada uno de sus elementos por el determinante. 

Este método, aunque fácil de aplicar, no es el más conveniente para los 
propósitos de la programación lineal, por lo tanto pasemos a revisar otro, 
más acorde con los objetivos del capítulo.
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1.10.8 MÉTODO DE LA MATRIZ AMPLIADA – REDUCCIÓN DE 
GAUSS- JORDAN 

El procedimiento a aplicar es el conocido método de reducción de Gauss- 
Jordan para la solución de sistemas de ecuaciones lineales simultáneas.  

Recordemos: 

Si se tiene un sistema de ecuaciones como: 

La representación matricial es: 

Se construye una matriz ampliada con la matriz de coeficientes y la de 
términos independientes: 

Y se aplican operaciones elementales a las filas de tal manera que nos 
quede, en la matriz de coeficientes una matriz identidad: 

1. Dividiendo la primera fila entre 2, multiplicando esta fila transformada 
por -3 y sumándose a la fila 2 se logra la siguiente matriz equivalente. 

2. Dividimos la fila 2 de la matriz última entre -4 y luego multiplicamos la 
nueva fila 2 por -2 y la sumamos a la fila 1 para obtener: 

La solución de la ecuación es: 

Ahora bien, si se trata de invertir la matriz
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Esta se puede lograr resolviendo los siguientes sistemas de ecuaciones 

Ya que si A-1 existe es igual a 

Entonces

Por lo tanto, aplicando el procedimiento anterior, basta resolver el 
siguiente sistema ampliado para encontrar la inversa: 

Llamemos I0 y ll0 a las filas de esta matriz (estamos en el paso 0 del 
proceso).

1. Dividir fila I0 entre 2 para obtener fila I1; sumar a la fila II0, la I1
multiplicada por -3, para obtener II1.

2. Dividir la II1 entre -4 para obtener la II2 y luego sumar a la I1 la II2
multiplicada por -2 para obtener la I2:

Dado que en la casilla izquierda del sistema ya se obtuvo la matriz 
identidad, la matriz de la casilla derecha es la inversa de A.

Es decir, X11 = -1/4, X12= ½, X21= 3/8, X22= -1/4 
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1.10.8.1 SOLUCIÓN GRÁFICA DE DESIGUALDADES LINEALES 
CON DOS VARIABLES 

Una ecuación lineal en dos variables, representa una recta al graficarse, 
mientras que una desigualdad en dos variables representa un área.

Ejemplo 1: 

Muéstrese la gráfica del área que representa cada una de las siguientes 
desigualdades:

Solución.

La primera desigualdad representa el área por encima de la recta X2= 3
(ver gráfico 1 en la página siguiente). La recta se muestra punteada 
debido a que no queda incluida en la desigualdad pero es la frontera del 
área. El área debajo de la recta corresponde a X2<3.

Gráfico 1

La segunda desigualdad incluye la recta de frontera X2 = -2 y el área 
debajo de ella (Gráfico 2). Por eso la recta se muestra como una línea 
sólida.  

73



Gráfico 2.

X1 < X2 determina la frontera del área de la recta X1= X2. La desigualdad 
representa al área por encima de la recta pero no la incluye.

Gráfico 3.

Para graficar desigualdades, es conveniente observar el siguiente 
procedimiento:

I. Cambiar la desigualdad a igualdad y graficar la ecuación. La ecuación 
es la frontera del área de la desigualdad que se muestra punteada para > 
ó < y sólida para  o .
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II. Sombree el área por encima de la gráfica de la ecuación si la 
desigualdad es de la forma  o 

Se sombrea el área por debajo de la gráfica de la ecuación si la 
desigualdad es de la forma  o 

También es posible, para determinar qué área sombrear, seleccionar 
cualquier punto (X1, X2) que no pertenezca a la ecuación y sustituirlo en la 
desigualdad. Si el punto satisface la desigualdad, el área a sombrear es la 
que contiene este punto. 

Ejemplo 2: 

Grafíquese la desigualdad 

Solución.

Grafíquese la ecuación , y muéstrese como una línea sólida y 
sombréese el área por encima de la recta ya que  es de la 
forma (Gráfico 4). Pero también si tomamos el punto (2, 0), 
fuera de la recta, y lo contrastamos con la desigualdad, logramos ver que: 

, luego el área a la derecha y por encima de la línea está 
incluida en la solución. 

Gráfico 4.
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Ejemplo 3: 

Resuélvase el sistema de desigualdades: 

Solución.

Grafique las ecuaciones correspondientes y determínese el área común a 
las cuatro desigualdades. 

Gráfico 5.

Como se puede observar, las desigualdades (3) y (4) sitúan la solución en 
el primer cuadrante del plano (gráfico 5). En este cuadrante, la solución 
corresponde al área que es común a las desigualdades (1) y (2), 
delimitada por los puntos (0,0), (0,5), (7.5, 2.5) y (10,0). 

Ejemplo 4:

Resuélvase el siguiente sistema 
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Gráfico 6

La solución se enmarca en el polígono cuyos vértices son los puntos 
(20,0), (40,0) y (10,15) del gráfico 6. 

1.10.9 EJERCICIOS PROPUESTOS 

1.10.9.1 MATRICES 

1. Dada la siguiente matriz  

Averigüe para qué valores del parámetro t, la matriz no tiene inversa. 

2. Calcule la inversa de la siguiente matriz: 
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3. Utilice las operaciones matriciales que considere necesarias, para 
resolver el siguiente problema: 

Una compañía elabora 5 productos, que se enumeran de 1 a 5. Estos 
productos necesitan tiempo de proceso en cada uno de los 
departamentos A, B, C. El producto 1 requiere 2 horas en A, 3 horas en B
y 0,5 en C. El producto 2 requiere 3 horas en cada departamento. El 
producto 3 requiere 2 horas en A, 1 hora en B y 2 en C. El producto 4 
requiere 2 horas en cada departamento y, el producto 5 media hora por 
departamento.

El costo de proceso por hora y por departamento es de 1200, 1300 y 1500 
unidades monetarias (um) para A, B y C, respectivamente. Hallar 

a. El costo de cada producto 
b. Los requerimientos por departamento si la demanda diaria es de 1000 

unidades de producto 1, 2000 del producto 2, 500 unidades del 3, 800 
del 4 y 600 del 5. 

c. El costo total. 

1.10.9.2 INECUACIONES 

Encuentre la región de solución de los siguientes sistemas de 
desigualdades:

4.

5.

6.

7.
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Puede realizar una comprobación final, obteniendo la matriz identidad (I3)
producto de la multiplicación de la matriz A por su respectiva matriz inversa (F). 
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CAPÍTULO DOS 
MÉTODOS DE SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE 
PROGRAMACIÓN LINEAL

OBJETIVO. Se espera que al concluir el estudio de 
este capítulo, se esté en capacidad de resolver 
modelos de programación lineal por métodos 
Gráfico, Algebraico o Simplex, según las exigencias 
del modelo. Asimismo podrá resolver modelos 
utilizando las aplicaciones WINQSB® y SOLVER de 
Microsoft® Office Excel. 



CAPÍTULO 2: MÉTODOS DE SOLUCIÓN DEL 
PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN LINEAL 

Solucionar un problema de programación lineal consiste en determinar el 
conjunto de variables Xj que satisface todas las restricciones. Si esta 
condición se cumple, decimos que estamos ante una solución factible. Si
además de satisfacer las restricciones el conjunto Xj optimiza la función 
objetivo (la maximiza o minimiza, según el caso), la solución será factible
y óptima. 

Se estará interesado en la obtención de la solución óptima factible. Para 
ello se expondrán los métodos más conocidos: Gráfico, Algebraico y 
Simplex. 

2.1 MÉTODO GRÁFICO  

Sea el siguiente problema:

Una empresa produce 2 tipos de cinturones: tipo 1 y tipo 2. El cinturón tipo 
1 requiere para su fabricación el doble de tiempo que el tipo 2 y si todos 
los cinturones producidos fueran del tipo 2 se podría elaborar 1.000 
diariamente. La disponibilidad total de cuero alcanza para 800 cinturones 
1 y 2 combinados. El cinturón tipo 1 requiere una hebilla, de las cuales se 
dispone de 400 unidades diarias y para el tipo 2 hay una disponibilidad 
diaria de 700 hebillas. La utilidad unitaria de los cinturones es de 400 u.m. 
y 300 u.m. para el tipo 1 y el tipo 2 respectivamente. ¿Cuál es el programa 
de producción que maximiza la utilidad de la empresa?  

Organización de la información. 

Disponibilidad Tiempo 
requerido Utilidad (u.m.)Cinturón tipo Hebilla Cuero Tiempo 

disponible 
1 400 800 1000t 2t 400 
2 700 t 300 

Planteamiento.

Objetivo: La empresa desea maximizar sus utilidades a partir de la 
combinación óptima de cinturones 1 y 2 a producir.

Variables:

Xi = Cantidad de cinturones tipo i (i = 1, 2) a producir diariamente  
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s.a:

En resumen, el planteamiento quedará:

s.a:

Para la solución gráfica deberá llevar al plano cartesiano las restricciones, 
tratadas como si fueran igualdades.

Trácense las restricciones, iniciando con las de positividad: 

La restricción X1 0, nos dice que el área de solución estará ubicada en 
una zona donde los valores de X1 sean positivos o, como mínimo, cero; 
esto compromete a los cuadrantes uno y cuatro del plano cartesiano (ver 
gráfico 7). La restricción X2 0, por su parte, compromete a los cuadrantes 
uno y dos (ver gráfico 8); dado que las dos restricciones tienen en común 
solo el cuadrante uno, se concluye que cualquier solución factible de este 
modelo, estará en el cuadrante uno. 
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Gráfico 13
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Punto 5 (P5): se interceptan las rectas 
luego

Punto 6 (P6):

Como puede apreciarse el valor máximo de Z (Z*) se obtiene cuando 
, es decir en el punto 4.

2.1.1 VENTAJAS DEL MÉTODO

Este método cuenta con la ventaja de ser muy sencillo de aplicar y fácil de 
manejar; no obstante, presenta la desventaja de ser complicado cuando 
se tienen tres variables de decisión, pues la región factible se convierte en 
un sólido y la función objetivo en un plano que lo corta. Cuando el número 
de variables es mayor que tres, es imposible graficarlo.

Algunos autores (Baumol William entre ellos) han planteado la posibilidad 
de graficar con más de tres variables, pero con un máximo de tres 
restricciones, colocando éstas en los ejes.

2.2 MÉTODO ALGEBRAICO  

Considérese el mismo problema, tomado como ejemplo para desarrollar el 
método gráfico.

s.a:

Solución algebraica. 

Al conjunto de restricciones introdúzcanse variables de holgura para 
convertir cada una de ellas en igualdad. Estas variables de holgura 
(relleno), significan realmente la posible cantidad de recurso no utilizado.  
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El sistema quedaría así: 

Las variables de holgura (S1, S2, S3, S4) permiten formar un sistema 
canónico6 de ecuaciones.

Si en este sistema se despejan las aludidas variables, se obtendrá: 

Nótese que el valor de estas variables depende de los valores que 
asuman X1 y X2 por lo tanto son variables dependientes o básicas. Las 
otras (X1, X2), en contraposición, son independientes o no básicas. Si a 
las variables no básicas les asignamos un valor cero (0), entonces se 
tendría una primera solución básica factible.

Obsérvese que por tener X1 y X2 valor 0, la actividad productiva es nula y 
es entonces lógico que, al no haber producción, los recursos sobren 
(estén ociosos). En consecuencia, la utilidad que la producción reporta a 
la empresa, deberá ser cero.

A partir de este punto se pueden generar nuevas soluciones 
seleccionando otras variables como básicas.

Se deberá encontrar un procedimiento que permita hacer esto; es decir, 
de las seis variables que se tienen en consideración (dos de decisión y 
cuatro de holgura), anulando dos en cada oportunidad (serán las no 
básicas) y obteniendo así una solución única del sistema. Resultarán 
tantos sistemas como formas de seleccionar dos variables de entre seis, 
existan. Del análisis combinatorio se podrá establecer que el número de 
sistemas (N) será: 

Léase: Combinación de 6 tomadas de a 2 es igual a seis factorial, dividido 
por (6-2) factorial por 2 factorial. 

                                           
6 En un sistema canónico, por cada ecuación hay una variable que tiene coeficiente 1 en dicha 
ecuación y 0 en las demás. 
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Siendo

Ejemplo:

Puede entonces el estudiante comprobar que

Los sistemas resultarán de tomar las siguientes variables como no 
básicas  

1. X1 = X2 =0
2. X1 = S1 =0
3. X1 = S2 =0
4. X1 = S3 =0
5. X1 = S4 =0
6. X2 = S1 =0
7. X2 = S2 =0
8. X2 = S3 =0
9. X2 = S4 =0

10. S1 = S2 =0 
11. S1 = S3 =0 
12. S1 = S4 =0 
13. S2 = S3 =0
14. S2 = S4 =0 
15. S3 = S4 =0 

Cada sistema proporcionará una solución que podrá ser factible (todas las 
Xj y las Si 0), o no.

Luego de encontrar todas las soluciones posibles, se seleccionarán las 
factibles. Para cada solución factible se establece el valor de Z
reemplazando en la función , y de estas se tomará la 
que produce el mayor valor de Z. Ya que estamos maximizando, este será 
el Z* (Zeta óptimo).

Solución a los Sistemas Resultantes:  

1er resultado : Ya se resolvió, produciendo la solución: 

2do resultado :
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Reemplazando X1 y S1 por cero, la solución es:

3er resultado :

Reemplazando, la solución será INCONSISTENTE (En la segunda 
ecuación quedaría 0 = 400)

4to resultado :

La solución será:

5to resultado :

La solución será:

6to resultado :

7mo resultado :

8vo resultado :

9no resultado :

10mo resultado :

11mo resultado :
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12vo resultado :

13vo resultado :

14vo resultado :

15vo resultado :

En resumen, las soluciones factibles y sus respectivos valores de la 
función objetivo son:

1.
4.

7.

11.

12.

14.

La solución óptima se resume así: 

Z* = 260.000; Valor de la función objetivo 

X1 = 200 Número de cinturones tipo A, a producir. 
X2 = 600 Número de cinturones tipo B, a producir. 
S1 = 0 Se utiliza todo el cuero. 
S2 = 200 Sobran 200 hebillas de cinturones tipo A. 
S3 = 100 Sobran 100 hebillas de cinturones tipo B. 
S4 = 0 Se utiliza toda la capacidad de planta. 

2.2.1 COMPARACIÓN CON EL MÉTODO GRÁFICO

- El método gráfico es preferible al algebraico siempre que se trate de dos 
variables de decisión.
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- El método gráfico investiga solo los puntos factibles, mientras que el 
algebraico, recorre todos los puntos, incluidos los no factibles y otros 
inexistentes, como son el 3 y el 8 del ejemplo.

- Si el problema es de más de dos variables, se prefiere el algebraico, por 
la dificultad de análisis en el plano tridimensional y la imposibilidad de 
graficar en más de tres dimensiones. 

- El método algebraico se vuelve muy laborioso en la medida en que se 
incrementa el número de variables y restricciones. 

2.3. METODO SIMPLEX 
El nombre del método creado en 1947 por George Bernard Dantzig, 
proviene del hecho que en una de sus primeras aplicaciones la región 
factible estaba constituida por un simplex.7 El método parte de un vértice 
inicial, usualmente el origen, y a partir de este inicia un recorrido por los 
restantes vértices, asegurando que cada nueva solución sea mejor que la 
anterior, y continúa hasta que se establezca que no hay un vértice que 
suministre una mejor solución. 

2.3.1 DESARROLLO DEL MÉTODO

Continuamos con el problema que traemos como ejemplo:

s.a:

Introduzcamos las variables de holgura:

Una justificación del método: 

Despejamos del modelo anterior las variables de holgura 

                                           
7 Un simplex es un poliedro de n dimensiones que tiene exactamente n+1 vértices. 
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(1)

La solución inicial se obtiene haciendo que las dos variables de decisión 
sean iguales a cero, con lo que las variables de holgura conformarán la 
base de solución. Entonces,

Aquí surge la pregunta ¿es esta la mejor solución? Puesto que lo que se 
desea es maximizar Z, no es lógico dejar a X1 y X2 a nivel 0. El 
incremento unitario de estas variables produce un incremento de 400 y 
300 u.m., respectivamente. El criterio de entrada a la base del simplex 
indica que la variable entrante debe ser aquella que más rápidamente 
mejore la función objetivo; para el caso, X1. Pero, ¿hasta qué valor puede 
aumentarse X1? Se podría pensar que si la hacemos infinitamente grande 
se lograría la mayor utilidad posible; pero no podemos olvidar que existen 
unas restricciones, por ello vamos a establecer cuál es el límite de 
crecimiento de X1. Puesto que X2 seguirá en cero, (1) se puede escribir 
como:

(2)

Las ecuaciones de (2), junto con las condiciones de no negatividad 
conducen a que: 

(3)

Lo que conduce a 

(4)
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La solución al sistema (4) es: 

Cuando X1 toma valor 400, S2, en (1), se anula; es esta restricción la que 
le da entrada a X1 por lo que S2 debe salir de la base. Es el criterio de 
salida de la base. Con este valor de X1 calculemos las demás variables (a 
partir de (1)): 

Nuevamente surge la pregunta ¿es esta la mejor solución? Lo podemos 
averiguar a través del siguiente procedimiento: 

Reemplazamos en (1) el valor de X1

Lo que equivale a: 

(5)

Con lo que la función objetivo será: 

Se observa que se produciría un crecimiento de 300 u.m. por el 
incremento unitario de la variable X2, por tanto esta variable debe entrar a 
la base.

El valor solución (mínimo) es 200, por tanto la variable que se anula, sale 
de la base, es S4. La nueva solución será: 
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Nuevamente nos formulamos la pregunta de si hay manera de mejorar 
esta solución; para responderla escribimos (5) en términos de las 
variables actuales de la base: 

O lo que es igual, 

(6)

Se aprecia entonces que se incrementa el valor de Z en 200 u.m. por el 
incremento unitario que se produzca en S2. Veamos cual es el límite de 
incremento en S2:

La ecuación de X2 no se tiene en cuenta puesto que S2 tomaría valor 
negativo. 

El mínimo corresponde a 200 por tanto debe salir de la base a la variable 
S1 que es la que se anula. Incluyendo esta variable la solución será: 

Una vez más nos preguntamos si es esta la mejor solución, y para 
verificarlo planteamos (6) en términos de las variables de la base: 
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La primera fila muestra las variables admisibles; la segunda, los 
coeficientes de costos de las variables admisibles (a partir de la columna 
tercera); las siguientes contienen las variables básicas, sus coeficientes 
de costos, coeficientes tecnológicos (tablero inicial), términos 
independientes y los correspondientes ratios. La última fila muestra los 
valores .

Hasta este tablero inicial, el único cálculo realizado es el de . Para 
obtener Z1 (por ejemplo) se procede así: 

, donde los primeros factores son los coeficientes de costos de las 
variables básicas y los segundos, corresponden a los coeficientes de la 
primera variable admisible en las restricciones. Luego = 400 - 0 = 
400, así se calculan los demás. 

Del tablero inicial se puede leer la primera Solución Básica Factible (SBF): 

Compare esta primera solución con la primera encontrada por el método 
algebraico. Evidentemente son iguales y tienen igual interpretación. 

El método simplex, partiendo de la solución básica presente, mejorará la 
situación asegurándonos que cada nuevo resultado será preferible al 
anterior.

Tal como se explicara antes, en cada iteración hay que definir cuál 
variable debe entrar a la base y cuál debe salir. Observando la fila 
se aprecia que X1 y X2 muestran valor positivo luego, para lograr el mayor 
crecimiento de Z se debe llevar a la base aquella con positivo 
mayor; en este caso X1.

Primera iteración: Entra a la base X1; para establecer cuál sale, se 
calculan los ratios y, aquella variable básica a la que corresponda el 
menor debe abandonar la base. En esta iteración le corresponde a S2.

2.3.2 PASOS GENERALES DEL MÉTODO 

En general los pasos a seguir son los siguientes: 

1. Elección de la variable entrante:

Volvamos al tablero inicial y averigüemos por la variable que tiene el 
mayor valor positivo en fila ( ). Vemos que este elemento es 400 y 
pertenece a la columna de la variable X1. Elegimos entonces la variable 
X1 como entrante. En realidad lo que se está haciendo es seleccionar el 
producto al que le corresponde la mayor contribución, con el propósito de 
que la utilidad Z alcance el máximo nivel, lo más rápidamente posible.
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2. Elección de la variable saliente:

La variable entrante X1 debe entrar a la base a reemplazar a alguna de las 
básicas actuales. Para saber cuál debe ser sustituida debemos averiguar 
cuál es la fila a la que le corresponde el menor coeficiente ;
representa la cantidad disponible de cada recurso que se necesita para 
fabricar el producto que hemos decidido producir primero, toda vez que 
resulta ser el más rentable, en este caso X1. Los cocientes son:  

   
   

   
El menor es , por lo tanto debe salir de la base la variable S2
(véase Tablero No. 1).

Se obtiene así el elemento pivote. Este se encuentra en la fila 2, 
columna 1 (fila de la variable saliente, o fila pivote, columna de la variable 
entrante o columna pivote.)

Lo que se hizo fue ver cuántas unidades de X1 podremos producir antes 
de quedarse sin el recurso 2. Si se quedara sin un recurso necesario para 
X1 obviamente tendremos que dejar de producirlo, de aquí que nos 
interese hallar el valor mínimo del cociente pues el hecho que sea el 
mínimo nos ratifica que se trata del recurso más susceptible de faltarnos 
en relación con la fabricación de X1.

3. Dividir todos los elementos de la fila pivote por el elemento pivote.  

Esto permite saber cuántas unidades de X1 se pueden fabricar si se 
dedicase todas las existencias del recurso 2 a la fabricación de este y 
además permite conservar las relaciones que guardan entre sí los 
elementos de esa fila. 

Ya que el elemento pivote es 1, la fila quedará igual al dividirla por él. Esto 
muestra que el recurso R2 alcanza para producir 400 cinturones del tipo 1 
(los resultados se consignan en el tablero 2).

4. Hacer cero los restantes elementos de la columna pivote.  

Si observamos el tablero inicial nos percatamos que las variables de la 
base conforman un sistema canónico, lo cual permite que asignándole 
valor cero a las demás (no básicas),se pueda encontrar el 
correspondiente valor que adquieren (las básicas). 

Este sistema canónico siempre se conserva, por lo que el vector (0 1 0 0 
0) de la variable S2, que sale de la base, pasa a X1 que entra. Un 
elemento de ese vector, el 1, ya sé logró en el paso anterior. Ahora 
corresponde justificar los ceros del vector y se hará utilizando la fila 
obtenida en el segundo tablero (Recuérdese la inversión de matrices). 
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3. Revisar coeficientes de las variables en la fila y seleccionar el 
mayor positivo. Entra a la base la variable a la cual corresponde. 

4. Hallar coeficientes  (  coeficientes tecnológicos positivos de 
la variable entrante). Seleccionar para sacar de la base la variable a la 
que corresponda el menor .

5. Reestructurar el tablero y realizar las operaciones elementales para 
obtener una nueva solución (iteración).

6. Volver al paso 3. En caso de que todos los coeficientes en sean
negativos o ceros, se ha llegado a una solución óptima.  

Diagrama 1. Método Simplex 

2.3.4 ALGUNAS DIFICULTADES DEL SIMPLEX Y SUS 
SOLUCIONES  

Minimización

Hasta ahora, se ha tratado el problema de maximización, sin embargo la 
única diferencia entre los dos problemas consiste en las reglas de entrada
a la base y detención.

En la minimización entra a la base la variable no básica que presente el 
coeficiente ( ) más negativo.

Introducir variables 
de Holgura 

Construir el tablero 
Simplex (iteración 0)

Revisar fila 
Cj - Zj

Entra Xi de mayor
Cj - Zj

Cj - Zj  0

 positivo 

Selección
menor 

Variable de la 
posición i, sale

Iterar Solución óptima 
lograda

PARE

Si

No
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El proceso de solución se detiene cuando todas las variables presenten 
en la fila ( ), coeficiente cero (0) o positivo.

No obstante, una función objetivo que se desee minimizar podría 
trabajarse con el procedimiento de maximización, multiplicando 
previamente la función objetivo por -1.

Ejemplo:

, es equivalente a 

Siendo W = -Z

Las bi no son positivas

Esto se puede presentar cuando el sentido de las restricciones es de tipo 
.

Ejemplo:

Se podría intentar cambiar el sentido de la desigualdad multiplicando por -
1 pero esto conllevaría a:

Este inconveniente se resuelve aplicando el método del GRAN COSTO.

Este método utiliza variables artificiales para remover los obstáculos que 
significan las variables de holgura con signo negativo, tales variables 
reemplazan en forma temporal a las de holgura. Pero, como artificiales 
que son, deben desaparecer tan pronto cumplan su cometido. Para ello, si 
el problema es de maximización estas variables se incluyen en la función 
objetivo con un coeficiente negativo muy alto (Gran Costo); si el problema 
es de minimización se incluyen en la función objetivo con un coeficiente 
de signo positivo. Por lo demás, el procedimiento de solución es igual al 
mostrado en la sección anterior. Una vez que las variables artificiales 
salen de la base (han cumplido su papel de reemplazar a las de holgura), 
pueden ignorarse.

Ejemplo:

s.a:
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2.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

Resolver mediante método simplex 

1.

2.

3.

4.

s.a:

s.a:

s.a:

s.a:

112



2.5 SUPLEMENTO 3: USO DE SOFTWARE PARA LA 
SOLUCIÓN DE PROBLEMAS DE PROGRAMACIÓN 
LINEAL

Actualmente existen muchas aplicaciones informáticas dedicadas a la 
solución del problema de programación lineal, unas más sencillas que 
otras pero que constituyen una valiosa ayuda por la rapidez y la precisión 
que se logra. 

El que se disponga de un software no debe distraer al estudiante respecto 
a la necesidad del aprendizaje juicioso de los métodos de solución; la 
práctica manual con un modelo pequeño, manejable, es necesaria para 
cuando se esté en presencia de un problema de mayor envergadura 
tratado con herramientas informáticas, se sepa qué está “haciendo” el 
software, qué esperar y qué no de los informes arrojados por el programa 
utilizado.  

Una primera herramienta a utilizar es el WinQSB (Quantitative System 
Business bajo ambiente Windows) el cual puede ser descargado 
gratuitamente desde varios sitios, entre estos: 

http://rapidshare.com/files/146341120/WinQSB2.0.rar

Para el manejo de esta aplicación se puede recurrir al libro Análisis 
cuantitativo con WINQSB (Quesada V. y Vergara J., 2007), descargable 
desde:

http://eumed.net/libros/2006c/216/index.htm

2.5.1 RESOLVIENDO CON WINQSB 

Sea el siguiente modelo: 

s.a:

1. Ingrese a WINQSB, módulo Linear and integer programming, file, new 
problem. Le aparecerá la siguiente ventana de diálogo: 
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CAPÍTULO TRES 
DUALIDAD y ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD 

OBJETIVO. Se espera que al concluir el estudio de 
este capítulo, se esté en capacidad de plantear el 
dual de un problema de programación lineal e 
interpretar el significado de las variables duales en 
relación con las primales; dada la solución de un 
problema de programación lineal, aplicar el análisis 
de sensibilidad a los distintos parámetros del modelo 
para establecer rangos de validez de la solución 
actual.



CAPÍTULO 3: DUALIDAD Y ANÁLISIS DE 
SENSIBILIDAD

3.1 EL PROBLEMA DUAL 

3.1.1 CONCEPTOS Y DEDUCCIÓN DEL DUAL.  

Dado un conjunto de datos correspondientes a un modelo de 
programación lineal, existe otro modelo elaborado a partir de los mismos 
datos, con una estructura diferente, que viene a ser como la “imagen” del 
primero, conocido como el problema dual (al original se le denomina el 
Primal).

Supóngase el siguiente problema: La compañía “Metalcar” manufactura y 
vende tres productos, la utilidad unitaria es de 12, 4, y 6 u.m. para los 
productos 1, 2 y 3 respectivamente. Las horas de trabajo que se requieren 
para la producción, se sintetizan en la siguiente tabla:

Productos Departamento
A B C

1 1 2 1 
2 1 3 2 
3 2 3 4 

Los supervisores de estos departamentos han estimado que durante el 
próximo mes están disponibles las siguientes horas de trabajo: 800 en el 
departamento A, 600 en el departamento B, y 2000 en el departamento C. 
Formule un modelo de programación lineal que permita a la empresa la 
maximización de las utilidades el próximo mes. 

Planteamiento.

Sea Xi (i = 1, 2, 3) la cantidad de producto i a producir en el mes próximo. 

s.a:

Desígnese este modelo obtenido, como el modelo Primal. En este modelo 
se podrá observar que la empresa Metalcar, con una disponibilidad de 
recursos (horas en los departamentos. A, B y C), está dispuesta a 
utilizarlos en la producción de los bienes 1, 2 y 3 para lograr una utilidad 
máxima. 
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Podría surgir un industrial interesado en que “Metalcar” le suministre, con 
algún costo para él, capacidad de planta en uno o en todos los 
departamentos que posee, para algún propósito económico. ¿Cuál será el 
precio que debe cobrar la Compañía Metalcar, por cada unidad de 
recurso que ceda al industrial? 

Obviamente, frente a la oportunidad que tiene la compañía de utilizar sus 
recursos en la elaboración de los productos 1, 2 y 3, el alquiler de éstos al 
industrial debería proporcionarle igual o mayor rentabilidad para que 
pudiera ser atractiva la nueva alternativa. Si se analiza el modelo se podrá 
observar que: 

1 hora en el Departamento A + 2 horas en el Departamento B + 1 hora en 
el Departamento C, pueden ser dedicadas a la producción de una unidad 
del producto 1, que proporciona una utilidad de 12 u.m. 

Se designa por Yi el precio al cual cedería (“Metalcar”) una unidad del 
recurso i (i = 1, 2, 3), entonces debería cumplirse que: 

, para que resultara rentable no producir el bien 1 y a 
cambio dedicar la disponibilidad generada por la supresión de este 
producto, a arrendársela al industrial. En igual forma se puede obtener las 
expresiones que tienen que ver con los productos 2 y 3:  

Resumiendo, las condiciones que deben cumplir los precios a los cuales 
se arrendaría la capacidad de proceso quedarían: 

Ahora bien, los recursos disponibles son: 800 horas en el departamento 
A, 600 horas en el departamento B y 2000 horas en el departamento C. 

A los precios que se están transando los recursos, el valor total de estos, 
para la compañía Metalcar, sería: 

A la compañía le interesaría determinar el valor mínimo al cual podría 
ceder el total de recursos, por lo tanto se sugiere minimizar W con lo que 
el modelo quedaría: 
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s.a:

Finalmente el precio referido debe ser positivo, o en caso extremo cero 
(0), lo cual equivaldría a que la compañía puede ceder el recurso sin 
contraprestación económica. Nótese que esto solo podría ocurrir si 
Metalcar no tuviera una alternativa económica para la aplicación de tales 
recursos. Pero nunca el precio podría ser negativo. ¿A que equivaldría el 
precio negativo?

Surgen aquí las condiciones de no-negatividad, por lo que: 

Se ha obtenido a través del análisis anterior, un nuevo modelo de 
programación lineal que en resumen es: 

s.a:

Este modelo ha surgido del modelo inicial de producción (Primal) y lo 
denominaremos El Problema Dual. 

Los dos problemas guardan ciertas relaciones observables sin mayor 
dificultad.

1. El número de variables del problema dual es igual al de 
restricciones del primal. El número de restricciones de dual, 
exceptuando la de positividad, es igual al número de variables del 
primal.

2. Los coeficientes de la función objetivo en el problema dual 
provienen del vector de disponibilidad de recursos del problema 
primal.

3. Si en el problema primal se pide maximizar una función, en el dual 
se pide minimizar y viceversa.

4. Los coeficientes de la primera restricción del problema dual, son 
los coeficientes de la primera variable del primal y en forma análoga 
para las demás restricciones.
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5. El vector de la mano derecha del dual, está constituido por los 
coeficientes de la función objetivo del primal.

6. Si el sentido de las restricciones en el primal es del tipo , en el 
dual serán del tipo , y viceversa. (Esto sugiere que para pasar del 
primal al dual debe unificarse el sentido de las restricciones).

7. Si la iésima restricción del primal es una igualdad, entonces la 
iésima variable del dual es irrestricta en signo y viceversa (Se deja al 
lector la comprobación). 

8. El dual del problema dual es el primal.  

Observe de otra forma, las relaciones entre estos dos problemas: 

El problema primal consiste en maximizar 

    

Y el dual consiste en minimizar: 

Se observa que las restricciones del dual son consistentes si las  están 
en unidades de valor por unidad de insumo i . Por tanto el problema dual 
se reescribe como: 

      

127



3.1.

Resuélva
otras rela

Introducie
por simpl

Tablero Simp

La soluci
y aplicar 

Tablero Simp

Se podrá
de los pro

1. Z máxi

2. Los va
correspon
que Y1 = 

3. Los v
primales,
efecto, S

Estas pro

.2 INTER

Hasta est

que entra
beneficio
total de la

ase tanto e
aciones imp

endo en e
lex, despué

plex 8.

ón dual: D
el simplex

plex 9. Final

á observar 
oblemas:

imo es igu

alores de l
nden en e
0, Y2 = 6, 

valores de 
 correspon
1 =0, S2= 1

opiedades

RPRETAC

te punto, s
imp

an en una
 que pued
a empresa

el problem
portantes q

l primal va
és de solo

Después, d
, se llega a

las siguie

al a W mín

la fila 
l dual al v
Y3 = 0. 

la fila
nden en e
14, S3 = 12

se cumple

CIÓN ECO

se ha estab
plica el valo
 unidad de
de aportar

a.

ma dual co
que existe

ariables de
 una iterac

de introduc
a la siguien

entes relac

nimo (Z* =

  del pri
valor de las

  deb
el dual a lo
2 en el dua

en también

ONÓMIC

blecido ace
or, para la 
el producto
r una unid

mo el prim
n entre los

e holgura (
ción se lleg

cir variables
nte solució

ciones entr

W* = 3600

mal, bajo 
s variables

bajo de la
os de las v
al.

n del dual h

CA DEL D

erca de las
empresa M
o 1; 12 un
ad de est

mal y trate
s dos. 

(S1, S2, S3
ga al tabler

s de holgu
ón:

re las soluc

0)

las variabl
s de decisi

as variable
variables d

hacia el pri

DUAL

s restriccio
Metalcar, d
nidades mo
te producto

e de estab

3) y resolvi
ro optimal. 

ura y artific

ciones ópt

les de holg
ión. Obsér

es de dec
de holgura

mal.

nes que,
de los recu
onetarias
o, a la uti

lecer 

endo

ciales 

timas 

gura,
rvese

cisión 
a. En 

ursos
es el 
ilidad 

128



Los valores Yi no son precios de mercado de los recursos Bi; los recursos 
ya están en poder de la firma y la empresa no los va a adquirir a los 
precios Yi, por tanto Yi debe interpretarse como un valor imputado al 
recurso i. Por tal razón el valor Yi se denomina Precio Contable, o Precio
Sombra para el iésimo recurso o sea que la restricción: 

Significa que el valor imputable a los recursos que entran a conformar una 
unidad del producto 1 deberá ser mayor o igual que el beneficio por 
unidad del producto 1. Y así para las demás restricciones del dual. Para 
lograr la igualdad matemática en las restricciones duales, inclúyase las 
correspondientes variables de holgura:

S1 = (Valor de los recursos que entran en una unidad del producto 1) - 
(Beneficio unitario del producto 1)  

Si S1 es positivo implica que el valor imputado a los recursos que integran 
el producto 1 es mayor que el beneficio del mismo. Es decir, S1 (variable 
de holgura dual) representa una especie de pérdida relativa del producto 
1 (Costo de oportunidad de emplear los recursos en la producción del 
bien 1).

Luego si S1 es positivo, el bien 1 no debe producirse. Así mismo, si X1  0, 
S1 debe ser necesariamente cero. 

En síntesis, las variables primales y duales tienen la siguiente 
interpretación en el problema del ejemplo:

 Variable de decisión primal: cantidad de producto a elaborar 

 Variable de holgura primal: disponibilidad de insumo sin utilizar. 

 Variable de decisión dual: el precio contable (implícito) de un 
insumo.

 Variable de holgura dual: pérdida contable por unidad de producto. 

O, en forma resumida: 

Variable primal Variable dual 
Se refiere a producto Decisión Holgura 
Se refiere a insumo Holgura Decisión 

En cuanto a la función objetivo del dual, ,
recuérdese que 800, 600 y 2000 son las horas disponibles en los 
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departamentos A, B y C, respectivamente. W expresa entonces el valor 
total imputable a los recursos de que dispone la empresa para la 
producción de los bienes a que se refiere el primal. Lo que se busca es 
minimizar el valor total imputable a los recursos (El Costo de oportunidad).

La función objetivo dual, en forma genérica, se expresa como 
 (En el óptimo Y*), siendo W*= Z*, donde b1, b2 y b3

son las disponibilidades de recursos. Si se diferencia Z* con respecto a 
los bi se tiene que:

Lo cual indica que (Valor óptimo de la iésima variable de decisión dual) es 
la medida de la sensibilidad de Z* (Valor óptimo de la función objetivo 
primal) ante cambios infinitesimales en bi (la disponibilidad del recurso i).
Es decir que el valor que debe asignarse al recurso i es equivalente al 
ingreso marginal.

Examínese un problema primal de minimización:  

Se cuenta con dos tipos de alimentos que se encuentran en el mercado a 
precios de 12 u.m. la onza (Alimento A) y 8 u.m. por onza (Alimento B). Se 
quiere minimizar el costo total de los alimentos adquiridos y al mismo 
tiempo satisfacer tres condiciones nutricionales. Se desean por lo menos 
30 unidades de vitamina C, 50 unidades de carbohidratos y 60 unidades 
de proteínas. Cada onza del alimento A proporciona 2 unidades de 
vitamina C, 4 unidades de carbohidratos y 7 unidades de proteínas. El 
alimento B proporciona 3, 3 y 6 unidades de vitamina C, carbohidratos y 
proteínas respectivamente por onza de B. ¿Cuántas onzas de cada 
alimento deben comprarse? 

El modelo será: 

s.a:

Donde XA, XB son las onzas a adquirir de cada alimento. El dual:  

s.a:
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Dado que Z está en u.m., entonces W también debe estarlo; pero los 
coeficientes de costos en W son unidades físicas de los respectivos 
elementos nutritivos, luego los Y representan u.m. por unidad de los 
respectivos elementos nutritivos. Es decir, las variables de decisión duales 
tienen, también en este caso la connotación de algún tipo de valoración. 
Concretamente son los valores imputados a cada elemento nutritivo luego 
no pueden, ser negativos.  

Las restricciones, por su parte, indican que el valor total imputado a los 
elementos nutritivos contenidos en una unidad del alimento, no debe ser 
mayor que el precio del mismo.

Para una mayor comprensión del significado de estas restricciones 
supongamos, partiendo del primal de minimización, que se puede 
conseguir vitamina C, carbohidrato y proteína pura (Usted puede ofrecer a 
la persona que planea la dieta, una pastilla que suministra una unidad de 
vitamina, otra que suministra una unidad de carbohidratos y así, con las 
proteínas).

Supóngase que Y1 es el precio al cual ofrece una unidad del nutriente i;
luego el costo que debe pagar el interesado en la dieta será:

. Se estará interesado en conocer cuál es el 
máximo que se puede obtener por la venta de las pastillas que satisfagan 
la dieta:

, puesto que con 12 u.m. obtiene igual cantidad de 
nutrientes comprando alimento A.

, ya que comprando una onza de alimento B se 
obtiene por 8 u.m. las cantidades de nutrientes que suministran las 
pastillas.

Lo anterior indica que la persona interesada en la dieta solo adquirirá el 
alimento A si sus costos imputados ( ) son iguales a las 12 
u.m. que pagaría al comprar una onza del alimento. Si es menor, será 
preferible adquirir las pastillas, por lo tanto el alimento A no se adquirirá. 

También en este caso la variable de elección o decisión dual es la medida 
de la sensibilidad de Z* ante cambios infinitesimales en bj.

Es decir, si por ejemplo el requerimiento de vitamina C es fijado en 31 
unidades, ¿cómo se refleja este cambio en la función objetivo? La 
respuesta: se incrementa en el valor Y1. Igual ocurre con los cambios 
unitarios en las demás restricciones que incrementan Z en Y2 y Y3
unidades monetarias respectivamente. 

Hasta aquí se ha logrado presentar el problema dual y sus relaciones con 
el primal. 
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3.2 ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD 

3.2.1 CONCEPTOS BÁSICOS  

En las aplicaciones prácticas, algunos de los datos de un problema no 
son conocidos con la exactitud que se desearía, por lo tanto deben 
estimarse lo mejor posible. Así mismo, es bien conocido que las industrias 
viven sometidas a constantes cambios. Esto hace que el Análisis de 
Sensibilidad tenga un gran valor para la administración, puesto que 
permite una interpretación de los resultados obtenidos, a la luz de los 
cambios probables en los parámetros que determinan el modelo. 

En resumen el Análisis de Sensibilidad puede convertirnos un problema 
estático de programación lineal en uno dinámico que analiza y evalúa las 
situaciones cambiantes; es pues, un instrumento administrativo de gran 
utilidad. 

Para el estudio de las diversas situaciones que se pueden presentar, 
estudiaremos el siguiente ejemplo: 

La Compañía “PRODUCIR” desea planear su producción para el próximo 
período. Se pueden elaborar 4 productos distintos (1, 2, 3, 4) los cuales 
presentan los siguientes requerimientos:

Producto Material 1 Material 2 Material 3 
1 1 5 4 
2 1 3 8 
3 1 2 12 
4 1 2 4 

Se dispone de lo siguiente para la producción:

10 unidades de material 1  
20 unidades de material 2  
28 unidades de material 3  

Los productos aportan utilidades de 2, 3, 4 y 5 u.m. para 1, 2, 3, y 4, 
respectivamente (en miles). El problema consiste en determinar la 
cantidad que debe elaborarse, para el período, de los productos 1, 2, 3 y 
4 para maximizar la utilidad.  

El modelo correspondiente y la solución se presentan a continuación:  

s.a:
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El producto tres desmejora la utilidad en 11.000 u.m. por unidad 
producida.  

Precios sombra.  

Ya se dijo que los valores ( ) bajo las variables de holgura del primal 
corresponden a las variables de decisión duales, luego estas cantidades 
son los precios implícitos o precios sombra de los recursos, como se 
puede apreciar en el tablero final son:

0 u.m. para el material 1, 0 u.m. para el material 2 y 1.25 u.m. para el 
material 3.

Estos valores muestran cuánto se estaría dispuesto a pagar por cada 
unidad adicional de cada uno de los recursos. Nótese que para aquellos 
recursos que resultaron “no escasos” (Sobró algo), su precio sombra o 
“precio implícito”, es igual a cero, ya que no se estaría dispuesto a pagar 
por una unidad adicional de esos recursos por que se tiene alguna 
cantidad de ellos, como sobrantes del proceso, y ante la carencia de 
recurso 3, nada se puede hacer con ellos.

Del tablero optimal pueden leerse también las tasas de sustitución, o 
magnitud del cambio (aumento o disminución) que se opera en una 
variable básica por un incremento que se dé en una variable no básica. 
Estos valores constituyen la matriz de coeficientes del tablero final.

- La solución dual, que puede tomarse del tablero optimal, es:

(Variables de decisión duales)  
(Variables de holgura duales)  

3.2.2 APLICACIONES DEL ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD  

Una vez interpretada la solución, pasemos a considerar los diferentes 
cambios que se pueden presentar en relación con el problema original:

1. Cambios en coeficientes de costos

Variables básicas
Variables no básicas

2. Cambios en coeficientes tecnológicos

Variables básicas
Variables no básicas

3. Cambios en los recursos

Escasos
No escasos
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4. Introducción de una nueva variable

5. Introducción de una nueva restricción

3.2.3 ANÁLISIS DE COEFICIENTES DE COSTOS

Variables no básicas del tablero optimal. 

Una pregunta que puede surgir aquí es: ¿Qué efectos produce, en la 
solución actual un incremento en la contribución del producto 1?  

Supongamos que dicho incremento es igual a . , entonces 
; ( ).

Como el costo de oportunidad del producto 1 es 3, entonces cualquier 
incremento 3 en la contribución, hará que este producto sea rentable.

Un incremento de  unidades monetarias en  produciría el siguiente 
tablero optimal:

BASE 2+ 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 0 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 0 0 1 -1/4 6 
5 1 2 3 1 0 0 1/4 7 

(-3+ ) -7 -11 0 0 0 -5/4 35 

- Si , la solución no se altera; el nuevo costo de oportunidad del 
producto 1 será 2.

- Si , el costo de oportunidad del producto 1 es cero. Se presenta 
entonces el caso de soluciones múltiples, ¿por qué?

- Si , entonces el tablero hasta ahora optimal se convierte en:

BASE 2 + 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 0 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 0 0 1 -1/4 6 
5 1 2 3 1 0 0 1/4 7 

1 -7 -11 0 0 0 -5/4 35 

La variable X1 puede entrar a la base porque se vuelve rentable. 
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El nuevo tablero optimal será: 

P
a
r
a

l
a

obtención de este nuevo tablero se procedió en la forma ya conocida.

Respecto a las variables no básicas cabe también preguntarse ¿Qué 
ocurriría si por algún tipo de restricción, se verá obligado a producir uno 
de los productos que han resultado no rentables en la solución? 

El producto 2 no es rentable. Producir una unidad de este disminuye la 
utilidad en 7 mil u.m. (véase el primer tablero optimal).

Para aclarar, observemos que para elaborar una unidad del producto dos 
(X2) es necesario usar una unidad del recurso uno, tres unidades del 
recurso dos y ocho unidades del recurso tres. Al destinar 8 unidades del 
recurso tres que es escaso (se agotó totalmente en el proceso de 
producción), es necesario desplazar (dejar de producir) 2 unidades del 
producto cuatro (X4) puesto que una unidad de este producto consume 4 
unidades del recurso tres, por tanto la nueva mezcla de producción sería: 
una unidad del producto dos (X2 = 1) y cinco unidades del producto cuatro 
(X4 = 5). 

La utilidad sufriría los siguientes cambios: se incrementa en 3 mil 
unidades monetarias por concepto de la unidad que se produce del bien 
dos (X2) y se disminuye en 10 mil unidades monetarias por la caída en 
dos unidades del producto cuatro (X4). Por lo tanto el cambio neto en Z*
( Z) es igual a menos 7 mil unidades monetarias. 

Produzcamos entonces 2 unidades del producto dos.

La ganancia revisada: es 35 - 2 x 7 = 21, donde 7 es el costo de 
oportunidad del producto 2. La nueva solución será:  

Si X2 = 2 entonces 

     

BASE 2 + 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 0 1 0 -1/4 3 
2+4 1 -1/3 -4/3 0 0 1 -1/6 2 

5 0 7/3 13/3 1 0 0 5/12 5 
0 -20/3 -29/3 0 0 0 -3/12 37
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De las restricciones se podrá obtener:

R1:

Luego, S1 = 5

R2:

Entonces, S2 = 8

R3:

Por tanto, S3 = 0 

Nótese que no se podría producir, por ejemplo, 4 unidades del producto 2. 
¿Por qué? 

Variables básicas del tablero optimal

Supóngase que se presenta un cambio en la contribución del producto 4 
pasando de 5 a  u.m. Esto implicaría que la solución actual se 
transformaría en:

BASE 2 3 4 5+ 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 0 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 0 0 1 -1/2 6 

5+  1 2 3 1 0 0 1/4 7 

Se calculan nuevamente los :

BASE 2 3 4 5+ 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 0 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 0 0 1 -1/2 6 

5+  1 2 3 1 0 0 1/4 7 
-3-  -7-2  -11-3 0 0 0 -5/4- /4 35+7
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Para que este tablero sea óptimo deberá cumplirse que:

, es la solución de este sistema, lo que indica que el coeficiente C4
(Contribución unitaria a la utilidad que aporta el producto 4) puede caer 
hasta el valor 2 = 5 + (-3); luego el rango optimal de la contribución de X4
será: .

Los cambios de C4, que se encuentran dentro del rango, no afectan la 
solución (aunque sí la ganancia, como es lógico).

Por ejemplo: si C4 disminuye hasta 1, la solución cambia porque C4 se 
sale de rango (  = -4 <-3). Encuentre la nueva solución.

Si la utilidad del producto 4 aumentara en 2,  = 2 -3; por encontrarse  
dentro del rango, la solución no cambiaría: S1 = 3, S2 = 6, X4 = 7.

El nuevo Z sería igual a 49 (35 + 7 x 2 =49)

3.2.4 CAMBIO EN LOS COEFICIENTES TECNOLÓGICOS  

Variables no básicas.

Supóngase un cambio en el vector de coeficientes tecnológicos de la 
variable X2 de:  

   a

Además, se supondrá que su contribución unitaria es de 7 u.m. y no de 3. 
Las nuevas tasas de sustitución y costos de oportunidad se calculan así: 

La matriz A es la inversa de la base ¿Por qué?

B es el vector tecnológico de X2 y C las nuevas tasas de sustitución de X2.
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Además, se sabe que: [Precios implícitos] x [Vector tecnológico] + Cj =
Costo de oportunidad. 

El resultado positivo en el costo de oportunidad implica que la solución va 
a cambiar; el tablero que hasta ahora era optimal, ya no lo es y se 
convertirá en el que se muestra a continuación:  

BASE 2 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 0 1/4 -2 0 1 0 -1/4 3 
0 3 1/2 -4 0 0 1 -1/2 6 
5 1 3/4 3 1 0 0 1/4 7 

-3 13/4 -11 0 0 0 -5/4 35 

La solución es: 

X1 = 0, X2 = 28/3, X3 =0, X4 = 0, S1 = 2/3, S2 = 4/3, S3 = 0, Z = 196/3

Variables básicas.

Supóngase que el vector de coeficientes tecnológicos de X4 cambia (En el 
modelo inicial) de:  

 a

Las nuevas tasas de sustitución: 

El costo de oportunidad: 

Esto implica que el tablero optimal dejaría de serlo. A la anterior 
conclusión se puede llegar también por otra vía. La solución actual del 
dual es:
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El cambio ocurrido en los coeficientes tecnológicos de X4 afecta el dual en 
una restricción: 

 pasa a 

La cual debería cumplirse si la alteración de los aij (para X4) no afectara la 
solución.

1 x 0 + 2 x 0 + 1 x 5/4 5? FALSO, luego la solución cambia. 

Se puede calcular el nuevo tablero optimal:  

BASE 2 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 0 -1 -2 3/4 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 3/2 0 1 -1/2 6 
5 1 2 3 1/4 0 0 1/4 7 

-3 -7 -11 15/4 0 0 -5/4 35 

Al restaurar el vector unitario de X4 el nuevo tablero será: 

BASE 2 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 -3 7 -11 0 1 0 -1 -18 
0 -3 -13 -22 0 0 1 -2 -36 
5 4 8 12 1 0 0 1 28 

-18 -37 -56 0 0 0 -2 140 

Se ha caído en INFACTIBILIDAD ya que según esta solución, las 
variables S1 y S2 asumen valores negativos. 

Para salir de esta situación se puede utilizar una “Subrutina” del método 
simplex que es apropiada para estos casos: EL SIMPLEX DUAL. El 
procedimiento es el siguiente:

Se selecciona la variable que sale de la base, la cual debe ser la más 
infactible (la más negativa); para el caso, corresponde a S2.

Para determinar la que entra a la base, se dividen los coeficientes (
) por los coeficientes, negativos de la variable que sale, tomándose el 

más pequeño, en valor absoluto: Entra S3.
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El tablero optimal será:

BASE 2 3 4 5 0 0 0 R.H.S

0 -3/2 -1/2 0 0 1 -1/2 0 0 
0 -3/2 13/2 11 0 0 -1/2 1 18 
5 5/2 3/2 1 1 0 1/2 0 10 

-21/2 -9/2 -1 0 0 -5/2 0 50 

Solución.

, para el dual.

Se presenta alguna dificultad en el Análisis cuando en el nuevo vector de 
la variable básica que ha cambiado en sus coeficientes tecnológicos, el 
elemento pivote se convierte en cero. En este caso es necesario 
reemplazar la variable básica por una artificial y continuar utilizando el 
método del Gran Costo.

3.2.5 CAMBIO EN LOS RECURSOS

Recursos no escasos. 

¿Qué ocurre si, en vez de 10 unidades de materia prima 1, se tienen 12 
unidades?

Debido a que el recurso 1 no es escaso, la solución no va a sufrir cambios 
importantes, sólo que el recurso 1 sobrante aumentará a 5 unidades. 

 A esta conclusión se puede llegar si aplicamos a los “nuevos recursos” 
(Vector b1), la matriz inversa de la base:

Observe que en la solución actual se cumple que:

Si hay un cambio en los b:
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Nótese que si el recurso 1 se incrementa en  unidades, el único 
resultado que se ve afectado es el correspondiente al sobrante del 
recurso 1 (variable S1), en la misma proporción.

¿Cuánto puede incrementarse el recurso 1?  
¿Cuánto puede decrecer conservándose la misma base de solución? 

Recursos escasos. 

En este caso, el valor de las variables básicas se ve afectado, así como la 
ganancia. 

Suponga, en el ejemplo, que el único recurso escaso (recurso 3), se 
incrementa a (28 + ) unidades.

Entonces, analizando por medio de la matriz inversa de la base se 
obtiene:

Si  (es un valor arbitrario), entonces se tiene

revisado igual a 50 

A este resultado se puede llegar sencillamente advirtiendo que el efecto 
de un incremento  en un recurso, afecta las variables básicas de 
acuerdo con la tasa de sustitución así:

Recurso incrementado = Recurso 3. 

Tasa de sustitución Afectación más valor original Nuevo valor 
-1/4 12 (-1/4) x 12+3 0 
-1/2 12 (-1/2) x 12+6 0 
1/4 12 (1/4) x 12+7 10 

En cuanto a la ganancia:

Precio sombra Afectación V/r. Original Nuevo valor 
5/4 12 15 35 50 

Un buen ejercicio para usted puede consistir en analizar decrementos en 
los diferentes recursos. 
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3.2.6 UNA NUEVA VARIABLE

Considérese el siguiente caso: Después de obtenida la solución al 
problema, nos percatamos que se dejó de incluir una actividad (otro 
producto por ejemplo) que tiene las siguientes características: 

Requerimiento de material 1 -----> 2 unidades

Requerimiento de material 2 -----> 0 unidades 

Requerimiento de material 3 -----> 1 unidad

Contribución a la utilidad   ------> 2 unidades monetarias  

En este caso debe averiguarse si el nuevo producto es rentable o no, 
calculando su costo de oportunidad, haciendo uso de: 

Precios implícitos x coeficientes tecnológicos+ coeficiente Cj = 
Costo de oportunidad. 

El costo de oportunidad positivo (+3/4) indica que es rentable producirlo. 
Se debe entonces determinar las tasas de sustitución correspondientes a 
este producto en relación con el tablero que hasta ahora era optimal.

El tablero final que se había obtenido se transforma en:

BASE 2 3 4 5 2 0 0 0 R.H.S
0 0 -1 -2 0 7/4 1 0 -1/4 3 
0 3 -1 -4 0 -1/2 0 1 -1/2 6 
5 1 2 3 1 1/4 0 0 1/4 7 

-3 -7 -11 0 3/4 0 0 -5/4 35 
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El cambio porcentual total es de (66.6 + 71.4) %= 138 %. Como este 
cambio supera el 100%, la solución va a cambiar. Pero si el incremento en 
C2 fuera por ejemplo 2, el porcentual sería 28.57% y el total 95.17% lo 
que indicaría que la solución (BASE) permanece. Estos cambios, así 
como pueden ser incrementos también podrían presentarse como 
decrementos. Si son en sentidos contrarios (uno aumenta y otro 
disminuye), para chequear contra el 100% se suman algebraicamente los 
porcentajes. En resumen, la regla del 100% prescribe:

Para los CJ: Para todos los coeficientes de la función objetivo que 
cambian, sumar los porcentajes de los aumentos y las disminuciones 
permitidas; si tal suma no excede el 100%, la solución óptima no 
cambia.

Para los bI: Proceder igual que para los Cj. Si la suma de los 
porcentajes no excede el 100% entonces los precios duales no 
cambian.

Todo lo expuesto respecto a el Análisis de Sensibilidad, tiene por objeto 
que el estudiante se familiarice con los procedimientos y asimile los 
conceptos respecto a las implicaciones que tienen, para la solución actual 
de un modelo, los diferentes cambios que pueden ocurrir en los 
parámetros de este. Tanto el WINQSB como el Solver de Microsoft®
Excel, tan pronto resuelven el modelo, le proporcionan información 
respecto a la sensibilidad; lo importante es que sepa interpretarla. 

3.3 PROBLEMAS PROPUESTOS

3.3.1 DUALIDAD 

1. Dado el siguiente problema de programación lineal, encontrar el dual 
correspondiente.

s.a:

Ayuda: una igualdad es equivalente a dos desigualdades de sentido 
contrario:

2. Construya el dual del siguiente problema programación lineal
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s.a:

Ayuda: expresar X3 como la suma de dos variables positivas. 

3.3.2 SENSIBILIDAD 

3. Una compañía manufacturera elabora tres productos, P1, P2 y P3. Cada 
producto requiere de dos materiales principales - acero y aluminio - La 
administración desea conocer los niveles de producción X1, X2 y X3
para P1, P2 y P3 que maximicen la utilidad.

El siguiente modelo de programación lineal describe el programa:  

s.a:

Acero
Aluminio

Resuelva utilizando el método simplex y responda con base en el tablero 
optimal:

a. La utilidad unitaria de P2 es de $10. ¿Cuánto tiene que aumentar 
la utilidad con el fin de que sea rentable su producción?  

b. La compañía tiene una disponibilidad diaria de 450 toneladas de 
acero.

Suponga que puede ser obtenida una disponibilidad adicional de 30 
toneladas a un costo de 1.000 u.m. por tonelada. ¿La compañía debería 
adquirir el acero adicional?  

Suponga que puede obtener 30 toneladas adicionales de aluminio a un 
costo de 850 u.m. por tonelada. ¿Es conveniente?

c. Hay un cuarto producto P4 en consideración. Su utilidad unitaria 
estimada es de 60.000 u.m. Para producir una unidad de P4 se 
requieren 6 toneladas de acero y 10 de aluminio. ¿Debería la 
compañía producir P4?

4. Dado el siguiente problema de programación lineal:
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Las contribuciones a las utilidades, de los componentes 1, 2 y 3 son 
8.000, 6.000 y 9.000 u.m., respectivamente.

a. Plantee el modelo, resuelva y determine las cantidades de producción 
que se recomiendan.  

b. Establezca el rango de optimalidad para las contribuciones a las 
utilidades de los 3 componentes.  

c. Bajo las circunstancias actuales, cómo se afectaría la utilidad si la 
gerencia de INDUFRÍO exige que para comprarle componente tres, 
IMECAR debe suministrar también componente uno o dos. ¿Cuál 
preferiría suministrarle?

d. Si le ofrecieran a IMECAR ampliarle su capacidad de producción para 
el próximo período. ¿Cuánto debería estar dispuesta a pagar por cada 
hora adicional de máquina - herramienta? 

6. En el siguiente modelo, las variables de decisión corresponden a cuatro 
productos que se programa producir. Las restricciones corresponden a 
las disponibilidades de recursos así: Horas hombre, tiempo (horas) 
máquina y disponibilidad monetaria, en miles, para el período.

Modelo:

s.a:

Resuelva:

a. ¿Cuáles productos debe contener el programa de producción y en 
qué cantidades? 

b. ¿Cuántas unidades monetarias estaría dispuesto(a) a pagar por cada 
hora-hombre adicional que pudiera conseguir? 

c. Un banco ha decidido ofrecerle un sobregiro para capital de trabajo 
cobrándole 1.2 u.m. por cada u.m. que le suministre. ¿Es 
conveniente aceptarlo? ¿Sí o no y por qué?

d. ¿Cuál debería ser la contribución unitaria mínima de cada uno de los 
productos que no “entran en el programa”, para que se considere 
conveniente producirlos? 

7. Dado el siguiente modelo de programación lineal:  
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s.a:

En el que las restricciones son, en su orden: La demanda mínima 
estimada para el bien 1, la demanda total de bienes 1 y 2 y la 
disponibilidad de tiempo para el procesamiento de los productos. La 
función objetivo representa los costos totales de producción, se pide:

a. Resolver el problema e interpretar la solución.
b. Interpretar los precios duales. 
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CAPÍTULO CUATRO 
PROGRAMACIÓN ENTERA 

OBJETIVO. Se espera que al concluir el estudio de 
este capítulo, el estudiante conozca los métodos 
especiales para abordar el planteamiento y la 
solución de modelos lineales cuando se exige que 
las variables en la solución, sean valores enteros. 



CAPÍTULO 4: PROGRAMACIÓN ENTERA 

4.1 EL PORQUÉ DE LA PROGRAMACIÓN ENTERA 

La formalización de un problema lineal, incluye unos supuestos básicos 
entre los cuales merece especial importancia el de “Continuidad” o 
“Divisibilidad”. 

En muchos de los problemas propios de la administración, las variables 
de decisión (variables de elección) tienen sentido solamente si 
corresponden a valores enteros. Por ejemplo la asignación de hombres a 
máquinas, la programación de la producción de vehículos en una 
ensambladora, la selección de un portafolio de proyectos, requieren que 
la variable indicativa de actividad obtenga valor entero en la solución 
optimal. Pero bajo los supuestos de la programación lineal, sería factible 
obtener un programa mensual de producción, para la ensambladora de 
vehículos tal como: prodúzcase, para obtener las utilidades máximas, 10.3 
vehículos del modelo A, 19.7 del modelo B etc.…, la cual resulta una 
solución poco práctica. 

Dada la imposibilidad de producir 0.3 y 0.7 vehículos, nos sentiríamos 
tentados a redondear la solución a 10 unidades del modelo A y 20 
unidades del modelo B. No se podrá estar seguro de si esta es la solución 
óptima en valores enteros. 

Para salvar el obstáculo de la continuidad se han desarrollado algoritmos 
especiales de programación. 

4.2 EL MODELO DE PROGRAMACIÓN ENTERA 

Un problema de programación entera tiene, generalmente la misma 
estructura que uno de programación lineal adicionándosele el 
requerimiento de que las variables sean enteras. 

El modelo: 

S.a: 11 1 12 2 1n n 1

            21 1 22 2 2n n

                                              

         m1 1 m2 2 mn n m

                      1 2 n , entero

Claro que, derivados de este modelo, existen otros más complejos. 

4.3 ALGORITMOS PARA LA SOLUCIÓN DEL MODELO 
Dado que es factible que un problema de programación lineal provea, sin 
proponérnoslo, una solución entera, se sugiere iniciar la solución de un 
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problema de programación entera resolviendo mediante las técnicas 
corrientes de programación lineal, ignorando la restricción de enteros. 
Cuando la solución así encontrada no arroja la solución entera debe 
recurrirse a los algoritmos diseñados para este propósito. 

Analícese dos algoritmos: el método del Plano de Corte y el de 
Ramificación y Acotación. 

4.3.1 EL PLANO DE CORTE 

Supóngase un problema de programación entera: 

S.a: 11 1 12 2 1n n 1

            21 1 22 2 2n n

                                                    

         m1 1 m2 2 mn n m

                      1 2 n , entero

Al aplicar el método simplex, se ha llegado a una solución óptima no 
entera, en la que la variable básica no entera es . La ecuación 
correspondiente a esta variable la escribiremos: 

    (1)

Donde la sumatoria recae sobre las variables no básicas y las  son las 
tasas de sustitución.  es el valor no entero de . Por tratarse de una 
solución óptima podemos asegurar que  es positiva de acuerdo con las 
restricciones de positividad del problema de programación lineal. 

Aquí se ha supuesto que las demás variables básicas son enteras. Los 
coeficientes de las variables en (1) pueden ser descompuestos en una 
parte entera (  para  y  para ) más una parte fraccionaria positiva 
( ).

De hecho, cualquier número real puede descomponerse en su parte 
entera y su parte fraccionaria positiva. 

Por ejemplo:
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Por tanto (1) puede ser escrita como:

    (2) 

Distribuyendo la sumatoria en (2): 

Ordenando convenientemente se obtiene: 

        (3)

Si se supone en (3) que las variables son enteras (que es a lo que se 
desea llegar), el miembro izquierdo de (3) resulta ser un número entero. 
En consecuencia, también el miembro derecho será entero. 

Ahora bien,  es una fracción positiva propia (menor que la unidad); 
es un número positivo luego si entonces

Con lo que

               (4)

La desigualdad (4) constituye una nueva restricción, conocida como 
“Restricción de Gomory” (en honor al autor del algoritmo), o plano de 
corte.

En el proceso de solución, esta nueva restricción debe adicionarse al 
tablero optimal, no entero, previamente obtenido. Dado que la restricción 
es de tipo mayor o igual que, la introducción de esta al tablero crea una 
infactibilidad, que puede resolverse utilizando el algoritmo simplex dual. 

Al salir de la infactibilidad y obtenerse una nueva solución puede darse 
que:

 La nueva solución óptima puede ser entera en cuyo caso el problema 
concluye. 

 La nueva solución sea no entera y en este caso es necesario generar 
un nuevo plano de corte para llegar a una nueva solución, la cual 
puede o no ser entera… y así sucesivamente. 

Ahora, es posible que al obtener una solución de programación lineal, la 
inicial o cualquier solución intermedia, más de una variable presente valor 
no entero. 

En este caso, la generación del plano de corte debe efectuarse a partir de 
aquella variable no entera que tenga la mayor parte fraccionaria. 

De haber empate entre variables (igual parte fraccionaria) la selección se 
hará de manera arbitraria. 
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Un requerimiento básico para aplicar el método descrito es que todos los 
coeficientes de las variables en las restricciones y los términos 
independientes sean enteros. Por lo tanto si se tiene una restricción tal 
como:

Debe transformarse a: 

4.3.2 EJEMPLO RESUELTO 

Resolver el siguiente problema de programación entera 

s.a:

Solucione utilizando el simplex, lo que produce las siguientes iteraciones: 

Iteración 0 

R.H.S Ratio
BASE 7 9 0 0

0 -1 3 1 0 6 2
0 7 1 0 1 35 35

7 9 0 0 0 

Iteración 1 (Entra X2, sale S1)

R.H.S Ratio
BASE 7 9 0 0

9 -1/3 1 1/3 0 2 Na
0 22/3 0 -1/3 1 33 29/8

10 0 -3 0 18 

Iteración 2 (Entra X1, sale S2)
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R.H.S Ratio
BASE 7 9 0 0

9 0 1 7/22 1/22 7/2 
7 1 0 -1/22 3/22 9/2 

0 0 -28/11 -15/11 63

Solución de programación lineal: 

Como puede observarse, las variables en la base son no enteras. Habrá 
necesidad de generar un plano de corte. 

Las variables tienen los siguientes valores: 

. Luego las dos tienen igual 
parte fraccionaria. Aquí se puede seleccionar cualquiera de ellas para 
generar el plano de corte8.
Tomando X2 para el plano de corte y descomponiendo: 

El plano de corte será: 

Esta es la nueva restricción a introducir en el problema a la altura de la 
solución obtenida. 

R.H.S
BASE 7 9 0 0 0

9 0 1 7/22 1/22 0 7/2 
7 1 0 -1/22 3/22 0 9/2 
0 0 0 -7/22 -1/22 1 -1/2 

0 0 -28/11 -15/11 0 63

                                           
8 Un método alternativo para dirimir el empate es el siguiente: para cada variable se plantea el 
cociente entre el término independiente y los coeficientes de las variables no básicas que 
resultan del plano de corte, seleccionándose la variable que presente el mayor coeficiente. En 
este caso, 

1/2 1/21 11/24; 2 11/8
21/22 3/22 7/22 1/22

X X

Indicaría que el plano de corte se genera con X2
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Aplicando simplex dual, sale S3 y entra S1.

R.H.S
BASE 7 9 0 0 0

9 0 1 0 0 1 3 
7 1 0 0 1/7 -1/7 32/7 
0 0 0 1 1/7 -22/7 11/7 

0 0 0 -1 -8 59

Desarrollando el plano de corte con X1 produce: 

Agregando esta restricción al tablero final actual se obtiene 

R.H.S
BASE 7 9 0 0 0 0

9 0 1 0 0 1 0 3 
7 1 0 0 1/7 -1/7 0 32/7 
0 0 0 1 1/7 -22/7 0 11/7 
0 0 0 0 -1/7 -6/7 1 -4/7 

0 0 0 -1 -8 0 59
Aplicando simplex dual se obtiene el siguiente tablero final (óptimo de 
programación entera) 

R.H.S
BASE 7 9 0 0 0 0

9 0 1 0 0 1 0 3 
7 1 0 0 0 -1 1 4 
0 0 0 1 0 -4 1 1 
0 0 0 0 1 6 -7 4 

0 0 0 0 -2 -7 55

Observe que en la medida en que la solución se acerca al valor entero de 
las variables, el valor de Z se desmejora. 

SIGNIFICADO DE PLANO DE CORTE 

Una pregunta lógica que surge, luego del procedimiento aplicado y 
obtenida la solución es: ¿Cuál es la interpretación que debe darse a las 
variables de holgura S3 y S4 introducidas al problema mediante los planos 
de corte? Para responder este interrogante debemos interpretar los 
planos de corte. 
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El primer plano fue:

Del problema original podemos establecer una expresión para S1 y S2.

Reemplazando S1 y S2 en el plano de corte tenemos: 

De donde se llega a: 

Procediendo en idéntica forma para el plano de corte dos, se llega a:

Por lo tanto, se puede apreciar que las nuevas restricciones recaen sobre 
el valor máximo que pueden asumir X1 y X2, y las variables de holgura S3,
S4 representan el menor valor con respecto al máximo permisible, que 
alcanzarían las variables de decisión. 

Gráfico 15. Solución con la inclusión de la variable de holgura S1 

S1
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Gráfico 16. Solución con la inclusión de la variable de holgura S3 

Gráfico 17. Solución con la inclusión de la variable de holgura S4 

En la secuencia gráfica anterior se observa cómo las nuevas restricciones 
(planos) “cortan” la región factible inicial.

S1

S3

S1

S3
S4
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4.4 EL MÉTODO DE RAMIFICACIÓN Y ACOTACIÓN 

4.4.1 RAMIFICACIÓN 

Si la solución óptima inicial contiene una variable no entera ( ), entonces 
 donde  y  son enteros consecutivos positivos. Se 

generan dos nuevos programas (problemas) al agregar al programa 
original, por separado las siguientes restricciones: 

. Este proceso tiene el efecto de reducir la región factible 
de tal forma que elimina de consideraciones posteriores la solución no 
entera anterior para , pero conservando todas las posibles soluciones 
enteras al programa original. 

4.4.2 ACOTACIÓN 

Supóngase que la función objetivo se va a maximizar. El proceso de 
ramificación continúa hasta que se logra una primera solución entera. El 
valor de la función objetivo para esta primera solución entera, se fija como 
una cota inferior para el problema y todos los programas cuyas 
soluciones, enteras o no, produzcan valores de la función objetivo 
menores que la cota inferior, se descartan. 

La ramificación se continuará a partir de aquellos programas con 
soluciones no enteras y que den valores de la función objetivo mayores 
que la cota inferior. Si durante el proceso se encuentra una nueva 
solución entera con un valor de la función objetivo mayor que la cota 
inferior actual, entonces este valor de Z se convierte en la nueva cota 
inferior; el programa que suministró la cota inferior anterior se elimina, lo 
mismo que todos los programas no enteros con valores de Z menores que 
la cota inferior. 

El proceso continúa hasta que ya no queden bajo consideración 
programas con soluciones no enteras. Al llegar a este punto, la solución 
actual de cota inferior es la solución óptima al programa inicial. 

Para aplicar al caso de minimización se usa el mismo procedimiento pero 
se fijan cotas superiores y los programas a eliminar serán aquellos con 
valores de función objetivo por encima de la cota superior.

Un ejemplo: 

s.a:
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Diagrama 2. Método de Ramificación 

X1 = 1,5; X2 = 1; Z = 13,5 

Programa 0 

X1 = 1; X2 = 1,5; Z = 12 

Programa 1 

X1  1 

Infactible

Programa 3 

X2  1 

X1 = 2; X2 = 1; Z = 16 

Programa 2

Cota superior. Solución 
Óptima

X1 = 0,5; X2 = 2; Z = 14,5 

Programa 4

X1  2 

X2  2 

X1 = 0; X2 = 2,5; Z = 15 

Programa 5 

X1  0 

X1 = 1; X2 = 2,5; Z = 21 

Programa 6 

Se elimina por ser mayor que 
cota superior 

X1  1 

Infactible

Programa 7 

X1 = 0; X2 = 3; Z = 18 

Programa 8

Se elimina por ser mayor que 
cota superior 1

1

X2  2 X2  3 
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Como antes se anotó, la primera solución entera que se encuentra se 
convierte en una cota superior (inferior si estamos maximizando). 
Cualquier programa, entero o no, que posea un valor de Z mayor (menor) 
que la actual cota debe desecharse. En el ejemplo, la primera cota 
corresponde al programa dos; las ramificaciones continúan a partir del 
programa uno dado que el valor de Z hallado para este es menor que la 
cota. Se puede observar que los programas 6 y 8 se descartan por los 
valores alcanzados por Z (mayores que 16 que es la cota vigente). Así las 
cosas, la solución se encuentra en el programa dos. 

4.5 PROBLEMAS PLANTEADOS Y PROPUESTOS 

4.5.1 PROBLEMAS PLANTEADOS 

1. Construir un modelo de programación entera usando los siguientes 
datos.

Proyecto 
No.

Valor presente neto 
(millones) 

Costo en millones 
Año 1 Año 2 Año 3 

1 25 30 80 10 
2 40 40 70 50 
3 70 50 60 70 
4 10 60 60 10 
5 20 70 40 10 
6 35 20 30 90 
7 60 20 50 20 
8 75 25 80 60 
9 15 40 20 15 

PRESUPUESTO ESTIMADO 300 320 220 

Planteamiento.

Sea Xi = proyecto i a elegir 

s.a:

2. Escribir una restricción que satisfaga cada una de estas condiciones en 
un modelo de programación de un proyecto de selección 0/1. Los 
proyectos son numerados 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10. 
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Restricción a: exactamente un proyecto del conjunto 1, 2, 3 tiene 
que ser seleccionado. 

Restricción b: el proyecto 2 puede ser seleccionado solamente si el 
número 10 es seleccionado. Sin embargo, 10 
puede ser seleccionado sin que 2 lo sea. 

Restricción c: no más que un proyecto del conjunto 1, 3, 5, 7, 9 
puede ser seleccionado. 

Restricción d: si el número 4 es seleccionado entonces el número 8 
no lo puede ser. 

Restricción e: los proyectos 4 y 10 tienen que ser ambos 
rechazados o seleccionados. 

Planteamiento.

a.
b.
c.
d.
e.

3. Un banco tiene 6 sucursales en la ciudad. Todos los días los cheques 
son recogidos en las sucursales y despachados al banco principal. 

El banco puede alquilar 4 camiones con diferentes capacidades para 
recoger y enviar los sacos con cheques. Los costos de un camión por día 
y sus capacidades se dan en la siguiente tabla: 

Camión No Costo / día Capacidad Sacos
1 50 60 
2 100 70 
3 90 90 
4 125 160 

Formular un modelo de programación entera con el objetivo de minimizar 
los costos de recogida y envío. 

Sucursal bancaria
Numero 

Numero de sacos a ser 
recogidos diariamente 

1 10 
2 30 
3 20 
4 40 
5 80 
6 50 
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Planteamiento.

Sea : cantidad de sacos transportados por el camión i desde la 
sucursal j; (i = 1, 2, 3, 4), (j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 

s.a:

4. La compañía “Plomeros Cartagena”, PC, tiene 4 hombres disponibles 
para asignarlos a 4 nuevos contratos. Cada plomero se dirigirá 
directamente a su trabajo asignado cada mañana. A los hombres se les 
paga además el tiempo que demoran para ir al trabajo. El sindicato 
requiere que la firma maximice el total de distancia recorrida por día 
para todos los cuatro hombres. La tabla siguiente da las distancias (en 
kilómetros) entre los cuatro trabajos y la localización de las casas de 
cada uno de los cuatro plomeros. 

Plomero
número

Trabajo número 
1 2 3 4

1 2 4 6 8 
2 8 6 4 2 
3 1 2 3 4 
4 4 3 2 1 

Construya un modelo de programación entera 0/1 para la PC. La meta de 
la PC es asignar uno y solamente un plomero a un trabajo tal que la 
distancia total recorrida sea máxima. 

Planteamiento.

 = trabajo i a desarrollar por el plomero j.
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s.a:

5. Una joven pareja, Esteban y Eva, quiere dividir las principales tareas 
del hogar (ir de compras, cocinar, lavar platos y lavar ropa) entre los 
dos, de manera que cada una tenga dos obligaciones y el tiempo total 
que ocupen en hacer estas tareas sea mínimo. La eficiencia en cada 
una de las tareas difiere entre ellos y la siguiente tabla da el tiempo que 
cada uno necesita para realizar cada tarea. 

HORAS NECESARIAS POR SEMANA 
Ir de compras Cocinar Lavar platos Lavar ropa 

EVA 4.5 7.8 3.6 2.9 
ESTEBAN 4.9 7.2 4.3 3.1 

Formúlese un modelo de programación entera binaria para este problema. 

Planteamiento.

 = Tarea i a realizar la persona j; (i = 1, 2, 3, 4); (j = 1, 2) 

s.a:
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6. El consejo directivo de la compañía alfa está considerando siete 
grandes inversiones de capital. Estas inversiones difieren en la 
ganancia estimada a largo plazo (valor presente neto) que generaran, 
así como la cantidad de capital requerido, como se muestra en la 
siguiente tabla (en millones de dólares). 

Oportunidad de Inversión 
1 2 3 4 5 6 7

Ganancia estimada 17 10 15 7 13 9 9 

Capital requerido 43 28 34 17 32 32 23 

Se dispone de 100.000.000 u.m. de capital total para estas inversiones. 
Las oportunidades de inversión 1 y 2 son mutuamente excluyentes, lo 
mismo que 3 y 4. Ni la oportunidad 3 ni la 4 se pueden aprovechar a 
menos que se invierta en 1 o 2. No existen restricciones de este tipo sobre 
las oportunidades de inversión 5, 6 y 7. El objetivo es elegir la 
combinación de inversiones de capital que maximice la ganancia estimada 
a largo plazo (valor presente neto). 

Formúlese un modelo de programación entera binaria para este problema. 

Planteamiento.

Sea Xi = oportunidad de inversión i a elegir 

s.a:

7. Se encuentra en desarrollo una nueva comunidad planeada y una de 
las decisiones que se debe tomar en el sitio en donde conviene 
localizar las dos estaciones de bomberos que le asignaron. Para 
propósitos de planeación se dividió esta comunidad en cinco sectores 
con solo una estación de bomberos en un sector dado. Cada estación 
debe responder a los llamados que reciba del sector en que se localiza 
y las de otro que se le asigne. Entonces las decisiones que son:1) los 
sectores que deben tener una estación de bomberos y 2) la asignación 
de cada uno de los otros sectores a una de las estaciones. El objetivo 
es minimizar el promedio global de los tiempos de respuesta a los 
incendios.  
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La siguiente tabla muestra el tiempo de respuesta promedio (en minutos) 
a un incendio en cada sector (las columnas) si el servicio se presta desde 
una estación en un sector dado (los renglones). El último renglón 
proporciona el pronóstico del número promedio de incendios diarios que 
ocurrirán en cada uno de los sectores. 

Estación de bomberos 
localizada en el sector 

Tiempo de respuesta a incendio en la 
sección

1 2 3 4 5
1 5 12 30 20 15 
2 20 4 15 10 10 
3 15 20 6 15 12 
4 25 15 25 4 10 
5 10 25 15 12 5 

Frecuencia de emergencia 2 1 3 1 3 

Formúlese un modelo completo de programación entera binaria. 
Identifíquese cualquier restricción alternativa mutuamente excluyente o 
decisiones contingentes. 

Planteamiento.

= tiempo de respuesta a un incendio en la zona j, si dicha zona 
es atendida por una estación ubicada en la zona i.

En la función objetivo debe tenerse en cuenta la frecuencia de incendio 
como factores ponderadores. 

El modelo. 

s.a:
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4.5.2 PROBLEMAS PROPUESTOS 

8. Supóngase que 5 artículos van a ser cargados en un buque. El peso 
Wi, y el volumen Vi, por unidad de cada artículo se relacionan en la 
tabla, así como sus correspondientes valores, Ri.

Articulo Wi Vi Ri
1 5 1 4 
2 8 8 7
3 3 6 6 
4 2 5 5 
5 7 4 4 

La máxima carga, peso y volumen, son dados por W = 112 y V = 109
respectivamente. Se requiere determinar el mayor valor de la carga en 
distintas unidades de cada artículo. Formúlese el problema como un 
modelo de programación entera. 

9. La gráfica que se muestra a continuación, contiene las rutas posibles 
de la ciudad 1 a la 6; los números en los arcos son las distancias, en 
kilómetros, entre las ciudades. Se trata de formular un modelo de 
programación entera que permita la minimización del recorrido. 

10. José juega futbol en su Universidad. Como requerimiento para 
permanecer en el equipo, debe cursar cuando menos 20 créditos por 
semestre. José ha reducido su elección de asignaturas a solo 6 
posibles. Estas asignaturas y el mínimo de horas de estudio que 
requieren por semana (para estar entre los mejores estudiantes) son: 

Asignatura Créditos Horas de 
estudio 

Matemáticas 6 10 
Educación Física 2 2 
Química 4 7 
Sociología 3 6 
Expresión gráfica 3 1 
Inglés 4 5 

1

2

3

4

5

6

4

6

5

5

4

8

3

7
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José desea cumplir con su requerimiento para permanecer en el equipo, 
al tiempo que desea estudiar la menor cantidad de horas posibles por 
semana. Plantee como modelo de programación entera. 

11. El Vicerrector Científico de la universidad debe decidir qué proyectos 
recibirán financiación el año entrante. Ha recibido ocho propuestas que 
se muestran enseguida. Después de un detallado estudio, efectúa una 
estimación subjetiva del valor de los proyectos, para el prestigio 
investigativo de la universidad, en una escala de 0 a 100. El “Vice” 
quiere encontrar la combinación de proyectos que proporcione el mayor 
valor, pero cuenta con una serie de limitaciones. Primero, el 
presupuesto asignado es de 320 millones de u.m. Segundo, no se 
acepta financiación parcial para un proyecto. Tercero, algunos 
proyectos están relacionados: no quiere financiar los proyectos G y H al 
mismo tiempo y el proyecto D no debe financiarse si el proyecto A no 
recibe fondos (sin embargo el proyecto A puede ser financiado sin que 
D lo sea). 

El “Vice”, conocedor de las técnicas de investigación de operaciones, ha 
solicitado se plantee la situación como un modelo de programación 
entera.

PROPUESTA COSTO (millones u.m.) VALOR
A 80 40 
B 15 10 
C 120 80 
D 65 50 
E 20 20 
F 10 5 
G 60 80 
H 100 100 

12. Muebles “La silla” utiliza camiones alquilados para transportar 
muebles desde sus dos fábricas hasta sus tres almacenes. El gerente 
de distribuciones ha negociado un contrato con la compañía 
arrendadora en el que se estipula que el costo de enviar un camión de 
una fábrica a un almacén es el mismo, sin importar cuánta sea la 
carga. El costo depende solo de la distancia que se recorre y ha sido 
estipulado en 500 u. m. por km. En la tabla se presentan los datos 
relevantes del problema.

Plantee como un modelo de programación entera. 

Oferta Fábrica Almacén
1 2 3

200 A 250 km 330 km 90 km
300 B 325 km 230 km 10 km
500 Demanda 250 200 50 
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13. Un problema que afronta cada día un electricista consiste en decidir 
qué generadores conectar. El electricista tiene tres generadores con las 
características que se muestran en la siguiente tabla: 

Generador Costo fijo de conexión Costo por periodo por 
megawatt usado 

Capacidad máxima en 
cada periodo 

A 3.000 5 2.100 
B 2.000 4 1.800 
C 1.000 7 3.000 

Hay dos periodos en el día; en el primero se necesitan 2.900 megawatts; 
en el segundo, 3.900 megawatts. Un generador que se conecte para el 
primer periodo puede ser usado en el segundo sin causar un nuevo gasto 
de conexión. Todos los generadores principales (como lo son A, B y C) 
son apagados al término del día. Formule este problema como un modelo 
de programación entera. 

14. Una compañía fabrica tres productos, cuyos precios de venta por unidad 
son 15, 40 y 60 unidades monetarias. Para producir una unidad de cada 
uno de ellos se requiere una hora, hora y media y dos horas máquina, 
respectivamente. La capacidad de la planta impone un límite de 2.000 
horas máquina por semana. Debido al descuento por volumen de compras 
que ofrece un proveedor, los costes unitarios decrecen de forma discreta a 
medida que aumenta la cantidad comprada. En la tabla, se muestran 
estos costos: Se desea maximizar el margen bruto de explotación 
(ingresos menos costos variables) de tal forma que la producción de cada 
uno de los productos suponga, al menos, un 15 por 100 de la cantidad 
total producida. 

Producto Costo Variable 
1 a 100 unidades 101 a 500 unidades Más de 500 unidades

1 10 8 5 
2 20 18 15 
3 40 30 20 

15. Un contrabandista desea pasar objetos a través de una frontera en un 
depósito oculto de su vehículo, que es capaz de contener un máximo de 
91kg. Los artículos que se pueden transportar, su peso y su ganancia 
asociada a cada uno de ellos se detallan en la tabla: 

Elemento Peso (kg) Valor (u.m.) 
1 36 54 
2 24 18 
3 30 60 
4 32 32 
5 26 13 

Máximo 91  

¿Qué artículos deberá cargar el contrabandista para maximizar el valor 
del alijo? 
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CAPÍTULO CINCO 
MODELOS DE REDES 

OBJETIVO. Al finalizar el estudio del capítulo se 
estará en capacidad de aplicar los modelos de redes 
al planteamiento y solución de problemas de 
transporte, asignación, flujo en redes, y otros en los 
que se requiere optimizar sistemas que, por sus 
características, son asimilables a los esquemas de 
redes.



CAPÍTULO 5: MODELOS DE REDES 

5.1 GENERALIDADES SOBRE REDES 

Una sociedad basa buena parte de su organización y funcionamiento, en 
la calidad de su sistema de redes para el transporte, comunicación y 
distribución de bienes y servicios. Así, por ejemplo, son de gran 
importancia la red viaria, la red de acueductos, la red telefónica, la red 
ferroviaria, la red de distribución de energía, la de gas etc. El costo 
asociado a su desarrollo y mantenimiento requiere que sean diseñados y 
utilizados eficientemente, a lo cual contribuyen las técnicas de análisis de 
redes.

Los modelos de redes han sido ampliamente utilizados en diversas 
aplicaciones de la investigación de operaciones; la familia de redes de los 
problemas de optimización incluye los siguientes prototipos de modelos: 
problemas de transporte y transbordo, asignación, flujo máximo, ruta más 
corta, ruta crítica. Los problemas son establecidos fácilmente mediante el 
uso de arcos y nodos.

¿Qué es un Nodo? Es usualmente llamado vértice, representado por un 
círculo. En las redes de transporte, estos deberían ser las localidades o 
las ciudades en un mapa.

¿Qué es un Arco? Es usualmente llamado borde, arista o flecha. Este 
podría ser directo o indirecto. La cabeza es el destino, y la cola el origen. 
En las redes de transporte, los arcos podrían ser los caminos, los canales 
de navegación en un río, o los patrones de vuelo de un avión. Los arcos 
proporcionan la conectividad entre los nodos. Una calle de una sola 
dirección podría ser representada por un arco, mientras que una calle de 
dos direcciones podría ser representada por un arco sin dirección o por 
dos arcos que apuntan a direcciones opuestas. Cuando el sentido preciso 
del arco no es relevante para el modelo, se habla de red no dirigida; en 
caso contrario se habla de red dirigida. 

Una red con n nodos podría tener tantos arcos como . Si están 
dirigidos, este número pudiese ser doble. Este enorme número de arcos 
posibles es una de las razones del por qué existen soluciones de 
algoritmos especiales para problemas de redes particulares. 

5.2 EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE 

Consiste en enviar a varios destinos los bienes situados en varios 
orígenes de manera que el transporte se haga de manera óptima. El 
modelo de programación lineal de este problema es el siguiente: 
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s.a:

Cada  es la cantidad enviada desde el origen i hasta el destino j, y los 
 son los costos o ganancias de enviar una unidad desde el origen i

hasta el destino j. Los  son las cantidades del bien, disponibles en cada 
origen, y los  son las cantidades requeridas en cada destino 
(demandas).  

La tercera restricción indica que la sumatoria de la demanda debe ser 
igual a la oferta total; esta restricción no impone limitaciones serias al 
problema, todo lo que se requiere para satisfacerla es introducir, cuando 
se requiera, un origen ficticio o un destino ficticio. 

El dual de este problema es el siguiente: 

s.a:

Nótese que las variables de decisión duales se declaran irrestrictas en 
signo o libres. Visto como una red, el problema se representa en la 
siguiente figura. 
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Diagrama 3. Modelo de red general de transporte 

La solución de este problema por el método simplex no es eficiente 
(menos si no se dispone de un software para resolverlo), por eso 
surgieron métodos especiales para abordarlo. Los métodos solo se 
diferencian en la manera como se llega a la primera solución básica 
factible (unos son más eficientes que otros). Aquí trataremos dos de estos 
métodos: el de la Esquina Noroeste y el de Aproximación de Vogel.

5.2.1 MÉTODO DE LA ESQUINA NOROESTE 

Se describirá como un método posicional, puesto que se inicia 
adjudicando la mayor cantidad posible de bienes a transportar, a la celda 
ubicada en la esquina noroeste de la matriz de transporte, sin importar 
cual sea el costo asociado a esta, y se continúa en forma escalonada 
hasta saturar las demandas y las ofertas de los destinos y fuentes 
respectivas.

A partir de esta Primera Solución Básica Factible (PSBF), se inicia el 
proceso que conduce al logro de la solución óptima. 

Véase los pasos a partir de un ejemplo de minimización: 

La tabla siguiente registra las cantidades de malta requerida por los 
expendedores A, B, C y D: 50.000, 40.000, 60.000 y 40.000 kilos, 
respectivamente. Es posible satisfacer estas demandas a partir de las 
bodegas 1, 2 y 3 que disponen de 80.000, 60.000 y 50.000 kilos 
respectivamente. Los costos de despachar 1.000 kilos de malta desde 
cada bodega hasta cada expendedor también se muestran en la tabla: 
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m
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Expend. 
Bodegas A B C D OFERTA

1 $ 70 $ 60 $ 60 $ 60 80.000
2 $ 50 $ 80 $ 60 $ 70 60.000
3 $ 80 $ 65 $ 80 $ 60 50.000

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

Se trata de suplir las demandas incurriendo en un costo total mínimo. A 
continuación se describen los pasos para solucionar este problema: 

1. Representación matricial del problema y primera asignación de 
unidades a transportar. Se inicia en la esquina superior izquierda del 
tablero (noroeste), asignando la máxima cantidad posible (mínimo entre 
oferta 1 y demanda A); así se logra agotar la oferta o satisfacer la 
demanda o ambas. Se continúa en forma escalonada hasta completar las 
asignaciones totales. 

Tablero Transporte 1. Inicial

     Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000
  10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000  

El costo total de la matriz inicial es de $12’300.000. 

2. Evaluación de la solución actual. Para ello se calculan las variables 
duales  tales que para todas las celdas asignadas; esto 
es:

1 1 2 3

1 2 2 3

2 2 3 4

70 60
60 80
80 60

u v u v
u v u v
u v u v

Debido a que este sistema consta de 7 variables y solo 6 ecuaciones, es 
necesario asignarle un valor arbitrario a alguna de las variables. Lo más 
cómodo es asignarle cero (0). Asignándole valor cero a u1 se obtiene la 
solución que muestra la siguiente tabla. 
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Tablero Transporte 2.

     Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 20 
  10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000 40 
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 40 20   

A partir de estos valores de las variables duales, se evalúan las variables 
no básicas (celdas no asignadas), para ver la factibilidad de mejora del 
programa actual, así: 

Un resultado negativo, indicaría que a partir de la celda (i,j), evaluada, se 
puede reducir el costo del programa actual en tantas unidades monetarias 
como este valor muestre, por unidad de producto movilizado. Si resultare 
más de una evaluación negativa, se tomará la más negativa para realizar 
el movimiento. 

Veamos:

Celda 1,C: 
Celda 1,D: 
Celda 2,A: 
Celda 2,D: 
Celda 3,A: 
Celda 3,B: 

Se observa que la (2,A) es la más negativa, luego por cada unidad de 
producto que se traslade a esa celda, el costo disminuirá en 40 unidades 
monetarias. Trasladar alguna unidad de producto a la celda seleccionada 
afecta a otras, cuyas asignaciones aumentarán, en unos casos, o 
disminuirán, en otros, formando un circuito +, - que permite mantener 
balanceadas la oferta y la demanda: +(2,A), -(1,A), +(1,B), -(2,B). 
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     Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 20 
  10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000 40 
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 40 20   

La variable a salir es aquella con menor valor asignado a la que le 
corresponda un signo negativo en el circuito más, menos; para el caso, la 
(2,B) tiene asignadas 10.000 unidades, luego es la variable saliente. Se 
moverán 10.000 unidades de producto, dando paso a la siguiente 
solución:

Tablero Transporte 3.

     Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
40.000 40.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 -20 
 10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000 0 
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 80 60   

Obsérvese que el costo ha pasado de 12.300.000 unidades monetarias a 
11.900.000; una diferencia de 400.000 unidades monetarias, equivalentes 
a 10.000 unidades movilizadas a 40 u.m. cada una. La evaluación de este 
nuevo tablero muestra como variable entrante la (1,C) y como saliente la 
(1,A). En este caso el circuito pasa por (1,C), (2,C), (2,A), (1,A). La nueva 
solución es:  

+-

-+
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Tablero Transporte 4.

      Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
40.000  40.000   

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 0 
 50.000 10.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000 20 
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 50 60 60 40   

Ahora entra la variable (3,B) y abandona la base la variable (3,C). Y la 
solución óptima será: 

Tablero Transporte 5. Final

     Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
30.000  50.000   

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 0 
 50.000 10.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000 5 
   10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 50 60 60 55   

La interpretación: de la fábrica 1, despachar 30.000 unidades al Almacén 
B; de la fábrica 1 al almacén C, 50.000 unidades; de la fábrica 2 al 
almacén A, 50.000 unidades y al almacén C, 10.000 unidades; de la 
fábrica 3, despachar al almacén B, 10.000 unidades y al almacén D, 
40.000 unidades; el costo total es 10.950.000 unidades monetarias.

5.2.2 MÉTODO DE APROXIMAZIÓN DE VOGEL (MAV) 

Como se señaló arriba, la diferencia entre los métodos de solución del 
problema de transporte está en cómo se llega a la Primera Solución 

180



Básica Factible (PSBF); de ahí en adelante (en el proceso hacia la 
optimalidad) todos son iguales. Por tanto, este método solo se aplicará 
para lograr la PSBF. 

El procedimiento es el siguiente: 

1. Establecer las diferencias en filas y columnas entre los dos costos 
menores; si hay un empate la diferencia es cero. 

2. Determinar la fila o columna que presente la mayor diferencia. 
3. En esta fila o columna, seleccionar la celda con menor costo. 
4. En esta celda hacer la mayor asignación posible. 
5. Volver al paso 1 y continuar así hasta que se haya saturado toda la 

oferta y la demanda. 

Veamos cómo funciona, utilizando el mismo problema. 

Expend. 
Bodegas A B C D OFERTA Diferencia

1 $ 70 $ 60 $ 60 $ 60 80.000 0
2 $ 50 $ 80 $ 60 $ 70 60.000 10
3 $ 80 $ 65 $ 80 $ 60 50.000 5

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000  
Diferencia 20 5 0 0  

La máxima diferencia es 20 y el menor costo en la columna es 50 (celda 
2,A); la máxima cantidad asignable a esa celda es 50.000, con lo que se 
satura la columna A. 

Tablero Transporte 6. Primera Solución Básica Factible con el método de aproximación de Voguel

       Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000
 50.000 

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000
    

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000  

En las segundas diferencias, la máxima es 10 (fila 2); el menor costo, 60 y 
la máxima cantidad asignable es 10.000, en (2,C), con lo que se satura la 
fila 2. Así se continúa hasta saturar todas las filas y columnas, llegándose 
a la siguiente solución. 
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Tablero Transporte 7. Primera Solución Básica Factible con el método de aproximación de Voguel

       Expend. 

Bodegas     
A B C D OFERTA

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000
30.000  50.000   

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000
 50.000 10.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000
   10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000  

Observe que esta PSBF coincide con la solución óptima lograda después 
de varias iteraciones con el Método de la Esquina Noroeste. No siempre 
se tendrá la feliz coincidencia que la PSBF coincida con la solución 
óptima, pero lo que sí es cierto es que la PSBF “Vogel” siempre avanzará 
más en el proceso que la “Noroeste”, puesto que aquel método tiene en 
cuenta el costo en tanto que este último es meramente posicional. 

5.3 CASOS ESPECIALES 

5.3.1 PROBLEMAS NO BALANCEADOS 

Se presenta cuando la oferta y la demanda no son iguales. Si se diera el 
caso de una oferta mayor que la demanda, se tendría que crear una 
demanda ficticia para absorber el exceso de oferta; en el caso contrario, 
es necesario crear una oferta ficticia. En ambas situaciones los costos 
asociados a las celdas ficticias son cero. 

Ejemplo.

Si la matriz original de transporte fuera: 

Destino
Origen A B OFERTA

1 $ 9 $ 5 300 
2 $ 5 $ 7 600 
3 $ 4 $ 9 100 

DEMANDA 400 300  
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Hay un exceso de 300 unidades de oferta frente a demanda, por tanto se 
crea una demanda ficticia: 

Destino 
Origen A B Ficticia OFERTA

1 $ 9 $ 5 $ 0 300 
2 $ 5 $ 7 $ 0 600 
3 $ 4 $ 9 $ 0 100 

DEMANDA 400 300 300  

Nota: En WINQSB no es necesario incluir oferta o demanda ficticia puesto 
que el software al detectar el desbalance, la incluye. 

5.3.2 RUTAS PROHIBIDAS 

Hay casos en que no es posible transitar una determinada ruta y esto 
altera las posibilidades de solución. Para tomar en consideración esta 
circunstancia se penaliza la ruta con un costo muy alto a fin que en el 
desarrollo de la solución no quede incluida (en WINQSB, la penalización 
aparece como +1M, un costo muy elevado). 

Supóngase la situación que se muestra en la tabla, en la que la ruta 
Fuente 1 – Destino C no es factible; en el tablero siguiente se muestra la 
solución óptima. 

Destino 
Origen A B C D OFERTA

1 $ 70 $ 60 $ 60 80.000 
2 $ 50 $ 80 $ 60 $ 70 60.000 
3 $ 80 $ 65 $ 80 $ 60 50.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

Tablero Transporte 8. Final

     Destino 

Origen     
A B C D OFERTA

1
$ 70  $ 60 +1M  $ 60 

80.000
40.000 40.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000
 10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 65  $ 80  $ 60 

50.000
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000  
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5.3.4 DEGENERACIÓN 

El número (N) de variables básicas en un problema de transporte siempre 
será:

Donde n es el número de filas y m el número de columnas de la matriz de 
transporte. Cuando el número de variables básicas es menor, se dice que 
el problema es degenerado de grado , siendo .

Para resolver un problema que haya entrado en degeneración es 
necesario introducir tantas asignaciones ficticias como grado de 
degeneración tenga el problema. Tales asignaciones son infinitesimales, 
de manera que al sumarlas a, o restarlas de, otras no las altera. La 
ubicación de estas asignaciones ficticias debe ser tal que no forme ciclos 
con las asignaciones reales, o con reales y otra ficticia. 

Veamos un ejemplo: 

Destino 
Origen A B C D OFERTA

1 $ 70 $ 60 $ 60 $ 60 80.000 
2 $ 50 $ 80 $ 60 $ 70 60.000 
3 $ 80 $ 50 $ 80 $ 60 50.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

Tablero Transporte 9. Inicial – iteración 1

     Destino 

Origen     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 20
  10.000 50.000   

3
  $ 80  $ 50  $ 80  $ 60 

50.000 40
    10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 40 20   

El número de asignaciones es 6 = 3 + 4 – 1. 
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Tablero Transporte 10. Iteración 2

     Destino 

Origen     
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 20 
  0* 60.000   

3
  $ 80  $ 50  $ 80  $ 60 

50.000 -10 
  10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 40 70   

En esta iteración el número de asignaciones es 5; se ha incurrido en una 
degeneración grado 1, por ello es necesario introducir una asignación 
ficticia, la cual aparece como 0* en la casilla (2,B). Allí donde ha sido 
ubicada no hace ciclo con otras; si se colocara en (3,A), haría ciclo con 
(3,B), (1,B) y (1,A) y no serviría para avanzar en el proceso puesto que no 
permitiría solucionar las ecuaciones para encontrar las variables duales 
y . En la siguiente iteración se continúa en degeneración grado 1; la 
ficticia se ubica en (2,A). Nótese que tampoco hace ciclo. En la iteración 
4, ha desaparecido la degeneración, pero continúa el proceso de solución 
al no haberse alcanzado aún la solución óptima. La iteración 5 nos 
presenta la solución óptima en la que además se restableció el número 
ideal de asignaciones. 

Tablero Transporte 11. Iteración 3

       Destino 

Origen   
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
50.000 30.000     

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 -20 
 0 60.000   

3
  $ 80  $ 50  $ 80  $ 60 

50.000 -10 
  10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 70 60 80 70   
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Tablero Transporte 12. Iteración 4

      Destino 

Origen    
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
30.000 50.000   

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 0 
50.000 10.000   

3
  $ 80  $ 50  $ 80  $ 60 

50.000 -10 
  10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 50 60 60 70   

Tablero Transporte 13. Iteración 5

      Destino 

Origen   
A B C D OFERTA ui

1
$ 70  $ 60  $ 60  $ 60 

80.000 0 
50.000 30.000 

2
  $ 50  $ 80  $ 60  $ 70 

60.000 0 
50.000 10.000   

3
  $ 80  $ 50  $ 80  $ 60 

50.000 0 
  10.000 40.000 

DEMANDA 50.000 40.000 60.000 40.000 

vJ 50 50 60 60   

5.3.5 EL PROBLEMA DE TRANSBORDO 

Es un caso especial del transporte en el que se tienen puntos intermedios 
entre las fuentes y los destinos, llamados nodos de transbordo. Para 
resolver un problema de transbordo por los métodos tabulares del 
transporte, hay que hacer algunas adecuaciones. Se sugiere el siguiente 
procedimiento para convertirlo a un problema de transporte. Primero, se 
clasifican los nodos en las siguientes categorías mutuamente excluyentes. 

1. Origen puro: un nodo desde el que solo se envía. 
2. Destino puro: un nodo que solo recibe. 
3. Nodo de transbordo: un nodo que puede enviar y recibir. 

La tabla de transporte se construye como sigue: 

Los orígenes son los orígenes puros y los nodos de transbordo. La 
disponibilidad (oferta) en cada nodo de transbordo i se hace igual a la 
oferta total. El requerimiento o demanda de un nodo de transbordo i es 
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igual a su oferta. Si no hay comunicación directa del nodo i al nodo j,
entonces  es igual a M, donde M es un número positivo grande. 
Asimismo, para los nodos de transbordo.

Ejemplo.

Una compañía tiene 3 fábricas que producen un determinado producto, la 
fábrica 1 tiene capacidad para producir 10.000 unidades, la segunda 
fábrica, 15.000 unidades y la tercera 12.000 unidades. Estos productos 
pasan por dos centros de distribución antes de llegar a su destino final 
(cada uno con capacidad de 37.000 unidades). Los costos de transporte 
desde las fábricas hasta los centros de distribución y de estos a los 4 
centros de consumo, así como las capacidades de oferta y demandas, se 
dan en las tablas. Resolver el problema como un modelo de trasbordo e 
indicar su solución óptima. El objetivo es minimizar los costos de 
transporte.

Centro de 
distribución Oferta 

Fabrica CD1 CD2 
1 8 10 10.000 
2 10 9 15.000 
3 8 7 12.000 

Centro de consumo 
Centro de 
distribución A B C D

CD1 6 4 7 4 
CD2 5 3 6 4 
Demanda 8.000 12.500 10.000 6.500 

Hay dos nodos de transbordo, tres nodos origen y cuatro nodos destino. 
La manera de organizar la matriz de transporte es como sigue: 

Destino 
Origen CD1 CD2 A B C D OFERTA

1 8 10 10.000
2 10 9 15.000
3 8 7 12.000

CD1 0  6 4 7 4 37.000
CD2  0 5 3 6 3 37.000

DEMANDA 37.000 37.000 8.000 12.500 10.000 6.500 
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La solución, aplicando el MAV, es como sigue: 

Tablero Transporte 14. Iteración 1

    Destino 

Origen   
CD1 CD2 A B C D OFERTA ui

1
8 10 +1M +1M +1M +1M 

10.000 0  10.000 

2
 10  9 +1M +1M +1M +1M 

15.000 -1  15.000 

3
 8  7 +1M +1M +1M +1M 

12.000 -3  12.000 

CD1 
 0 +1M  6  4  7  4 

37.000 7-1M 37.000     

CD2 
+1M  0  5  3  6  3 

37.000 6-1M 
8.000 10.000 12.500 6.500 

DEMANDA 37.000 37.000 8.000 10.000 12.500 6.500 

vJ -7+1M 10 -1+1M -3+1M 0+1M -3+1M   

Tablero Transporte 15. Iteración 2

     Destino 

Origen   
CD1 CD2 A B C D OFERTA ui

1
8 10 +1M +1M +1M +1M 

10.000 0  10.000 

2
 10  9 +1M +1M +1M +1M 

15.000 -1  15.000 

3
 8  7 +1M +1M +1M +1M 

12.000 -3  12.000 

CD1 
 0 +1M  6  4  7  4 

37.000 -8 37.000     

CD2 
+1M  0  5  3  6  3 

37.000 -9 
8.000 10.000 12.500 6.500 

DEMANDA 37.000 37.000 8.000 10.000 12.500 6.500 

vJ 8 10 14 12 15 12   
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Tablero Transporte 16. Iteración 3

     Destino 

Origen   
CD1 CD2 A B C D OFERTA ui

1
8 10 +1M +1M +1M +1M

10.000 0 6.500 3.500 

2
 10  9 +1M +1M +1M +1M

15.000 -1  15.000 

3
 8  7 +1M +1M +1M +1M

12.000 -3  12.000 

CD1 
 0 +1M  6  4  7  4 

37.000 -8 37.000     

CD2 
+1M  0  5  3  6  3 

37.000 -10 
8.000 10.000 12.500 6.500 

DEMANDA 37.000 37.000 8.000 10.000 12.500 6.500 

vJ 8 10 15 13 16 12   

Tablero Transporte 17. Final Iteración 4

    Destino 

Origen   
CD1 CD2 A B C D OFERTA ui

1
8 10 +1M +1M +1M +1M 

10.000 0 10.000  

2
 10  9 +1M +1M +1M +1M 

15.000 0  15.000 

3
 8  7 +1M +1M +1M +1M 

12.000 -2  12.000 

CD1 
 0 +1M  6  4  7  4 

37.000 -8 27.000 3.500   6.500 

CD2 
+1M  0  5  3  6  3 

37.000 -9  10.000 4.500 10.000 12.500  

DEMANDA 37.000 37.000 8.000 10.000 12.500 6.500 

vJ 8 9 14 12 15 12   

Aunque la solución es fácil de interpretar, cabe anotar que las 27.000 
unidades de producto que “van” de CD1 a CD1, no son más que un 
comodín para completar las 37.000 unidades supuestamente disponibles; 
igual ocurre con las 10.000 unidades de CD2 a CD2. 
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Una anotación final en cuanto a la solución de problemas de transporte, 
es que los métodos están diseñados para casos de minimización por lo 
que si se requiere maximizar, deberá multiplicar por menos uno todos los 
costos y proceder como en la minimización. 

5.4 EL PROBLEMA DE ASIGNACIÓN 

El problema de asignación se puede entender como un caso especial del 
modelo de transporte, donde el objetivo involucra la minimización de 
costos por asignación de recursos (oferta) para la realización de 
actividades o tareas (demanda), por ejemplo, asignación de maquinaria, 
materia prima o personas a tareas. En la siguiente tabla se muestra el 
esquema general de este tipo de problemas. 

Tarea 
Recurso 1 2 … n OFERTA

1 … 1
2 … 1
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
n … 1

DEMANDA 1 1 … 1

El modelo de programación lineal de este tipo de problema es el 
siguiente: 

s.a:

5.4.1 MÉTODO HÚNGARO 

Este método supone que el número de recursos asignados es igual al 
número de tareas definidas (denotadas con la letra n), donde a cada 
recurso le es asignado una tarea y cada tarea a su vez, debe ser 
realizada por un recurso asignado. Todas las ofertas y demandas serán 
iguales a 1. 

El costo asociado a la asignación es igual a , siendo i (i = 1, 2,…, n) la 
designación del recurso que realiza la tarea j (j = 1, 2,…, n).

190



El procedimiento es el siguiente: 

1. Se selecciona el costo más bajo por cada fila de la matriz de costos 
( , y se resta a todos los costos de esa fila, inclusive al mismo. 

2. De la nueva matriz generada, localizar el costo menor en cada 
columna. Proceda a restar este valor a los correspondientes de cada 
columna.

3. Efectúe las asignaciones que resulten posibles. En esta nueva 
matriz, los ceros representan las posibilidades de asignación. Se 
debe iniciar asignando en aquella fila o columna que tiene menos 
posibilidades (ceros). 

4. Cuando esta primera matriz reducida no proporciona todas las 
asignaciones requeridas, debe seguirse un proceso iterativo para la 
búsqueda de la solución optimal (paso 5) 

5. Trace el número mínimo de líneas (horizontales y/o verticales) que 
cubran todos los ceros de la matriz anterior. Esto se facilita 
aplicando el siguiente algoritmo: 

a. Marque las filas que no tuvieron asignación 
b. Marque las columnas que tienen ceros en las filas señaladas. 
c. Marque las filas que tienen asignación en las columnas 

señaladas.
d. Trace una línea por cada fila no señalada y una por cada 

columna señalada. 

6. Elija el menor valor que no haya sido cruzado por una línea. Sume 
dicho valor a los que aparecen en intersecciones de las líneas y 
réstelo a todos los números no cruzados. Regrese nuevamente al 
paso 3. 

Veamos el siguiente ejemplo: 

Una compañía desea asignar cada uno de los cuatro coordinadores 
disponibles a cada uno de los cuatro proyectos a ejecutar el próximo mes. 
El costo de la asignación por cada coordinador y proyecto, en u.m., se 
muestra en la siguiente tabla (incluye salario del coordinador más 
viáticos). Minimice el costo total de las asignaciones.

Tarea 
Recurso 1 2 3 4 OFERTA

1 15 23 11 14 1 
2 23 32 12 23 1 
3 14 12 16 22 1 
4 34 13 15 10 1 

DEMANDA 1 1 1 1  

A continuación se muestra la solución a este problema 

1. El costo menor en la primera fila es igual a 11. Este valor deberá ser 
restado a cada costo de dicha fila. Realizando este mismo paso para 
las demás filas se obtiene la siguiente matriz. 
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Tarea 
Recurso 1 2 3 4

1 4 12 0 3 
2 11 20 0 11 
3 2 0 4 10 
4 24 3 5 0 

2. El costo menor de la primera columna es 2. Este valor se resta a los 
costos de la columna respectiva. Con la aplicación de este paso se 
obtiene una nueva matriz. 

Tarea 
Recurso 1 2 3 4

1 2 12 0 3 
2 9 20 0 11 
3 0 0 4 10 
4 22 3 5 0 

Observe que solo los costos en la primera columna resultan afectados, ya 
que los valores menores en las columnas 2, 3 y 4 eran iguales a 0.

3. Asígnese el recurso 1 a la tarea 3, con lo que se anula la posibilidad 
de asignar el recurso 2 a esta tarea. El recurso 3 se asigna a la tarea 
1, anulándose la posibilidad de asignar este a la tarea 2. Finalmente 
se asigna el recurso 4 a la tarea 4. 

Como se puede apreciar, las asignaciones logradas fueron tres, siendo 
las requeridas cuatro. 

Tarea 
Recurso 1 2 3 4

1 2 12 0 3
2 9 20 0 11 
3 0 0 4 10 
4 22 3 5 0

Para el trazado de las líneas téngase en cuenta que: 

a. La fila sin asignación es la segunda (recurso 2). 
b. La columna 3 tiene ceros en la fila señalada. 
c. La fila con asignación en la columna señalada es la 1. 
d. Se trazan líneas por las filas no señaladas (3 y 4) y por la 

columna señalada (3). 
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Tarea 
Recurso 1 2 3 4 Marcado 

1 2 12 0 3 x
2 9 20 0 11 x
3 0 0 4 10 
4 22 3 5 0

Marcado x   

4. El valor menor que no se encuentra cruzado es 2. Este valor debe ser 
sumado a las intersecciones entre las filas 3 y 4 con la columna 3 y 
restado a los costos que no se encuentran cruzados. La nueva matriz 
se muestra a continuación. En ella se logran las cuatro asignaciones 
requeridas. 

Tarea 
Recurso 1 2 3 4

1 0 10 0 1 
2 7 18 0 9 
3 0 0 6 10 
4 22 3 7 0 

El primer recurso podrá ser asignado a la tarea 1, el recurso 2 será 
asignado a la tarea 3, El recurso 3 a la tarea 2, mientras que el recurso 
4 a la tarea 4. El resultado final se muestra en la siguiente tabla, con 
un costo de 49 u.m.: 

Tarea 
Recurso 1 2 3 4 OFERTA

1 1    1 
2   1  1 
3  1   1 
4    1 1 

DEMANDA 1 1 1 1  

5.5 EL PROBLEMA DE FLUJO MÁXIMO 

Muchos problemas pueden ser modelados mediante una red, en la cual 
se considera que los arcos tienen la capacidad de limitar la cantidad de un 
producto que se puede enviar a través de estos. En estas situaciones, 
frecuentemente se determina la máxima cantidad de recurso que puede 
ser enviado desde un origen hasta un destino.  

El problema se suele representar como una red compuesta por m nodos y 
n arcos de flujo. Cada arco (del punto i al punto j) se denotará como 
(una cantidad no negativa), asociado a una capacidad de flujo . La 
cantidad asignada en un arco no podrá sobrepasar la capacidad del 
mismo.
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Si el nodo no está conectado al nodo j entonces . El modelo de 
programación lineal de este problema es: 

s.a:

Donde F equivale al flujo transportado del nodo origen al nodo destino. 

5.5.1 MÉTODO DE FORD-FULKERSON 

El método de Ford-Fulkerson (o algoritmo Ford-Fukerson) tiene como 
objetivo buscar caminos donde se pueda incrementar el flujo hasta 
encontrar aquel que alcance el flujo máximo. Los pasos requeridos son 
los siguientes: 

1. Se establece una cadena inicial (arbitraria) desde el nodo origen hasta 
el nodo destino, cuyo flujo equivaldrá a la mínima capacidad localizada 
en los arcos. 

2. Se busca una nueva cadena donde se pueda incrementar el flujo del 
nodo de origen al nodo destino. 

3. Se repite nuevamente el paso anterior hasta encontrar el flujo máximo. 

Véase el siguiente ejemplo. 

Una refinería desea bombear la máxima cantidad de crudo desde la 
posición 1 hasta la posición 6. Para lograr este propósito se cuenta con 
una red de tuberías (con capacidades limitadas dadas en galones) que 
conducen por varias estaciones de bombeo, como se puede observar en 
el siguiente gráfico. 
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Tomaremos la cadena conformada por los nodos 1, 2, 5 y 6. Se observa 
que la máxima capacidad que puede ser asignada está dada por la 
capacidad mínima en el arco (2,5). El resultado de esta primera iteración 
muestra los siguientes flujos asignados: 

La ruta (2,5) no podrá ser incrementada ya que alcanzó la capacidad 
establecida. Se establece una nueva ruta cuyos flujos en los arcos pueda 
ser incrementables. En este caso se optó por la ruta 1, 3, 5 y 6. La 
capacidad mínima en este caso está dada por el arco (1,3). 
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En este caso no existen cadenas adicionales donde pueda seguir 
incrementando el flujo de crudo desde el nodo 1 al nodo 6, llegando una 
solución final con dos rutas: 

1-2-5-6 y 1-3-5-6 

El flujo máximo que podrá ser transportado es igual a 30 galones. 

5.6 ÁRBOL DE MÍMIMA EXPANSIÓN 

Es un problema clásico de optimización combinatoria, formulado en 1926 
por Boruvka, quien lo planteó para resolver el problema de hallar la forma 
más económica de distribuir energía eléctrica en el sur de Moravia. La 
formulación de este problema ha sido útil para la realización de muchas 
investigaciones en varios campos como el transporte, electrónica, 
telecomunicaciones e investigación de operaciones. 

El modelo contempla un conjunto de arcos que conectan todos los nodos 
de la red sin crear un solo ciclo o vuelta. El problema consiste en 
determinar el árbol que minimiza la distancia de conexión total.

5.6.1 ALGORITMO DE KRUSKAL 

Este algoritmo permite encontrar la solución óptima para un problema de 
árbol de expansión mínima. Los pasos son los siguientes: 

1. Se inicia seleccionando cualquier nodo dentro de la red y 
conectándolo con aquel nodo que presente el menor costo o ruta más 
corta. En caso de empate, podrá seleccionar de forma aleatoria (o de 
forma arbitraria) cualquiera de las rutas. 

2. Luego se identifica un nuevo nodo con la ruta más corta con aquellos 
nodos que hayan sido conectados. El nuevo nodo se agrega a la lista 
de nodos conectados. 

3. Repetir el paso anterior hasta conectar todos los nodos de la red. 

En el siguiente ejemplo se muestra la aplicación de este algoritmo 
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Se seleccionará como el nodo de partida el número 1. La ruta o arco más 
corto partiendo del nodo seleccionado es el arco (1,2) (con una distancia 
de 5, menor a la distancia del arco (1,3) igual a 6). 

Teniendo en cuenta solo los nodos seleccionados, se continua con la 
selección de una nueva ruta más corta. De las rutas posibles (1,3) y (2,5), 
la ruta más corta está dada por (1,3). 

Se continúa el algoritmo repitiendo el paso anterior, seleccionando en 
este caso el arco (3,4).  
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Hasta el momento se han seleccionado 4 nodos. Observe que existe un 
empate en tres arcos con mínima distancia: (2,5), (4,5) y (4,6). El 
algoritmo permite escoger de forma arbitraria uno de estos arcos (siempre 
y cuando implique la selección de un nodo no marcado) para resolver el 
problema de empate. 

Si tomamos el arco (4,5), la siguiente ruta más corta conlleva la selección 
del nodo 6, finalizando el algoritmo con la selección de todos los nodos. 

5.7 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Una compañía desea encontrar la mejor distribución que permita 
minimizar los costos de envío de productos terminados entre sus tres 
fábricas y las cinco bodegas mayoristas ubicadas en diferentes 
ciudades. Mensualmente, la fábrica 1 produce 30.000 productos 
terminados listos para ser despachados, la fábrica 2 produce 50.000, 
mientras que la fábrica 3 oferta 25.000 unidades. 
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Las capacidades de las bodegas se muestran en la siguiente tabla: 

Bodega Capacidad 
1 15.000
2 15.000
3 35.000
4 20.000
5 20.000

Los costos unitarios de los envíos de las plantas a las ciudades se 
relacionan a continuación: 

Bodega 
Fábrica 1 2 3 4 5

1 52 45 54 51 53 
2 45 49 57 42 46 
3 57 43 51 49 41 

2. La realización de un proyecto de drenaje involucra el traslado de 
equipos de bombeo ubicados en las ciudades A, B y C con destino a 
las ciudades D, E, F y G. En la siguiente tabla se observan los costos 
de envío de los equipos por unidad, y la cantidad de unidades 
disponibles y requeridas en cada ciudad. 

Destino
Origen D E F G OFERTA

A 7 9 4 2 20 
B 8 7 5 9 20 
C 5 6 6 6 15 

DEMANDA 15 12 20 8  

Encuentre la distribución óptima de bombas que permita minimizar los 
costos de envío. 

3. Las existencias de un producto homogéneo en tres bodegas son las 
siguientes:

  40 unidades en la bodega A 
  30 unidades en la bodega B 
  10 unidades en la bodega C 

Hay tres centros de consumo, que han realizado los pedidos siguientes: 

  20 unidades en el centro 1 
  40 unidades en el centro 2 
  60 unidades en el centro 3 
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Los costos unitarios de transporte se muestran en la siguiente tabla: 

Destino 
Origen 1 2 3

A 2 2 4 
B 4 3 4 
C 5 5 2 

Determinar el programa de envíos de menor costo (problema no 
balanceado).

4. Una empresa tiene actualmente un programa de embarques que el 
Gerente Administrativo no considera como óptimo (la empresa tiene 
tres fábricas y cinco bodegas). A continuación se proporcionan los 
datos necesarios en términos de costos unitarios de transportes, 
capacidades de las fábricas y requerimientos de bodegas. 

Fábrica 
Bodega 1 2 3 REQUERIMIENTO

DE BODEGAS 
1 5 4 8 400 
2 8 7 4 400 
3 6 7 6 500 
4 6 6 6 400 
5 3 5 4 800 

CAPACIDAD 800 600 1100  

Búsquese un programa óptimo de embarques, en términos de costos de 
transportes que sea el más bajo posible 

5. Una compañía asesora desea enviar un ejecutivo a cada una de sus 
5 sucursales durante una semana. Los costos que se relacionan en 
la siguiente matriz cubren los viáticos y gastos de transportes de 
cada ejecutivo en cada sucursal. 

Sucursal 
Ejecutivo 1 2 3 4 5 OFERTA

1 12 17 12 12 14 1 
2 14 20 14 8 14 1 
3 10 21 11 19 19 1 
4 7 23 11 16 13 1 
5 9 11 7 13 12 1 

DEMANDA 1 1 1 1 1  

Asignar los ejecutivos a las sucursales a un costo mínimo. 

6. Resolver el siguiente diagrama bajo el concepto de problema de flujo 
máximo. 
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7. Un equipo de transito distrital desea preparar un plan de evacuación de 
vehículos que se prevén estarán en el próximo concierto que se 
realizará en la ciudad. En el siguiente diagrama se muestran las vías 
que comunican el sitio del concierto (nodo 1) con la avenida principal 
(nodo 8) y las capacidades en cada una de ellas (número de vehículos 
que pueden transitar por minuto). 

Se desea establecer las rutas que permitan conducir el flujo máximo de 
vehículos que pueden llegar al nodo destino por minuto. 

8. Resolver el siguiente diagrama bajo el concepto de árbol de mínima 
expansión.
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9. El equipo asesor de gobierno de una ciudad desea establecer un 
sistema de transporte con buses articulados. El sistema deberá cubrir 
10 barrios con la ruta más corta posible. En el siguiente diagrama de 
red se observan los barrios (nodos numerados del 1 al 10), las rutas 
disponibles entre barrios (arcos) y sus distancias (en kilómetros). 

Encontrar la ruta más corta que conecte todos los barrios. 

10. Una compañía desea enlazar sus 12 sucursales mediante un nuevo 
sistema de red de alta velocidad. Los costos y los posibles enlaces se 
muestran en el siguiente diagrama. Solucione el problema de tal 
forma que todas las sucursales queden enlazadas a un mínimo costo. 
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CAPÍTULO SEIS 
PROGRAMACIÓN DE PROYECTOS (PERT CPM) 

OBJETIVO. Con el estudio de este capítulo, el lector 
estará en capacidad de comprender en detalle el 
análisis de los modelos de redes PERT y CPM, 
aplicados al diseño, programación y control de 
proyectos que involucren el desarrollo de actividades 
secuenciales y cuyo principal recurso escaso es el 
tiempo.



CAPÍTULO 6: PROGRAMACIÓN DE PROYECTOS 
(PERT/CPM)

6.1 GENERALIDADES 

Un proyecto se estructura a partir de un conjunto de elementos, tareas o 
actividades que agregan valor, dispuestas en una lógica secuencial (en 
serie o paralelo), donde cada una de ellas es asociada a un espacio 
temporal. Un proyecto estará caracterizado por tener un inicio y un fin, ser 
único y no repetitivo. 

La investigación de operaciones provee de ciertas herramientas que 
permiten facilitar la tarea de programación y control de los proyectos. En 
este caso se analizarán dos de las más conocidas: El análisis de ruta 
crítica (CPM) y PERT. 

La primera de ellas (CPM por Critical Path Analysis), es un modelo 
determinístico que enfatiza en el tiempo y/o costo que consumen las 
actividades en un proyecto. Fue desarrollado en los años 1950’s por las 
empresas DuPont y Remington Rand Univac. 

El CPM se traduce, al igual que PERT (Program Evaluation and Review 
Technique), en un diagrama o red donde se representan las actividades (y 
sus predecesoras o dependencias) de forma progresiva. 

Como convención en este libro, se empleará un nodo (círculo) para 
representar una actividad y una flecha (arco o conector) para indicar la 
secuencia, siempre construyendo el diagrama en sentido de derecha a 
izquierda.

Por otro lado, PERT (que emplea los mismos bloques del diagrama CPM) 
es generalmente empleado cuando el tiempo que es asignado a las 
actividades de un proyecto, no es conocido con total certeza. Este modelo 
será de carácter probabilístico y es orientado a la evaluación del tiempo 
general del proyecto. El diagrama PERT nace en 1958 bajo el programa 
balístico denominado Polaris de la fuerza naval estadounidense. 

Código
Actividad 

Tiempo
Actividad

NODO CONECTOR
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6.2 ELABORACIÓN DE UN DIAGRAMA PERT/CPM 

Se pueden enumerar seis pasos generales aplicables tanto a diagramas 
PERT como CPM: 

a. Se define el proyecto y todas las actividades o tareas que lo conforman.

b. Se establecen las relaciones entre actividades a partir de la 
identificación de las actividades predecesoras. 

c. Se dibuja un diagrama de red donde se conectan todas las actividades. 

d. Se asignan los tiempos y/o costos estimados por cada actividad 

e. Se calcula la ruta más larga (ruta crítica) a través de la red, equivalente 
al tiempo de duración del proyecto. 

f. Se emplea la red para ayudar en la programación, monitoreo y control 
del proyecto 

6.3 EJEMPLO DE UNA RED DE PROYECTOS 

Dada la siguiente información, construir un diagrama de red. 

Actividad Predecesor Tiempo
(en días)

A -- 2 
B A 3 
C A 1 
D B, C 2 
E -- 1 
F D, E 2 
G E 2 
H F, G 1 

Solución.

El diagrama final estará compuesto por nueve actividades (más una 
actividad inicio y una actividad fin, agregadas de forma opcional). La 
actividad A y E al no poseer predecesoras, estarán contempladas como 
actividades de inicio. 
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Las actividades B y C son dependientes de la actividad A. 

La actividad F comenzará una vez finalice la actividad D y E, mientras que 
la actividad D tendrá como predecesoras a las actividades B y C. 

Por último, la actividad G tendrá como predecesora a la actividad E, 
finalizando la construcción del diagrama con la actividad H, dependiente 
de las actividades F y G. El diagrama final se muestra a continuación. 
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Diagrama 4. Red de proyectos ejemplo 

6.4 DETERMINACIÓN DE LA DURACIÓN TOTAL DE UN 
PROYECTO

Uno de los objetivos de aplicar un diagrama CPM/PERT, es determinar 
cuáles son las actividades que hacen más larga la duración general del 
proyecto. Dichas actividades se les conoce como críticas, y son motivo de 
alarma cuando existe la posibilidad que su duración real sobrepase la 
duración estimada en la programación proyecto. 

Las actividades que no se consideren críticas podrán se reprogramadas 
(con cierta holgura), sin afectar la duración general del proyecto, 
otorgando cierta flexibilidad en la programación. 

La actividades críticas (con holgura igual a 0), determinarán la ruta crítica 
del proyecto (pueden existir una o más rutas críticas). La suma de los 
tiempos de las actividades que hacen de la ruta crítica coincidirá con el 
tiempo de duración del proyecto. 

Si una actividad crítica se retrasa, la duración del proyecto se alargará en 
igual cantidad de tiempo que en dicha actividad. 

Para conocer el tiempo de duración total del proyecto e identificar las 
actividades críticas, se deberá calcular los tiempos más próximos y más 
tardíos para cada actividad dentro del diagrama de proyectos. 
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Los tiempos más próximos o tempranos de inicio y fin de cada actividad, 
son calculados teniendo en cuenta el tiempo más próximo que puede 
iniciar y finalizar una actividad considerando sus actividades 
predecesoras. Estos tiempos se calculan siguiendo una secuencia de 
izquierda a derecha (avance) en el diagrama. 

Por el contrario, los tiempos más tardíos de inicio y fin identifican los 
tiempos en que la actividad puede iniciar y finalizar lo más tarde posible. 
Por lo general se determinan una vez calculados los tiempos más 
próximo, manteniendo una secuencia de derecha a izquierda (retroceso) 
en el diagrama.  

La diferencia entre los tiempos de finalización más tardíos y más próximos 
de una actividad  será igual al cálculo de su holgura ( ).

6.5 EJEMPLO DEL CÁLCULO DE LA DURACIÓN TOTAL 
DE UN PROYECTO 

Dado los datos del ejemplo anterior, determine la duración total del 
proyecto.

Solución.

El proyecto inicia con las actividades A y E, cuyos tiempos de inicios más 
temprano serán siempre igual a 0. Los tiempos de finalización más 
próximos serán iguales a los tiempos respectivos de duración asignados a 
cada una de estas actividades de inicio. 

TP TPf

TT TTf

Código
Actividad

Tiempo 
Actividad

: Tiempo más próximo de inicio 
: Tiempo más próximo de 

finalización 

: Tiempo más tardío de inicio 
: Tiempo más tardío de 

finalización 

210



En el caso de la actividades B y C, podrán iniciar lo más temprano posible 
una vez que la actividad A (predecesora) finalice. En este caso el tiempo 
de inicio para ambas será igual a 2. Los tiempos de finalización más 
próximo ( ) de una actividad  equivalen a la suma del tiempo de inicio 
más próximo ( ) más el tiempo de duración establecido para cada 
actividad ( ).

La actividad D iniciará una vez la actividades predecesoras finalicen. En 
este caso, la actividad D comenzará el día 5, relacionado con la actividad 
predecesora con mayor tiempo más próximo de finalización (B). En otras 
palabras, el tiempo de inicio más próximo de una actividad será igual al 
mayor tiempo más próximo de finalización de sus actividades 
predecesoras. La actividad F, iniciará cuando la actividad D concluya, 
cumpliendo con el requisito de haber finalizado todas las actividades que 
la preceden. El diagrama completo con los tiempos más próximos se 
muestra a continuación. 

Inicio Fin

0   2
 A  2

0   2
 E  2

2   5 
 B  3

2    3
 C  1

 D  2

 G  2

 F  2  H    1
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 F  2  H    1
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En el diagrama se puede observar que el tiempo de finalización de la 
última actividad es igual a 10, equivalente al tiempo de duración del 
proyecto. Los tiempos más tardíos se calculan teniendo en cuenta el 
tiempo total del proyecto, partiendo de las actividades con las cuales el 
proyecto finaliza. 

En este ejemplo, la actividad H podrá finalizar lo más tardío posible en el 
día 10. El tiempo más tardío de inicio de la actividad ( ) resultará de la 
resta entre el tiempo más tardío de finalización ( ) y el tiempo de 
duración de la actividad ( ).

El tiempo máximo en que podrán finalizar las actividades F y G esta dado 
por el tiempo de inicio más tardío de la actividad H, es decir, las 
actividades podrán finalizar lo más tardíamente posible en el tiempo 
mínimo más tardío de inicio de las actividades sucesoras. 

Inicio Fin

0   2
 A  2

0   2
 E  2

2   5 
 B  3

2    3
 C  1

5    7 
 D  2

2    4
 G  2

7    9
 F  2

  9  10 
 H   1
9   10

Inicio Fin

0   2
 A  2

0   2
 E  2

2   5 
 B  3

2    3
 C  1

5    7 
 D  2

2    4
G  2

7    9
 F  2

  9  10 
 H   1

212



Lo más tarde que podrá finalizar la actividad D esta sujeta al tiempo más 
tardío de inicio de la actividad F, y a su vez, la actividad B y C estarán 
limitadas por el tiempo de inicio más tardío de la actividad D. 

El diagrama final con los tiempos más tardíos se muestra a continuación. 

Inicio Fin

0   2
 A  2

0   2
 E  2

2   5 
 B  3
2    5

2    3
 C  1
4   5

5    7 
 D  2
5    7

2    4
 G  2
7    9

7    9
F  2
7   9

  9  10 
 H   1
9   10

Inicio Fin

0   2
 A  2

0   2
 E  2

2   5 
 B  3

2    3
 C  1

5    7 
 D  2

2    4
 G  2
7    9

7    9
F  2
7   9

  9  10 
 H   1
9   10

213



Las holguras respectivas se calculan para cada actividad. Observe en el 
diagrama que las actividades con holguras iguales a 0 representarán las 
actividades críticas. 

Diagrama 5. Identificación de la ruta crítica ejemplo 

Las actividades C, E y G poseen holguras diferentes de 0 (por ejemplo, la 
actividad F podrá retrasarse un máximo de 5 días sin afectar la duración 
total del proyecto). La ruta crítica está conformada por las actividades A, 
B, D, F y H. 

En la siguiente tabla se resumen los datos obtenidos del diagrama 
anterior.
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Actividad Predecesor Tiempo 
(en días) Crítica Holgura TPi TPf TTi TTf 

A -- 2 SI 0 0 2 0 2 
B A 3 SI 0 2 5 2 5 
C A 1 NO 2 2 3 4 5 
D B, C 2 SI 0 5 7 5 7 
E -- 1 NO 5 0 2 5 7 
F D, E 2 SI 0 7 9 7 9 
G E 2 NO 5 2 4 7 9 
H F, G 1 SI 0 9 10 9 10 

6.6 PROGRAMACIÓN DE PROYECTOS BAJO 
INCERTIDUMBRE

En el mundo real, los tiempos asignados a una actividad o tarea 
generalmente son valores aproximados o promediados, en los cuales no 
se tendrá una certeza absoluta que se den, tal cual como aparecen en la 
programación de un proyecto. 

En esta situación, PERT se convierte en una alternativa de análisis de un 
proyecto, ya que puede acomodarse a la variación en los tiempos de una 
actividad. 

Para cada actividad se definirán tres tiempos estimados, por lo general, 
basados en el dictamen de un grupo o panel de expertos. 

 = Tiempo optimista 
 = Tiempo pesimista 
 = Tiempo normal o más probable 

Estos tiempos se adecuan a una distribución beta, donde el mayor peso 
se asigna al tiempo más probable , cuyo tiempo promedio ( ) se calcula 
de acuerdo a la siguiente fórmula. 

La varianza de la distribución estará dada por: 

La desviación estándar será igual a la raíz cuadrada de la varianza. 
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6.7 EJEMPLO DE UNA PROGRAMACIÓN DE 
PROYECTOS BAJO CONDICIONES DE INCERTIDUMBRE 

Realice un análisis PERT a partir de la siguiente información: 

Actividad Predecesor 
A -- 2 4 6 
B A 3 5 7 
C A 1 5 6 
D B, C 2 4 5 
E D 2 5 6 
F -- 1 4 10 
G E, F 2 4 11 
H F 2 5 12 
I G, H 1 2 3 

Solución.

Empleando las formulas dispuestas en el punto anterior, se procede a 
calcular el tiempo promedio y varianza de cada actividad. 

Actividad Predecesor
A -- 2 4 6 4,0 2,7 
B A 3 5 7 5,0 2,7 
C A 1 5 6 4,5 4,2 
D B, C 2 4 5 3,8 1,5 
E D 2 5 6 4,7 2,7 
F -- 1 4 10 4,5 13,5 
G E, F 2 4 11 4,8 13,5 
H F 2 5 12 5,7 16,7 
I G, H 1 2 3 2,0 0,7 

El diagrama del proyecto se construye a partir de las secuencias de las 
actividades y sus respectivos tiempos promedios.
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La ruta crítica está compuesta por las actividades A, B, D, E, G y I, con un 
tiempo total promedio de duración del proyecto de 24,3 días 
aproximadamente:

Análisis de Rutas Tiempo Total 
Ruta 1 A, B, D, E, G, I 24,3 

La varianza del proyecto corresponde a la suma de las varianzas de las 
actividades críticas: 23,7 (si existen varias rutas críticas, se deberá 
seleccionar aquella que presenta mayor varianza). La desviación del 
proyecto equivale a la raíz cuadrada de la varianza: 4,87 días. 

En el caso que se desee determinar la probabilidad que el proyecto dure 
más de 26 días, se deberá proceder a analizar los datos mediante la 
aplicación de la distribución normal, con media ( ) igual al tiempo de 
duración del proyecto (24.3 días) y desviación estándar ( ) igual a 4.87 : 

La probabilidad que el proyecto dure más de 26 días es igual a 36,32%. 
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6.8 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Dado el siguiente listado de actividades, realice un diagrama de 
red del proyecto. 

Actividad Predecesor Tiempo
A - 15 
B A 25 
C A 30 
D B,C 15 
E D 15 
F D 30 
G E,F 20 

2. A partir de los datos suministrados en el ejemplo anterior, 
determine: 

a. La ruta crítica 
b. El tiempo de inicio más próximo 
c. El tiempo de terminación más próximo 
d. El tiempo de inicio más lejano 
e. El tiempo de terminación más lejano 
f. La holgura 

3. El gerente de un importante proyecto presenta las actividades 
necesarias para alcanzar el objetivo (el tiempo de las actividades 
esta dado en días). 

Actividad Predecesor
A - 2 3 4 
B A 4 6 7 
C A 3 6 7 
D C 5 7 12 
E - 2 4 6 
F D, E 1 3 5 
G F, B 4 6 7 
H G 3 5 7 
I G 2 4 6 
J H, I 4 6 8 

a. Determine la duración total del proyecto (promedio) 
b. Determine los tiempos más próximos y más tardíos 
c. ¿Cuál es la probabilidad que el proyecto dure más de 30 días? 
d. ¿Cuál es la probabilidad que el proyecto dure menos de 28 días? 

4. Build-Rate ha estimado los tiempos dados en la tabla adjunta 
como necesarios para determinar cada una de las tareas 
involucradas en la construcción de una casa. Para cada 
actividad, encuentre: 
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a. La ruta crítica  
b. El tiempo de inicio más próximo 
c. El tiempo de terminación más próximo 
d. El tiempo de inicio más lejano 
e. El tiempo de terminación más lejano 
f. La holgura 

Número de 
Actividad Actividad Predecesores

Inmediatos
Tiempo

Esperado
(Días)

1 Paredes y techo - 5 
2 Cimientos 1 3 
3 Maderaje del techo 1 2 
4 Recubrimiento del techo 2,3 3 
5 Instalación eléctrica 1 4 
6 Ripias del techo 4 8 
7 Recubrimientos exteriores 8 5 
8 Ventanas 1 2 
9 Pintura 6, 7, 10 2 

10 Paneles de las paredes 
interiores 8, 5 1 

Fuente: EPREN, Gd. (2000). Investigación de Operaciones en la ciencia administrativa. Editorial 
Pearson, 4ª Edición. México, Pág. 695. 

5. El presidente de la empresa ABC S.A, Juan Pérez, asigna al director 
del departamento de producción, como coordinador de proyecto del 
diseño de un nuevo modelo de licuadoras que debe comenzar el día 5 
de enero de 2013.

El director dispone de los recursos suficientes para la ejecución del 
proyecto y un plazo máximo para el lanzamiento el día 6 de julio de 
2013.

Código Actividad Predecesor Duración
(días)

A Definición de mercado objetivo  5 
B Diseño de instrumentos A 15 
C Aplicación de instrumentos B 25 
D Factibilidad del estudio de 

mercados
C 5 

E Concepción del producto D 20 
F Creación de planos del diseño E 35 
G Elaboración de prototipo E, F 20 
H Prueba de prototipo G 25 
I Definición de requerimientos de 

manufactura
H 20 

J Planeación de la producción H, I 15 
K Producción de prueba J 25 
L Ajustes del proceso K 20 
M Producción de unidades L 25 
N Lanzamiento del producto M 20 
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CAPÍTULO SIETE 
TEORÍA DE INVENTARIOS 

OBJETIVO. En este capítulo se abordarán los 
aspectos básicos relacionados con la teoría de 
inventarios concernientes a los modelos más 
conocidos (determinísticos y probabilísticos). Una 
vez abordado este tema, el lector estará en 
capacidad de determinar el nivel de inventario y 
punto de reorden óptimo en diversos casos. 



CAPÍTULO 7: TEORÍA DE INVENTARIO 

7.1 GENERALIDADES 

El inventario puede ser definido como el conjunto de recursos útiles que 
se encuentran ociosos en algún momento dado, y que están a la espera 
de ser demandados para su uso. Se dice que son bienes útiles en tanto 
que están para satisfacer unas necesidades, pero a la vez son ociosos 
puesto que en el momento considerado no se están utilizando para las 
actividades que motivaron su compra o su fabricación.9

La posesión de grandes lotes de mercancías en las empresas era 
considerada, hasta hace poco, como motivo de satisfacción para la 
administración ya que representaba una alta capacidad de prestar un 
buen nivel de servicio a sus clientes. Las empresas japonesas, (Toyota a 
la cabeza), durante la primera crisis del petróleo en 1973, dieron un 
ejemplo a la comunidad empresarial, de cómo gestionar los inventarios 
teniendo en cuenta el costo que representa tener existencias ociosas. 

A pesar que los modelos de inventario datan de mucho tiempo atrás (del 
modelo de Wilson se tiene referencias desde comienzos del S XX), a partir 
de la crisis se ha hecho mucho más hincapié en la necesidad de una 
buena gestión de los stocks teniendo en cuenta que, si bien es cierto que 
son necesarios, no menos lo es que se debe determinar un tamaño de 
estos de manera que se optimicen los costos incurridos en su manejo. 
Esto es más cierto hoy cuando la eliminación de barreras comerciales 
obliga al diseño de estrategias que permitan mantener una posición 
competitiva de minimización de costos para preservar o incrementar los 
márgenes de beneficio. 

Los inventarios al registrarse en el balance de la empresa, ingresan en la 
sección destinada al activo y más específicamente al activo corriente 
( ). Una de las razones financieras utilizada para visualizar la posición de 
la firma nos ayudará a valorar la importancia que se le atribuye a los 
inventarios. 

La Razón corriente ( ) se expresa como donde  es el 
pasivo corriente. Este cociente nos indica cuál es la disponibilidad 
monetaria con que cuenta la empresa para atender la deuda corriente o 
de corto plazo, es decir cuántas unidades monetarias (u.m.) se tiene para 
responder por cada u.m. adeudada con carácter exigible en el corto plazo 
(Un año o menos). Entre mayor sea esta razón, cuyo menor valor debería 
ser uno (1), mejor será la situación de liquidez de la firma. 

Una razón mucho más restrictiva es la llamada Prueba ácida ( ),
definida como:

Pc
IAcPa , donde Ies el nivel de inventarios. 

                                           
9 Fernández, Nieves et al. Gestión de stocks, modelos de optimización y software. Universidad 
de Valladolid. 1999. 
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Al sustraerse el valor de los inventarios del activo corriente, el numerador 
de la razón se ve tanto más afectado a la baja cuanto más alto sea el nivel 
de éstos y por tanto, menor será el valor de la razón. 

La   indica con cuántas u.m. se cuenta, para responder por la deuda 
exigible a corto plazo sin tener que recurrir a los inventarios. Lo que se 
hace al no incluirlos es reconocer que el inventario no es de fácil 
realización (monetización) para servir como garantía de respuesta a unas 
urgencias de circulante. 

Aquí queda evidenciada la necesidad de mantener unos niveles de 
inventario razonables: ni tan escasos que hagan peligrar la prestación del 
servicio al cliente, ni tan elevados que hagan incurrir a la empresa en 
costos excesivos. 

Este capítulo se centra en la determinación de la cantidad económica del 
pedido (EOQ) y la cantidad económica del lote de producción bajo 
distintos supuestos, incluidos los descuentos por cantidad adquirida. Al 
final del capítulo se trata un caso especial de inventarios, el llamado 
inventario estático, que contempla una sola decisión en el período de 
planificación, el cual tiene amplia aplicación en lo que se ha dado en 
llamar Yield Management.

7.2 ALGUNOS CONCEPTOS Y MODELOS DE 
INVENTARIOS

En general, y para los efectos que nos proponemos en este capítulo, se 
consideran dos tipos de empresas, unas comercializan un producto que 
adquieren de un proveedor externo y otras manufacturan productos que 
luego comercializarán a través de distintos canales. 

En el primer caso, la demanda de los productos que se tienen en 
inventario procede del mercado y la función del stock es la absorción de 
las fluctuaciones de la demanda y la compensación de la variabilidad de 
los tiempos de entrega de los proveedores, para dar mejor servicio a los 
clientes; se refiere en este caso a Demanda independiente. Cuando se 
trata de empresas manufactureras, los inventarios están constituidos por 
materias primas, productos en proceso, materiales y partes; su función es 
facilitar la toma de decisiones de producción en el corto plazo. A este 
modelo, dado que la demanda de los elementos mantenidos en 
inventarios depende del plan de producción, se le conoce como de 
Demanda dependiente.

De esta clasificación resultan dos modelos básicos: El modelo de 
Cantidad económica de la orden (CEO) o EOQ por la sigla del inglés y 
el modelo de Cantidad económica de producción (CEP) o EPQ. 

De otra parte, cualquiera sea el modelo (de los dos señalados), de 
acuerdo con el nivel de conocimiento que se tenga del comportamiento de 
la demanda (Aunque también otras variables pueden estar sujetas a 
variaciones, la demanda resulta la más relevante) las decisiones de 

235



gestión de los stocks se adoptarán bajo condiciones de certeza, riesgo o 
incertidumbre. 

Además, en un horizonte de planificación, según la naturaleza del 
producto o del negocio que se esté planeando, habrá oportunidad de 
pedidos que se repiten y otras en que el pedido es por una sola vez, como 
en el caso de ciertos productos estacionales. Nos referimos entonces a 
inventarios estáticos y dinámicos, aunque es necesario resaltar que hay 
autores10 para los que la condición de dinamismo del modelo la asocian al 
comportamiento de la demanda, siendo los sistemas dinámicos aquellos 
en los que la demanda varía de un período a otro. Esa visión del problema 
conduce a otro tipo de análisis. 

7.3 COSTOS RELEVANTES 

Los costos asociados a la gestión de inventarios no son fáciles de 
calcular, por eso se recomienda centrar el esfuerzo en la estimación de los 
más representativos. 

 Costos de adquisición o de compra. Abarca todos los que tienen que 
ver con la adquisición de la mercancía; cuando se trata de una 
empresa manufacturera, corresponden al costo unitario de producción. 
Se designará por .

 Costos de colocación o emisión de pedidos. Son los que se asocian a 
la elaboración de un nuevo pedido e incluyen desde la gestión 
documental hasta los tiempos invertidos en comités o juntas de 
compras, licitaciones o simples cotizaciones etc. Tratándose de la 
empresa fabril, se traducen en costos de preparación o puesta en 
marcha de los equipos para una nueva tanda de producción. Se 
supone en estos modelos que este costo no varía con el tamaño del 
pedido. Los designaremos por .

 Costos de mantenimiento o posesión. Son los costos en que se incurre 
por el hecho de mantener ociosos los artículos, materias primas o 
partes hasta que son vendidos o utilizados en el proceso productivo y 
estos se expresan como unidades monetarias por unidad de artículo 
por unidad de tiempo (Ej. $2 por unidad y por año) y contemplan los 
costos financieros por el capital inmovilizado, por lo que también se 
suelen expresar como un porcentaje cargado al valor del inventario 
promedio. Es conveniente aclarar la nomenclatura a utilizar en este 
punto: Si nos referimos a $/unidadxtiempo, aludimos al costo de 
mantener una unidad almacenada durante un tiempo , luego este es 
un costo de almacenaje. Cuando hacemos referencia al porcentaje 
aplicado al inventario promedio ej. 10% lo llamaremos costo de 
tenencia. El costo de tenencia multiplicado por el costo unitario ( )
nos da el costo de almacenaje. La nomenclatura será:  para el costo 
de almacenaje y para el costo de tenencia, de forma que 

                                           
10LARRAÑETA, Juán et al, Métodos modernos de gestión de la producción. Alianza Universidad, Madrid.
1995
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. Algunas empresas al considerar  simplemente cargan el costo de 
oportunidad del dinero en el mercado financiero indicado por la tasa de 
interés.

 Para efectos de armonizar los tiempos, el costo de almacenaje debe 
expresarse en el mismo período temporal del período de planificación 

.

 Costos de ruptura o escasez. Surgen cuando no es posible satisfacer 
la demanda del cliente. Si éste acepta recibir el artículo más tarde se 
dice que la demanda es acumulable; de no ser así, se trata de un caso 
de pérdida de ventas y debe tenerse en cuenta este costo. Se 
designará por .

La revisión de los anteriores conceptos nos permite concluir que las 
decisiones de inventarios deben ser muy equilibradas pues un desfase en 
la cantidad óptima, ya sea por exceso o por defecto trae consecuencias no 
deseadas a la hora de evaluar la gestión. En última, lo que se busca 
decidir es cuánto y cuándo ordenar. Esa es la cuestión a estudiar a partir 
de la siguiente sección. 

7.4 MODELO DE LA CANTIDAD ECONÓMICA DE 
PEDIDO BAJO CONDICIONES DE CERTEZA 

Supuestos: 

 La demanda D durante el período bajo análisis se presenta con tasa 
constante y se conoce exactamente.

 El aprovisionamiento es instantáneo y por cuantía igual al lote 
completo.

 El costo incurrido por mantenimiento del inventario es directamente 
proporcional al tamaño del stock.

 No se permite escasez
 El costo de hacer un pedido no depende del tamaño de este.

Gráfico 18. Representación gráfica del modelo 

Costo

Costo total 

Costo pedido 

Co
sto

Cantidad (q) 
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Costo total = Costo de colocar pedidos + Costo de mantener 
inventarios + Costos de adquisición. 

Costo (anual) de colocar pedidos = Costo de un pedido x Número de 
pedidos.

Costo (anual) de colocar pedidos = ( ) x ( )

Costo de mantener inventarios = Costo de tenencia x Valor inv. 
Promedio

Inventario promedio = (Inventario Inicial - Inventario Final)/2 

En cada subperiodo t, los inventarios inicial y final son  y 0 
respectivamente, luego el inventario promedio en cualquier momento será 
igual a .

Luego, costo de mantener = 

El costo total de adquisición será , entonces se tiene que, 

       

Este costo debe ser minimizado por lo que procedemos a derivar la 
función con respecto a :

2//)()( 2 hqCpD
dq
qdCT

DCuqh
q
DCpqCT

2

Inventario promedio = 
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Igualando a cero se obtiene

Si se obtiene la segunda derivada de la función se comprueba que la 
expresión lograda para  corresponde a un mínimo ya que 

A partir de la  óptima se pueden establecer otras relaciones importantes: 

Número óptimo de pedidos  

El costo total óptimo: 

El primer término del miembro de la mano derecha corresponde al costo 
total incremental (aquel que es influido por el tamaño de q) óptimo. 

7.5 PUNTO DE REORDEN (r) 

En la deducción del modelo anterior se ha supuesto que el 
reabastecimiento se produce en forma instantánea al formular el pedido. 
En la práctica existe un tiempo de entrega ( ) que el proveedor le da a 
conocer al comprador (tiempo que transcurre entre la solicitud de un 
pedido y el momento en que está disponible para su uso), luego bajo las 
condiciones deterministas que se han supuesto, parece razonable que el 
pedido se formule en el momento en que el stock tenga un nivel que 
permita cubrir la demanda hasta el momento en que ingrese el nuevo 
pedido.

Si  Tiempo de entrega pactado entonces dLr , siendo d la 
demanda por unidad de tiempo del período de entrega; esto teniendo en 
cuenta que  sea menor que el tiempo de reaprovisionamiento t .

Bajo el muy dudoso supuesto de que , se recomienda calcular un m,
igual a la parte entera de 

*t
L y *tmLL , luego

mqLddmtLdLr )( * .

h
CpDq 2*

002)( 32

2

q
q
CpDqCT

qd
d

Cp
Dh

h
CpDDqDN 2

2// **

DCDhCCT up2*
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Cuando  (el * se refiere a óptimo), el pedido debe hacerse justo en 
el momento en que se cuenta con un inventario igual a , el cual permitirá 
atender la demanda hasta la llegada de este pedido. 

Ejemplo1.

SAZÓN CARIBE es una pequeña empresa que se dedica al aliñado de 
aceitunas. En dicho proceso necesita emplear sal que es comprada a un 
proveedor que tarda en atender cada uno de los pedidos 1,5 semanas y 
cobra 0,06 u. m. por cada libra. 

Las necesidades semanales de sal ascienden a 900 libras, habiendo 
estimado la empresa que el costo de la solicitud de un nuevo pedido es de 
337,5 u. m. y que el de posesión semanal de cada libra es de 0,03 u. m. 
En la empresa se trabajan 52 semanas al año, siendo un año el horizonte 
de planificación. Sabiendo que se aplica un modelo básico de cantidad fija 
de pedido, se desea conocer: 

1. El tamaño del lote óptimo
2. El número de pedidos que la empresa solicitará a su proveedor a lo 

largo del año.
3. El punto de pedido. 
4. El costo total anual. 
5. El proveedor le ofrece un nuevo precio por libra, concretamente 0,05 

u. m. si le pide lotes de 6750 libras. Calcule en este caso: El costo 
total anual, ¿Cuál de las dos alternativas es la mejor?

Solución.

Datos iniciales 
Demanda semanal d 900 libras 
Demanda anual D 46800 libras 
Costo unitario Cu 0,06 u. m./libra 
Costo de posesión semanal h 0,03 u. m./libra 
Costo de posesión anual hx  1,56 u. m./libra 
Costo de realizar pedido Cp 337,5 u. m./pedido
Lead time L 1,5 semanas 
Horizonte de planificación  (1 año) 52 Semanas 

1. El tamaño del lote óptimo: 

56,1
800.465,33722*

h
CpDQ = 4.500 libras 

2. Número de pedidos: 
500.4
800.46

Q
DN = 10,4 pedidos  

3. Punto de pedido: El tiempo de reaprovisionamiento 
900
500.4*

d
Qt  =5 

semanas, mayor que , luego r = 1,5x900= 1.350 libras, lo que sugiere 
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que se realice un pedido cuando en inventario se tengan 1350 libras de la 
materia prima. 

4. Costo Total: DCDhCCT up2*

..828.9800.4606,0800.4656,15,33722* muDCDCCCCT umup

El costo total de gestión del inventario es de 9.928 u. m. anuales. 

5. a. Nuevo costo unitario 0,05 u. m.;  libras 

CuDQh
Q
DCpCT

2

800.4605,0
2
750.656,1

750.6
800.465,337CT =9.945

5. b. Como se puede apreciar, el menor costo se logra con pedidos 
iguales al  óptimo. 

Ejemplo 2.

La empresa BLOQUERA, distribuidora de ladrillos se encuentra 
actualmente negociando con su proveedor de ladrillos, la forma de 
gestionar sus inventarios para el próximo año. De dicho proveedor ha 
recibido dos ofertas: 

Si le pide cada 1,2 meses, el costo de adquisición unitario sería de 0,24 u. 
m.

Si le pide cada mes, el costo de adquisición unitario sería de 0,25 u. m. 

A la empresa le cuesta 0,0015 u. m. al mes, mantener un ladrillo en 
inventario; en cambio, el costo de emisión de cada pedido varía según 
que pida cada 1,2 meses o cada mes. En cualquier caso el proveedor 
tardaría medio mes en suministrar un pedido desde su solicitud. 

Teniendo en cuenta que la demanda total para el próximo año es de 
3.600.000 ladrillos y que un año supone 360 días (12 meses de 30 días 
c/u), se pide determinar: 

a. Cuál sería el costo de emisión unitario que hace mínimos los costos 
totales si pidiera cada 1,2 meses. 

b. Cuál sería el costo de emisión unitario que hace mínimos los costos 
totales si pidiera cada mes.

Considerando los costos de emisión unitarios calculados en los puntos 
anteriores, cuál de las dos ofertas le interesa más a BLOQUERA desde el 
punto de vista del costo total anual. 
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Una vez elegida la mejor opción, determine para esta cuál sería el tamaño 
del lote a solicitar y el nivel de inventario existente en el momento de 
solicitar un nuevo pedido.

Solución.

Datos Iniciales 
Demanda mensual Dm   300.000,0  unidades
Demanda anual Da 3.600.000,0 unidades
Costo unitario 1 (1,2 meses) Cu 1       0,24  u. m. 
Costo unitario 2 (1 mes) Cu 2       0,25  u. m. 
Costo de posesión mensual h 0,0015 u. m./unidad
Costo de posesión anual h      0,018  u. m./unidad
Costo de realizar pedido (1,2 
meses) Cp1  u. m./pedido

Costo de realizar pedido (1 
mes) Cp2  u. m./pedido

Lead time L        0,5  meses 
Opción 1 del proveedor         Pedir cada 1,2 meses 
Opción 2 del proveedor Pedir cada mes 
Horizonte de planificación (1 año) 12 meses 

a. Cuál sería el costo de emisión unitario que hace mínimos los costos 
totales si pidiera cada 1,2 meses. 

Se sabe que 
h
CpDQ 2

, luego 
D
hQCp

2

2

Pero hay que encontrar el valor , el cual se puede hallar de 

.000.360000.3002,11 unD
N

Q

Ya conocidas todas las variables se calcula , igual a 324 unidades por 
cada pedido. 

b. Cuál sería el costo de emisión unitario que hace mínimos los costos 
totales si pidiera cada mes. 

Si pide cada mes, 

Se sabe que 

D

hQ
Cp

2

2

. Aplicando los valores conocidos, se obtiene  u. 

m.

Considerando los costos de emisión unitarios calculados en los puntos 
anteriores, cuál de las dos ofertas le interesa más a BLOQUERA desde el 
punto de vista del costo total anual.

Costo total anual con el costo de emisión Cp igual a 324 u. m.: 
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000.600.324,0
2
000.360018.0

000.360
000.600.3324

2
DCuQh

Q
DCpCT

CT= 870.480 u. m. 

Costo total anual con el costo de emisión Cp igual a 225 u. m. 

000.600.325,0
2
000.300018.0

000.300
000.600.3225

2
DCuQh

Q
DCpCT

CT= 905.480 u. m. 

Ejemplo 3. 

Los pedidos de un determinado ítem, que utiliza en su proceso de 
fabricación la empresa AGUAFRESCA, son servidos por un proveedor 
que entrega el lote solicitado a lo largo de una serie de días. Durante cada 
uno de esos días la empresa almacena la diferencia entre lo que recibe 
del proveedor y lo que consume, cantidad que asciende a 120 unidades y 
que representa el 30% de lo que suministra el proveedor diariamente. Las 
primeras unidades llegan transcurridos diez días desde que se solicita un 
nuevo pedido. La empresa emplea para su gestión un modelo de cantidad 
fija de pedido con los siguientes datos de costo de inventario: 

 Costo de adquisición al proveedor: 2,5 u. m. por unidad. 
 Costo de emisión de pedidos: 210 u. m. por pedido 
 Costo de posesión: 0,05 u. m. diarias por unidad 

El horizonte de planificación de los inventarios en esta empresa es de un 
año, equivalente a 250 días de trabajo. Con esta información, calcule: 

a. El tamaño del lote óptimo del ítem en cuestión. 
b. El nivel máximo que alcanza el inventario. 
c. El número de lotes que se solicitará a lo largo del año. 
d. El punto de pedido. 
e. El costo total de inventario. 
f. El proveedor propone a la empresa incrementar el número de 

unidades de las entregas diarias en un 50%, ofreciendo al mismo 
tiempo una rebaja del 10% en el costo de adquisición. Con esta 
información calcule el nuevo lote óptimo y el nuevo costo del 
inventario. Así mismo explique si convendría a la empresa aceptar 
el rato propuesto por el proveedor. 

Solución.

 Datos primera parte 
Diferencia entre tasa de entrega de y 
tasa de consumo (unidades)        120 unidades 

Diferencia entre tasa de entrega de y 
tasa de consumo (%)  30%  

Tasa de entrega de producción (dia)        400 unidades 
Tasa de entrega proveedor (año) p    100.000 unidades 
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 Datos primera parte 
Tasa de consumo (dia)        280 unidades 
Tasa de consumo (año) d     70.000 unidades 
Demanda anual Da     70.000 unidades 
Costo unitario Cu 2,5 u. m./unidad 
Costo de posesión diario Ca       0,05 u. m./unidad 
Costo de posesión anual Ca      12,5 u. m./unidad 
Costo de realizar pedido Cp    210 u. m./pedido 
Lead time L        10 días 
Horizonte de planificación (1 año)        250 días 
Datos segunda parte 
Tasa de entrega de proveedor (día)       600  unidades 
Tasa de entrega de proveedor (año) p    150.000 unidades 
Costo unitario Cu 2,25 u. m./unidades 
Todo lo demás se mantiene    

7.6 MODELO DE COMPRA CON DESCUENTOS EN LAS 
CANTIDADES 

7.6.1 CASO 1. DESCUENTO EN TODAS LAS UNIDADES 

Supóngase que un proveedor ofrece un descuento  por compras 
superiores a un determinado volumen. Se pueden presentar aquí las 
siguientes situaciones: que  sea menor, igual o mayor que la cantidad 
exigida por el proveedor para otorgar el descuento. Es claro que en las 
dos últimas situaciones no constituye ningún problema la toma de decisión 
respecto a si aceptar o no el descuento; pero en la primera situación ¿Qué 
hacer respecto al descuento? 

El descuento produce tres efectos en el costo total: 

 La reducción de , produce una economía por período, igual a la 
reducción del costo por unidad multiplicada por el consumo durante 
el período ( ).

 Como el tamaño del pedido es mayor, si el descuento se acepta, se 
hacen menos pedidos por unidad de tiempo y se obtiene una 
economía en el costo total de adquisición. 

 Los costos de tenencia cambian. Un menor costo unitario significa 
menor inversión en inventarios, pero cuanto mayor es el volumen 
del pedido más elevado es el número de unidades en inventario. 

Tomemos en cuenta estas consideraciones para el análisis. 

Sea  el tamaño óptimo del pedido. Sea el descuento a percibir si se 
pide (  veces la cantidad óptima), siendo . El descuento hará 
que el nuevo costo unitario sea , luego tendríamos:

 Economía directa en el costo de adquisición por unidad de tiempo: 

 Costo de pedir pDC
Kq
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 El costo de tenencia para el nuevo tamaño de pedido será  

Para que sea ventajoso aceptar el descuento se necesita que el costo 
total por ordenar K veces la cantidad óptima menos la economía directa 
en el costo, sea menor que el costo total mínimo cuando se pide la 
cantidad óptima, es decir: 

Si se aplica una adecuada manipulación algebraica a esta expresión, se 
concluye que el valor de K que hace posible aceptar el descuento se 
encuentra solucionando la siguiente ecuación: 

Donde

Una representación gráfica de este modelo sería 

Gráfico 19. Representación gráfica del modelo 
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El valor  viene a ser el multiplicador que indica cuántas veces se puede 
adquirir el lote económico en una sola decisión de compra, es decir, como 
un solo lote, dado un descuento . Por ejemplo si , nos dice que 
el pedido se puede hacer hasta de  unidades si el descuento que se 
otorga es . Ahora, si la cantidad para la cual se ha fijado este descuento, 
es menor que , es claro que debe adquirirse esa cantidad (La cantidad 
mínima para la cual rige el descuento). 

Si hay varios descuentos para distintas cantidades adquiridas, debe 
calcularse los distintos  y luego examinar cual sería la decisión para 
cada descuento individual; hacer un una comparación de costos totales 
entre estas cantidades y adoptar la decisión con base en el menor costo. 

7.6.2 CASO 2. DESCUENTOS INCREMENTALES 

Esto se presenta cuando el precio descontado no se aplica a la totalidad 
de las unidades indiscriminadamente, si no que por intervalos éste va 
cambiando al aplicar un descuento diferenciado, por ejemplo. 

..18200100
..201000

muCq
muCq

u

u

Su representación gráfica puede ser como se ilustra a continuación. 

Cost
o

Costo total 

Costo
mantenimiento 

Costo pedido 

Costo
adquisición 
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Gráfico 20. Representación gráfica del modelo 

Los costos totales se calculan así: 
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De la primera expresión conocemos el óptimo 

Para la segunda, 

 Donde

oq Es el punto de quiebre del precio. 

Una manera práctica de resolver cuando los descuentos son 
incrementales, se puede apreciar a partir del siguiente ejemplo: 

Ejemplo.

Una compañía tiene acceso a una materia prima concreta a tres precios 
diferentes, dependiendo del tamaño de la orden: 

Hasta 100 kilos $20 por kilo 
101 kilos a 999 kilos $19 por kilo 
1000 o más kilos $18 por kilo 

El costo por colocar una orden es $40. La demanda anual es de 3000 
unidades; el costo de mantenerlas es 25% del precio del material. 

¿Cuál es la cantidad económica de la orden que se debe comprar cada 
vez?

Solución.

Lo primero es calcular las cantidades económicas de pedido con cada 
precio, usando la fórmula: 

2 p

u m

C D
Q

C C
 donde Cm es 0.25 

 u.n.; no cae en el rango correcto. 

 u.n.; está en su rango. 
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 u.n.; no cae dentro de su rango. 

Se observa que la única cantidad que cae en su rango es la calculada con 
el precio de $19, por tanto los puntos a evaluar serían  y 

 kilos. 

100
3.000 10040 0.25 20 3.000 20 61.450
100 2

CT

225
3.000 22540 0.25 19 3.000 19 58.067, 71
225 2

CT

1000
3.000 100040 0.25 18 3.000 18 56.370
1000 2

CT

Se concluye que el menor costo total se logra si se aprovecha el último 
quiebre de precios, adquiriendo 1000 kilos de la materia prima. 

7.7 EL MODELO PARA MÁS DE UN PRODUCTO 

Hasta aquí, en el cálculo del tamaño económico del lote (EOQ) se ha 
supuesto que solo hay un artículo sobre el cual se debe adoptar 
decisiones de inventarios, pero se sabe que este no es el caso más 
frecuente.

A primera vista no parecería necesario introducir cambios cuando se trata 
de más de un artículo en inventario ya que la ecuación de la EOQ no 
contiene término alguno en el que aparezca el número de artículos en 
inventario. Además parece evidente que se pueda aplicar la misma 
ecuación a cada artículo y determinar la cantidad económica de cada uno 
de ellos. Sin embargo, cuando se trata de más de un artículo, surgen 
nuevas posibilidades de problemas y sus respectivas soluciones. Observe 
algunas:

Restricción sobre el valor medio del inventario 

El modelo. 

 s.a: 

n
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Donde  se considera igual para todos los artículos 

 Demanda del artículo 
 Cantidad solicitada del artículo 
 Costo unitario del artículo 
 Costo de mantenimiento que se considera igual para toda la firma 
  Valor máximo del inventario 

Formando los lagrangianos: 

Derivando con respecto a q y lambda y con adecuado manejo algebraico 
de llega a 

Y lambda será

Como se puede apreciar, los datos para obtener lambda son conocidos, 
por tanto calculando este valor para cada producto se obtienen los 
correspondientes  que verifican la restricción existente sobre el 
inventario promedio. 

Es de aclarar que los costos de colocar un pedido y los de mantenimiento 
se suponen iguales para todos los artículos del inventario, sin embargo 
este supuesto podría ser relajado si así se requiriera. 

Restricción sobre el espacio de almacenamiento

Esta situación surge cuando varios artículos compiten por un espacio 
limitado. Se trata de establecer la cantidad óptima de pedido para cada 
artículo, de forma que se respete la disponibilidad de espacio de 
almacenamiento.

Si W es el espacio total disponible y Wi el espacio requerido por el artículo 
i, el modelo queda: 
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El lagrangiano: 

Lo que conduce a: 

y lambda se obtiene al resolver la ecuación: 

Otro tipo de situación que puede contemplarse es la que surge cuando de 
un mismo proveedor se adquieren varios artículos. Si se considera el 
pedido de cada artículo por separado, el problema de optimización es 
igual que el analizado para un solo artículo; sin embargo, si se contempla 
el pedido conjunto, los resultados pueden ser distintos. Algunos autores 
(Véase Starr y Miller) recomiendan abordar el análisis desde el punto de 
vista del tiempo entre pedidos: 

Se tiene que para un solo artículo 

Luego para varios artículos, suponiendo que por tratarse del mismo 
proveedor, el costo de pedido es igual para todos los ítems, se tendría: 

El costo total atribuible a todos los artículos considerados por separado 
sería:

Comparemos estos dos costos totales suponiendo n ítems a solicitar y que 
la demanda total en unidades es igual a K:
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Lo que indica que es mejor considerar el pedido de los ítems en conjunto. 
Y no habiendo razón para una opinión contraria, el tiempo entre pedidos 
sería el óptimo derivado en la forma tradicional. 

7.8 MODELO DE LA CANTIDAD ECONÓMICA DE 
PRODUCCIÓN

Este modelo corresponde a una variante del EOQ; aquí las entregas de 
las  mercancías se hacen conforme se producen a una tasa de producción 
p.

La notación a utilizar: 

  Tasa de producción anual 
  Costo fijo de preparar una tanda de producción 

t1= Tiempo inicial dentro de cada ciclo en que hay producción y  
  consumo 
t2 =  Tiempo de cada ciclo en el que solo hay consumo. 
Im =  Nivel máximo alcanzable por los inventarios. 

 Costo de producir una unidad. 

7.8.1 EL MODELO 

En la gráfica siguiente se observa que la tasa de demanda viene dada por la 
tangente del ángulo D, por tanto se tiene que: 
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Gráfico 21. Representación gráfica del modelo 

y en idéntica forma,  

La ecuación del costo total incremental es: 

Lo que conduce a: 

Se puede observar que si la tasa de producción es mucho mayor que la 
de demanda (P>>>D), el término D/P tiende a cero y por tanto la fórmula 
de la cantidad óptima es igual a la del modelo de Wilson (de compra). 
Otras fórmulas aplicables son:

Número óptimo de tandas de producción , donde 

.
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7.8.2 PUNTO DE REORDEN 

En el modelo de Wilson, un determinado nivel de existencias solo se 
alcanza una vez en cada ciclo; no ocurre así en este modelo, en el que 
todos los niveles, excepto el inventario máximo, se alcanzan dos veces. 
Por esta razón para calcular el punto de reabastecimiento se debe tener 
en cuenta si este se alcanza cuando el nivel de inventarios está en 
aumento o cuando está disminuyendo. Sean: 

*

*

mtLL
t
Ldeenterapartem

El punto de reorden es el nivel de inventario que existe en el tiempo 

Se presentan dos casos: 

En el primer caso, nos encontramos en período de solo consumo y el 
punto de reorden es el correspondiente a la demanda durante L ,es decir: 

En el segundo, el punto de reabastecimiento es la producción neta 
durante el tiempo que va desde el inicio del ciclo hasta el instante

Gráfico 22. Representación gráfica del modelo 
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7.9 MODELOS CON ESCASEZ 

Es conveniente examinar la situación que se presenta cuando se permite 
la escasez o agotamiento del inventario. Durante el período de escasez la 
demanda no puede ser satisfecha y puede darse que los clientes acepten 
entregas diferidas o que la venta se pierda al no contar con el producto. 
Vamos a referirnos al primer caso; el lector podrá tomar como pauta éste 
para analizar el otro. 

7.9.1 MODELO EOQ CON ESCASEZ 

Este modelo consta de los mismos supuestos del modelo EOQ estudiado, 
salvo que ahora se involucran los términos asociados con la escasez. 

Sea:

  Nivel de demanda no satisfecha 
  Inventario máximo 

Ce= Coste de escasez 
t1 =  Tiempo durante el ciclo con inventario no negativo 
t2 =  Tiempo en que no hay existencia 

Gráfico 23. Representación gráfica del modelo 
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Los costos: 

           : 

Donde (1) corresponde al costo de hacer pedidos, (2) al costo de 
mantenimiento y (3) al de escasez. 

Entonces el modelo queda: 

Lo que lleva a: 

7.9.2 MODELO EOP CON ESCASEZ 

Gráfico 24. Representación gráfica del modelo 
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La escasez b, es igual a: 

)(1 Dptb

Ya que la escasez se cubre en , esta se acumula en , entonces 

Costo anual del mantenimiento: 

Costo de escasez: 

Sumando el costo de pedir a estos dos últimos (Costo de mantener y de 
escasez) se obtiene las expresiones para la cantidad óptima a pedir (Lote 
económico), el monto óptimo de la escasez y el inventario máximo que 
corresponde a estos óptimos: 
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7.10 EL STOCK DE SEGURIDAD 

El modelo de inventarios bajo condiciones de demanda determinista, 
como se ha venido estudiando, conlleva a que las decisiones de 
aprovisionamiento no sean tan complejas. Dependiendo del sistema de 
gestión que se adopte, sea el llamado Sistema  o de cantidad fija y 
tiempo de revisión variable o el Sistema , de cantidad variable y tiempo 
de revisión fija, el proceso de reabastecimiento cambia. 

En el primero, tras cada transacción (Venta puede ser), se revisa el nivel 
del inventario y al llegar a una cantidad  que permite cubrir el tiempo de 
anticipación ( ) requerido para que el proveedor nos surta del producto, se 
formula un pedido por la cantidad  (óptima) que ya se ha establecido. En 
el otro caso se fija un período de revisión del inventario y cuando esto se 
hace, se detecta la cantidad que haría falta para cubrir la próxima revisión 
y el tiempo de anticipo, luego el pedido se formularía teniendo en cuenta 
estos dos aspectos. 

Pero si la demanda no tiene un comportamiento extraño, aleatorio, 
después que se ha tomado la decisión del pedido, no habría problemas en 
el manejo. Lo que puede ocurrir en la realidad es que, una vez formulado 
el pedido, cuando ya no se tiene capacidad de reacción rápida frente al 
evento que pueda suceder respecto a la demanda, esta puede acelerarse 
y por tanto agotarse las existencias previstas para el período de 
reaprovisionamiento.

Surge entonces la necesidad del Inventario de seguridad, cuyo monto va a 
depender del sistema de gestión y del nivel de servicio que estemos 
dispuestos a suministrar a nuestros clientes. 

Dado que el alcance de este trabajo se orienta a la determinación del lote 
económico, y siendo el Inventario de seguridad un aspecto que, aunque 
relacionado tiene más que ver con la gestión, nos limitaremos a presentar 
las expresiones para el inventario de seguridad bajo los dos esquemas, 
con lo cual el interesado pueda revisar la bibliografía y adentrarse en 
mayores detalles de este aspecto de la teoría y práctica de la gestión de 
stocks.
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Bajo un sistema Q, el Inventario de seguridad tiene como función absorber 
las posibles fluctuaciones de la demanda durante el tiempo de 
anticipación, como ya ha quedado establecido; por tanto el punto de 
reorden debe ser: 

 es el inventario de seguridad ya que la primera parte de la expresión 
es la cobertura del tiempo de anticipo en ausencia de fluctuaciones de la 
demanda. 

Donde  es la demanda media (diaria, semanal etc.),  es el tiempo de 
anticipación (en las misma unidades temporales de la demanda);  es la 
desviación estándar de la demanda y  es el valor tipificado, en número 
de desviaciones estándar que resulta del nivel de servicio que apliquemos. 
Así por ejemplo, si estamos dispuestos a suministrar un servicio confiable 
en un 95%, el valor de  será 1.64 aproximadamente. 

Para el sistema ,

Donde T es el período fijo de revisión; como puede observarse, para un 
mismo nivel de demanda media y desviación respecto a la media, si 
deseamos idéntico nivel de servicio, el sistema P requiere mayor 
inventario de seguridad. 

7.11 CASO ESPECIAL: INVENTARIO PARA UN SOLO 
PERÍODO

Estos modelos se pueden aplicar en una amplia gama de servicios e 
incluso manufacturas. Un ejemplo de ello, la sobreventa en vuelos de 
líneas aéreas, también conocido como overbooking. Los clientes cancelan 
sus reservas por múltiples razones. En este caso la compañía debe 
estimar la cantidad de cancelaciones que se presentarán; si las subestima 
incurre en pérdidas por las sillas vacías que habrá en el vuelo y si las 
sobreestima, deberá compensar a los clientes a quienes no puede 
responder con el servicio, y tiene que otorgar recompensas, como vuelos 
gratis o pagos en efectivo. Otro caso es el de pedidos de prendas de 
moda y cualquier clase de pedido único, como el caso del vendedor de 
periódicos, que se aprovisiona muy temprano en la mañana, de acuerdo 
con una estimación de la demanda del día; de acuerdo con el 
comportamiento real de esta podría quedarse corto de existencias o con 
periódicos sobrantes que le generan pérdidas. 

LZLPRQ

TLZTLPRp
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Demanda Probabilidad Prob. Acum.
1800 0,05 1,00 
2000 0,10 0,95 
2200 0,20 0,85 
2400 0,30 0,65 
2600 0,20 0,35 
2800 0,10 0,15 
3000 0,05 0,05 

Si analizamos de manera incremental, el comportamiento de los costos de 
oportunidad notaremos que cuando estamos sopesando por ejemplo el 
paso de 1800 docenas a 2000 docenas, tenemos la siguiente situación: si 
estando en 1800, nos quedamos en ese nivel y la demanda resulta ser 
1800, el costo de oportunidad sería cero. Pero si llegara a ser 2000, el 
costo de oportunidad sería $40.000; esto sería el costo de subestimar la 
demanda en una unidad (aquí la unidad incremental es de 200 docenas). 
De otra parte, si el comerciante decidió hornear 2000 docenas y la 
demanda es de solo 1800, el costo de oportunidad es de $40.000 (costo 
de sobre estimar la demanda). Por tanto se puede pasar a la i-esima 
unidad si se cumple que: 

Sin demanda Con demanda 
No pedir i 0 40000
Pedir i 40000 0
Probabilidad 2 pi pi

p pCEO CEO

Esto es, el costo esperado de pedir la i-ésima unidad sea menor o igual 
que el de no pedirla. 

40.000(1 ) 0

40.000

40.000 40.000 40.000
0,5

p i i

p i

i i

i

CEO p p
CEO p

p p
p

Por tanto, se pide la iésima unidad siempre que la probabilidad de que 
haya demanda para ella sea de por lo menos 0,5. 

En la tabla de probabilidades (columna probabilidad acumulada), se 
observa que la cifra de demanda máxima que corresponde a una 
probabilidad mayor que 0,5 es 2.400 docenas, pues ya para 2.600 la 
probabilidad desciende a 0,35 luego no es aconsejable pedir más de 
2.400 docenas. 
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Ejemplo.

Un hotel aledaño al estadio de futbol, siempre se llena la noche previa a 
los partidos de la liga. Una revisión histórica del comportamiento de la 
demanda ha mostrado que cuando todas las habitaciones del hotel están 
reservadas, registra una media de cinco cancelaciones de último minuto, 
con una desviación estándar de tres. La tarifa promedio por habitación es 
de $80.000. Cuando el hotel está sobrevendido tiene la política de buscar 
para el cliente una habitación cercana y pagarla. Normalmente ésta le 
cuesta al hotel $200.000. ¿Cuántas habitaciones debe sobrevender el 
hotel?

Solución.

De la información se sabe que si una habitación se sobrevende y quien 
reservó no cancela, al hotel le toca pagar $200.000; este sería el costo de 
sobrestimar las cancelaciones. Si una habitación no se sobrevende y la 
reserva se cancela, el hotel deja de recibir $80.000; este es el costo de 
subestimar las reservas. 

  Probabilidad de no cancelación 

 Probabilidad de que se cancele 

Costo de oportunidad por no sobrevender = 

Costo de oportunidad por no sobrevender = 

200.000 80.000(1 )
280.000 80.000

0.2857

p p
p

p

Esto significa que se debe sobrevender siempre que la probabilidad de no 
cancelación sea menor o igual que 0.29, lo cual equivale a que la 
probabilidad de cancelación sea mayor que 0.71. A partir de este 
resultado, se busca el valor de Z que aplicado a la media y a la desviación 
estándar muestra cuál debe ser el nivel de sobreventa (igual a -0.565). 
Luego el monto de las cancelaciones deberá ser: 

5 0.565 3 3.31Sobreventa

Debe sobrevender un máximo de 4 habitaciones. 
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CAPÍTULO OCHO 
INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE COLAS 

OBJETIVO. En este capítulo se abordará los 
conceptos básicos de la teoría de colas, rama de la 
investigación de operaciones que estudia 
matemáticamente los procesos de líneas o 
situaciones de espera. 



CAPÍTULO 8: INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE 
COLAS

8.1 GENERALIDADES 

La teoría de colas radica su importancia en analizar situaciones que 
afectan aspectos de la vida diaria (esperar en un banco, hacer una cola en 
un supermercado, ubicarse en la fila para ingresar a un evento, entre otros 
momentos). Los elementos que hacen parte de un sistema de colas son: 

 Cliente: Unidad que llega requiriendo la realización de algún servicio; 
pueden ser personas, máquinas, partes, entre otras. 

 Cola (línea de espera): Número de cliente que esperan ser atendidos; 
normalmente la cola no incluye al cliente que está siendo atendido. 

 Canal de servicio: Es el proceso o sistema que está efectuando el 
servicio para el cliente. Este puede ser simple o multicanal. 

 Disciplina de la cola: Se refiere al orden en el que sus miembros se 
seleccionan para entregarles o revisarles el servicio, La disciplina de 
cola pueden ser: primero en entrar primero en salir (PEPS), último en 
entrar primero en salir (UEPS), aleatoria, de acuerdo con algún 
procedimiento de prioridad, o con algún otro orden. 

 Capacidad de la cola: En algunos sistemas existe una limitación 
respecto al número de clientes que pueden esperar en la cola.

 Servidor: Sujeto u objeto que ofrece un servicio al cliente o usuario. 

 Proceso de llegada: Describe el comportamiento o distribución de los 
tiempos entre llegadas de los clientes al sistema. 

 Proceso del servicio: Equivale a la distribución del tiempo requerido 
para servir a un cliente. 

 Número de servidores: Cantidad o número de servidores dispuestos en 
el sistema. 

En la siguiente ilustración se puede observar un esquema donde se 
integran los elementos mencionados anteriormente. 
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La situación dada en el diagrama anterior se genera cuando la demanda 
por el servicio supera la capacidad de respuesta de los servidores, 
originando una cola. Dichas demandas pueden provenir de fuentes finitas 
o infinitas. 

Los sistemas de colas se pueden clasificar según el número de filas 
dispuestas y la distribución de las instalaciones de servicio. En el primer 
caso el sistema puede estar conformado por una o varias filas de espera.

En cuanto a la distribución de las instalaciones, se debe tener en cuenta el 
número de canales o fases que describen el sistema. Los canales hacen 
referencia al número de servidores disponibles para prestar un servicio a 
una fila común, mientras que las fases corresponden a los servidores que 
el cliente debe asistir para cumplir con un servicio. 

La combinación en el número de filas y distribuciones de las instalaciones 
da origen a una serie de modelos11, siendo el más conocido el sistema de 
un solo servidor y una sola fila. Los modelos de colas se representan con 
dos letras y un número con la notación A/B/s (llamada notación de 
Kendall), donde A corresponde a la distribución de las llegadas, la letra B 
a la distribución de los tiempos de servicios y s equivale al número de 
servidores.

Las dos letras de la notación se remplazan por una sigla correspondiente 
a la distribución: M (Markoviano), D (Determinística), G (Genérica) Ek
(Erlang con k parámetro), U (Uniforme),  (Gamma). El modelo más 
conocido es el M/M/1 tratado con una distribución Poisson para describir 
el comportamiento entre llegadas de clientes (donde se genera un conteo 
de elementos dentro de un intervalo de tiempo), la distribución 
exponencial relacionada con el tiempo de atención al cliente (equivalente 
al intervalo de tiempo entre eventos sucesivos) y con un solo servidor en 
el sistema. 

                                           
11 De acuerdo al número de servidores en el sistema, y al comportamiento de las llegadas de los clientes
y tiempos de servicios, se pueden clasificar distintos modelos de colas.

Origen de 
clientes

Cola  

Servidores

Canal de servicio

Salida

Proceso de 
llegadas 

Disciplina y capacidad de la cola Proceso de
servicio

Número de 
servidores 
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8.2 LA DISTRIBUCIONES POISSON Y EXPONENCIAL 

En esencia, la teoría de colas se sustenta en procesos de llegadas y de 
servicios aleatorios. Las distribuciones más comunes empleadas para 
describir dichos procesos son la Poisson y la exponencial. 

El proceso de llegada a través de una distribución Poisson, ejemplifica las 
llegadas de elemento en intervalos de tiempo ( ), donde se asume un 
promedio general de llegadas igual a  (donde  es igual a la tasa 
promedio de llegadas en una unidad de tiempo). 

La probabilidad que se presenten  número de elementos en un intervalo 
, esta dado por: 

Una propiedad de esta distribución radica en que los tiempos entre 
llegadas son exponencialmente distribuidos. La distribución exponencial, 
usualmente mencionada para representar los tiempos de atención de los 
servidores, estará dada por la siguiente función. 

8.3 MODELO M/M/1 (POBLACIÓN INFINITA) 

Este modelo se caracteriza por poseer un único servidor, basado en un 
proceso Poisson. En él, el individuo o usuario ingresa a la cola (en caso 
de que exista) de acuerdo a un comportamiento Poisson con tasa de 
promedio de llegada igual a , y transitará a través de ella hasta llegar al 
único servidor (una vez este se encuentre libre), donde será atendido bajo 
una distribución exponencial con media igual a  (tasa de servicio). Una 
vez finalizada la atención, el individuo abandonará el sistema. 

En este modelo, el factor de utilización del sistema ( ) estará dado por la 
siguiente fórmula. 

Si el valor de , la tasa de llegada (individuos que ingresan por unidad 
de tiempo) será mayor a la tasa de servicio (individuos atendidos por 
unidad de tiempo), generando una cola de crecimiento infinito. En valor de 

 será equivalente a la probabilidad de encontrar el servidor ocupado o la 
probabilidad que al llegar un usuario, este tenga que esperar en cola (se 
deberá respetar la condición ).
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A partir de la fórmula anterior, se puede determinar la probabilidad que no 
existan usuarios en el sistema ( ), o el servidor se encuentre 
inmediatamente disponible. 

La siguiente figura representa al sistema M/M/1 (en equilibrio), donde el 
punto de partida será cuando no existen usuarios en el sistema, y al 
ingresar el primero, será atendido bajo una tasa de servicio ( ), para 
nuevamente tratar alcanzar el estado inicial de 0 usuarios. 

El modelo se puede traducir en un sistema de ecuaciones en equilibrio, 
donde: 

De la fórmula anterior se podrá conocer la probabilidad que un individuo 
se encuentre en el sistema. 

En forma general, la probabilidad que se encuentren  personas en el 
sistema ( ) estará determinada por: 

El número promedio de usuarios en el sistema ( ) y el promedio de 
usuarios en el sistema excluyendo los que están siendo atendidos ( ) (o 
promedio de usuarios en cola), se calculan con las siguientes fórmulas: 

0
Usuarios 

1
Usuario

2
Usuarios
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El tiempo de espera promedio de un individuo en el sistema será 
equivalente a la suma del tiempo de espera en la fila más el tiempo 
promedio que demora el servicio ( ).

El primero de ellos (tiempo de espera en la cola) se calcula teniendo en 
cuenta el valor de .

Por tanto, el valor de espera promedio de un usuario en el sistema será 
igual a: 

8.4 EJEMPLO DE UN MODELO M/M/1 (POBLACIÓN 
INFINITA)

Ejemplo.

Un banco cuenta actualmente con un cajero o servidor disponible para la 
atención del público, prestando un servicio con un tiempo promedio de 1.5 
minutos por persona (bajo el supuesto de una distribución exponencial). 
Según un estudio de tiempos realizado por la institución, se determinó que 
en promedio, llegan a las instalaciones 4 personas cada 10 minutos bajo 
un proceso Poisson. 

a. Determine las cantidades de usuarios en el sistema y los tiempos 
promedios de espera 

b. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar 3 personas en el sistema, en un 
momento dado? 

Solución.

a. La tasa de llegada, referenciada en este caso como personas por 
minuto, será igual a 0.4. 

Mientras que las tasa de servicio equivaldrá 0.667. 
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La condición de un  se cumple con los datos propuestos en el 
ejemplo.

En promedio el número total de usuarios en el sistema y número de 
usuarios en cola, serán iguales a 1.5 y 0.9, respectivamente. 

Los tiempos de espera promedio por persona se calculan a continuación: 

b. La probabilidad de encontrar 3 personas en el sistema es igual a 8.64% 

8.5 MODELO M/M/1 (POBLACIÓN FINITA) 

En este caso, las fórmulas planteadas originalmente en el modelo, 
deberán ser ajustadas teniendo en cuenta un tamaño de la población 
fijado en .
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8.6 EJEMPLO DE UN MODELO M/M/1 (POBLACIÓN 
FINITA)

Ejemplo.

Cinco camiones de una empresa metalmecánica, son atendidos en la 
bodega de despacho diariamente. Dichos camiones llegan a las 
instalaciones con una tasa (Poisson) de 1 cada hora. En la bodega 
aguardan aproximadamente 30 minutos, tiempo promedio requerido para 
la entrega de materiales por cada camión. 

a. Determine la probabilidad que un camión encuentre la bodega 
disponible para su atención inmediata ( ).

b. Compruebe que: 

Solución.

a. Antes de determinar la probabilidad solicitada en el ejemplo, se deberá 
calcular la razón  por cada camión, siendo  igual a 1 (camiones por 
hora) y  igual a 2 (camiones atendidos por hora). 

Camión Razón
0 1 
1 2.5 
2 5 
3 7.5 
4 7.5 
5 3.75 

TOTAL 27.25 
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Por tanto,

El valor de  será igual a 0.0367. 

b. La probabilidad por el número de camiones, se calcula con la siguiente 
fórmula, ya referenciada con anterioridad. 

Camión
0 0.036697248 
1 0.091743119 
2 0.183486239 
3 0.275229358 
4 0.275229358 
5 0.137614679 

TOTAL 1 

Donde se demuestra: 

8.7 MODELO M/M/k 

En este modelo, se dispondrán de un número  de servidos, permitiendo 
la atención de  usuarios al mismo tiempo en un tiempo común igual a .

La fórmula de  variará en el caso de  sea inferior o superior al valor de 
.
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Las demás formulas se muestran a continuación. 

8.8 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Calcule el valor de  y , para un modelo M/M/1, donde la razón 
es igual a 0.25. 

2. Los clientes de un local comercial llegan a una tasa de 10 personas por 
cada hora. Empleando la distribución Poisson, determine la probabilidad 
de que lleguen 15 personas en 2 horas. 

3. Los clientes de un banco se acercan al cajero automático de la sucursal 
principal a una tasa de 2 personas cada 5 minutos. En promedio, los 
clientes se demoran realizando las transacciones en el cajero dos 
minutos. Bajo el supuesto de un proceso Poisson, para este sistema 
determine:

a. La probabilidad que el cajero este libre. 

b. La probabilidad que el cajero este ocupado. 

c. La probabilidad de encontrar 3 personas en el sistema. 

d. Los valores de , ,  y .

4. Un médico recibirá la visita de 10 pacientes durante el día. Dichos 
pacientes llegan en promedio a una tasa de 1 persona cada media hora. 
El médico dedica a la atención de sus pacientes en promedio 15 minutos. 
Calcule: 

a. La probabilidad que el médico se encuentre desocupado. 

b. La probabilidad que el médico esté atendiendo a un paciente. 

d. Los valores de , ,  y .
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5. Resuelva el ejercicio 3, considerando la existencia de un segundo 
cajero automático con igual tasa de servicio. ¿Qué repercusiones traería 
esta medida para el sistema? 

6. Un banco posee dos cajeros los cuales atienden a un cliente en un 
promedio de 5 minutos. Los clientes llegan a una tasa de uno cada 7 
minutos. Se considera que la llegada de los clientes se comporta de forma 
muy similar a una distribución tipo Poisson y los cajeros con una 
distribución normal.  Determine: 

a. La probabilidad que los cajeros estén libres. 

b. La probabilidad que los cajero estén ocupados. 

c. La probabilidad de encontrar 4 personas en el sistema. 

d. Los valores de , ,  y .
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CAPÍTULO NUEVE 
INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE JUEGOS 

OBJETIVO. La teoría de juegos es un tema 
abordado por la investigación de operaciones, que 
hace parte del vasto campo de la toma de 
decisiones. Se invita al estudiante, a analizar y 
resolver distintas situaciones donde se enfrenta a un 
adversario con el objetivo de ganar una partida, bajo 
condiciones de riesgo. 



CAPÍTULO 9: INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE 
JUEGOS

9.1 GENERALIDADES 

Los elementos de la toma de decisiones son: el tomador de decisiones, 
las estrategias a disposición de este, los estados naturales o eventos no 
controlables por el tomador de decisiones y los pagos que resultan de 
cada combinación estrategia – estado natural. Puede decirse que el 
modelo de toma de decisiones supone al individuo enfrentado a la 
naturaleza. 

En la teoría de juegos se presenta el mismo esquema, solo que en vez de 
enfrentarse a la naturaleza, el tomador de decisiones, lo hace a otro 
tomador de decisiones. Podría afirmarse que la teoría de juegos es una 
versión más de la toma de decisiones bajo riesgo en la que el tomador de 
decisiones no se enfrenta a la naturaleza sino a otro tomador de 
decisiones. 

9.1.1 ¿A QUÉ SE REFIERE? 

En el desarrollo de nuestras actividades cotidianas, a menudo se 
presentan situaciones que involucran a dos o más partes con intereses 
encontrados y con posibilidades de llevar a cabo diversas acciones 
encaminadas a lograr sus objetivos. Las situaciones de este tipo se 
conocen como conflictos. 

Un conflicto se caracteriza por tener los siguientes elementos: 

1. Las partes interesadas, 
2. Los intereses de las partes, y 
3. Decisiones que las partes pueden tomar. 

Dado que estas situaciones en la vida real son muy complejas, para su 
tratamiento se construye un modelo simplificado, dejando de lado los 
factores secundarios que no influyen sustancialmente en el desarrollo del 
conflicto ni en sus resultados. Este modelo recibe el nombre de Juego. El 
estudio de este tipo de modelos ha dado lugar a la Teoría de Juegos.

Según Binmore (1994)12, se desarrolla un juego en cada una 
de las siguientes situaciones: “Cuando usted conduce un 
coche en una calle urbana y transitada, está practicando un 
juego con los conductores de los otros coches. Cuando usted 
puja en una subasta, está llevando a cabo un juego con los 
demás postores. Cuando toma una decisión sobre el precio al 
que intentará vender las latas de guisantes, la encargada de 
un supermercado está realizando un juego con sus clientes y 
con los encargados de supermercados rivales. Cuando una 
empresa y un sindicato negocian los salarios del próximo año, 

                                           
12 Binmore, K. Teoría de juegos. McGraw Hill/INTERAMERICANA DE ESPAÑA S. Madrid, 1994.
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están manteniendo un juego. El abogado defensor y el fiscal 
practican un juego cuando deciden qué argumentos utilizar 
delante del jurado… Kruschev y Kennedy estuvieron 
desarrollando un juego durante la crisis de los misiles de Cuba 
(1962)”.

Lo dicho muestra que las actuaciones de la vida real, todas se remiten a la 
teoría de juegos, lo cual evidencia la importancia del estudio de esta 
disciplina. Algunos conceptos básicos utilizados en esta teoría son: 

Las partes interesadas se denominan jugadores. Cada acción posible, en 
el marco de las reglas del juego se denomina Estrategia. Bajo condiciones 
de conflicto, cada jugador escoge su propia estrategia y como resultado se 
forma un conjunto de estrategias denominado Situación. Para medir el 
interés de cada jugador en una situación concreta, a este se le asigna un 
número que expresa el grado de satisfacción de sus intereses en dicha 
situación. A este número se le llama Pago del jugador en la situación 
dada.

Una forma de hacer palpable la idea de optimalidad en la teoría de juegos 
se basa en el concepto de equilibrio. Se denomina situación de equilibrio 
cuando todos los jugadores están interesados en preservar una situación. 

Se considerarán tres tipos de estructuras de juego: 

JUEGOS MATRICIALES. Un juego en el que participan dos jugadores, 
cada uno con un número finito de estrategias. 

JUEGOS DE POSICIÓN. En este caso los participantes utilizan 
estrategias que reflejan tanto la dinámica del conflicto como el grado de 
información sobre su desarrollo. 

JUEGOS BIMATRICIALES. Hay casos en que los intereses de los 
jugadores, aunque no coinciden, no son totalmente opuestos. 

Una clasificación importante de los juegos tiene que ver con el tipo de 
pago: juegos de suma cero o juegos antagónicos, y juegos de suma no 
cero. En los primeros, la utilidad de un jugador se obtiene a expensas de 
la pérdida del otro. 

9.2 JUEGOS MATRICIALES 

Considérese un juego en el que participan dos jugadores, cada uno con 
un número finito de estrategias. Representaremos a los jugadores con las 
letras A y B. 

Supóngase que el jugador A dispone de m estrategias: A1, A2,…Am, y el
jugador B tiene n estrategias: B1, B2,…Bn.

Supóngase además que la escogencia de estrategias de los competidores 
ha sido: A eligió la estrategia AI y B eligió Bk, entonces el jugador A 
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obtiene un pago ika y el jugador B, un pago ikb . Consideremos también, 
que los pagos de ambos jugadores satisfacen la siguiente igualdad: 

ikik ab

Esta igualdad indica que el pago de un jugador es igual al del otro tomado 
con signo negativo. Los juegos con este tipo de características son de 
suma cero: las ganancias de un jugador son exactamente las pérdidas del 
otro. Para analizar un juego de este tipo basta con tomar en cuenta el 
pago de uno de los jugadores. 

La matriz que representa el juego se puede escribir (así se acostumbra) 
en términos del jugador A: 

mnmmm

n

n

n

aaaa

aaaa
aaaa
aaaa

...
...............

...

...

...

A

321

3333231

2232221

1131211

La matriz A tiene dimensiones mxn y se llama matriz del juego o matriz de 
pagos; es por esto que al juego se le denomina juego matricial. 

9.2.1 MÉTODOS PARA RESOLVER JUEGOS MATRICIALES 

9.2.1.1 ESTRATEGIAS DE EQUILIBRIO 

Supóngase el siguiente juego entre dos personas, A y B: Cada uno de los 
dos jugadores pone sobre la mesa un círculo de cartón de color rojo, 
verde o azul; seguidamente comparan los colores de los dos círculos y se 
pagan como se muestra en la matriz. 

133
112
122

a
v
r

A

Recordemos que la matriz leída por filas corresponde al jugador A y por 
columnas, al jugador B. Un valor negativo representa ganancia para B. 

Comencemos con las estrategias del jugador A, suponiendo que el juego 
se repite muchas veces. 

Si A muestra un círculo rojo y B hace lo mismo, el pago será -2. Este es el 
pago mínimo que recibiría A si decide usar su estrategia r; si usa su 
estrategia v, el pago mínimo a recibir es 1. Si usa su estrategia a, el pago 
mínimo que recibiría es -3. Para B, al usar su estrategia r, el pago máximo 
a recibir es 3; si usa su estrategia v, el pago máximo es 2 y si usa la 
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estrategia a, el pago máximo sería 1. En resumen quedaría de la siguiente 
manera:

B

A

r v a Min
r -2 2 1 -2 
v 2 1 1 1
a 3 -3 1 -3 

 Max 3 2 1

En la tabla se observa que hay una combinación de estrategias, verde 
para A y azul para B, en la que los intereses de los dos jugadores se ven 
satisfechos pues la ganancia mínima de A (1) coincide con la pérdida 
máxima que experimenta B (1). Cualquier otra combinación de estrategias 
es peor que la actual para ambos jugadores. Por tanto se dice que los 
jugadores han encontrado cada uno su estrategia de equilibrio: el mínimo 
de los máximos es igual al máximo de los mínimos; esta combinación de 
estrategias se conoce como punto de silla de montar.13 El valor del juego 
es 1, lo que A gana y B pierde. 

Para la solución de un juego, lo primero que se debe revisar es si existe o 
no punto de silla. Dado que cuando existe punto de silla, los competidores 
usan permanentemente las estrategias de equilibrio, estas se conocen 
también con el nombre de estrategias puras.

9.2.1.2 ESTRATEGIAS MIXTAS. 

Cuando un juego no posee un punto de silla y por tanto no se puede 
acudir a estrategias puras, los jugadores deben repartir su tiempo de 
juego entre dos o más estrategias; A esta combinación de estrategias se 
la denomina Estrategias Mixtas. 

Considérese el siguiente juego: 

B1 B2 B3 B4 
A1 2 2 3 -1 
A2 4 3 2 6 

La matriz no posee un punto de silla pues los mínimos de A (-1 y 2), no 
coinciden con los máximos de B (4, 3, 3, 6). Imaginemos que A utiliza su 
estrategia A1, buscando ganar 3, o al menos 2; el competidor B que 
también usa el razonamiento lógico para tomar sus decisiones, aplicará su 
estrategia B4, con lo que en vez de perder pasa a ganar 1. La respuesta 
de A no se hace esperar, este competidor se desplaza hacia su estrategia 
A2 infligiéndole a B, pérdidas por valor de 6; esto haría que B se repliegue 

                                           
13 Una silla de montar se la puede concebir como formada por una serie de curvas parabólicas (abiertas
hacia abajo) que van descendiendo desde los extremos hasta el punto justo en que el jinete se sienta;
este es el mínimo de los máximos de esa serie de curvas. Pero también por una serie de parábolas
abiertas hacia arriba, que van ascendiendo desde la base hasta el punto de asiento; aquí se encuentra
entonces el máximo de los mínimos de dicha serie de curvas, luego en este punto se encuentra el
mínimo de los máximos y el máximo de los mínimos; de ahí la analogía.
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a su estrategia B3, y así sucesivamente, el juego estará en permanente 
cambio de estrategias. ¿Cómo saber qué estrategia utilizará cada jugador 
y con qué frecuencia? 

Una manera de resolver es mediante método gráfico, teniendo en 
cuenta al competidor A y derivando la expresión del juego según la 
respuesta de B, la cual se gráfica.

El valor del juego para A, dependiendo de la estrategia usada por B, 
suponiendo que usa su estrategia A1 con frecuencia X y su estrategia A2 
con frecuencia (1-X), será: 

Si B1: 
42)1(42 XXXV

Si B2: 
3)1(32 XXXV

Si B3: 
2)1(23 XXXV

Si B4: 

67)1(61 XXXV

Grafíquense estas ecuaciones 

Gráfico 25. Representación gráfica de las ecuaciones B1, B2, B3 y B4 

En la gráfica se observa que las cuatro líneas correspondientes a las 
cuatro ecuaciones relacionadas con las estrategias de B, forman una 
envolvente en la que se encuentran los valores mínimos que podía recibir 

V

X
-4           -3         -2         -
1

1 2           3         4

6

5

4

3

2

-1

B3 
B2 

B1 
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A; de estos se busca el máximo (maximin) y este corresponde al valor del 
juego. Para averiguarlo, consultamos el valor de X correspondiente a 
dicho máximin; este es 0,5. Al reemplazar X en las ecuaciones que 
determinan el valor del juego (la 3 y 4), se obtiene el valor del juego: 

2
56)5.0(7

2
525.0

La combinación de estrategias de B se determina a partir del conocimiento 
que se tiene de que sólo las estrategias B3 y B4 participan en la 
conformación de la envolvente que permitió identificar las estrategias de 
A. Por tanto, se sabe que B no utiliza las estrategias 1 y 2. Y1= 0, Y2=0. 

Los resultados para B, dependiendo de la estrategia que utilice A, serán: 

Con A1: 

14)1(13 YYYV

Con A2: 

64)1(62 YYYV

Se resuelve la igualdad  

B4estrategianutilizacióFrecuencia
8
1Y)-(1

B3estrategianutilizacióFrecuencia
8
7;78

6414

YY

YY

El valor del juego para B será: 
2
5

8
11

8
73 xx , igual al de A, como cabía 

esperar.

Al ser positivo nos indica que el juego está favor del competidor A. 

9.2.1.3 SOLUCIÓN DE JUEGOS MEDIANTE PROGRAMACIÓN 
LINEAL.

El problema del jugador A puede escribirse de la siguiente forma: 
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airrestrict
...,2,1,0

1...

...,2,1,0

:aSujeto
.
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v
miX
XXX

njXav

vZMax

i

m

iij

Para el competidor B el modelo a resolver es: 

airrestrict

...2,1,0
1...

...,2,1,0

:aSujeto

21

v
njy
yyy

miYav

vwMin

j

n

jij

Los dos problemas optimizan la misma variable v  la cual constituye el valor 
del juego. Esto es debido a que el problema de A es el dual del problema 
de B. 

9.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

1. Dos empresas de supermercados desean montar sus nuevas 
instalaciones en un área todavía no explotada. Esta área comprende 
cuatro ciudades A, B, C y D, su localización viene dada en el siguiente 
mapa:

Si la primera empresa, con mayor prestigio, coloca su tienda más cerca de 
una ciudad que la otra empresa, se hace con el 80 % del mercado; si la 
coloca a igual distancia que la segunda, se hace con el 60 %; y si la 
construye más alejada, el 40 %. Las cuatro ciudades se consideran de 
igual importancia y se quiere saber cuál de las posibles localizaciones es 
la más indicada.

Realizar el estudio de mercado, decidiendo en qué ciudad se deberá 
localizar cada empresa si se conoce que aproximadamente el 35% de la 
población de la zona vive en el pueblo A, el 30% vive en el pueblo B, el 
15% en C y 20% en D. Se sabe que la política del empresario 1 (E1) es no 
construir en pueblos con pocos habitantes y tanto C como D tienen esta 
característica. 
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Solución.

El competidor A cuenta con dos estrategias: o se ubica en el pueblo A o 
se ubica en B, en tanto que B tiene la opción de ubicarse en cualquiera de 
las cuatro poblaciones. 

E2 Min 

E1 
 A B C D 

A 0,60 0,54 0,60 0,66 0,54 
B 0,66 0,60 0,66 0,69 0,60 

Max 0,66 0,60 0,66 0,69  

Si las dos firmas se ubican en A, entonces E1 ganará 0,6 de todo el 
mercado.

Si el competidor E1 se queda en el pueblo A y E2 se ubica en B, E1 
lograría el 80% de A y el 40% del resto: 0,8x0,35 + 0,4x 0,65 = 0,54. 
Siguiendo con este análisis se diligencia la matriz de pagos con los 
resultados que se observan. 

Se puede apreciar que existe en la matriz un punto de silla (0,60) 
correspondiente a las estrategias puras B por el empresario E1 y B por el 
empresario E2, lo que significa que la mejor estrategia para los dos 
competidores es ubicarse en el pueblo B. El valor del juego es 0,6 a favor 
de E1 (esto quiere decir que E1 captará el 60% del mercado). 

2. El ejército A y el ejército B pelean por el dominio de dos campos 
aéreos, valuados en 20 mil y 8 mil millones de pesos respectivamente, los 
que actualmente están bajo el control del ejército B. El ejército A debe 
atacar a uno o a ambos aeropuertos y provocar un daño máximo (medido 
en pesos) a las instalaciones. La tarea del ejército B es minimizar este 
daño. A fin de lograr sus respectivos objetivos, cada ejército puede 
asignar el total de sus fuerzas a uno de los campos aéreos o puede dividir 
sus fuerzas en partes iguales y cubrir ambos aeropuertos con capacidad 
reducida.

Una instalación experimenta un daño de 25% si se la ataca y defiende con 
la fuerza total, pero solo tendrá daño de 10% si se la ataca y defiende con 
la mitad de las fuerzas. Si una instalación es atacada con fuerza total, 
pero se la defiende solo con la mitad de las fuerzas, experimentará un 
daño de 50%. Cualquier instalación que sea atacada con la mitad o la 
totalidad de las fuerzas, pero no sea defendida, experimentará destrucción 
completa. Una instalación a la que no se ataque o a la que se ataque con 
la mitad de las fuerzas y sea defendida con fuerza total, no experimentará 
daño.

Determínese las estrategias óptimas para cada ejército. 
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Solución.

Las estrategias a disposición de los jugadores son: Utilizar toda la fuerza 
en el aeropuerto A, utilizar toda la fuerza en el aeropuerto B, o dividir la 
fuerza entre A y B.

Los pagos se derivan de las condiciones expuestas respecto al impacto 
según la fuerza utilizada. 

Si el ejército A usa toda su fuerza en el aeropuerto 1, y el ejército B 
defiende con toda la fuerza ese aeropuerto, las consecuencias son: 

20.000.000x0,25 = $5.000.000.000 

La matriz resultante es: 

TA TB FD
TA 5 20 10 
TB 8 2 4 
FD 8 20 2,8 

Los valores están en miles de millones. 

TA = toda la fuerza en A; TB = toda la fuerza en B; FD = fuerzas divididas 

Una revisión rápida de la matriz de pagos nos dice que no hay punto de 
silla de montar. Además, no hay condición de dominio de una fila o 
columna sobre otra.14

Por lo tanto es necesario utilizar la programación lineal para resolver el 
juego (en este caso se empleó el software WINQSB para resolver el 
ejemplo).

El modelo para el ejército 1: 

airrestrict;0
1

08,2410

020220
0885X-

:Sa
VMax.

321

321

321

321

VX
XXX

VXXX
VXXX

VXX

i

                                           
14 Hay dominio cuando todos los elementos de una fila son mayores o iguales que los de otra, o cuando
todos los elementos de una columna son menores o iguales que los de otra. Cuando esta situación se
presenta es posible reducir la matriz eliminando las filas o columnas dominadas.
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El tablero muestra la solución, lograda mediante la aplicación WINQSB: 

El ejército 1 debe atacar con toda su fuerza el aeropuerto B el 66,67% del 
tiempo y dividir fuerzas el 33,33% del tiempo. No se recomienda dedicar 
toda la fuerza al aeropuerto A. 

Se deja como actividad a realizar por el lector, la solución para el ejército 
2.

9.4 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Robin viaja entre dos ciudades y puede utilizar dos rutas. La ruta A es 
una carretera rápida de cuatro carriles, y la ruta B es una larga carretera 
sinuosa. Robin maneja muy rápido. La patrulla de caminos cuenta con 
una fuerza policial limitada. Si se asignara toda la fuerza a la ruta por la 
que maneja Robin, con toda certeza recibiría una multa por $300 mil 
pesos por exceso de velocidad. Si la fuerza se reparte 50-50 entre las 
dos rutas, hay 50% de probabilidad que reciba una multa de $300 mil en 
la ruta A y solo 30% de recibirla en la ruta B. Desarrolle una estrategia 
tanto para Robin como para la patrulla. 

2. Dos empresas competidoras han de decidir si ubican una tienda nueva 
en A, B o C. Hay 520 clientes posibles para las dos tiendas: 200 viven 
en el pueblo A, 200 en el pueblo B y 120 en el pueblo C. Cada cliente irá 
de compras a la tienda más cercana. Si el cliente está equidistante de 
las dos tiendas hay 0,5 de probabilidad que vaya de compras a cada una 
de las tiendas. Cada empresa quiere maximizar el número esperado de 
clientes que hagan sus compras en su tienda. ¿Dónde debe ubicar cada 
empresa su almacén? (AB = BC = 10 km). 
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3. Un total de 90.000 clientes van a los supermercados A y B. Para animar 
a los clientes a entrar, cada almacén regala un artículo. Cada semana, el 
artículo de regalo se anuncia en el periódico del lunes. Naturalmente, 
ninguno de los almacenes conoce qué artículo va a regalar el otro en 
esta semana. El supermercado A está pensando regalar una caja de 
bebidas o dos litros de leche. El supermercado B ha pensado regalar 
una libra de mantequilla o dos litros de jugo de naranja. Para cada 
elección de artículos, el número de clientes que entran al almacén A 
durante la semana, es el que se muestra en la tabla. Determine una 
estrategia óptima para cada supermercado y el valor del juego; 
interprételo.

A escoge B escoge 
Mantequilla Jugo

Bebidas 40.000 50.000 
Leche 60.000 30.000 

4. Considere un juego de mesa entre dos personas. Cada una comienza 
con tres fichas: una roja, una blanca y una azul. Cada ficha se puede 
usar solo una vez. Para comenzar, cada jugador elige una ficha y la 
pone sobre la mesa, tapada; después, ambos destapan y determinan el 
pago para el ganador. Si los dos tienen el mismo color, se produce un 
empate. De otra manera, la tabla que sigue indica el ganador y el pago 
que debe recibir del otro jugador. En seguida, cada jugador elige una de 
sus dos fichas restantes y se repite el proceso con un nuevo pago, de 
acuerdo con la tabla. Por último, cada jugador juega la ficha que le 
queda y se determina el tercer pago que es el final. Formule este 
problema como un juego de suma cero entre dos personas, e identifique 
la forma de las estrategias y pagos. 

Ficha ganadora Pago ($) 
Rojo gana a blanco 90 
Blanco gana a azul 70 
Azul gana a rojo 50 
Fichas iguales 0 

5. Para la siguiente matriz de pagos, determine la estrategia óptima de 
cada jugador, usando criterio de dominación. 

Estrategias Jugador 2 
1 2 3

Jugador
1

1 -3 1 2 
2 1 2 1 
3 1 0 -2 
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CAPÍTULO DIEZ 
INTRODUCCIÓN A LAS CADENAS DE MARKOV 

OBJETIVO. Con el desarrollo de este capítulo, el 
lector tendrá un panorama general de las cadenas 
de Markov y sus aplicaciones, interpretadas como 
una herramienta para analizar el comportamiento de 
determinados procesos estocásticos. 



CAPÍTULO 10: INTRODUCCIÓN A LAS CADENAS 
DE MARKOV 

10.1 GENERALIDADES 

Las cadenas de Markov son una herramienta para analizar el 
comportamiento de determinados procesos estocásticos, aquellos que 
evolucionan de forma determinista a lo largo del tiempo en torno a un 
conjunto de estados. 

Una cadena de Markov representa un sistema que varía su estado a lo 
largo del tiempo, denominándose cada cambio, una transición del sistema. 

En este capítulo se hará referencia a Cadena Finitas de Markov, es decir 
aquellas para las que los posibles estados son finitos. La definición formal 
de estas cadenas requiere de: 

 Un conjunto de estados del sistema 
 Una definición de transición 
 Una ley de probabilidad condicional, que defina la probabilidad del 

nuevo estado en función de los anteriores. Si la probabilidad del 
nuevo estado depende solo del estado inmediatamente anterior, la 
cadena se dice de primer orden. 

En esencia, una cadena es un proceso en tiempo discreto en el que una 
variable aleatoria  va cambiando con el paso del tiempo.

10.2 PROBABILIDADES DE TRANSICIÓN.  

En una cadena homogénea finita con m posibles estados E1, E2,. . ., Em se
puede introducir la notación 

)/( 1 iXjXPP nnij

Donde m....,2,1,, ji Si 0ijP , entonces se dice que el estado Ei puede 
comunicar con el estado Ej. La comunicación puede ser de doble vía si 
también

0jiP

Para cada i fijo, la serie de valores {pij} es una distribución de probabilidad, 
ya que en cualquier paso puede ocurrir alguno de los sucesos E1,E2, . . . , 
Em, y son mutuamente excluyentes. Los valores pij se denominan 
probabilidades de transición que satisfacen la condición: 

m

J
ij

ij

p

p

1

1

0
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Para cada i = 1, 2, . . . , m.
Todos estos valores se combinan formando una matriz de transición T de 
tamaño m× m, donde 

mmmkm

m

m

ij

ppp

ppp
ppp

pT

...
............

...

...

21

22221

11211

Se puede observar que cada fila de la matriz es una distribución de 
probabilidad, es decir m

j ijp1
.

Probabilidad )(n
jP .

Esto significa obtener la probabilidad de alcanzar Ej en n pasos, dada una 
distribución de probabilidad ( ))0(

ip  que contempla las probabilidades que 
el sistema ocupe inicialmente el estado Ei, de manera que

1
1

)0(
m

i
ip

Si denominamos 1
jp  a la probabilidad de alcanzar el estado Ej en un paso, 

entonces, por el teorema de la probabilidad total, se tiene: 

m

i
ijij ppp

1

01

Lo que se puede expresar en forma vectorial teniendo en cuenta lo 
siguiente:

Sea ),...,(P 00
1

0
mpp ; ),...,(P 11

1
1

mpp

nTT

TT
T

01-nn

2012

01

PPP
...

PPP
PP

n
jP  es la probabilidad incondicional de estar en el estado Ej en el n-ésimo 

paso, dado que la probabilidad inicial es 0P , esto es, 

n
jn PjXP )(  tal que 1n

jP
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Se define n
ijP  como la probabilidad que la cadena esté en el estado Ej 

después de n pasos, dado que la cadena empezó en el estado Ei.  
 

10.3 EJEMPLOS DE CADENAS DE MARKOV, (LA 
RUINA DEL JUGADOR). 

 
1. En el tiempo cero tengo 2 u.m.; en los tiempos 1, 2,…participo en un 
juego en el que apuesto una u. m.; gano el juego con probabilidad ݌ o 
pierdo con probabilidad ሺ1 െ  .ሻ. Mi meta es aumentar mi capital a 4 u. m݌
y tan pronto como lo logre se suspende el juego. Así mismo el juego se 
suspende si mi capital se reduce a cero. ¿Cuál es la matriz de transición 
de este proceso? 
 
Solución. 
 
Si se designa por ܺ௧  el saldo de capital después del juego cuando el 
tiempo es t, los valores que puede adoptar esta variable serían: 0, 1, 2, 3 o 
4. Luego la matriz resultante es: 

 

 
 

 
2. Cada familia norteamericana se puede clasificar como habitante de una 
zona urbana, rural o suburbana, durante un año determinado el 15% de 
las familias urbanas se cambian a la zona suburbana y el 5 % a la zona 
rural. El 6% de las familias suburbanas pasan a la zona urbana y el 4% a 
la rural, el 4% de las familias rurales pasan a la zona urbana y el 6% a la 
suburbana.   
 
Si una familia vive actualmente en la zona urbana ¿Cuál es la probabilidad 
que después de dos años viva en la zona urbana? 
 
Solución. 
 
Se definen los estados como la zona en que vive una familia: 
 
E0 = la familia vive en zona urbana 
E1 = la familia vive en zona suburbana 
E2 => la familia vive en zona rural 
 
La matriz de transición: T 
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E0 E1 E2
E0 0,80 0,15 0,05
E1 0,06 0,90 0,04
E2 0,04 0,06 0,90

Una vez lograda la matriz de transición se puede llegar a la solución 
multiplicando el vector actual por la matriz de transición.  

0,80 0,15 0,05
1 0 0 0,06 0,90 0,04 (0,80 0,15 0,05)

0,04 0,06 0,90

Estas son las probabilidades para dentro de un año. Si este resultado se 
multiplica por la matriz de transición, el resultado es el solicitado: el estado 
del proceso en dos años. 

3. Una computadora se inspecciona cada hora. Se encuentra que está 
trabajando o descompuesta. Si está trabajando la probabilidad que siga 
trabajando la siguiente hora es 0.9. Si está descompuesta, se toman las 
medidas para repararla lo que puede llevar más de una hora. Siempre que 
la computadora esté descompuesta, independientemente de cuánto 
tiempo haya pasado, la probabilidad que siga descompuesta la siguiente 
hora es 0.35. Modele el sistema como una cadena de Markov. 

Solución.

Los estados en que se puede encontrar el sistema son: 

E0 = la computadora se encuentra trabajando. 
E1 = la computadora está descompuesta. 

La matriz: 

E0 E1
E0 0,90 0,10
E1 0,65 0,35

4. En un juego participan dos jugadores, A y B. En cada turno, se lanza 
una moneda al aire. Si sale cara, A le da 1 dólar a B. Si sale sello, B le da 
1 dólar a A. Al principio, A tiene 3 dólares y B tiene 2 dólares. El juego 
continúa hasta que alguno de los dos se arruine. Calcular: 

La probabilidad que A termine arruinándose.
La probabilidad que B termine arruinándose.
El número medio de tiradas que tarda en acabar el juego. 
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Solución.

Este proceso tiene una condición especial, como la tiene el del problema 
tomado como primer ejemplo (la ruina del jugador): una vez uno de los 
jugadores se arruine, el juego termina (no sale de ese estado. Los estados 
que tienen esa característica una vez alcanzados la probabilidad de 
abandonarlo es cero, se conocen como estados absorbentes, y la cadena 
que posee este tipo de estados se conoce como cadena absorbente). 

Nótese que si A tiene ahora 3 dólares, podría reunir hasta 5 dólares, al 
ganar todo el dinero de B. En este punto se terminaría el juego. Pero 
también puede concluir el juego si A pierde todo su dinero, con lo que B 
ajusta 5 dólares. Veamos la matriz: 

B

A

 0 1 2 3 4 5 
0 1      
1 0,5  0,5    
2  0,5  0,5   
3   0,5  0,5  
4    0,5  0,5 
5      1 

Hágase una partición de esta matriz: 

Matriz de probabilidades de transición de estados no absorbentes a 
estados no absorbentes 

Q

1 2 3 4
1 0,5   
2 0,5 0,5
3 0,5 0,5
4   0,5

.
Matriz de probabilidades de estados no absorbentes a absorbentes 

R

 0 5 
1 0,5 0 
2 0 0 
3 0 0 
4 0 0,5 

Matriz de probabilidades de estados absorbentes a absorbentes

I
 0 5 
0 1 0 
5 0 1 
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Para calcular el tiempo (número de pasos) que permanece el proceso en 
cada estado no absorbente, se calcula la inversa de la matriz (I – Q), 
teniéndose en cuenta que la matriz identidad no es la que resulta de la 
partición si no una del mismo orden que Q. 

15,000
5,015,00

05,015,0
005,01

05,000
5,005,00

05,005,0
005,00

1000
0100
0010
0001

)( QI

La inversa resultante (se calculó mediante Excel), es: 

 1 2 3 4 
1 1,6 1,2 0,8 0,4 
2 1,2 2,4 1,6 0,8 
3 0,8 1,6 2,4 1,2 
4 0,4 0,8 1,2 1,6 

La matriz muestra que, por ejemplo, si el jugador A tiene un dólar, en 
promedio permanecerá cuatro jugadas (1,6+1,2+0,8+0,4) en el juego 
antes de retirarse por ruina o por haber arruinado a su contendor. 

Para encontrar las probabilidades de absorción multiplicamos esta matriz 
por la matriz R, lo que produce el siguiente resultado: 

 0 5 
1 0,8 0,2 
2 0,6 0,4 
3 0,4 0,6 
4 0,2 0,8 

Esta matriz indica que: Si en el momento el jugador A cuenta con 3 
dólares, la probabilidad de terminar con cero es 0,4, y de arruinar a su 
competidor es 0,6. Por su parte, B cuenta con 2 dólares y las 
probabilidades son 0,6 y 0,4 de salir arruinado o arruinar a su competidor, 
respectivamente.

5. Un fabricante de grabadoras está tan seguro de su calidad que ofrece 
garantía de reposición total si el aparato falla en dos años. Basándose en 
datos compilados, la compañía ha notado que solo el 1 % de las 
grabadoras falla durante el primer año y 5 % durante el segundo. La 
garantía no cubre grabadoras ya reemplazadas. Representar este sistema 
como cadena de Markov. 

Solución.

Los estados los definimos como: 

E0 = La grabadora vendida está funcionando correctamente en su 
primer año de uso. 
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E1 = La grabadora vendida está funcionando correctamente en su 
segundo año de uso. 
E2 = La grabadora vendida ha sido reemplazada haciendo uso de la 
garantía.
E3 = El período de garantía ha expirado. 

La matriz de transición: 

E0 E1 E2 E3
E0  0,99 0,01  
E1   0,05 0,95 
E2   1  
E3    1 

10.4 EL ESTADO ESTABLE O COMPORTAMIENTO DE 
LARGO PLAZO 

Hay procesos de Markov en los que no se tienen estados absorbentes, 
pero es importante averiguar qué pasará en el largo plazo, con el sistema 
que se analiza. 

Cuando es posible acceder a cualquier estado de la cadena desde 
cualesquiera otros estados, la cadena se denomina ergódica; un ejemplo 
se muestra en la siguiente matriz: 

E0 E1 E2
E0 0,8 0 0,2 
E1 0,1 0,85 0,05 
E2 0 0,7 0,3 

Desde el estado cero no se puede ir directamente (en un paso) al estado 
uno, pero sí se puede ir al estado dos y del dos se puede ir al uno; luego 
en la práctica, sí es posible ir desde el estado cero al estado uno. Desde 
el estado dos, no se puede ir en un paso hasta el estado cero, pero sí se 
puede ir al estado uno y desde este al estado cero. En síntesis, en esa 
matriz es posible ir desde cada estado, a todos los demás estados. 

En una matriz de estas, es importante averiguar cuál es el 
comportamiento de largo plazo. 

Supóngase que en el presente, el sistema se encuentra en el estado E0.
Nos preguntamos ¿Cuáles son las probabilidades de largo plazo? 

Supóngase también, que el sistema se encuentra en el estado E0; en el
próximo período las probabilidades asociadas serán:

0,8 0 0,2 
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Estas son las probabilidades que el sistema se encuentre en cada uno de 
los tres estados después de un paso. Si este vector se multiplica por la 
matriz de transición y el que se obtenga vuelve a multiplicarse, y así en 
forma sucesiva, se observa lo siguiente en las próximas iteraciones: 

Iteración E0 E1 E2
1 0 0

1 0,8 0 0,2
2 0,64 0,14 0,22
3 0,526 0,273 0,201
4 0,4481 0,37275 0,17915
5 0,395755 0,4422425 0,1620025
6 0,36082825 0,48930788 0,14986388
7 0,33759339 0,52081641 0,14159021
8 0,32215635 0,54180709 0,13603656
9 0,31190579 0,55576162 0,13233259
10 0,30510079 0,56503019 0,12986902
11 0,30058365 0,57118397 0,12823237
12 0,29758532 0,57526904 0,12714564
13 0,29559516 0,57798063 0,12642421
14 0,29427419 0,57978048 0,12594533
15 0,2933974 0,58097514 0,12562746
16 0,29281543 0,58176809 0,12541648
17 0,29242916 0,58229441 0,12527643
18 0,29217277 0,58264375 0,12518348
19 0,29200259 0,58287563 0,12512179
20 0,29188963 0,58302953 0,12508083
21 0,29181466 0,58313169 0,12505365
22 0,2917649 0,58319949 0,12503561
23 0,29173187 0,5832445 0,12502364
24 0,29170994 0,58327437 0,12501569
25 0,29169539 0,5832942 0,12501041
26 0,29168573 0,58330736 0,12500691
27 0,29167932 0,58331609 0,12500459
28 0,29167507 0,58332189 0,12500305
29 0,29167224 0,58332574 0,12500202

Se puede observar que a partir de la iteración 25, el vector de probabilidad 
de salida se estabiliza, lo cual significa que se ha alcanzado el estado 
estable.

A este estado se puede llegar también mediante el planteamiento del 
siguiente sistema de ecuaciones: 
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321321

3.07.00
05.085.01.0
2.008.0

)( XXXXXX

Lo que se traduce en el siguiente planteamiento: 

1
3.005.02.0

7.085.00
01.08.0

321

3321

2321

1321

XXX
XXXX
XXXX
XXXX

Nótese que el sistema tiene cuatro ecuaciones y solo tres variables; por 
tanto, para hallarle solución es necesario ignorar una de las tres primeras 
ecuaciones (nunca la última). 

Al resolver el sistema, produce el siguiente resultado: 

X1 = 0,2916; X2 = 0,5833; X3 = 0,1251

Estas son las probabilidades de largo plazo o de estado estable, lo que 
indica que independiente del estado en que actualmente se encuentre el 
sistema, la tendencia de largo plazo muestra que con probabilidad 0,29 
terminará en el estado E0, con probabilidad 0,58 caerá al estado E1 y con 
probabilidad 0,13 llegará al estado E2.

Este tratamiento resulta sumamente útil en estudios de mercado para 
averiguar el posicionamiento de una marca a través del tiempo. 

10.5 PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Dos personas poseen, cada una, dos monedas. Las dos personas se 
enfrentan en un juego que consiste en obtener todas las monedas de 
su compañero. En cada oportunidad, cada jugador lanza una de sus 
monedas. Si ambas coinciden, gana el Jugador 1 y se queda con la 
moneda del Jugador 2. En caso contrario, gana el Jugador 2. El juego 
termina cuando uno de los jugadores gana las 4 monedas. Modele el 
sistema cono una cadena de Markov. Obtenga la distribución de 
probabilidades del número de jugadas necesarias hasta que el 
Jugador 1 logre tener las 4 monedas. 

2. Una máquina industrial se revisa cada hora. El supervisor determina en 
la revisión, si la máquina se encuentra trabajando o descompuesta. Si 
está trabajando, la probabilidad que se mantenga trabajando la 
siguiente hora es del 80%. Si está descompuesta, se toman las 
medidas para repararla lo que puede tomar en promedio una hora 
adicional de trabajo del supervisor. Siempre que la máquina esté 
descompuesta, independientemente de cuánto tiempo haya pasado en 
la reparación, la probabilidad que siga descompuesta la siguiente hora 
es del 45%. Modele el sistema cono una cadena de Markov. 
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3. Una empresa de telecomunicaciones ofrece un portafolio compuesto 
por tres planes (A, B y C). Una persona podrá acceder solo a uno de 
los planes a la vez. Una vez pasado el primer año del servicio, del total 
de personas que tomaron el plan A, 17% se pasaron al plan B, 
mientras que el 11% se pasaron al plan C. Del total de personas que 
adquirieron el plan B, el 5% se cambió al plan A y el 3% al plan C. Los 
que tenían inicialmente el plan C, el 10% paso al plan A y ninguno al 
plan B. ¿Cuál es la probabilidad que una persona que haya adquirido 
el plan A se cambie en dos año al plan C? 
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GLOSARIO

Actividades críticas: Son aquellas actividades pertenecientes a un proyecto y 
que poseen una holgura igual a 0, es decir, un retraso dado en alguna 
de ellas implicará un retraso en igual cantidad de tiempo en la duración 
total del proyecto.

Algoritmo de Kruskal: Es un algoritmo que permite encontrar la solución 
óptima para un problema de árbol de expansión mínima. 

Canal de servicio: Es el proceso o sistema que está efectuando el servicio 
para el cliente. Este puede ser simple o multicanal. 

Capacidad de la cola: Es la limitación de un sistema para recibir un 
determinado número de usuarios que pueden esperar en la cola. 

Cliente: Unidad que llega requiriendo la realización de algún servicio; pueden 
ser personas, máquinas, partes, entre otras. 

Cola (línea de espera): Número de cliente que esperan ser atendidos; 
normalmente la cola no incluye al cliente que está siendo atendido. 

CPM (Critical Path Analysis): es un modelo determinístico empleado en la 
programación de proyectos, que enfatiza en el tiempo y/o costo que 
consumen las actividades en un proyecto.

Determinante: El determinante es una función que le asigna a una matriz de 
orden n, un único número real llamado el determinante de la matriz. 

Disciplina de la cola: Se refiere al orden en el que sus miembros se 
seleccionan para entregarles o revisarles el servicio. La disciplina de 
cola pueden ser: primero en entrar primero en salir (PEPS), último en 
entrar primero en salir (UEPS), aleatoria, de acuerdo con algún 
procedimiento de prioridad, o con algún otro orden. 

Dualidad: Es la transformación de un problema de programación lineal en un 
nuevo problema, a partir de los mismos datos. Al problema original se 
le conoce como primal. 
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Inventario: Se define como el conjunto de recursos útiles que se encuentran 
ociosos en algún momento dado, y que están a la espera de ser 
demandados para su uso. 

Matriz: Es un arreglo de elementos dispuestos en filas y columnas, que sirve 
para exhibirlos o resumirlos. Usualmente, aunque no siempre, los 
elementos son números de valor real. 

Matriz cuadrada: Es aquella matriz que tiene el mismo número de renglones o 
filas y de columnas. 

Matriz escalar: Si en una matriz diagonal los elementos diagonales son todos 
iguales a un valor K (constante), entonces decimos que la matriz es 
escalar.

Matriz diagonal: Una matriz cuadrada es diagonal cuando los elementos sobre 
y bajo la diagonal son todos nulos, o dicho de otra forma, si la matriz 
cumple a la vez las condiciones de triangular inferior y de triangular 
superior.

Matriz triangular superior: Se dice que una matriz cuadrada es triangular 
superior cuando los elementos bajo la diagonal son todos nulos. 

Matriz triangular inferior: Una matriz cuadrada es triangular inferior cuando 
los elementos sobre la diagonal son todos nulos. 

Métodos cuantitativos: Son los métodos o herramientas matemáticas que 
permiten explicar o analizar eventos a través de datos numéricos. 

Método de la esquina noroeste: Es un método posicional para resolver 
modelos de redes, que inicia adjudicando la mayor cantidad posible de 
bienes a transportar, a la celda ubicada en la esquina noroeste de la 
matriz de transporte, sin importar cuál sea el costo asociado a ésta, y 
continúa en forma escalonada hasta saturar las demandas y las ofertas 
de los destinos y fuentes respectivas.

Método de Ford-Fulkerson (o algoritmo Ford-Fukerson): Es un algoritmo 
que permite solucionar problemas de transporte, cuyo objetivo es 
buscar caminos donde se pueda incrementar el flujo hasta encontrar 
aquel que alcance el flujo máximo.  
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Método Húngaro: Es un método para resolver modelos de redes, que supone, 
que el número de recursos asignados es igual al número de tareas 
definidas (denotadas con la letra n), donde a cada recurso le es 
asignado una tarea y cada tarea a su vez, debe ser realizada por un 
recurso asignado. Todas las ofertas y demandas serán iguales a 1. 

Método Simplex: Es un método o algoritmo iterativo que permite resolver 
problemas de programación lineal. El nombre del método creado en 
1947 por George Bernard Dantzig, proviene del hecho que en una de 
sus primeras aplicaciones la región factible estaba constituida por un 
simplex. El método parte de un vértice inicial, usualmente el origen, y a 
partir de este inicia un recorrido por los restantes vértices, asegurando 
que cada nueva solución sea mejor que la anterior, y continúa hasta 
que se establezca que no hay un vértice que suministre una mejor 
solución.

Número de servidores: Cantidad o número de servidores dispuestos en el 
sistema.

PERT (Program Evaluation and Review Technique): Es un modelo 
probabilístico utilizado en la programación de proyectos, cuya 
aplicación generalmente se emplea cuando el tiempo que es asignado 
a las actividades de un proyecto, no es conocido con total certeza. 
Este modelo es orientado a la evaluación del tiempo general del 
proyecto. El diagrama PERT nace en 1958 bajo el programa balístico 
denominado Polaris de la fuerza naval estadounidense. 

Punto de reorden: Equivale al nivel de inventario fijado que determina el 
momento en que se debe colocar un nuevo pedido. 

Proceso de llegada: Describe el comportamiento o distribución de los tiempos 
entre llegadas de los clientes al sistema. 

Proceso del servicio: Equivale a la distribución del tiempo requerido para 
servir a un cliente. 

Programación entera: Es un problema planteado de forma similiar a la 
programación lineal, cuyas variables admitirán solo valores enteros. Un 
problema de Programación entera tiene, generalmente la misma 
estructura que uno de programación lineal adicionándosele el 
requerimiento que las variables sean enteras. 
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Programación lineal: Se ocupa de problemas de asignación de recursos 
limitados que han de destinarse a actividades simultáneas que 
compiten por ellos entre sí. Este problema de asignación de recursos 
va desde la asignación de elementos requeridos para la producción de 
un artículo determinado, hasta la asignación de los recursos 
nacionales para sufragar las necesidades domésticas; desde la 
programación de la producción, hasta la adopción de complejas 
decisiones administrativas. La programación lineal utiliza un método 
matemático para describir los problemas antes aludidos. El calificativo 
de “Lineal” implica que todas las funciones matemáticas que 
intervienen sean lineales, o puedan reducirse a esta condición. 

Proyecto: Equivale al conjunto de elementos, tareas o actividades que 
agregan valor, dispuestas en una lógica secuencial (en serie o 
paralelo), donde cada una de ellas es asociada a un espacio temporal. 
Un proyecto estará caracterizado por tener un inicio y un fin, ser único 
y no repetitivo. 

Razón corriente: Cociente que indica cuál es la disponibilidad monetaria con 
que cuenta una empresa o negocio para atender la deuda corriente o 
de corto plazo, es decir cuántas unidades monetarias (um) se tiene 
para responder por cada um adeudada con carácter exigible en el 
corto plazo (Un año o menos). 

Ruta crítica: Es la ruta o rutas, dentro de una red de proyectos, conformada 
por actividades críticas. 

Servidor: Sujeto u objeto que ofrece un servicio al cliente o usuario. 

Vector: Es una matriz que tiene solo una fila o columna. Un vector fila que 
tiene n elementos, es una matriz 1 x n.
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