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INTRODUCCION

Se ha estudiado clinica y experimentalmente muchos aspectos del funcionamien-
tode lal.s neuronas, generalmente estos estudios se realizan in vitro’, y arrojan
una g‘ran cantidad de datos que deben ser analizados y puestos en contexto
de tal manera que se puedan explicar los mecanismos de comunicacién en-
tre las Ineurona.‘fl y su sincronizacion para desarrollar tareas. De manera que
el disefic de un modelo matematico permite un mejor entendimiento de la
dma.nmlca de la neuronas como un todo y focalizar la atencion en el sistemna
y 8u flmcmnarmento global. Aqui se estudia un mecanismo, presentado por
Su y Pérez en [16], donde se explica cémo las neuronas con comportamiento
dindmico caGtico pueden sincronizarse en forma periddica a través de una
conexi6n sinaptica. Este tipo de comportamiento es muy dificil de observar
en experimentos in vitro.

Este tralmba]o de grado se estructura en tres capitulos. El primero corresponde
a los fundamentos fisiologicos referentes al funcionamiento de las neuronas,
el seg;u.tlldo capitulo consta de las nociones bésicas de los sistemas dinémicos
no hneales v la teorfa de estabilidad, el tercer capitulo corresponde al resul-
tado pnnmpal del artfculo “Regular bursting emergmg from coupled chaotic
neurons

Por tlti imo, ademas de resaltar la importacia del tema cientifico que se abor~
dada en este trabajo de grado, se busca a través del mismo motivar a otros
estudiantes de pregrado de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales a
indagar y estudiar en el campo de las Matemdticas aplicadas.

tIn mltro hace referencia a una técnica para realizar un determinado experimento en un
tubo de ensayo, o generalmente en un ambiente controlado fuera de un organisme vivo.
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Capitulo 1

Fisiologia

1.1. | Tejido excitable

Se entlende como tejido a un conjunto de células que comparten funciones
paremdas En los organismos algunas células son “ezcitables”, es decir, ca-
paces de autogenerar impulsos electroquimicos en sus membranas El tejido
excitable tiene la particularidad de responder y desarrollar algiin tipo de ac-
tlwdadl cuando es expuesto a estimulos eléctricos.

El tejido excitable se divide en dos grandes grupos: el tejido nervioso y el
tejido }nuscular; los cuales transmiten sefiales a través de cambios en los
“potenéiales de membrana”. Se conoce como “potencial de membrana” a la
diferentia de potencial eléctrico del interior de la célula con respecto al po-
tencial :eléctrico exterior.

El tejido excitable en que enmarcamos este trabajo es el tejido nervioso
cuya principal componente son las neuronas. Una neurona es una célula que
por lo lanteriormente expuesto, se caracteriza por la excitabilidad eléctri-
ca de su membrana plasmética para la conduccién y recepcién del impul-
so nervioso. Estd compuesta por tres partes principales: el cuerpo celular
o soma donde se encuentra el nucleo y el resto de organelos, el axdn y
las dentmtas Ver figura 1.1; (http://www.ferato.com/wiki/images/e/e0/
20080819_mgb Neuronal._.jpg).-

1.1.1. Potencial de membrana

Las melmbra.nas de casi todas las células de los organismos presentan poten-
cial eléctrico, en particular las células del tejido excitable.
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Figura 1.1: Partes de una neurona.

El potencial de membrana estd estrechamente ligado al transporte de sustan-
cias de|liquido intracelular al extracelular y viceversa, pues entre las sustan-
cias intercambiadas se encuentran los iones responsables de la carga eléctrica.
“By el|organismo humano, la baja cantidad de potasio (K) que contiene el
tejido extracelular, hace que el potasio se difunda del interior al exterior.
El proceso anterior se conoce un efecto de electropositividad en el interior y
de elecltmnegathdad en el exterior. Anilogamente, el exterior de la célula
contlene grandes cantidades de sodio (Na) y en el interior celular bajas can-
tidadeff de sodio. Log iones de sodio cargados positivamente se difunden al
interior de }Ja membrana y se produce un efecto similar al anterior, pero con
mayor |electropositividad en el interior de Ia célula y electronegatividad en
el exterior. Los procesos anteriores en conjunto crean el potencial de mem-
bra.nall

Cuando el potencial de membrana se somete a cambios bruscos o rapidos de
los factores que generan el potencial de difusién, es decir, cambios en:

1. ITermeabi]jdad de la membrana de cada i6n,

2. Goncentraciones de los iones en e interior y exterior de la membrana,

1Ca,be anotar que el potasio y el sodio no son las inices sustancias que pueden crear
el potenc:al de membrana, los iones de calcio representan una parte muy importante en el
proceso de funcionamiento del corazén por ejemplo.
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“entonces se manifiesta el potencial de accidén” . El potencial de accién viaja a
través de las fibras nerviosas transmitiendo un cambio de voltaje que codifica
informacién.

El poténcial de membrana tiene un estado de reposo que corresponde al
estado en que las fibras de tejido nervioso no trasnmiten sefiales” [3].

1.1.2! Excitacién: proceso de la produccién del poten-
cial de accién

El proceso de poteneial de accién se inicia cuando el potencial de membrana
tiene una elevacién inicial o cambio “suficientemente”grande. El potencial en
reposo,| negativo en estado normal, cambia de negativo a positivo y nueva-
mente & negativo. Esto se alcanza cuando la entrada de iones de sodio supera
la salida de iones de potasio y se conoce como “umbral de estimulacidén”.
El poténcia.l de accién consta de las siguientes fases:

1. Fase de reposo o polarizacién.

2. Fase de despolarizacion: que consiste en la entrada de iones de sodio
plor la apertura de canales de sodio y cuya accién neutraliza el efecto
polarizado.

3. Fase de repolarizacién: posterior a la apertura de los canales de sodio,
estos empiezan a cerrarse mientras inicia la apertura de canales de
potasio (ver figura 1.2) {3].




o

Milivoitias
des
POlari
izacig,

reposo

Milisegundos

Figura 1.2: Fases del potencial de accion.

1.1.3! Propagacion del potencial de accion

Un potlencial de accién en un punto de la membrana, generalmente, excita
porciones adyacentes de la misma. Una fibra excitada en una porcién desa-
rrolla ziepentinamente mayor permeabilidad al sodio, con lo que se crea un
flujo de corriente en la membrana celular. Por su parte, el flujo de corriente
en la n:llembrana, hace que el potencial de accidén se extienda en forma explo-
siva. Efte proceso corresponde a la fase de despolarizacién y se extiende a lo

largo de 1a fibra dando lugar a un “mpulso nervioso”.

El potencial de accién se propaga en direccién tal que se aleja del estimmio
alo la.t!go de las fibras y basta que toda la membrana queda despolarizada.
Ver ﬁg{ua 1.3.

Una vez desencadenado el potencial de accién, éste se propaga y viaja por
toda lal membrana si las condiciones son adecuadas, o no viaja en lo absoluto
si las C(l)ndiciones no lo son (esto se conoce como el principio de todo o nada).
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Figura 1.3: Propagacién del potencial de accion.

1.2. | El modelo de Hodgkin-Huxley (HH)

Una de|las funciones celulares més importantes es la regulacién del potencial
de meprra.na a través del control de canales idnicos (llamados as{ porque
permiten el paso de moleculas protéicas). Céhulas como las neuronas usan el
potencial de membrana para producir reacciones tales como secreciones res-
ponsables de mecanismos como la sindpsis, entre otros. El tejido excitable,
tras recxbu' un estimulo, no regresa a su potencial de equilibrio atin cuando
el estunulo ha sido retirado; de hecho, las células del tejido excitable generan
un potencxa.l de accidn antes de regresar a su estado de reposo.

El modelo matemdtico de Hodgkin-Huxley fue el primero que reprodujo exi-
tosamente observaciones experimentales para el tejido excitable en las co-
rrientes de membrana de un axén gigante de calamar. Los experimentos rea-
lizados 'por Alan Lioyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley probaron que la
interaccion del potasio y el sodio en la membrana celular genera una dife-
rencia de potencial eléctrico que es el principal responsable del potencial de
accién (Ver [6]).
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1.2.1.| Hipétesis fisicas para el modelo (HH)

e El tejido excitable funciona como un circuito eléctrico.

. Lla corriente a través de la membrana es movida por iones de sodio,
potasio y otros iones no identificados.

. Lla fuerza motora de los iones se produce por la diferencia de concen-
tracién entre el interior y el exterior de la membrana celular.®

Las variables utilizadas en el modelo (HH) corresponden a:

V potencial de membrana,

C capacitancia de la membrana,
gna conductancia para el sodio,

gr conductancia para el potasio,

¢ conductancia para otros iones 3,

V; voltaje de reposo para el i6n %,

1, corriente inducida,

m funcién asociada a la activacién del canal idnico por sodio,

n funcién asociada a la activacién del canal iénico por potasio,

h funcién asociada a la desactivacién del canal por cargas de sodio,

o, B; fllmciones exponenciales de ajuste para el comportamiento de la aper-
t}ua y cerradura del canal para la funcién i (tass de transferencia de
i?nes al interior y al exterior de la célula){3](8].

2Los :iones viajan de gradientes de mayor concentracidn a gradientes de menor concen-
{racion llleva.ndo consigo una carga eléctrica, esto se conoce como potencial de Nenrst.

351 sudfndice ! corresponde a Ias corrientes generadas por los jones distintos a sodio y
potasio.
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1.2.2! Dinamica de los canales i6nicos
Conductancia del Potasio

La conductancia del potasio g obedece una ecuacién diferencial de estruc-

tura: p
=% =),

conmv=V-VeyV = potencz’al de reposo para el potasio. La cual se rees-
cribié en términos de una variable n(t) que resuelve una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden, de manera que

Gk = gkn'45

donde i es una constante y n es una funcién que representa la fraccién de
canales abiertos tras aplicar un voltaje fijo al tiempo ¢.

St definimos nq{v) como la porcién de canales abiertos en estado estacionario
después de aplicar un voltaje por un tlempo considerablemente largo y 7,(v)
como el tiempo que tarda en alcanzarse * n.(v), la funcién n satisface:

Tn(v)%? = No(V) —

Esta funcién se puede reescribir en términos de funciones exponenciales de
ajuste a(v) y fa(v), donde an(v) determina la tasa de transferencia de iones
de sodio del interior hacia el exterior celular y §,(v) determina la tasa de
transferencia de iones de sodio del interior al exterior celular; ver [8]. Sean:

an(v) .o 1
a’n(”) + ﬂn("—’) " an(v) + ﬂn('u) ‘
Entonces la ecuacion se puede reescribir :

dn
pr = (1 — n)a,(v) — nB,(v).

4Estas funciones se determinan ajustando curvas vilidas para todo voltaje aplicado a
tiempos |discretos.

Neo(V) =

11
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Conductancia del Sodio

En el caso de la conductancia del sodio, los datos experimentales sugieren
que ésth depende de dos procesos: uno que activa la corriente de sodio y otro
que la desactiva, entonces

Ona = g;;amah.
Donde |m(t) es la variable de activacién de los canales de sodio y h(t) es
la variable de desactivacién, ambas funciones son ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.
En el (::aso del sodio, m(t) corresponde a la fraccién de canales de sodio
activadlos en el exterior de la membrana y (1 — m(t)) a los activados en el
interior: h(t) corresponde a la fraccién de canales desactivados en el exterior
de la membrana y (1 — h(t)) a la proporcién de canales desactivados en
el intes%ior. Esta diferencia se da porque los tiempos de cada proceso son
diferentes 5 Anélogamente al razonamiento para la funcién de activacién en
la conductancia de potasio, estas funciones satisfacen:

I = (1= m) = ()
o = an(1 = )~ fu(h).

Exponentes de las funciones de activacién y desactivacién de canales

El exponente de la funcién de activacién de potasio (n*) en la conductancia
del potlasio se puede explicar si se piensa que para que exista transferencia de
iones er:1 la membrana es necesario que existan 4 moléculas similares ocupando
un regién de membrana.

En la conductancia del sodio, por otro lado, los exponentes de las funciones
corresp'onden a3 (m3) y 1 {h) y se explican si se piensa que en el interior de la
membrana existen 3 moléculas activadoras no bloqueadas por una molécula
desactivadora [3] [8].

1.2.3! Ecuaciones del modelo (HH)

El mmiielo (HH) consta de cuatro ecuaciones, una que corresponde a la
dinénicla del voltaje y las otras tres corresponden a la dindmica de activacién

5Lo anterior implica que 1 — m(t) # h(t).
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|4



de canales.

Para la beuacién relacionada con la dindmica de voltaje, se utiliza una ecuacion
de CGMBJ que represente el circuito eléctrico asociado al modelo (ver més de-
talles en [3]). Luego, las ecuaciones del modelo (HH) estdn dadas por:

C% = REa Gram3R(V = Vo) ~ gen®(V = Vi) — a(V = V1)
%’; = au(V)(1 =) —fulV)n
T = an(V)(1=m) = Ba(V)m
B V)L B) = (VB

1.2.4. El Modelo de Hindmarsh-Rose (HR)

El modlelo de FitzHugh-Naguno ® explica el comportamiento del impulso
nervioso con una modificacién del modelo (HH), reduciendolo a un sistema de
dos ecuaciones. Este modelo se basa en distinguir la dindmica de las variables
ra’.pidasl de la dindmica de las variables lentas (ver seccidn 2.6), esto es,

* m y v son variables rapidas.

* n'y h son variables lentas.”

El modelo general de FitzHugh-Nagumo reproduce el comportamiento del
plano fa:ase del modelo (HH) para una variable de ezcitacidn v 8y una varieble
lenta de recuperacion w ?. El sistema no adimensional se representa por las
siguientes ecuaciones:

dv
Come + FV) 41 = -1,
dl
L=+Rl, = V-Y%

%Ver |[8].

7Fisi?légicamente los canales de sodio en las células tienen una mejor capacidad de
respuesta que los canales de potasio y otros canales idnicos protéicos freate a ls interaccion
con el vi}ltaje. De alli, las variables lentas son consideradas como constantes.

8Potencial de membrana.

QReplresenta. el conjunto de canales idnicos conectados con el transporte de sodio ¥
potasic.
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con: T 1

unidad de tiempo dimensional, L el inductor, [ corriente a través del

inductor-resistor, V; el potencial a través de la bateria asociada al circuito y
tomanc}o la funcién F(V) en forma polingmica de grado 3.
El sistema adimensional se reescribe como:

donde

El modelo (HR)

El modelo(HR) estd construido a partir de una modificacién en el modelo
de FitzHugh-Nagumo, y su fundamentaci6n se encuentra en el estudio de los
trenes de impulso cadticos. Denotamos v y w como citamos anteriormente.
Entonces el modelo general de Hindmarh-Rose esta dado por:

donde |
polinén

iiE
dt
dw
dt

dv

7

dw

dt

E= RiCrn W
=7 o =

fw)—w—ug
= V-yw—u

Rady Vo _ER
Vi =% TR

afw — f(v}+ 1)

Y{g(v) — dw), (1.1

l' es la corriente aplicada, a,83,7 y 4 son constantes, f(v) estd en forma
nica de grado 3 y g(v) es una funcién no lineal.(Ver [8] y {1]).

14
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Capitulo 2

Sistemas dindmicos no lineales

2.1.

Nociones de la Teoria de Sistemas dinami-
cos no lineales

2.1.1! Soluciones de equilibrio: Estabilidad linealizada.
Definicién 2.1 Sea E C R" abierto y una funcidn f : E — R". Un sistema

no linet

al de ecuaciones diferenciales dado por

i = f(z) (2.1)

bz 1

es llamado un “sistema auténomo de ecuaciones diferenciales”, “campo vec-

tortial
nemos

I e - * ' »
Iautonomo” o simplemente “sistema auténomo ”. Contrariamente, le-
un “sistema no auténomo ” dado por

i = f(z,t) (2.2)

si la funcién f depende de la variable t.

Nota:

Cualquier sistema no auténomo como (2.2) con z € R" puede ser es-

crito como el sistema auténomo (2.1} con z € R™*, simplemente colocando

Tp41 =

Consid

ty Tpyy =1
ere un campo vectorial auténomo

&= f(z), z€R" (2.3)

15
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Una “s

esto es,
para el

olucidn de equilibrio” de (2.3) es un punto ¥ € R” tal que
f(#) =0,

una solucién que no cambia con el tiempo. Otros términos sustitutos
término solucion de equilibrio son: punto fijo, punto estacionario,

singularidad o punto critico.

Una ve

z encontremos una solucién de (2.3) es natural determinar si ésta es

estabie.!

Estabilidad

Sea Z(t) cualquier solucién de {2.3). Entonces, Z(t) es estable si las soluciones
cerca a.! #(t) en un momento dado lo estdn siempre para todos los tiempos.
Son asz'lntdtz'camente estables si las soluciones ahora convergen a Z(t) cuando
{ — 00.

Defini
estable
cualqui
tonces

cién 2.2 (Estabilidad de Liapunov [20]) Z(t) se dice estable (o
Liapunov), si dado ¢ > 0, eziste un § = &(¢) > 0 tal que para
er otra solucidn y(t) de (2.8) satisfaciendo |Z{to) — y(to)| < 0, en-
F{t) —y(t)] <& para t > ty,t €R

Definicién 2.3 (Estabilidad Asintdtica [20]) Z(t) se dice asintdticamente

estable

si es estable Liapunov y si existe una constante b > 0 tal gue, 5

|2(to) 1 y{to)| < b, entonces my .o JZ(t) — y(t)| = 0.

.

b i) ¥y

Figuza 2.1: a) Estabilidad de Liapunov b) Estabilidad Asintética.
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Linealizacion.
A fin de determinar la estabilidad de Z(t) debemos entender la naturaleza de
las soluciones cerca de Z(2). Sea

T = F{t) +y. (2.4)

Sustituyendo (2.4) en (2.3) y aproximando en potencias de Taylor cerca de
#(t) se tiene

& = #(t) +y = FEQD) + DS ED)W + Oly*) (2.5)

donde Df es la derivada de f y || denota la norma sobre R" (nota: a fin de
obtener (2.5), f debe ser al menos dos veces diferenciable). Usando el hecho
de que |‘z"(t) = f(E(t)), (2.5) se vuelve

§ = D (&()y + O(ly*). (2.6)

La ecuacién (2.6) describe la evolucién de érbitas cerca de Z({). Para cues-
tiones de estabilidad nos preocupa el comportamiento de soluciones arbi-
trarias|cerca de Z(t), por lo que parece razonable encontrar respuestas a
traves del estudio del sistema lineal asociado

g = Df(E(t)y. (2.7)

Por tanto, la estabilidad de Z(¢) involucra los dos pasos siguientes:

1. Determinar si la solucién y = 0 de (2.7) es estable.

2. Mostrar que la estabilidad (o inestabilidad) de la solucién y = 0 de
(2.7) implica la estabilidad (o inestabilidad) de 2(¢).

El paso 1 puede ser igualmente dificil que nuestro problema original, ya
que no existen métodos generales para encontrar la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias con coeficientes dependientes del tiempo. Sin em-
bargo, |si #(t) es una solucién de equilibrio, es decir, Z(t) = Z, entonces
Df(%(t)) = Df(Z) es una matriz con entradas constantes, y la solucién de
(2.7) a|través del punto yy € R® en ¢ = 0 puede ser inmediatamente escrita

como
y(t) = ePF @y, (2.8)

Entonces, (1) es asintdticamente estable si todos los valores propios de D f (Z)
tienen parte real negativa.
La respuesta con el paso 2 puede ser obtenida con el siguiente teoreme.

17
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Teorema 2.1 Supongaemos que todos los valores propios de Df(Z) tienen
parte reaI negativa. Entonces la solucion de equilibrio x = % del campo vec-
torial nio lineal (2.3) es asintdticamente estable.

Prueblaz La prueba de este teorema se discute en la seccidn siguiente cuando
veamos las funciones de Liapunov. [J

Definicién 2.4 ([20]) Sea z = Z(t) un punto fijo de & = f(z),z € R™.
Entoncles z es lamado un “ punto fijo hiperbolico”si ninguno de los valores
propios de Df(ZE) tiene parte real 0. Por otra parte, T es un punto fijo “no
degenerado”si D f(Z) no tiene algin valor propio igual a cero.

Mapeos
Todo 10: discutido hasta el momento se aplica a mapeos; mencionamos algunos
detalles explicitamente. Considere un mapeo C”, (r > 1)

z — g{z), z € R", (2.9)

y supdngase que éste tiene un punto fijo en = Z, es decir, £ = g(Z). La
aplicacién lineal asociada estd dada por

y— Ay, yeR", (2.10)

donde IA = Dg(z).
Definiciones de estabilidad para mapeos

Las definiciones de estabilidad y estabilidad asintética para drbitas de mapeos
son an{xlogas a las definiciones para campos vectoriales.

Estabiliidad de puntos fijos de mapeos lineales
Sea yp € R™. La érbita de yo bajo el mapeo lineal (2.10) estd dada por una
sucesién bi-infinita (si el mapeo es un difeomorfismo C7,7 > 1)

{' " A—nyO: Tty A_Iyﬂa Yo, Ayo; Tty Anyﬂa o } (2'11)
o la sucesién infinita (si el mapeo es C",r > 1, pero no invertible)
{'yo, Ayg, ey, A"yo, . '}. (2.12)

De (2.11) v (2.12) se muestra que el punto fijo y = 0 del mapeo lineal (2.10)
es asintéticamente estable si todos los valores propios de A tienen médulo
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estrictamente menor que uno (< 1).

Estabilidad de puntos fijos de mapeos via la eprorimacion lineal

Con lasl; modificaciones pertinentes, €l teorema (2.1) es vélido para mapeos.
Tennmolagm

Un purllto hiperbélico de un campo vectorial (resp. mapeo) es lamado de
punto silla si alguno de sus valores propios en la linealizacién asociada, tiene
partes real mayor que cero (resp. médulo mayor que uno) y el resto de valores
propios tienen parte real menor que cero (resp. médulo menor que uno}. Si
todos los valores propios tienen parte real negativa (resp. médulo menor que
uno), entonces el punto hiperbélico es llamado un nodo estable, y si todos
los vanlres propios tienen parte real positiva (resp. médulo mayor que uno},
entonces el punto fijo hiperbélico es llamado un nodo inestable. Si los valores
propios son imaginarios puros (resp. tienen médulo uno) y no ceros, el punto
fijo no hiperbdlico es Hamado un centro.

Aph'cac%ién al Oscilador de Duffing no Forzado

El oscilador de Duffing estd dado por

EF =
§ = z—-1°-dy éd>0.

Es facil ver que esta ecuacidn tiene tres puntos fijos dados por
(z,9) = (0,0), (£1,0). (2.13)

La matriz asociada con el campo vectorial linealizado estéd dada por

(1 C _15) (2.14)

Usande (2.13) y (2.14) los valores proplos A1 ¥ A asociados con el punto fijo
estin dados por A1z = -—- + \/ 52 + 4 y los valores propios asociados con
los puntos ﬁ]OB (:tl 0) son los mismos para cada punto y estin dados por
Az = —§ + 307 = 8. Luego, para & > 0,(0,0) es inestable y (£1,0) son
asintéticamente estables; para d > 0, (1, 0) son estables en la aproximacién
lineal.

2.1.2. Funciones de Liapunov

El metodo de Liapunov puede ser usado para determinar la estabilidad de
puntos ﬁJOS cuando [a informacién obtenida de la linealizacién es inconclusa
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(es demr cuando e} punto fijo no es hiperbélico).

La idea bésica del método es la siguiente: supongamos un campo vectorial en
el plané) con un punto fijo Z, y queremos determinar cuando es o no estable.
De acuerdo a las definiciones previas de estabilidad sera suficiente encontrar
una vecindad U de para que orbitas comenzando en {f permanezcan en U
para todo tiempo positivo. Esta condicién se satisfacerd si mostramos gue el
campo [vectorial es tangente a la frontera de U o apuntando hacia adentro o
hacia Z. Ver figura 2.2.

Figura 2.2: Campo vectorial sobre la frontera de U.

Mostramos esto para campos vectoriales en el plano y entonces generalizamos
nuestro estudio a R",
Considere €l campo vectorial

flz, g},
¥ = g(z,y), (z,y) €R” (2.15)

que tiene un punto fijo en (%) (asumamos que es estable). Queremos
mostrar que en cualquier vecindad de (Z,§) las situaciones planteadas an-
tenormente se cumplen.

Sea V/(r,y) una funcién de valor escalar sobre R?, es decir, V : R2 —s R!
(v al m'enos CY, V(%,§) = 0, tal que el lugar de los puntos satisfaciendo
V(z,y)|= C = constante forman curvas cerradas para diferentes valores de
C encerrando a (%, §) con V(z,y) > 0 en una vecindad de (Z, §). Ver figura
2.3.

20




. Figura

frontera.

Ahora,

2.3: Conjunto de nivel de V y VV denotada en varios puntos de la

recuerde que el gradiente de V,VV, es un vector perpendicular al

vector tangente & lo largo de cada curva V = C con los puntos en la direccion
creciente de V. Ver figura 2.4.

Asf lag

Vg

Figura 2.4: Conjuntos de nivel de V, 0 < € < C; < Cs.

cosas, en éste campo vectorial tenemos

(VV(z,9),(2,9)) < 0.

Teorema 2.2 Considere el siguiente campo vectorial

&= f(z), z€R" (2.16)

Sea T un punto fijo de (2.16) y sea V : U — R una funcién C* definida en

alguna

vecindad de U de T tal que

i) V() =0y V(z)>0s8ix#Z.

it) V|
entonces T es estable. Ademds, si

(z) <0 enU - {z}
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iti) Vi(z) <0 en U — {7}
entonces T es asintéticamente estable.

Prueba: Ver [20] pag. 12. O

Denotanimos & V como la funcién de Liapunov. Note que st U puede ser todo
R", entonces T se dice asintdticamente estable globalmente siempre que i) y
i) se cumplen.

Definicién 2.5 (Homeomorfisimo [12]) Sea X un espacio métrico y sean
Ay B 'subcanjuntos de X. Un “homeomorfismo”de A sobre B es un mapeo
1-1 continuo de A sobre B, h: A — B, tal que h™! : A — B es continuo.
Los cmlzjuntos A y B son llamados “homeomorficos o equivalentes topoldgi-
camente”si existe un homeomorfismo de A sobre B.

Definicién 2.6 (Variedad diferenciable [12]) Una “variedad diferencio-
ble n-dimensional”, M, (o variedad de clase C" ), es un espacio métrico conexo
con un |cubrimiento abierto Uy, es decir, M = | JU,,tal que

1. Para todo a, U, es homemorfico a la bola unidad en R®, {z € R*/|z] <
1}, es decir, para tode o eziste un homeomorfismo de U, sobre B,
h'tlx Ua— B,y

2. sil UsNUg# 0 yhy: Uy — B, hg : Ug — B son homeomorfismos
entonces ho{UaNUg) y ha{UaNUsz) son subconjuntos de R™ y el mapeo

h: ha o hEl H hﬂ(Ua n Uﬂ) — ha(Ua M Uﬁ) (217)

es diferenciable (o de clase C”) y para todo x € h(U, N Ug), el deter-
minante jacobiano det Dh(z) # 0.

2.1.3.| Variedades invariantes: Sistemas lineales y no
lineales

Definicién 2.7 ([20]) Sea S C R™ un conjunto, entonces

a) (Tiempo continuo) S se dice invariante bajo el campo vectorial T =
f(z) si para cualquier xzp € S tenemos que z(1,0,19) € S para todo
teR.
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b) ( iTiempo discreto) 8 se dice invariante bajo el mapeo z +— g(z) si
para cualquier zg € S tenemos g*(zo) € S para todo n.

Si nos limitamos a tiempos positivos (esto es, t > 0, n > 0), entonces nos refe-
rimos a S como un conjunto invariante positivamente, para tiempo negativo,
como c?njunto invariante negativamente. Recuerde que si g no es invertible,
entonces sélo n > 0 tiene sentido.

Deﬁnilci(’)n 2.8 ([20]) Un conjunto invariante S C R" se dice una variedad
invariante C™,(r > 1)si S tiene estructura de variedad diferenciable C".
Similarmente, un conjunto § C R™ invariante positivamente (Tesp., negati-
vamente) C", 5i S tiene la estructura de una variedad diferenciable C7.

Ahora, |estudiamos la estructura orbital cerca de puntos fijos para ver como
surgen algunas importantes variedades invariantes. Empezamos con espacios
vectorislﬂes.

Sea # € R® un punto fijo de

= f(z), ze&R" (2.18}
Entonces, por la seccién 2.1.1, es natural considerar ¢! sistema lineal asociado
y= Az, ye€R", (2.19)

donde A = Df(Z) es una matriz constante n x n. La solucién de {2.19) a
través del punto yp € R" en ¢t = 0 estd dado por

y(t) = e"‘uyﬂ (2.20)
donde

1 1
At __ - 2,2 3,3
e —zd+At+ﬁAt +—3-!-At - (2.21)

y id denota la matriz identidad.
Luego, |IR" puede ser representado como la “suma directa” de las tres sub-
espacios denotados por E®, B* y E° definidos como sigue:

E* = span{e;, -, e}
E* = span{€ss1,* " ,Cstu} stutc=n (2.22)
E° = span{esﬁ-ﬂs Tty es+u+¢}
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donde {e;,---,e,} son los vectores propios (generalizados) de A correspon-
dientes|a los valores propios de A teniendo parte real negativa, {e,.1, -,
€s+u} SOn los vectores propios (generalizados) de A correspondientes a los
valores|propios de A teniendo parte real positiva y {€spus1,° " " Estusc) SON
los vectores propios (generalizados) de A correspondientes a los valores pro-
pios de| A teniendo parte real cero. E*, E* y E° son los subespacios estable,
inestable y central respectivamente.

Teorema 2.3 (Forma canénica de Jordan [12]) Sea A una matriz re-
al con Walores propios reales A;, j = 1,---,k y valores propios complejos
Aj = a; +ib; y A-J = a; —ib;,j = k + 1,---,n. Entonces existe una base
{vla " 'ka’ Vg1, Uk41, " " * 5 Uny u'n} para ]R2n-k: donde vj,j =1 ) k y szj =
k+1,.:-,n son los vectores propios generalizados de A, u; = Re(w;) yv; =
Im{w;) para j = k+1,- -, n tal que lo matriz P = (v« UeUpy1 Uks1 * * - Ut
es invertible con

B,
P AP =
B,
donde los bloques elementales de Jordan B = B;,j = 1,--- , k son de lu forma
A1 0 - 0
o A2 1 -+ 0
B=|.-.
o .. Al
0 .- 0 X
paru A, |uno de los valores propios reales de A o de la forma
D L, 0 --- 0
0 Db I --- 0
B={---
0o --- D L
0 .- 0 D

—-b 1 0
con,D::(g a,)"'”’:(o 1) yO:(g g)pam)\ma+ibunade

los valores propios complejos de A.
Nota: A manera de aplicacion, considere ¢l sistema lineal

T = Azx
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con A u

Ina matriz n X 1 con entradas reales. Entonces por el teorema anterior

existe una matriz P (invertible) tal que P~'AP == J, donde J es la matriz
de Jordan. Luego la transformacién lineal

y= Pz

da como resultado el nuevo sistema

j=Plg=P 1Az =P 'APy=Jy

Ejemplo 1 ([20] pag. 16)

Supéng
por Ay,

ase que los tres valores propios de A son reales y distintos, denotados
Az < 0y Az > 0. Entonces A tiene tres vectores propios linealmente

indepexltdientes e1,ea y ez correspondentes a A, Az y Ag respectivamente. Si
Formamos la matriz 3 x 3 tomando como columnas los vectores propios ey, e;

y €3, se tiene
T= € €9 €3 . (223)
Entonces se sigue que
A 0 O
U= 0 X 0| =T14T (2.24)
0 0 A;

Recuerde que la solucién de (2.19) a través de 3 € R®? en ¢ == 0 est4 dada

por

Usando

y(t) = eMyp = e g (2.25)

(2.21), es facil ver que (2.25) es lo mismo que

y(t) = Te%T 'y
et 0 0
0 tht 0 T-lyg
0 0 et

= et emt et | Ty,

i
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(2.26)

Ahora queremos dar una interpretacion geométrica a (2.26). Recuerde de
(2.26) que tenemos

E® = Span{elae2}:
E* = span{es}.

Figura 2.5: Geometria de £* y E* en el ejemplo 1.

Invarianza

Sea yp |€ R? cualquier punto. Entonces T-? es la matriz transformacién
que cambia las coordenadas de yy con respecto a la base estandar de R3 en
coordenadas con respecto a la base ¢), e; y es. Entonces, para yp € E2, T 1y

tiene la|forma N
Yo
T 'y = | #2 (2.27)
0
y para yo € E*, T 'y, tiene la forma
0
T =1} 0 ]. (2.28)
Hoa

Por tanto, sustituyendo (2.27) (resp.,(2.28)) en (2.26), es fécil ver que g € E*
(resp. E") implica etyy € E*(resp.,E*). Entonces E° y E* son variedades
mvanantes

Comportamiento Asintético




Usando (2.27) y (2.26), podemos ver que, para cualquier y € £°, tenemos
ety —— 0 cuando t — +00 y, para cualquier yy € E¥, tenemos eAtyy — 0
cuando/t — —oo (ver figura 2.5 para una ilustracién geométrica de E* y E).

|
Ejemplo 2 ([20] pdg. 17)

Supéngase que A tiene dos valores propios complejos conjugados p + tw,
p <0, w # 0 y un valor propio A > 0. Entonces A tiene tres vectores propios
general:izados 1,82 ¥ €3, que pueden ser usados como las columnas de una
matriz T a fin de transformar A como sigue

p w O
A=l -w p 0] =T14T (2.29)
6 0 A

Del ejemplo 1 se puede ver en este ejemplo que

y(t) = TeMT 'y
efcoswt ePsenwt 0
= T | —ePsenwt eMcoswt 0 | T 'y

0 0 Pt

Utilizando los mismos argumentos que en el ejemplo 1 se muestra que E* =
span{e;, ea} es una variedad invariante de soluciones que decrecen exponen-
cia.lmen:te a cero cuando ¢ — +00, y E* = span{es} es una variedad inva-
riante inestable de soluciones que decrecen exponencialmente a cero cuando
t — ~0b. Ver figura 2.6.

Ejemplo 3 ([20] pdg. 18)

Supodngase que A tiene dos valores propios reales que estdn repetidos, A < 0,
Y un tercer valor propio distinto v > 0 tal que existen vectores propios
genera.lilzados e1,ez y ez que pueden ser usados para formar las columnas de
una matriz T tal que A es transforinada como

A1 O
A={0 X 0)=T14T (2.30)
0 0 ~
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Figura 2.6: Geometria de E* y E* para w < 0.

Siguiendo los ejemplos 1 y 2, en este ejemplo, la solucién a través del punto
yo € R en ¢ = 0 es dada por

y(t) = TeMT 'y

EM t eAt 0
= T 0 CM 0 ™ lyg .
0 0 ¢

Usando los mismos argumentos que en el ejemplo 1, vemos que E* = spanf{e;, ez}

€3 una
+00, ¥

variedad invariante de soluciones que decrecen a y = 0 cuando ¢ —

E* = span{es} es una variedad invariante de soluciones que decrecen

a y = 0 cuando ¢t ~ —~o0. Ver figura 2.7.
El Sist%zma No Lineal
Recuerde que nuestra motivacién original es estudiar el sistema lineal

y=Ay, yeR (2.31)

donde A = Df(Z), fue obtenida de la naturaleza de las soluciones cerca del
punto fijo = # de la ecuacién lineal

i = f(z), z € R" (2.32)

Primerlo transformamos el punto fijo z = I de (2.32) a el origen via la
translacién y = = — Z. En este caso, de (2.32) resulta

y=f(Z+y), z € R (2.33)
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E*°.

Figura 2.7: Geometr{a de E® y E*.

Expandiendo en serie de Taylor f(Z + y) cerca de £ = Z se tiene que

g = Df(Z) + R(y), z e R", (2.34)

donde IR(y) = O{|y|?) y hemos utilizado f(Z) = 0. Del teorema de la for-
ma canénica de Jordan podemos encontrar una transformacién lineal que

tr.el.nsfo'I

rma la ecuacién lineal (2.44) en la forma diagonal en bloque

i A, 0 0 u
sl=10 A, o ) ('u) (2.35)
W 0 0 A, w

donde Ty = (u,v,w) € R* X R* x R%,s + u + ¢ = n. A, es una matriz
$ x s teniendo valores propios con parte real negativa, A, es una matriz u X u
teniendo valores propios con parte real positiva y A es una matriz ¢ X ¢
teniendo valores propios con parte real cero. Usando esta misma transfor-
max:ién! lineal, transformamos las coordenadas del campo vectorial no lineal
{(2.34) dando como resultado

4 = Azu+ R(u,u,w)
Auv + Ry(u, u, w)
Aaw + Re(u, u, w) (2.36)

2. o
fl

H
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donde R,(u,u,w), Ru(u,u,w) y Re(u,u,w) son las componentes s,u y ¢
respectivamente del vector T~} R(t{u, v, w)).

Teorema 2.4 (Variedades locales de puntos fijos [20]) Supdngase que
(2.36) es CT, r > 2. Entonces el punto fijo (u,v,w) = 0 de (2.36) posee una
vamedad local estable CT de dimensién s, W, .(0),una variedad local inestable
C™ de dimension u, We.(0) y una vamedad local central C* de dimensidn c,
WEe.(0 )l todas intersectadas en (u,v,w) = 0. Estas variedades son tangentes
a la respectiva variedad invariante del campo vectorial (2.35) en el origen y,
luego, son representables localmente como grafos. En particular tenemos

20 = {(u,v,w) € R* x R* x Rw = hj{u), w = hi(u),
Dh(0) = 0, Dh.(0) = 0; |u] suficientemente pequefio}

il

Wi (0) {(u,v,w) € R’ x R* x R°|u = hi(v), w = hy(v),

Dh2(0) = 0, Dh(0) = 0; |v| suficientemente pequeno}

WEL(0) = {(u,v,w) € R* x R* x R%u = k(w),v = hj(w),
DHRE(0) = 0, DhZ(0) = 0; |w] suficienternente pequefio}

donde hj(u), hi,(u), hi(v), hi(v), hg(w), y hi(w) son funciones C7. Sin em-
barygo, W,oc(O) W (0) tienen propiedades asintdticas de F° y E*, respectt—
uamente Es decir, soluciones de (2.36) con condiciones iniciales en W}, (0)
(resp., W.(0)) aproziman el origen en un ritmo exponencial asintdtico cmm-
dot — +oo (resp., t — —oc).

Mapeos
Una teorfa idéntica puede ser desarrollada para mapeos. Resumimos estos
detalles: Considere un difeomorfismo C"

z + g(z), z € R™. (2.37)

Supdngase que (2.37) tiene un punto fijo en £ = I y queremos conocer
la natlJ.:raleza. de las orbitas cerca de este punto fijo. Entonces es natural
considerar el mapeo lineal asociado

y— Ay, y€R", (2.38)
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donde A = Dg(%). El mapeo lineal (2.38) tiene las variedades invariantes
dadas ;Bor

E* = span{ey,- -, €}

E* = span{es1, ' *,€s4u} S+tu+cCc=n

E° = Spa’"‘{£s+u+1; s :es+u+c}
donde {ey, - - - , &, } son los vectores propios (generalizados) de A corres-pondientes
a los valores propios de A teniendo mddulo menor que uno, {€541, " ", €stu}

son los| vectores propios (generalizados) de A correspon-dientes a los valores
propios de A teniendo mddulo mayor que uno y

{€susl, " *»Estute) SON los vectores propios (generalizados) de A correspon-
dientes s los valores propios de A teniendo mddulo igual a uno.

Obsérvese que esto se logra colocando A en la forma canédnica de Jordan y
notando que la érbita del mapeo lineal (2.38) a través del punto y € R”
estd dada por

{' b Ah"yﬂ: e A—lyﬁs Yo, A!fn; v Anyﬂx v '}‘ (2 39)
En el caso de mapeos, el teorema (2.4) se cumple, es decir, el mapeo no line-
al (2. 3'If) tiene una variedad invariante estable s — dimensional de clase C7,
una variedad invariante inestable u — dimensional de clase C7 y una varie-
dad invariante central ¢ — dimensional de clase C", todas intersectando en
el puntlo fijo. Ademsds, estas variedades son todas tangentes a las respectivas
variedades invariantes del mapeo lineal (2.38) en el punto fijo.

2.1.4! Soluciones periddicas

Consideramos campos vectoriales
&= f(z), z € R", (2.40)

y mapeos |
z s g(Z), reR" (2.41)

DeﬁmcnSn 2.9 (Campos Vectoriales [20]) Una solucidn de (2.40) por el
punto xo se dice periddica de periodo T si existe T' > 0 tal que z(t,ty) =
z(t +TT zp) para todo t € R. (Mapeos) la drbita de xy € R™ se dice periddica
de periodo k > 0 si g*(zp) = xo.
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Recuerde que si la solucién de (2.40) es periédica de periodo T se tiene que
es perlodlca de periodo nT,n > 1. Sin embargo, por el periodo de una érbi-
ta entendemos el T > 0 mas pequerio posible tal que la definicién (2.9) se
cumplal Una afirmacién similar se cumple para érbitas periédicas de mapeos.
Nota:
Discutiremos “la estabilidad de drbitas periddicas de campos vectoriales”
cuando| veamos los mapas de Poincaré.

Ahora, consideremos los campos vectoriales

= fl(z,y)
7 = glz,¥), (z,9) €R" (2.42)

donde f y g son al menos C,

Teorema 2.5 (Criterio de Bendixson [20]) $i sobre una region D C R?
simplemente conexa la expresion 3L o 4 -9 # 0 y no cambia de signo, entonces
(2.42) no tiene orbitas cerradas sztuadas enteramente en D.

Prueba: Usando (2.42) y aplicando la regla de la cadena encontramos que
sobre cualquier 6rbita cerrada T se sigue

/fdy — gdz = 0. (2.43)
T
Por el teorema de Green esto implica que
) f Og
fs ( = ay)d wdy = 0 (2.44)

donde “f es el interior acotado por I'. Pero si i + 0e o # 0 y no cambia de
signo, entonces esto no puede ser verdad. Por lo ta.nto no deben existir 6rbitas
cerradas en D. O

Teorema 2.6 (L20]) Sea B(z,y) C* sobre una region D C R? simplemente
conezxa. |51 —-f + # 0 y no cambia de signo en D, entonces (2.42) no tiene
orbitas fermdas sztuadas enteremente en D.
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2.1.5.! Propiedades de los campos vectoriales: Existen-
cia, Unicidad, Diferenciabilidad y Flujos

Considere el campo vectorial
= f(z,1) (2.45)

donde f(z.t) es C",r > 1 sobre algin conjunto abierto I/ C R® x R

Existencia , Unicidad, Diferencialbilidad con respecto a condiciones
iniciales

Teorema 2.7 Sea (xg,ty) € U. Entonces existe una solucion de (2.45) para
el puntlo To en t = ty, denotado por x{t, iy, zo) con z{ly, ly, o) = To, pare
|t — to|| suficientemente pegueiio. Esta solucidn es inica en el sentido que
cualquier otra solucion de (2.45) por el punto t = iy debe ser la misma como
z(t, tg, To) sobre su intervalo comun de ezistencia. Por otra parte, z(t,to, To}
es une funcidn C* de &, 1y y zo.

Pruebl\: Ver (2. O

Contz'mlzacz'én de soluciones
Sea C ¢ U ¢ R® x R! un conjunto compacto conteniendo (o, to).

Teoretlna 2.8 La solucion z(t, 1o, z¢) puede ser extendida dnicamente hacia
adelante o hacia atrds salvo en la frontera de C.

Prueba: Ver {5].00
Diferen'ciabilidad con respecto a pardmetros
Considere el campo vectorial

& = f(z,t; 1) (2.46)
donde f(x,t: u) es C,(r > 1) sobre algin conjunto U ¢ R™ x R! x R”,

Teorema 2.9 Para (tg, o, 1) € U la solucidn z(t,tp, o, p) es una funcidn
C" de t!, to, To Y K.

Prueba: Ver [2]. O
En estal fase queremos sefialar algunas propiedades especiales de C*, (r > 1)
para campos vectoriales autdénomos que serdn de utilidad.
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Campois vectoriales auténomos
Considere el campo vectorial

i=f(z), zecR" (2.47)

donde f(x) es C", r > 1, sobre algiin conjunto abierto U/ C R". Por simpli-
cidad supéngase que las soluciones existen en todo tiempo.

Proposicién 2.10 Si z(t) es une solucidn de (2.47), entonces asi es x(t+7)
para cada 7 € R.

Prueba: por definicién

=0 - s, 249
Luego, it:enemos
Eim(td:_ T)lt:to - %-?—) tmtotr fla(to + 7)) = flz(t + 7)) t=to
O
Ed---':'r—(lttfl_fl';!;"-:r-)-|t2t{, = f(x(t + T)) t=tu. (249)

Ya que (2.49) es cierto para cualquier ¢y € R el resultado se sigue. (J

Proposicién 2.11 Para cualquier xo € R eziste solo una solucidén de (2.47)
pasandoi por este punto,

Pruebz#: Si mostramos que la proposicién no es verdad, entonces contrade-
cimos la unicidad de las soluciones. En efecto:
Sea z1(t), z2(t) soluciones de (2.47) satisfaciendo

z1(t) = 29

Za(te) = zo.

Por la p:roposicién (2.10),

Zo(t) = 22t — (t1 — t2));

ya que también es una solucién de (2.47) satisfaciendo
Ta(t1) = 0.

Luego por el teorema (2.7), z31{t) y 22(t) deben ser idénticas. [
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Proposicién 2.12 i} z(t,z0) es C".
ii} 33(0, :L‘o) =TIo
iti) z(t + s,20) = z(t, (8 + Tg)).

Pruebat: i) se sigue del teorema (2.7), ii) es la definicién y iii) se sigue de la
proposicién (2.11); es decir, (¢, zo) = z(t + 8,20) ¥ z(¢, z(s, Tg)) son ambas
soluciones de (2.47) satisfaciendo las condiciones iniciales en ¢ = 0. Luego
por la unicidad ellas coinciden. [

(Nota: |la proposicién (2.12) muestra que las soluciones de (2.47) forman
una familia uni-paramétrica de difeomorfismos C™ en e| espacio fase. Esto
es referenciado como un flujo de fase o flujo; el cual se denota por ¢(t, z) o
¢¢(z)). [Formalmente damos la siguiente

Definicién 2.10 (flujo de una ecuacién diferencial [12]) Sea E C R",
e CI(E’) y el sistema autdnomo

& = f(=z), (2.50)

con la Fondicz'o’n inicial £(0) = x9. Ademds considere ¢(t, zq) la solucion del
sistema (2.50) definida en su intervalo de existencia mdzima I(xo). Entonces
para t € I{zg), el conjunto de mapeos definidos por

$e{zo) = (¢, %o)

es llamado el “flujo de la ecuacion diferencial (2.50); esto es también referido
como el “fujo para el campo vectorial f(z)”.

Campos vectoriales no auténomos

Las pr(l)posiciones (2.10),(2.11) y (2.12) no se cumplen para campos vec-
tonales no auténomos. Sin embargo podemos siempre pasar de un campo
vectorial no auténomo a uno auténomo redefiniendo una nueva variable de-
pendiente. Esto es como sigue. Escribiendo (2.45) como

dr _ f(z,1)
dt 1

y usanﬁlo la regla de la cadena, introducimos una nueva variable independi-
ente s asi que de (2.51) se tiene

z—z =z = f(z,1)

(2.51)
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=t =1 (2.52)
Si definimos y = z(x,t) y g(y) = (f(=,t), 1), vemos que de (2.52) se sigue
v =g(y), yeR xR (2.53)

Por supuesto, el conocimiento de las soluciones de (2.53) implica el conocimien-
to de las soluciones de (2.45) y viceversa. Por ejemplo, si z(t) es una solu-
¢cién dtla (2.45) pasando por zg en t = iy, esto es, z(tp) = zo, entonces
y(s) = (:z:(s + tp),t(8) = s + tp) es una solucién de (2.53) que pasa por
7 = ( I(tg) tg) en s =0.

Cada campo vectorial puede ser visto como un campo vectorial auténomo. De
ahora e%n adelante estaremos definiendo en el contexto de campos vectoriales
auténomos y mapeos.

2.1.6! Comportamiento Asintético

Ahora desarrollamos una técnica que trata las nociones de comportamiento
en el mlﬁmto y observable para 6rbitas de sistemas dindmicos. Seran de interés
los mapeos C* (r > 1) y campos vectoriales auténomos sobre R". Denotamos

comao sigue

Campo vectorial . 1 = f(z), z € R", (2.54)
Mapeo : z+— g(z), z € R™ (2.55)

El flujo generado por (2.54) serd denotado ¢(¢, x).
Deﬂnif:ién 2.11 ([20]) Un punto zo € R™ es llamado un w-punto limite de
z € R®, denotado por w(zx), si existe una sucesion {§;}, t; — oo tal que

#(ti, x) — zo

Los a-puntos limites son definidos similarmente tomando la sucesion {t;},
t; — +o0

Ejemplo 4 ([20] pag. 41)




Considf:re un campo vectorial sobre el plano con un punto silla hiperbédlico,
como se muestra en la figura 2.8. Entonces z es un w-punto limite de cualquier
punto sobre una variedad estable y el a~-punto limite de cualquier variedad
1nestab|le

Figura 2.8: Intepretacion geométrica del ejemplo 4.

Ejemplo 5 ({20] pag. 41)

Este ejemplo muestra por qué es necesario tomar una subsucesién en tiem-

pos, {t,

} y no simplemente permitir que ¢ T oo en la definicién de a y w-

punto limite. Considere un campo vectorial sobre el plano con una érbita

atracto
en -y se

|
ra,y, como muestra la figura 2.9. Entonces érbitas que no comienzan

enrollan alrededor de 7.

Figura 2.9:

Ahora para cada punto sobre 7, podemos encontrar una subsucesion {;}, tal
que qS(tl, z), v € R?, que se aproxima al punto cuando i T co. Por tanto, v es
el w-conjunto de T como esperabamos. Sin embargo L‘Hm o(t, z) # .

OO
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Deﬁnlcuin 2.12 ([20}) El conjunto de todos los w-puntos limite de un flu-
jo o mapeo es llamado w-conjunto limite. El a-conjunto lfmite se define de

manera andloga.

(Nota: la definicién para mapeos también se hace de manera andloga).
Definicién 2.13 ([20]) Un punio zq es llamado no errante si se cumple lo
stguiente:

Flyjos:|Para cualguier vecindad U de zq y T > 0, existe alguin {t| > T tal que
#(t, UYNU # 0.

Mapeos: Para cualguier vecindad U de zq, eziste algin n # 0 tal que
giuINT £

(Nota: si el mapeo no es invertible, entonces debemos tomar n > 0).

Definicién 2.14 ([20]) El conjunto de todos los puntos no errantes de un
mapeo o flujo es llamado conjunto no errante del mapeo particular o flujo.

Definicién 2.15 ({20]) Un conjunto cerrado invariante A C R™ es llamado
un conjunto atractor si eziste algung vecindad U de A tal que

flujos: Ver YVt >0, o(t,z) — A cuandot T 0.

mapeos; Yz € U, ¥n 20, g (z) e Uy g™(z) — Acuandot T co.

Si tenemos un conjuntos atractor es natural preguntarse que puntos en el
plano fase se aproximan a un conjunto atractor asintéticamente.

Definicién 2.16 ([20]) El dominio de atraccion de A estd dado por

flujos: U oft, U)
t<

<0
mapeos.l' U g"(U), donde U es definido con en (2.15),

n<0

En la [fré;ctica, un camino para localizar conjuntos atractores es primero
encontrar una regién atrapada.
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Definicién 2.17 ([20]) Un conjunto M cerrado y conezo es llamado una
region latmpada si ¢(t, M) C M,Vt > 0 o equivalentemente, si el campo
vectorial sobre la frontera de M (denotada por OM ) estd apuntando al interior

de M. Entonces
[olt, M) =4
t>0

es un conjunto atractor.
Ejemplo 6 ([20] pag. 44) Considere el campo vectorial guténomo
i=z—-1%  (z,y) e R' xRL.

Este campo vectorial tiene un punto silla en (0,0) y dos nodos estables en
{(£1, (}) El eje y es la variedad estable de (0,0). Elegimos un elipse, m, con-
temendo tres puntos fijos como muestra la figura 2.10. De manera que m es

un 'neg:on atractora y que el intervalo [-1,1] = ﬂq&(t m) es un conjunto
20

AIEEERN
IR

Figura 2.10: Regién atractora del ejemplo 6 en [—1, 1].

atractor.

Definicién 2.18 ([20]) Un conjunto invariante cerrado A se dice transitivo
topoldgicamente si, para cualesquiera conjuntos abiertas U,V C A

flujos: It € Rtal que p(t, UYNV # &

mapeos: 3n € Z tal que g*(U) NV # 0.

DeﬁniFién 2.19 ([20]) Un atractor es un conjunto atractor transitivo topoldgi-

camente.
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2.1.7! El teorema de Poincaré-Bendixson

Consideramos campos vectoriales C",r > 1

i = f(z,y), (2.56)
y = glz,y), (zyepP (2.57)

donde P denota el espacio fase, que debe ser el plano, cilindro o la esfera
bi-dimensional. Denotamos el flujo generado por este campo vectorial por

(),

donde ; denota el punto (z,y) € P. La siguiente proposicién es fundamental
e independiente de la dimensién del espacio fase.

Proposiciéon 2.13 Sea ¢(-) un flujo generado por un campo vectorial y sea
Mun clonjuuto compacto invariante positivamente para este flujo. Entonces,
para p € M, tenemos

i) wip) # ¥;
i) w(p) es cerrado;
#i) w(p) es invariante bajo el flujo, es decir, w(p) es la unidn de drbitas;
i) w(p) es conezo.
Prueba: Ver [20], pig. 16. O

Definicién 2.20 ({20)]) Sea ¥ continua y arco-coneza en P. Entonces )
se dice | “tranversa” al campo vectorial sobre P si el producto punto vectorial
de la unidad normal en cada punto sobre Y con el campo vectorial en ese
punto e%s na cero y no eambia de signo sobre 3. Equivalentemente, ya que el
campo vectorial es C",r > 1, el campe vectorial no tiene puntos fijos sobre
Yy ta:mpoco tangentes & 3 .

Para c1|1a.lquier p € P, denotaremos la drbita de p bajo el fiujo ¢.(-) para
tiempos positivos por O, (p) (también lamada semiérbita positiva de p).

Lema 2.1 Sea 5 C M un arco transverso a el campo vectorial. La drbita
positiva a través de cualguier punto p € M, O.(p), intersecta ¥ en una
sucesién mondtona; esto es, si p; es la i-ésima interseccidn de O, (p) con 3,

|
entonces p; € [pi-1, Pis1]

40

4



Prueba: Ver [20] pag. 47.0

Corolario 2.14 ([20]) El cojunto w-limite de p(w(p)) intersecta 3 en al
menos un punto.

Lema 2.2 Si w(p) no contiene puntos fijos, entonces w(p) es una drbita
cerrada,

Prueba: Ver {20] pag. 48.00

Lema 2.3 Sean p; y ps puntos fijos distintos del campo vectorial conteniendo
w(p), p|€ M. Entonces existe ol menos une drbita y C w(p) tal que a{y) = m
y w(p) = p2 (nota: para a(y) entendemos el conjunto a-limite de cada punto
sobre v; similarmente para w(7).

Prueba: Ver [20] pdg. 49.0

Teorema 2.15 (Poincaré - Bendixson) Sea M una regidn invariante posi-
twamente para el campo vectorial conteniendo un nimero finito de puntos
fidos. Slea pEM, y consuiere w(p). Entonces se tienen las siguientes posibi-
lidades.

i) w(p) es un punto fijo,

i1} w(p) es una orbita cerrada;

tii) wl(p) consiste de un nimero finito de puntos fijos py,- -+, Py y orbitas y
con a(y) =p; y w(7) = p;

Prueba: Ver [20] pag. 49.0

2.2. | Mapas de Poincaré: Teoria, construccion
y ejemplos

2.2.1.| Mapas de Poincaré : Ejemplos

La idea) de reducir el estudio del sistema de tiempo continuo (flujos) a el es-
tudio de un sistema de tiempo discreto asociado {mapeo) se debe a Poincaré.
Ahora, es posible asociar a cada sistema de tiempo discreto una ecuacién
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diferencial ordinaria la cual se conoce como mapa de Poincaré.

Desafortunadamente no existen métodos generales aplicables a ecuaciones
d1feren{:1ales ordinarias, ya que la construccion del mapa de Poincaré re-
quiere algun conocimiento de las estructura geométrica del espacio fase de la

ecuacmln diferencial ordinaria.
En la construccién de mapas de Poincaré pueden darse en tres casos que son:

1. En el estudio de la estructura orbital cerca a una érbita periédica de
una ecuacién diferencial ordinaria.

2. En el caso donde el espacio fase de una ecuacidn diferencial ordinaria
es periddico con oscilaciones periddicas forzadas.

3. En el estudio de la estructura orbital cerca de una drbita homoclinica
o|heteroclinica.

CASO 1: Mapa de Poincaré cerca de una érbita periédica

Considere la ecuacién diferencial ordinaria

t=f(z), =zeR" (2.58)

donde f : U — R” es C” sobre algiin conjunto abierto I/ C R™. Sea ¢(t, .) el
flujo generado por (2.58). Supéngase que (2.58) tiene una solucién periédica
de periodo T que denotamos por ¢(¢, zp) donde zo € R" es cualquier punto a
través del cual pasa la solucién (es decir, ¢(t + T, 2o) = ¢(t, 2;)). Sea I una
superﬁtl:le de dimension n — 1 frasnverse a el campo vectorial en zg (nota:
trasnversa significa que f(z) - n{z) # 0 con el producte punto usual y n(z)
es la normal a ¥ en x); nos referimos a 3 como la seccién transversal a el
campo :vectorial (2.58). Ahora, en e} teorema (2.7) se prueba que ¢(t, ) es
C" st f(z) es C7; entonces podemos encontrar un conjunto abierto V C 3,
tal que Jas trayectorias comenzando en V retornan a } | en un tiempo cerrado
de T. El mapa que asocia puntos en V' con sus puntos de primer retorno a
Y es Itamado mapa de Poincaré, que se denota por P. Més precisamente

P:V—»Z

T ¢(T(1‘),I),
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donde 7(z) es el tiempo de retorno del punto = & ). Note que, por cons-
trucciérll, tenemos 7(xg) = T y P{z¢) = zo. Por tanto, un punto fijo de P
corresplonde a la 6rbita periédica de (2.58), y un punto k periédico de P (esto
es, un ﬂmnto x € V tal que P*(z) = x probado que Pi(z) € Vii=1,---,k)
correspondiente a una érbita periddica de (2.58) que agujera y_ k tiempos,
antes de que se cierre. Ver figura 2.11.

Figura 2.11: Dindmica de un mapa de Poincaré.

Ejemplo 7 (ver [20] pag. 66) Considere el campo vectorial sobre R?

t = pz—y-—z(z®+1°),
§ = z—py—yle®+47), (zy) eRy (2.59)

donde i € R® es un pardmetro (nota: el estudio de este tipo de sistemas se
analiza| cuando veamos la bifurcacién de Hopf-Andronov-Poincaré). Nues-
tro objetivo es estudiar (2.59) para construir un mapa de Poincaré uni-
dimens:llonal asociado y analizar la dindmica del mapa. De acuerdo a la dis-
cusidn previa, necesitamos encontrar una drbita periédica de (2.59), construir
una sec;cia’n transversal a la drbita, y estudiar como los puntos sobre lo se-
ccion transversal retornan a la seccion transversal bajo el flujo generado por
(2.59).

Para construn' el mapa de Poincaré se requiere algin conocimiento de la
geometrla. del flujo generado por (2.59). En este ejemplo el proceder es fa-
cilitado|al considerar el campo vectorial en un “mejor aprozimado” sistema
de coordenadas; en este caso,coordenadas polares.

Sea

= rcosf
y = rsenf (2.60)

43

a5



entonces (2.59) queda como
r o= ,ur—»-rs
6 = 1. (2.61)

Supéngase que g > 0. Entonces resolviendo el sistema por separacién de
variablés o como una ecuacién de Bernoulli; el flujo de (2.61) estd dado por

e(ro, Bo) = ((i + (rlg - i)e-zﬂt) T 90) (2.62)

Obsérvese que (2.61) tiene una 6rbita periddica dada por ¢¢(,/i, bo). Ahora
construlimos el mapa de Poincaré cerca de ésta drbita periddica.
Definimos la seccién transversal ¥ del campo vectorial (2.61) por

Y ={(r,0) eRx §'/r > 0,8 = bo}

De (2.61) vemos que el “tiempo de vuelo”para drbitas comenzando sobre 3
a retorPa.r a ¥ estd dado por ¢ = 27, Usando ésta informaci6n, el mapa de
Poincaré esta dado por

P’ZL“"”E

(7'|0,90) +—> $a(r0, b0) = ((‘—1; + (Tlg - i)e““’“‘) S 00) (2.63)

1 I AR
r—(G+GE-R))
El mapa de Poincaré tiene un punto fijo en 7 = ,/fi. Podemos calcular la

estabili:dad en el punto fijo calculando los valores propios de DP(,/i)(la
derivada de un mapeo uni-dimensional). Un simple cdlculo muestra que

DP(/f) = e~

Por lo tanto, el punto fijo r = /[ es asintéticamente estable. Ver figura 2.12.

o simplemente

do



r Plro}
[-]

Figura 2.12: Ejemplo 7 para pu = 1.

Nlustramos ahora, como el estudio de los mapas de Poincaré cerca de drbitas
periéditlzas debe simplificar la geometria.

Considére un campo vectorial en R? generado por ¢:(z),z € R®. Supéngase
que también que éste tiene una orbita periédica, y, de periodo T' > 0 pasando
por el punto zo € R3, es decir,

d(Za) = Bri7(To).

Constnumos por la forma usual un mapa de Poincaré, P, cerca a ésta Orbita.
penodlca construyendo una seccién transversal, Y, del campo vectorial a
través de zp y considerando el retorno de puntos a Y bajo el flujo generado
por el campo vectorial; ver figura 2.11.

Ahora conmdere ¢l mapa de Poincaré P. El mapa tiene un punto fijo en z.
Supongase que ¢l punto fijo es un punto silla que tiene una variedad estable
uni-dimensional, W*(z,) y una variedad inestable uni-dimensional, W*(z):
ver figura 2.13. Ahora queremos mostrar como estas variedades se generan
en el ﬂllljo y como se relacionan con 4.

Matematicamente, esto es representado como sigue

Wi(y) = Je(Wilzo)),

t<0

We) = | Je(Wi(zo)).

20
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Figura 2.13: Variedades estable e inestable en un punto siila.

Esto muestra que W?(y) (resp.,W*(y)) es diferenciable, asi como W*(zo)
(resp.,W*(z0)). Esto se debe a que ¢:(x) es diferenciable con respecto a z.
Ver figura 2.14.

Figura 2.14: Geometr{a de la seccién transversal a 7.

Luego, en R3, We() y W*(-y) son superficies de dimensién dos que se inter-
sectan en una curva cerrada.
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CASO 2: Mapa de Poincaré de una ecuacién diferencial ordinaria
de tiempo periddico

Considere la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

% = f(z,t), reR", (2.64)

donde If : U —— R® es CT sobre algiin conjunto abierto U C R™ x R%.
Supéngase que el tiempo de dependencia de (2.64) estéd en la forma de una
ecuacién auténoma de n + 1 dimensiones definiendo la funcién

6:R" — St
t —— 6(1) = wt, mod(2w). (2.65)
Usando (2.65) y la ecuacién (2.64) se tiene

& = f(x,0),
b = w (z,0)eR"xR. (2.66)

Denota.lmos el flujo generade por (2.66) como ¢(t) = (z(1),0(t) = wt +
8o(mod(27)). Definimos una seccién trasversal Eﬂ’ a el campo vectorial
(2.66) por

% = {(z,6) € R* x R} = § € (0, 27]}.

La unidad normal a Ea" en R" x §* estd dada por el vector (1,0); adem4s
es claro que 3% es transverso a el campo vectorial (2.66) para todo z € R™,
ya que |(f(:::,ﬁ'),w).(l, 8) = w # 0. En este caso Z"" es llamada una seccidn
transversal global. )

Definimos el mapa de Poincaré de 3% como sigue

Py : T — L%

(z(é‘*—;——'lh),ég) — (m(éﬂ“—"u‘}"‘—”),éo-t—%aéo), o]
x(e_u;au) t—rx(-@:%——t—gf—). (2.67)

Entonces el mapa de Poincaré simplemente traza condiciones a = en una
fase ﬁja.| después de periodos sucesivos del campo vectorial. Esto muestra con
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clar:dad que los puntos fijos Fj, corresponden a orbitas 22 .periédicas y pun-
tos k—penodlcos de Fj, que corresponden a érbitas penodlcas de (2.13) que

atraviesan 3% k veces antes de cerrarse.

Definicién 2.21 (Orbita homoclnica [12]) Una “drbita homoclinica” es
unae tm’yectom'a del flujo de un sistema dindmico que une a un punto equi-
librio (punto silla) en si mismo. Mds precisamente, una drbita homoclinica
estd en la interseccion de la variedad estable y la variedad inestable de un
equz'librlio.

Un “puinto homaoclinico” es la interseccion de un conjunto estable y un con-
junto inestable de elgiin punto fijo del sistema.

CASQO 3: Mapa de Poincaré cerca a una érbita homoclinica.

Consideremos un ejemplo que ilustra las ideas principales. En efecto:
Sea la ecuacién diferencial ordinaria

& = ar+ filz,yp),
g = Py+ folz,pm), (zyp) eR' xR xR, (2.68)

con fy, fr = O(|z[*+|y]*) y CT,7 > 2y donde p se considera como pardmetro.
Establecemos las siguientes hipétesis sobre (2.68)

Ht’péteslis La<0,8>0yvya+3#0.

Hipdtesis 2. En p = 0 (2.68) posee una drbita homoclinica conectando el
punto ﬁjo hiperbélico (z,y) = (0,0) a si mismo, y sobre ambos lados de
p==0, 1a érbita homoclinica es quebrada.

Ademas la érbita homoclinica quebrada es en una manera, transversa en el
sentido | que las variedades estable e inestable tienen diferentes orientaciones
sobre los lados de y = 0. Para definir, asumimos que para g < 0, la variedad
estable esta dentro de la variedad inestable; para p > 0, la variedad estable
estd fuera de la variedad inestable y, para p = 0, ellas coinciden; ver figura
2.15.

La Hepoteszs 1 es de una naturaleza local ya que esto concierne a la na-
tumleza de los valores propios del campo vectorial linealizado cerca del pun-
to fijo. La Hipotesis 2 es de una naturaleza global, ya que ésta supone la
exis-tencia de una dérbita homoclinica y describe la naturaleza del pardmetro
dependi'ente de la 6rbita homoclinica.
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Figura 2.15: Comportamiento de la érbita homoclinica cuando u varia.

A la pregunta: ¢ Cual es la naturaleza de la estructura orbital cerca de las
érbitas| homoclinicas para u cerca de p = 07 se le dar4 respuesta calculando
un mapa de Poincaré cerca de la 6rbita homoclinica y estudiando la estruc-
tura orbital del mapa de Poincaré. El mapa de Poincaré que construimos
serd, dlferente al de los anteriores CASQ 1 y CASQ 2, siendo la composicién
de dos mapas Unos de los mapas, P, serd construido a partir del flujo cerca
al orlgén (tomaremos el flujo generado por la linealizacién de (2.40) cerca
del origen). El otro mapa, P;, serd construido a partir del flujo fuera de una
vecinda:d de un punto fijo, que estando lo suficientemente cerca de la drbita
homoclinica puede hacer un movimiento repentino como gueremos.

El mapla de Poincaré resultante, P, estard dado por P = P o Fy. Eviden-
temente con estas aproximaciones, nuestro mapa de Poincaré serd valido
(sxgmﬁcando esto el reflejo dindmico de (2.68) s6lo cuando éste estd definido
en una 6rbita homoclinica (quebrada) suficientemente cerrada).
Discutllremos la validéz de nuestras aproximaciones mds adelante, pero ahora
seguimos con nuestro andlisis. Fl andlisis constard de varios pasos:

P1. Plrepa.racién del dominio para el mapa de Poincaré.

P2. Caleular Py
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P3. Calcular P;.

P4. Examinar a dindmica de P = P, o F.

Paso 1

Preparacion del dominio para el mapa de Poincaré. Para el domino

de P e;legimos 3 = {(z,y) € R*z = ¢ > 0,y > 0}, y para el dominio de
P elegimos ¥, = {(z,y) € R¥|y = ¢ > 0,z > 0}, con € pequefio (ver figura

2.16).

3

Paso

Para un

gura 2.16: Preparacién del dominio para el mapa de Poincaré.

| Calcular F,. Usaremos el flujo generado por el campo vectorial lineal

= azx,

¥ = Py (2.69)

a buena aproximacién de esto, debemos tomar ¢ y y pequefios. (Dis-

cutiremos la validacién de ésta aproximacion después).

El flujo

generado por (2.69) estd dado por
z(t) = zoe™

y(t) = yoe™. (2.70)

El tiempo de recorrido, T, necesario para que el punto (g, ) € 3, alcance
3", bajo la accién de (2.70) estd dado resolviendo

para luego obtener

£ = YT (2.71)
T = Liog < 2.72)
TS '
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Ahora para (2.72} debemos considerar yp < ¢. Esto es,

Pﬂ‘zo“’*21
€ ofB

(€. %0) 7 (E (E) €

Paso 3.|Calcular P;. Usando el teorema 2.7; el flujo con respecto a condiciones
iniciales s6lo toma tiempos finitos. Asf, para el flujo de Y-, a ¥4 & lo largo
de una orb1ta homoclinica, podemos encontrar una vecindad U C 3, que es
mapeada. sobre ¥, bajo el flujo generado por (2.69). Denotamos este mapeo
por

Pi(z,6; 1) = (Pu(z, & p), Pz, ) 1 U C 30 — 300

donde F;(0,¢;0) = (&, 0).

Expandllendo en potencias de Taylor cerca de (z,¢&; 4) = (0, €; 0) se tiene

| Pi(z,e; 1) = (g, az + bu) + O(2).

La expresién O(2) representa el término no lineal de orden superior que
se debe|hacer pequefio tomando ¢, z y u pequefios. Luego, para este caso
tenemos O(2) = O(h®). Por ahora, omitamos estos términos y tomemos
nuestro mapa

U < 2%
(m £) — (&, az + by),
dondea.>0vb>0
La eleccién de a > 0 y b > 0 estd determinada por la figura 2.15.
Peso 4.| Examinar la dindmica de P = P o F. Tenemos
P=Peoh:VCi,— Yo

| s

(e, 10) =— (e,ae(f;) +bu)
donde \|/ = (F) ), 0

Ply; 1) : y — Ay®/P 4 by, (2.73)

siendo A = ag!+(e/f > 0,

(Nota: asumimos que U es suficientemente pequefio tal que (Fo) {U) C 3_,)-
Sea & -*l lar/B]; entonces a + B # 0 implica que d # 1. Buscaremos puntos
fijos del mapa de Poincaré, esto es, y € V tales que

Pyip) iy — A +bp=y. (2.74)

Los puntos fijos pueden ser mostrados graficamente como la interseccién del
grafo de P(y; u) con la linea y = P(y; p) para u fijo.
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Existen dos casos distintos.
caso 1 |a| > |8 od > 1. Para este caso D, P(0,0) = 0, y el grafo de P es
dado como en la figura 2.17 para 4 > 0, u =0y p < 0.

Figura 2.17: Grafode Ppara p >0, u =0,y p <O con d < 1.

Entonces, para u > 0 y pequefio (2.73) tiene un punto fijo. El punto fijo es
estable le hiperbdélico, ya que 0 < D y P < 1 para u suficientemente pequefio.
Por construccién vemos gue este punto corresponde a una 6rbita atractora de
(2.68) (probado que podemos justificar nuestras aproximaciones). Ver figura
2.18).

uel

©-
I

Figura 2.18: plano fase de la ecuacion (2.68) para § < 1.

Recordemnos que si 1a drbita homoclinica fuera a quebrar en la manera opuesta
a como se muestra en la figura, entonces el punto fijo de (2.73) sucedera para
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Jr < 0.

Caso 2 |a} < |8] o & < 1. Para este caso, D, P(0,0) = co, v el grafo de P
aparece como en la figura 2.19. Entonces para g < 0. {2.73) tiene un punto
fijo. Por construccién podemos concluir que esto corresponde a una drhita
periédilca corrida para la ecuacién (2.68) como lo ilustra la figura 2.20.

P

wl y=P
[
ped

|
Figura 2.19: Grafo de P para diferentes valores de i con § < 1.

p

P

DD©

Figura 2.20: plano fase de la ecuacion (2.68) para § < 1.

Recuerde que si la 6rbita homoclinica fuera a quebrar en la manera opuesta
ala mostrada en la figura 2.15, entonces el punto fijo de (2.73) sucederd para
n>0. Resumimos nuestro resultado en el siguiente teorema.

Teorema 2.18 ({20]) Considere un sistema donde la Hipdtesis 1 y la Hipdte-
sis 2 se| cumplen. Entonces tenemos, para p suficientemente pequeno: i} si
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a+ 8 < 0, existe una tinica drbita periddica estable sobre un lado de pp = 0;
sobre el lado opuesto de p no existen drbitas periddicas. #) Sia+3>0la
misma conclusidn se cumple come en i), excepto que la drbita periddica es
inestablle.

2.2.2.| Construccion del mapa de Poincaré

Desa.rrolllamos dos métodos para la construccién de mapas de Poincaré para
sistema.ls no lineales. Ellos serdn métodos de perturbacién y serdn aplicados
a sistemas de la forma

= f(@)+eg(x,t,e), TERY, (2.75)
donde

i U— R
g : UxR'x[0,e)— R"

son funciones C"(r > 1) sobre sus respectivos dominios de definicién con
U C R~ abierto. Tornamos £ pequefio y fijo. La ecuacién (2.75) debe tam-
bién depender de pardmetros, sin embargo, omitiremos cualquier dependencia
paramétrica cuando ésta afecte nuestros argumentos.

Cuandole = 0, obtenemos la siguiente ecuacion

i=flz), zecR" (2.76)

que consideramos como ecuacién no perturbeda. Como la mayorfa de los
métodos de pertubacion, la idea es usar las soluciones conocidas de (2.76)
para inferir las soluciones de (2.75). Nuestras aproximaciones serdn més geo-
metnca§ en el sentido que usamos el conocimiento de la estructura geométrica
del espacm fase de (2.76) para inferir los resultados concernientes a la estruc-
tura geométrica del espacio fase de (2.75).

Sean x,(t) y zo(t) soluciones de (2.75) y (2.76) respectivamente y supéngase
que T(t} y 2o(t) son cerradas. Entonces resulta natural preguntarse ¢ cuanto
tiempo z.(t) y zo(t) permanecen cerradas ?. Para responder ésta pregunta
tenemos el siguiente lema.

Lema 2 4 (Desigualdad de Gronwall’s) Supdngase las funciones u(s) y
v(s) continuas Y no negativas en el intervalo [to,t], y lo funcién c(s) es C' y
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no negativa sobre el intervalo [to,t] con

t

o(t) < c(t) + f u(s)v(s)ds;
to
entonces

oft) < c(t)e:f:p( /; u(s)ds) + f " (s) (e:.':p f t u(r)d'r)ds

iy 8

Prueba: Ver {7} o [5]. O

La desigualdad anterior es la herramienta basica para estimar la diferencia
entre las soluciones de (2.75) y (2.76) sobre intervalos de tiempo finito.

Propo?icién 2.17 Supdngase |z.(tp) — zo(t)] = O(c); entonces |z.(ty) —
zo(t)| = Ofe) para [t ~ to] = O(1)

Prueba: Ver {20} pag. 105.0

El método de promedio

El método de promedio es considerado a ecuaciones de la siguiente forma:

i = ef(z,t) + €g(z, t,€) z € R, (2.77)
donde
f : UxR' — R",

g @ UxR'x[0,6)— R"

son C" [sobre sus respectives dominios de definicidn con U/ C R™ abierto.
Supongamos ademés que f y g son periddicas en ¢ con el mismo periodo

T>0.
La ecuacién promedio asociada esta dada por

y=cf(y), weR" (2.78)
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donde LT
o) == [ .t

Trasformacidn de (2.75) en la forma (2.77)

En (2. 75) supongamos que g es periddica en t con periodo T = %% Sea
z(t, To)| una solucién peritdica de la ecuacién no perturbada (2.76) teniendo
frecuencia wp {nota: la necesidad de tomar x(t, zo) como periédica lo discu-
tiremos més adelante). Nuestro objetivo serd derivar una ecuacién diferencial
ordmana. que determine el tiempo de evolucién de la condicion inicial z, en
Ja solucién z(t, xp)-

Suponglase que la condicién inicial, g, es una funcién que depende del tiem-
po. Luégo la funcién resultante

¥ = z(t, zo(t)) (2.79)

es una solucmn de la ecuacién perturbada (2.75). Si esto es cierto, entonces
Zo(t) débe tener cierta forma que incide en la diferenciabilidad de (2.79) y
poder aISI sustituir el resultado en la ecuacién perturbada (2.75). De manera
que esto produce

§ = + (Deoz)o = f(2(t, 20)) + €9(2(t, 7o), 2. £)

to = (Dgyx) H{f(2(t, %0)) — & + eg(2(t, z0), ¢, €). (2.80)

Ahora, |si z(t, 29) es una solucién de la ecuacién no perturbada (2.76), en-
tonces £ = f(z(t, z9)), y asf (2.80) se reduce a

#o = e(Dygyx) Y g(x(t, 20), L, €). (2.81)

Este campo es aparentemente de la misma forma que la ecuacién (2.77). Sin
embargo, un problema puede presentarse; es decir, que (2.77) es periddico
con penodo T, pero (2.81) es cuasiperiadico con frecuencias w en f. Ya que
nuestro| objetivo es temer una dependencia periddica del tiempo de (2.81)
elegimos uno de los dos caminos:

1. Restringir la aplicacién del método a situaciones donde las frecuencias
wp ¥ w sean iguales. En este caso (2.81) es un campo vectorial de tiempo
periddico y el método de promedio puede ser aplicado.
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2.

Stlxponer que muw estd cercano a muyg siendo m y n enteros. {Nota: asu-
mimos que m.c.d(n, m) = 1) ademds, consideramos que la frecuencia de
x(t, 7o) e8 (n/m)w. En este caso z(t, Zg) ya no es una solucién del pro-
bl;ema no perturbado (2.76) asf que (2.80) no se reduce a (2.81). A fin de
que el método de promedio pueda aplicarse, en algin sentido esperamos
que f(z(t, o)) sea cerrado (O(¢)) a #, asi que (2.81) serd periddico en
t.

Teorema 2.18 Eriste un cambio de coordenadas C™ = = y(ew(y, 1)), tal que
de (2.77) resulta

= ef(y) + 2 fly . t.e), (2.82)

donde [, es de periodo T en t. Ademds,

J)

i)

i)

sz‘l z(t) y y(t) son soluciones de (2.77) y (2.78) respectivamente, con
zo(t) = 2o, y(to) = %0 ¥ %0 ~ Y0l = O(e), entonces |z(t) — y(i) = O(€)
sobre una escala de tiempo O(1/e) probado que y(t) € U sobre una
escala de tiempo O(1/€);

81 po es un punto fijo hiperbélico de (2.78), entonces existe g > 0 tal
que, para todo 0 < £ < €o, (2.77) posee una drbita periddica hiperbdlica
asslada ye(t) = po + O(e) del mismo tipo de estabilidad de po;

s?' 2°(t) € W(y.) es una solucidn de (2.77) situada en lo variedad
estable de la drbita ve(t) = po + Oe) , ¥ (t) € W*(po) es una solucidn
de (2. 78) situada en una veriedad estable del punto fijo hiperbélico py, y
st |2(0) — y(0)} = O(e), entonces lz*(t) — ¥ (t)] = O(¢) para t € [0, 00).
Unas afirmaciones similares se cumplen para soluciones situadas en la
v:an'edad inestable sobre el intervalo de tiempo (—00,0].

Prueb:a: Ver [20] pag. 111.00

2.3.

Bifurcaciones locales.

Empecemos el estudio de esta seccién ilustrando el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8 (Ver {20] pag. 255)
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Considere el campo vectorial

| i= flz,p)=p—1° zeR,peR. (2.83)
Es facil verificar que

I f(0,0) =0, (2.84)

- a

| .53{(0, 0) =0, (2.85)

pero en: este ejemplo podemos determinar mucho maés. El conjunto de puntos
fijos de| (2.83) estd dado por

: p-zt=0

@ = 7. (2.86)

Esto representa una pardbola en el plano (p,z) como lo muestra la figura
2.21.

Figura 2.21: Diagrama de bifurcacién del sistema (2.83).

En la figura 2.21 las flechas a lo largo de las lineas verticales representan el
flujo ge'nerado por (2.83) a lo largo de la direccién z. Entonces, para p < 0,
(2.83) no tiene puntos fijos, y el campo vectorial es decreciente en z. Para
@w>0 (|2 .83} tiene dos puntos fijos. Un simple andlisis de estabilidad muestra
que uno de los puntos fijos es estable (representado por una rama sélida de
la pardbola) y el otro punto fijo es inestable (representado por una rama
quebrada. de la pardbola). Ademds, es claro que, dado un campo vectorial
cr,(r2 > 1) sobre R? teniendo solamente dos puntos fijos “hiperbélicos” uno
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debe ser estable y €l otro inestable.

Este esfun ejemplo de “bifurcacién”. Nos referimos a (z, p) = (0,0) como un
“punto de bifurcacion” y el valor del pardmetro x4 = 0 como un “ valor de la
btfurcacmn

Ala ﬁglura 2.21 nos referimos como un “diagrama de bifurcacion”. Este tipo
pa:rtlcular de bifurcacién (es decir, donde en un lado del valor del parametro
no exlstlen puntos fijos y del otro lado existen dos puntos fijos) nos referimos
COMO una “Difurcacidn nodo-silla”.

Formahzamos que se entiende por el término “bifurcacién”.

Deﬂnlcmn 2.22 ([20]) Un punto fijo (x,p) = (0,0) de una familia uni-
pammetmca de un campo vectorial uni-dimensional se dice que experimenta
una “bzfumaczan” en i =20, si¢el ﬂugo para 1 = 0 cerce a cero y T cerca
cero no|es “cualitativamente el mismo” como el flujo cercaax =0en p=10.

El proplésito de esta, seccidn es derivar condiciones bajo las cuales una famil-
ia uni-paramétrica de campos vectoriales uni-dimensionales presentard una
bﬁurcaJcllon nodo-silla teniendo como referencia el ejemplo 2.2.3 de [20] (pag.
220—224) Estas condiciones involucran derivadas de los campos vectoriales
evaluadas en el punto de bifurcacién y son obtenidas por una consideracién
geométrica de la curva de puntos fijos en el plano (4,z) en una vecindad del
punto de bifarcacién.

En el ejemplo 8 se tiene una tinica curva de puntos fijos, parametrizada por
z, pasala través de (z,u) = (0,0). Denotamos la curva de puntos fijos por
().
La curva de puntos fijos satisface dos propiedades:

| -
1. Es tangente a la linea p = 0 en z = 0, es decir,
dy
Ex—(O) = 0. (2.87)

2. Efté completamente a un costado de u = 0. Localmente, esto se satis-
facera si tenemos

E) 0. (2.88)

Ahora, se considera una familia uni-paramétrica de campos vectoriales uni-
dimensionales general
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z = f(x,p), zeR,peR. (2.89)
Supéngase que (2.89) tiene un punto fijo en (z, u) = (8,0), es decir,

f(0,0) = 0. {2.90)
Ademés, supéngase que el punto fijo es no hiperbélico, es decir,

of

—_ = 0. 91

20,0 (299
Ahora, si tenemos

91 0,0) # 0, (292)

Oy
entonces, por el teorema de la funcién implicita, existe una tnica funcién

p = p(z), p(0) =0 (2.93)

definida para z suficientemente pequefio tal que f(z, p(x)) = 0 (obsérvese
que (2.92) se cumple en el ejemplo 8).

Ahora, queremos derivar condiciones en términos de derivadas de f evaluadas
en (u, z) = (0,0); asi que tenemos

%(0) —q, (2.94)
Tho) #0 (2.95)

Las ecuaciones (2.94) y (2.95), junto con (2.90),(2.91) y (2.92), implican que
(. 7) :% (0,0) es un punto de bifurcacién en el que se da la bifurcacién nodo-
silla.

Podemos derivar expresiones para (2.94) y (2.95) en términos de derivadas
de f en' el punto de bifurcacién por derivacién implicita de f a lo largo de la
curva de puntos fijos.

Usa.ndo; (2.92), tenemos

f(z, u(z)) = 0. (2.96)

|
Diferenciando (2.96) con respecto a  se tiene
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Evaluando (2. 97) en (4, z) = (0,
ar
% 0) = =09, (2.98)

entonce:s vemos que (291} y (2

es decir, la ¢

urva de puntos fijos es tangente a la linea u=0enz =

&>

L (o o) = 0= O o, wia) + -;(z @), o

0), obtenemos

2£(0,0) ’

.92) imphca,n que

5'5’-‘-(0) -0, (2.99)
0.

Diferenciando (2.97) una vez mas con respecto a & se obtiene

|

| &S

|

| _

| +
|

+

Evaluando (2.100) en (p., :n) =
|

21 o) + 2 () @)
32]'( 1#(3:))( ”'(-'B)) (2.100)

a" 2 1, e G

(0 0) y usando (2.98) se sigue

(0 o)+3f(00) £ (0) =0

0
Pu ~24(0,0)
| 50 = -—————~—~§£ 0.0 (2.101)

Luego!, {2.101) es diferente de
i

cero probado que

& f

5200 #0. (2.102)

|
En resumen, para que (2.89) experimente una bifurcacién nodo-silla debemos

tener l

0

i

£(0,0)
af _
5‘5(01 0) -
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(condicliones de punto fijo no hiperbélico) y

of
7,00 #0, (2.103)

%{-(0, 0) # 0. (2.104)

La ecuacién (2.103) implica que una tinica curva de puntos fijos pasa a través
de (,u,:rl:) = (0,0), y (2.104) implica que la curva se situa localmente sobre
un costado de p = 8. Serd claro que el signo de (2.101) determina sobre que
lado de! 4 = 0 se situa la curva. En la figura 2.22 se muestran ambos casos sin
indicar|exactamente el tipo de estabilidad que se presentan en las diferentes

-
S~

(@

T

{b)

Figura|2.22: a) ( ~ 24(0,0) / 2 (o, 0)) > 0; b) ( - 240,0) /% (0,0)) < 0.

Finalizamos nuestra discusién de bifurcacién nodo-silla con la siguiente ob-
servacion:

Considére una familia uni-paramétrica de campos vectoriales uni-dimensional
general| teniendo un punto fijo no hiperbdélico en (z, u) = (0,0). La expansién
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en potencias de Taylor de este campo vectorial esta dada por
flz, i) = aop + a12% + agpz + a3 + O(3). (2.105)

Los céllculos muestran que la dindmica de (2.105) cerca de (u, z) = (0,0) es
cuantitativamente la misma que la de los siguientes campos vectoriales

&= p+z (2.106)

Luego,(2.106) puede ser vista como la “forma normal” de la bifurcacién
nodo-silla. Vemos que, en el estudio de la bifurcacién nodo-silla, todos los
términos de 0O(3) y m4s, serdn despreciados y la dindmica no serd cuantita-
tivamexllte cambiada. El teorema de la funcién implicita fue la herramienta
que permitié verificar este hecho.

2.4.| Un par de valores propios imaginarios
puros: “la bifurcacién de Hopf-Andronov-
Poincaré”

Consideremos el camino mds simple en que un punto fijo puede ser no
hiperbélico; es decir, la matriz asociada con el campo vectorial linealiza-
do cerca del punto fijo tiene un par de valores propios imaginarios puros, con
el resto de valores propios teniendo partes real diferente de cero.

Considere el campo vectorial

y=9(y,2), yeER, AR, (2.107)

donde g es C” (r > 5) en alglin conjunto suficientemente grande conteniendo
el puntc:) fijo de nuestro interés. El punto fijo es denotado por (y, A) = (0, Ao},
es decir,

9(%o, Ao) = 0. (2.108)

Estamols interesados en c6mo la estructura orbital cerca de 3 cambia cuan-
do A w.frfa. En esta situacién la primera cosa que debemos examinar es la
linealizacién del campo vectorial cerca del punto fijo, que esta dado por

£ =Dy, X), E€R™ (2.109)
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Supéngase que D,g(yo, Ao) tiene valores propios imaginarios puros con los
n—2 vtli.lores propios restantes teniendo partes real no cero. Conocemos que
los puntos fijos son no hiperbélicos; luego, la estructura orbital del campo
vectorial linealizado cerca de (y, A) = (0,0) debe revelar una pequeria in-
formacién concerniente a la naturaleza de la estructura orbital del campo
vectorial no lineal (2.107) cerca de (y, A) = (%0, Ao)-

Aforturlla,damente, tenemos un procedimiento sistematico para analizar este
problenlla. Por el teorema de la variedad central (Ver {20] capitulo 2), se tiene
que la sstructura orbital cerca de (7, A) = (%0, Ao} estd determinada por el
campo |vectorial (2.107) restringido a la variedad central. Esta restriccion
da una| familia. p — paramétrica de campos vectoriales sobre una variedad
central |bi — dimensional, pero asumimos una sola escala de pardmetros, es
decir, p = 1. 5i existen varios pardmetros en el problema, se consideran todos
excepto uno como fijo.

Sobre 1a variedad central el campo vectorial (2.107) tiene la siguente forma

¥ ImA(g)  Redp) J\y/ \fizyn)

(2.110)

donde f!y f2 son no lineales en z y y, y A(1),A(js) son los valores propios del
campo vectorial linealizado cerca del punto fijo en el origen {Ver més detalles
de la ecuacién {2.110) en [20] pag. 220).

Obsérvese que el hecho de reducir la variedad central da como resultado
(2.110)i, es decir, primero transformamos el punto fijo a el origen y entonces,
si es necesario, hacemos una transformacién lineal de coordenadas tal que
el campo vectorial (2.107) quede en la forma (2.110). Ademas, recordemos
que el valor propio denotado por A(zz) no puede ser confundido con el vec-
tor de pardmetros en (2.107), denotado por A € R?, que consecuentemente
restringimos a un escalar y etiquetado por u. Lo denotamos de ahora en
adelante como

Mp) = alp) + iw(p) (2.111)
tenieno en cuenta que
af0) = 0
w(0) # 0. (2.112)

(x) = (RBA(‘”) _IMA(p)) (E)+(’f1($’y; #)), (z,y, 1) € R* xR'xR’,
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El siguiente paso es transformar (2.110) en la forma normal. La forma normal
estd dada por

& = a(p)z — w(wy + (a(p)z — b)) (* + 1) + Oz, |yl°)
¥ = w(p)z — a(p)y + B{p)z — a(w)y)(@® + ¥*) + Oz, lyl*).  (2.113)

Serd mas conveniente si se trabaja (2.113) en coordenadas polares; lo cual
estd dado por

7 o= a{p)r + a(p)r® + O(r®)
0 = wlp)r+b(u)r?+ O(r). (2.114)

Ya que l&stamos interesados en la dindmica cerca de y = 0, es natural expandir
en potencias de Taylor los coeficientes de (2.114) cerca de ¢ = 0. La ecuacién
(2.114) |queda como

7 o= o (0)pr + a(0)r® + O(pPr, pr®, r°)
0 = w(0)+u'(0)u+b0)r? + O, pr?, ). (2.115)

donde ‘:" ” denota la diferenciacién con respecto a y. Ademas se ha usado el
hecho de que a(0) = 0.

Nuestro objetivo es entender la dindmica de (2.117) para r y u pequefios.
Esto se|lleva a cabo en dos pasos:

pl Dlespreciar los términos de orden superior de (2.117) y estudiar el re-
sultado “truncado”de la forma normal,

p2 Mostrar que las dindmicas exhibidas por la forma normal truncada son
cuantitavamente invariantes cuando se considera la influencia de los
términos de orden superior despreciados.

Paso 1. Despreciando los términos de orden superior en (2.117) se tiene

F o= dur+ar’
0 = w+cp+br (2.1185)

donde por comodidad definimos
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a'(0) = d,
a(0) = a,
w(0) = w,
W) = ¢
bO) = b. (2.117)

Analizando los campos vectoriales dindmicos tenemos siempre que empezar
con la |sit;u::;ucién simple; es decir, tenemos que encontrar los puntos fijos y
estudiar la naturaleza de su estabilidad. Sin embargo, el procedimiento con

(2.116)

es diferente por la naturaleza del sistema de coordenadas. Para pre-

cisar, los valores de » > 0 y u para los cuales 7 = 0 (con g+ 0), corresponden
a 6rbitas periédicas de (2.116). Veamos el siguiente

Lema 2.5 Para —o0 < ’ff < 0, p suficientemente pequerio

€5 una

(r(t), 8(2)) = (@ o+ (c- %)]t +6o) (2.118)

érbita periddica para (2.116).

Prueb!a: Ver [20] pag. 272.0
La estabilidad de la 6rbita periddica se establece con el signiente

Lema 2.6 La drbifa periddica es

i) asintdticamente esteble para a < 0;

i) inestable para a > 0.

Prueba: Ver [20] pag. 272.00

Obsérvese que debemos tener r > 0. Asi, (2.118) es solamente la posible
érbita periddica para (2.116). Luego, para u # 0, {2.116) posee una tnica
orbita ﬁeriédjca teniendo una amplitud de O(,/i}. Concerniendo los detalles
de esta

(2.118)
1. d

bilidad de la érbita periddica y si ésta existe para g < 0o p > 0; de
se tiene que existen cuatro posibilidades:

>0,a>0
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2. di>0,a<0
3. dl<0,a>0
4. dl<0,a < 0.

Examinaremos cada uno individualmente; sin embargo, obsérvese que en to-
dos los lcasos el origen es un punto fijo que es

| estable en u = 0 para a < 0,

inestable u = 0 para a > 0.

a) d{> 0,a > 0. En este caso el origen es un punto fijo inestable para
4> 0 y un punto fijo asintéticamente estable para p < 0, con una
érbita periddica inestable para p < 0.(Nota: si el origen es estable para
p| < 0, entonces la érbita periddica serd inestable); ver figura 2.23 a).

b) d|> 0,a < 0. En este caso para p < 0, el origen es un punte fijo
asi:intéticamente estable y para p > 0 es un punto fijo inestable, con
una orbita periédica asintéticamente estable para p > 0. Ver figura
2:23 b).

c¢) d|< 0,a > 0. En este caso, el origen es un punto fijo inestable para
@l < 0y un punto fijo asintéticamente estable para g > 0, con una
érbita periddica inestable para y > 0. Ver figura 2.24 a).

d} d|< 0,a < 0. En este caso el origen es un punto fijo asintéticamente
estable para u < 0 y un punto fijo inestable para p > 0, con una érbita
periddica asintéticamente estable para g < 0. Ver figura 2.24 b).

67

&9



20

b}
Figura 2.23:
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Teorema 2.19 (Bifurcacién de Hopf~Andronov-Poincaré [20]) Considere
la farmla normal completa de (2.117). Entonces para p suficientemente pequesio,

los casr!)s 1,2,3 y 4 descritos anteriormente se cumplen
I

Prueba 1(Utilizando el teorema de Poinceré-Bendirson)

Bosquejo

Empecemos considerando la forma normal truncada de (2.116) y el caso
a < 0,d > 0. La coordenada r estd dada por

|
| pd

r=f——
| a
Elegim{nos u > 0 suficientemente pequeiio y se considera el anulador en el
plano, ;A, dado por
! A={(r,8) = /r1 <1 <12},

donde 7, y r2 son elegidos tales que

|

/ d
! O0<nr < "““"‘E“(Tz.
| a

Para (2:.116), se puede verificar que sobre la frontera de A, el campo vectorial
dado por la forma normal truncada (2.116) estd apuntando estrictamente al
interior; de A. Luego A es una regién invariante positiva (ver figura 2.25).

| Y

2N
b

Figura 2.25: d < 0,0 < 0.

Luego, 4 no contiene puntos fijos, asf, por el teorema de Poincaré-Bendixson,
A contiene una érbita periddica estable.
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Ahora,| considere la forma normal completa de (2.117). Tomando u y r su-
ficientemente pequefios, los términos O(u’r, ur?,7°) se pueden hacer mis
pequenos gue el resto de la forma normal {es decir, la forma normal trun-
cada de {2.116)). Por tanto, tomando r; y 7, suficientemente pequefios, A
tiene una region invariante positiva que no contiene puntos fijos. Luego por
el teorema de Poincaré-Bendixson, A contiene una 6rbita periédica estable.
Los tres casos restantes pueden ser tratados similarmente; sin embargo, en
los casos donde a > 0 el flujo de tiempo invertido (es decir, t — —t) debe ser
considerado.

Pruebla 2 (Utilizando el método de promedio)
Bosquejo
Consid?re la signiente rescalamiento de (2.117)

i
m
=

T
f —
t —

| u — e (2.119)

La ecutl:cién (2.117) entonces queda como

|
‘ i = e(dur +ar®) + O(),
8 = w+ 0. (2.120)

La ecuacion (2.120) estd en la forma estdndar para aplicar el método de
promedlo Por tanto la prueba se sigue inmediatamente. (]

|
2.5. I Estabilidad de bifurcaciones bajo pertur-

| baciones.
|

Recuerde que nuestra motivacion central es el estudio de la naturaleza de la
estructura orbital cerca de un punto fijo no hiperbélico de un campo vec-
torial. La palabra clave aquf es cerca. Tenemos que ver que un punto fijo
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no hiperbélico puede ser asintéticamente estable o inestable. Sin embargo,
tenemos que ver que “campos vectoriales proximos”pueden tener estructura
orbital |muy diferente.

Ejemp:lo 9 (La bifurcacién nodo-silla, [20] pag. 279)

Considere la familia uni-paramétrica de campos vectoriales uni-dimensional

t=f(z,n), zeRLpueR, (2.121)
con
f(0,0) =0, (2.122)
of
- =0. 2123
~0,0) =0 (2123)
Por su parte, anteriormente se concluyé que las condiciones
| af
_— 0 124
3 (0,0) #0, (2.124)
| &
| 2L0.0 40, (2.125)

eran coindiciones suficientes para que el campo vectorial (2.121) experimen-
tara una bifurcacién nodo-silla en u = 0. La pregunta que responderemos es
la sigui;ente:

i, 8i una familia uni-paramétrica de campos vectoriales satisfaciendo (2.122),
-(2.123),(2.124) y (2.125) es “perturbada”, la familia de campos vectoriales
uni-dinilensionai resultard cuantitativamente con la misma dindmica 7.
Tendremos respuesta a ésta pregunta una vez se expligue que se entiende por
el término “perturbada”.

Hacemos esto primero eliminando por completo los pardmetros. Considere el
campo vectorial uni-dimensional

| i=f(@) = az? + O(a?), zER, (2126)

donde, !en la expansién de Taylor de f(z), se ha omitido la constante y los
términos O(z), ya que queremos que (2.126) tenga un punto fijo no hiperbéli-
co en x;= 0. Puesto que r = 0 es un punto fijo no hiperbélico, la estructura
orbital cerca de z = 0 del campo vectorial cerca de (2.126) debe ser muy

|
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d1ferenLe Consideramos campos vectoriales cercanos a (2.126) y empotrando
(2. 126)i en una familia uni-paramétrica de campos vectoriales como sigue

| &= f(z,u) = u+ apz® + O(z?). (2.127)
La adicién del término “4” en (2.127) puede vista como una perturbacién de

(2. 126)| anadiendo términos de orden inferior en la expansién de Taylor del
campo Ivectona.l cerca del punto fijo no hiperbélico.

Obsérve que (2.127) satisface {2.122),(2.123), (2.124) y (2.125); luego, (z, 1) =
(0,0) es un punto de bifurcacién nodo-silla. Si afiadimos términos O(z?) o
mis, vémos que esto no tiene efecto sobre la naturaleza de la bifurcacién, ya
quela Bifurcacién nodo-silla est4 completamente determinada por (2.122),(2.123) -
(2. 124)‘ (2.125), es decir, los términos O(z?) y menor. Perturbaremos (2.127)
afiadiendo mas términos de orden menor. Por ejemplo,

: &= f(z, pe) = p+ez + apz® + O(z%). (2.128)
En este caso, tenemos una familia bi-paramétrica de campos vectoria-les uni-
dimens_ionales teniendo un punto fijo no hiperbdlico en {z, i, €) = (0, 0, 0}. Sin
emba.rgo la naturaleza de la bifurcacién nodo silla {es decir, la geometria dela
curva(s) de un punto fijo pasando a través de punto de bifurcacién) estd com-
pleta.mente determinada por (2.122),(2.123),(2.124) y (2.125). Luego, la adi-
cién del término “ez” en (2.128) no introduce un nueve fenémeno dindmico
en (2.127) (probado que p # 0).

Ejemplo 10 (Bifurcacién de Hopf-Andronov-Poincaré, [20] pdg. 283)

Del teciurema 2.19 se tiene que la forms normal de la bifurcacién de Hopf-
Andronov-Poincaré est4 dada por

F o= pdr+ar®, (r@)eR*xS', pueR.
0 = wtop+brr

Queremos estudiar como la bifurcacién cerca de (r,u) = (0,0) estudiada
anteriormente, cambia cuando es pertubada. Consideremos tres puntos de
vista:
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1. Eil teorema 2.19 dice que para, a # 0, d # 0, los términos de orden
superior (es decir, O(r*)) no afectarén la dindmica de (2.129) cerca de

(?l' 1)) = (0,0).

2. Ya que w es una constante, para (r, 4} pequefio, a fin de determinar Ia
niatura.leza de las soluciones bifurcando el origen, necesitamos solamente
preocuparnos cerca de la componente 7 del campo vectorial (2.129).

I
3. Debido a la estructura de la parte lineal del campo vectorial, r = 0 es un
punto fijo pars y suficientemente pequeiio y no se presentan términos
de igual orden en r en la componente + de la forma normal.

Usa.ndo estos tres puntos, vemos que para a # 0,d # 0, las peturbaciones
no permitidas por la estructura del campo vectorial (ver punto 3) alternarén
cuantlta.tlva.mente la naturaleza de la bifurcacion cerca de (r, 1) = (0,0).

De los elajemplos 9-10 podemos concluir que, en familias uni-paramétricas de
campos vectoriales, las bifurcaciones “mas” tipicas son nodo-silla y Hopf-
Andmn:ov-Poincaré.

2.6. % Diseccion geométrica de modelos neurona-

les

Las osclilaciones en los modelos neuronales se caracterizan por fases alter-
nantes de comportamientos cercanos al equilibrio y trenes de oscilaciones de
picos (\}er figura 2.26). Estas fases se llaman fase pasiva y fase activa respec-
tivamente. En el caso de la actividad eléctrica de las membranas de sistemas
biolégicios, la escala de tiempo lenta de las oscilaciones es del orden de las
décimas de segundo y la de los picos es del orden de los milisegundos.
Rinzel ¥ Wang describieron cualitativamente algunos mecanismos para la
genera.li:za.ci()n de oscilaciones. La idea bdsica es que existen procesos lentos
que modulan la generacién ripida de picos. Para clasificar los patrones con-
sideraron sistemas de la forma

| ' = F(z,y), r € R" (Rdpido)

| ¥ = eG(z,y), y € R™ (Lento)
con § <le << 1.
Un andlisis de bifurcacién global del sistema rapido, tomando las variables

i
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lentas {l:omo parametros da la estructura que coincide con los diferentes pa-
trones observados y que surgen en las membranas. En este caso, £ representa
la razén lento/rdpido de las escalas de tiempo. Una descripcién detallada
se encuentra en [19]. S6lo mencionamos las caracteristicas principales de los
osciladc:mes cuadrados v elipticos.

e Osciladores cuadrados. Presenta una onda similar & un cuadrado
(\Irer figura 2.26 2B derecha). Esté basada en una biestabilidad de un
e%ta,do de equilibrie y un estado de actividad répida de picos en el
subsistema rapido y un cambio periédico entre ellos.

o Osciladores elfpticos Involucra una bifurcacién de Hopf subcritica.
Lia.s oscilaciones comprenden un cambio lento entre un estado de equi-
librio y el estado de picos répidos y que son biestables en el subsistema
rel’mpido (ver figura 2.26 D, mitad). La fase pasiva exhibe oscilaciones
amortiguadas u oscilaciones crecientes y su trayectoria pasa a través de
lai. bifurcacién de Hopf (ver figura 2.26 D, derecha}.

El conflportamiento grupal de las neuronas se modela mediante sistemas
dindmicos acoplados del tipo rdpido-lento.
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Figura : |2 26: Izquierda: Diagrama de bifurcacién de é6rbitas periédicas a solu-
ciones de equilibrio en el subsisterma (rdpido), con variables lentas como
pa.rametros Las soluciones periddicas minima y méxima son presentadas
aqui. Cfentm Representacion esquematica de las trayectorias onduladas, de
ruptura o picos continuos proyectadas sobre el correspondiente diagrama de
bifurca.cmn en la columna de la izquierda. Derecha: Curso en el tiempo de
una vanable rapida para el correspondiente diagrama del centro. HC= Bi-
furca.cmlnes Homeoclinicas, HB=Bifurcacion de Hopf.




Ca‘pltulo 3

Sin;cromzacmn de osc1ladores
cuadrados cadéticos

El término osctlador cuadrado indica que la evolucidn en el tiempo del voltaje
del siste:zma que representa e} comportamiento cadtico de una neurona durante
la propagacion del potencial de accién, tiene forma de una onda cuadrada
(ver ﬁgura 2.26 B). Esto ocurre cuando la solucién del sistema entra en su
fase réplda ia cual explicaremos en la medida que avancemos.

Por sxn'1phczdad, asumimos que las neuronas individualmente son idénticas.
Ahora, [en nuestro modelo motivado por la ecuacidn de Hodgkin-Huxley (o
su variacién como en el modelo de FitzHugh-Nagumo, Hindmarsh-Rose [13])
asumlmos que el potencial de membrana intracelular y la corriente de la
neurona satisfacen las ecuaciones diferenciales

Vo= filv,w,y)
| W o= fylv,w,y) (3.1)
| y = eglv,w,y)
con ) < & < 1. El subsistema conteniendo las dos primeras ecuaciones es lla-
mado eI subsistema rdpido denotado por (FS). La itima ecuacion es llamada

la ecuacwn lenta.
Consideramos las siguientes hipétesis:

(H1) EI conjunto de puntos de equilibrio de (FS) consiste de una curva en
forma de S de y en el plano (v,y) denotada por S. Existen yx y y,
en R tales que el niimero de puntos de equilibrio de (FS) es igual a 1
cqa.ndo y € (—o0, 1), igual a 3 cuando y € (¥, y,) e ignal a 1 cuando
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(H2)

y‘ € (y,,00). Denotamos la rodilla derecha (localizada sobre la rama
inferior) por P, = (v, w,,y,) ¥ la rodilla izquierda (localizada sobre
14 rama superior) por P, = (vy, wy, ¥»). También denotameos las ramas
slllperior, medis. e inferior de § por U,M y L respectivamente.

La rama inferior, L, consiste de puntos de equilibrio estables para (FS)
y! la rama media, M, de puntos de equilibrio inestables que son pun-
tci>s silla para (FS). La rama superior es mds complicada que los ca-
sos congiderados por Terman {17]. Para los intervalos y» < y < yn ¥
y;lq < y < yg, existen familias uni-paramétricas de soluciones periddi-
c%,s de (FS), denotadas por P, y P respectivamente. Ambas familias
de soluciones periédicas tienen una bifurcacion de Hopf en un extremo
¥i ‘terminan en una Grbita homoclinica de puntos silla en la rama me-
dla Fstos puntos homoclinicos son denotados como py = (vh, wh, ¥n} ¥
pf = (vy, wy, yg). Ver figura 3.1. P, y P; son estables para (FS) con
y|fjo.

{
+
I

.....

BRI y ) A

Figura 3.1: Diagrama de bifurcacién del (FS) para la ecuacién (3.1).

(H3)

H

i
Para la dindmica lenta, la y—dependiente superficie nula N = {(v, w, y)/
g{v,w,y) = 0} intersecta a la curva S en un wnico punto fijo p, y més
i

|
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a'bajo de M hacia F,, y N es bastante cercano a P, en distancia. Como
egtlplco Uc{g<0},PAt)c{g<0}yh(t) C {g < 0} mientras que
Lf C {g > 0}. Aseguramos que el punto P, es no degenerado como se de-
scribe en [9]. Sea F' = (f1, f2). Entonces D . F(P,) tiene un valor propio
negativo y un valor propio cero. Ademds, sean 7,5 los vectores pro-
pIIOS correspondientes a el valor propio cero de D, F(P,) y (D.F(P,))7,
con 06, D F(P)) # 0y (x, Do F(P,)(n, 1)) # 0. Suponemos también
cond1c1ones analogas sobre Py. Geométricamente, esto implica que F, y
PA se comportan como parébolas. Por otro lado consideramos que existe
una linica trayectoria estable r, tal que r,(t} — P, cuando t ~ —c0 y
rp(t) — Pp(t) cuando t — oo para (FS). Suposwmnes andlogas también
se curnplen para Pj.

Ahora,'con las hipétesis dadas anteriormente, el comportamiento de una sola
célula se entiende bien por Terman [17] y Lee y Terman [9]. Presentamos dos
resultados.

Teoreina 3.1 (Terman [17] y Lee y Terman [9]) Supongamos que (H1)-
(HS) se cumplen para la ecuacidn (8.1). Entonces existen £ — 0% cuando
L~ oo y 6; < Cie~* tales que la solucién periddica de ruptura (Bursting)
aitemalda entre L y P2 estd tinicamente determinada y es asinldticamente

estable 'para todo € > 0 excepto para € € U(a, &, &;— 0;).
| i

Teorema 3.2 (Terman [17]) Asumimos que (H1)-(H3) se cumplen para la
ecuacidn (3.1). La solucin de ruptura cadtica eziste para todo € > 0 y pare
k= k(e) Eriste un entero N = N(¢) y mimeros reales {;}, 1 < j < N(e)
con k; < ki1 tal que para k € [koj, kaj41] el mapeo de retorno Ik, &) cerca
de la rama inferior del punto de equilibrio del sistema rdpido en y = yy da
lugar a)la dindmica j-Fibonacci.

Las solucmnes de ruptura mencionadas en el teorema 3.1 son soluciones regu-
lares sin movimiento catico. En el caso de nuestro interés las soluciones se
comportan cadticamente.

En el éstudio previo de Terman [17], la funcién nula g{v,w,y) es lineal-
mente dependiente en un pardmetro k, que el nivel de glucosa en el modelo
pancreético. El pardmetro puede ser ajustado de tal forma que cuando k es
pequeno la ecuacién (3.1) da lugar a soluciones periédicas de ruptura y cuan~
do k esta por encima de cierto valor, la ecuacién (3.1) tiene picos continuos.
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|
En el plano (¢, k) existe una regién ajustada o de cuila donde el correspondi-
ente mapa de Poincaré inducido por 1a ecuacién (3.1} presenta una dindmica
de Fibonacci que caracteriza la dindmica caética.

Varias celulas tienen las caracteristicas mencionadas antericrmente. Por ejem-
plo, el modelo de Morris-Lecar [17] y el modelo de Hindmarsh-Ross (HR)[1).

En este trabajo estudiamos el modelo (HR) (un prototipo para la teoria
de Hodgkm—Huxley) numéricamente. Para ello usamos el software XPPAUT
para motivar nuestro estudio de sistemas acoplades. El significado biolégico
de las suposiciones fueron cuidadosamente explicados en [17).

La variable v representa el voltage, la variable w es la variable de recuperacion,
1 es la|corrienie interna y el pardmetro Inj es la corriente inyectada en la
neurona. Entonces consideremos el sistema

v = w+¢v) ~j+ Inj

|
! w = Pv)—w (3.2)
| ¥ = —rj+rSv-—-c)

donde |In3 3281, r = 0,0021, ¢ = =16, § = 4,0, ¢(v) = 3v* - °,

P(v) _il — By?.

Las COIldlClOﬂeS iniciales son v = 0, w = 0,§ = —2. La variable Inj -y =y
corresponde a la variable lenta en la ecuacién (3.1), La figura 3.2 muestra la
trayectoria cadtica de la ecuacion (3.2).

I 5 i " 1 i L
100 1200 1400 16m 50 2000 o0 2400

Figura 3.2: Una trayectoria cadtica de la ecuacién (3.2).

80




3.1.| Osciladores acoplados.

Hay un ndimero de maneras en que las neuronas pueden comunicarse entre
si. Los dos mecanismos mas comunes son el acoplamiento difusivo (brecha de
empa.lnlms) o acoplamiento sindptico a través de neurotransmisores. En gene-
ral, un modelo de acoplamiento difusivo es una conexién eléctrica directa de
dos net!;ronas, y el acoplamiento sindptico describe la conexién mediante la
liberacién de neurotransmisores cuando otras se activan.

Motivados en los trabajos de Somers y Kopell [15) ¥ Arbarbanel en (1], con-
sideranos los sistemas acoplados

‘U; = fl(vh wy, 'L'l) + a("vl - ‘/c)H(Xc + 'U2)

wy = folvy, wi, )

v = eg(vy,wy,m) (3.3)
vy = fi(vs,w, t) + a{~vp — VY H(X, +v1)

wy = fi(tn, we, 1)

Yo = EQ(U‘Z) Wy, ‘92)

Denotamos U7 = (vi,w1,p1) y Ua = (va,w,32). El pardmetro constante
o > 0’representa la fuerza de acoplamiento, (—X.) es el umbral y V; el
potencz’lal de reversa, que es una magnitud de la respuesta al umbral. Recuerde
que L es la rama inferior de una sola neurona. Para Uy € LU € L, tenemos
(~vy ~|V2}) > 0y (~v2 ~ V) > 0y por lo tanto de [15] tenemos que los
acoplamientos son excitatorios. La funcion H(-) es la funcidn de Heaviside
dada pl:)l‘:

0, siz<0
1, siz >0

H(z) = {

Estudia:mos primero las soluciones numéricas del modelo acoplado (HR):
[ v = w+¢w)—F§+Inj—alv+ 1,4)H(G + 0,85)

| W = ) -w
¥ = —rg+rS(v—¢)
G = L+¢(C)=D+1Inj—a(G+14)Hw+085)  (3.4)
L = y(0)-L
D = -rD+rS(G~c)
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donde 1|toda.'?. las condiciones de la ecuacién (3.2) se cumplen junto con las
condiciones iniciales G = 0, L = 0,2, D = —3,02. Las variables Inj — § = 1
y Inj AD= iy corresponden a las variables lentas de la ecuacion (3.3). Para
este caso la fuerza de acoplamiento es a = (0,2.

Encontramos que las soluciones son bastante sincronizadas en una solucién
de ruptura que es regular y elegante como se muestra en la figura 3.3.

Figura 3.3: Las soluciones convergen rdpidamente a una solucién de ruptura
regular periddica.

l
Denotamos las familia de scluciones, S,(y), de los puntos de equilibrio de
(¥S) para el sistema sincronizado de la ecuacién (3.3).

v o= filv,w,y) ~a{v+ V)
v = folv,w,y) (3.5)

|

|

|

|
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¥y = eg(v,w,y).

El calculo numérico de la bifurcacién para (FS) de la ecuacién (3.5) indica
que cuando a > ag la familia de soluciones periédicas Py y P» serd separada
de la rama intermedia y se fusionaran en una rama continua P,. La familia
periédica P, empezard en una bifurcacién de Hopf en su rama superior en
Y =1 ¥ ¥ = yg como lo muestra la figura 3.4.

> ' ‘.//___._{. ...... . -
S . p o:n
N e A, TR
| o
TN Yo y Yo

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacién del (FS) para la ecuacién (3.5) en el
ejemplo de (HR) con o = 0,2.

Denotamos la rama superior del nuevo diagrama de bifurcacién U, y la rama
inferior{ L,,.
Damos jahora nuestras hipétesis finales:

(H4) Supongamos que existe un tnico valor ap tal que cuando a —+ ag, Y4 ¥
yy colapsan mutuamente. Si a > ap, entonces la familia de soluciones
pa;eriédicas P, sera separada de la rama media.

(H5) La fuerza de acoplamiento a es elegida de tal manera que la rodilla
izquierda Py estd entre la brecha de P y Ps, es decir, yn < 95 < yu-
Esto restringe el valor de la fuerza de acoplamiento a.
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3.2. | Sincronizacion de las soluciones regulares
de ruptura.

Denotamos F como la unién de todas las variedades rdpidasde La U o P,
ydeU o P, a L para la ecuacién (3.2). Similarmente, sea F, la unién de las
variedades rapidas de L, a U, o P,,y de U, o P, a L, para la ecuacién (3.5).

Teorema 3.3 (Resultado principal) Supdngase que (H1)-(H5) se cumplen.
Entonces eriste una solucion periédica U(t,e, a) con periode T(e, a) para la
ecuacion (3.3) tal que

(1) dist(U(t,¢,a), LUFUP,UU,UF,)=0(e), ¥ Ei% T(e,0) =T(a) >0

(2) Elziste § > 0 tal que cuando cualguier par de soluciones de rupture
acopladas (v;,w;, ;) i = 1,2 con condiciones iniciales satisfaciendo
|(’!Ul:w1;yl) — (va, wa, )| < 8, [(vi, wi, 1) () ~ Ut +to, €, @)} < Mpe™**
para algin ty, 1 = 1,2, es decir, ambas soluciones de ruptura se sin-
cronizan a la solucién periddica U (t,e,a) en la medida que transcurre
el tiempo.

|
Bosquejo de la prueba del teorema 3.3

Ana,lizalndo las soluciones, notamos que la variedad lenta [ es estable con
respecto a (F'S). Es decir, el operador lineslizado de (FS) cerca a L tiene dos
valores propios con parte real negativa excepto cerca de la rodilla derecha
para la |ecuax:ic’un (3.1).

Para yff <y < ¢, la rama U, (y) estd rodeada por P,(y) desde afuera. A lo
largo de ambas secciones de U,(y) a la izquierda y a la derecha de P,(y), el
operador de (FS) de la ecuacién (3.5) tiene un par de valores propios com-
plejos de partes real negativa, excepto para la rodilla izquierda Py, Para la
rama penédlca P,, los multiplicadores de Floguet son 1 y g, [p| < 1.
Usamos los resultados cldsicos de Fenichel {4] para asegurar la existencia de
variedades invariantes estables de la ecuaci6n (3.5) cerca de la variedad lenta
y solo a:na.liza.r los flujos dentro de la vecindad de las variedades invariantes
L, Uy, P, |

Note qde 1as soluciones inicialmente siguen a L en vez de L, porque H =0

- r i + . I rd 2 >
(funcién de Heaviside) cuando ambas células estdn en la rama inferior.
|
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Comenzamos ambas soluciones de la ecuacion (3.3) en puntos iniciales difer-
entes en la rama inferior L. Sin pérdida de generalidad, sea Uy(t})|,., en la
rodilla derecha Py

I n(t) = Lo = 2 > O(Ve),

z= O(c!r) es independiente de £. Ademés, ()}, estd a la izquierda de Py,
la rodillla, derecha del diagrama de bifurcacién en la ecuacién (3.5) con a > 0
(nota: por ser ésta una condicién restrictiva sobre la diferencia en la posicion
inicial, el resultado del andlisis es una sincronizacion local).

Ahora, como la naturaleza del acoplamiento que existe es excitatorio, en la
terminologia de Somers et al [15], ambas trayectorias se moveran a la fami-
lia periédica P, mediante una secuencia de eventos que se sustentan en el
Teorema 2.18 y se desarrollan alrededor de los diagramas de bifurcacién del
sistemai acoplado y del sistema desacoplado como se lustra en la figura 3.5.

|
i -
Estos eventos san los siguientes:

a) Para 0=t <t <ta(e) =t + O(Jg), Uh(t) € N(F), es decir, dentro
dé la e—vecindad de I con v < (—X.) mientras Ux(t) € N(L). De
manera que la solucién Uy deja la rodilla derecha y se mueve a lo largo
dé la vecindad répida F (discutida anteriormente y también en [10])
pt%ro aln se encuentra por debajo del umbral (—X,) para afectar a la
segunda neurona; la segunda solucién permanece en la rama inferior
por el momento. Ver figura 3.6 a).

b} Para t; < t < t3{e) = ¢ +O(%), Ui(t) € N(FUPR) y vni(t) >
(-TXC), mientras Up(t) € N{F) pero vz < (—X,) debajo del umbral, es
decir, la solucién Uy pasa €l umbral y alcanza eventualmente la familia
de soluciones periddicas P, sobre la rama superior de la ecuacién no
excitada. La segunda solucion U, deja la raina inferior y se mueve a
la.iva.riedad rapida F', porque U, consigue excitar a U/; cuando va por
debajo del umbral. Ver figura 3.6 b).

c) Para ty <t <i4(e) < t3+0(1), mientras Us(t) € N(F) y vt} > (—X,)
estd por arriba del umbral, U, (t) salta lejos de N (P,) y va hacia N(F,),
lanueva familia de soluciones periédicas del sistema sincronizado. Ver
figura 3.7 a).
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! i ! | 1 ! L ]

.5: Superposicién de diagramas de bifurcacién (ecuaciones (3.1) y

d) Para ty <1t < ts(€) < tg + O(1), Uy(t) se mantiene dentro de N(P,),
mientras Us(t) € N(F,) y Us(ts) € N(P,), esto es, la solucién Us
sa?lta. a la familia de soluciones periddicas sobre la rama superior de la
ecuacion excitada. Ver figura 3.7 b).
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Figura 3.7: Andlisis de diseccién geométrica del modelo neuronal {parte 2).
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i
e} Finalmente cuando ¢t > 5, ambas soluciones Uy(t) y Us{t) se mantienen
sobre F,, entonces |y (f5) ~ 12(ts)f = 2 + O(y/E). De [15] se tiene que
Ui(t) y Uz(t) pueden cambiar posiciones durante el salto .

Recordlemos que cuando las soluciones se mueven a lo largo de las variedades
lentas; en L,P, y U,, el tiempo de diferencia entre las soluciones es invari-
ante, p(::nrque los sistemas estan desacoplados y las dos neuronas son sistemas
auténopms idénticos. Sin embargo, el tiempo de diferencia entre U; y Us tiene
realmente un cambio significativo durante el salto hacia arriba y el salto ha-
cia abazio entre variedades lentas via una variedad rapida, igual durante la
fase de diferencia en el valor ¥ que permanece invariante {salvo una precisién
de O(v/&)).

Calcutamos la diferencia de tiempo localizdndonos sobre las variedades lentas
(1 rama inferior, la rama superior ademads de la familia periédica). Para la
rama inferior, la dindmica lenta satisface la ecuacion diferencial

: (ww) = L)

i ¥y = eg(L{y),v),

la diferéncia de tiempo en la rams inferior es

| ar= " 2 __a

= ALl

| v~z €9(L(Y), )
donde y, es el valor del parmetro en la rodilla derecha. Entonces sobre
la va.rie;dad lenta a lo largo de la familia periédica F,, alrededor de la rama
superior de las ecuaciones excitadas; usamos el metodo de promedio [14] para
obtener la dindmica lenta para y.

|

|

! (‘U,‘LU) = Pa(t_,y)

| ¥ = eg(Pa(y),y) + Oe?),

donde e} movimiento promedio

! 1 n(y)

! Pu(y) = ;‘(5)‘ A Po(y)dt

es el promedio bajo el pericdo #(y) . Entonces la diferencia de tiempo sobre
la rama. periédica puede también ser similarmente determinada como

| ar= [T L,
: _ 'y
v E9(Faly),¥)

!
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Ahora consideramos que Uy y U, se mueven a lo largo de P, manteniendo la
dlferen(lna de tiempo invariante y eventualmente entran a U,, la rama. supe-
rior a Ia derecha del punto de bifurcacién de Hopf. Ellas llegaran cerca de la
rodilla derecha y eventualmene saltan hacia abajo en la rama inferior L en
un similar escenario como los acontecidos en los saltos hacia arriba de Uy
Us.

La ra.zdin de los saltos hacia abajo, sin embargo es diferente. Los acoplamien-
tos que'existen no son excitatorios.

Cuando una neurona salta hacia abajo y se encuentra por debajo del umbral
{(—X.), la otra que se encuentra sobre U/, pasa de la variedad rdpida F, a mo-
verse sobre F. Luego, de (H1) y (H5), ambas soluciones {/; y U, se moveran
hacia la tinica rama estable L.

Similarmente, podemos calcular de la diferencia de tiempo invariante AT" =
AT cuémdo viajan a lo largo de la rama superior U, para obtener una difer-
encia de fase horizontal Z en la rodilla izquierda. También, AT", 1a diferencia
de tiempo viajando a través de la rama inferior L puede ser calculada de la
fase hoﬁizontal Z, porque la diferencia de fase es invariante durante el salto
hacia abajo.

Ahora resumimos calculando la diferencia de tiempo entre dos neuronas com-
pietada|una vuelta. Notemos que durante el salto, la y — diferencia es in-
variante (salvo un error de O{/€)). Cuando viajan en las ramas superior o
inferior Jla t — diferencia es invariante.

Para calcular las diferencias de tiempo se utilizan expansiones asintoticas
en el pai.rametro En [11] los teoremas 1 y 2 del capftulo I garantizan la de-
pendencia continua de la solucién con respecto al pardmetro £ asi como su
dﬂerencxablhdad de tal modo que la expansion asintética es posible. Ademas,
en el capltulo ITI de [11) se muestra el rigor.de los cédlculos.

Sea z lal diferencia inicial suficientemente pequeiia, entonces tenemos

i _ Ye 1

Al‘T B fy,,ﬁz T 5™

| = A(z)

I = WO +E@z+ 02, once (- )
[ = h'(0)2+h.o.t.

|

AT

(EQ(L(Iy), ) L;=up)z +hot.
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Observacién: T(y) es una funcién tal que T'(y) = t{y) =

h{z)

h(z)
H(2)
H(2)
#'(0)
(0)

K©O) =

-~ fyp 1 d
I AT T7 )R ad
= T(yp) - T('yp - 2z)

H

H

i

~t(y, — 2)(~1)
t(y, ~ 2)
t(yp)

= YNy,

1
eg(L(y), ¥) ly=y,

1
Ly Por2

v € [y, -2 Yol ¥ h.o.t = hight order terms = términos de orden superior.

Por otrtlo lado,

|
o

|

|

l

|

I

e

hi(z)

By {0) + hy(0)z +

hy(0)z + h.o.t.

-1
(Eg(Pa(y), y)

h](z)

hy(z)
hy(2)
hy(0)
hy(0)

H'(0)

[~ sk
b Ea B y)

hi(e
‘ét ) (z = 0)?, concy € (Yo ~ 2,Y,)

)z + h.o.t.
Y=Hp

[
b 9y D

= Ti(yp — 2) - Taly,)

i

H]

b1y, — 2)(—1)
'tl(yp)

""tl (y) Iy:yp
-1

eg(Paly), ¥) lv=v,
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Observacién: Ti(y) es un funcién tal que Ti(y) = t;(y) =

1
co(Paly)y) PRI
A [yp - z:yp]'

Entoncés la diferencia de tiempo de AT se trasladard en la diferencia de fase
de 7 enlla rodilla izquierda

F12Y 1
AT =|AT" = f —_—d
| iz €90U(0), 1) ©

ha(Z)
= hy(0) + hy(0)7 + h”zz( D0, econese (ntd)
= hy(0)Z + h.o.t.

" __"1.._._.,,
AT = (Eg(Ua(y),y)

y la diferencia de tiempo final después de retorno a L es

"o 1 >
| AT = (_sg(L(y),y) y=w)z+ h.ot.

Para ilstrar mejor estos acontecimientos ver figuras 3.8 y 3.9.

Notemols aqui que de la funcién de Heaviside y €] tipo de acoplamiento, los
s:stema::s estdn desacoplados si ambos estdn en L o U, y Py, AT = AT,
este es un estudio simple de los casos de sindpsis directa e indirecta descritos
por terman et al (18].

Por lo tanto se maneja la razén de tiempo

ATIH _ ATM' AT” ATI
AT — AT'AT'AT
AT AT

ATPAT

. 5 -1
[(Eg(L(y),y) Iy_y})z + hOt] [(mly=yp)z + th]

y=m) Z+ h.o.t.] [(m |y=y,,)z + h.o.t.]
)Ez + h.o.t.

It

)5: + h.o.t.

=

i

(sy(Ua(y),y)

-1
(sg(L(y) v) L,_m) (Eg(Pa(y),y) y=v,

! »
y—m) (msz)zz + h.ot.

5sr(Ua: (y),y)

{
!
i
i
i
I
|
i
|
i
|
|
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I(Ua(¥): W ymy, (L) W],
L), Wlymy 9(Pa(®), )]y,

= O

+ h.ot

Cuando la superficie nula de g esta cercana, ya sea a la rodilla derecha. de la
rama inferior L o la rodilla izquierda de la rama superior U,, ¢l numerador
I(Ua(®), 9)ymy, 9(L(Y), ¥)],o,, €5 PEQuEfio y 0 < 1.

Por tanto se tiene que dadas dos soluciones con diferencia inicial z < z, en
el tiempo, su diferencia se hard més pequeiia y

! AT(t) = Ofg7s),

I
donde 1:ra = O(3) es el tiempo de duracién cuando viajan una vez sobre la
variedad lenta L, P, y U,.

I

CONCLUSIONES

Despuésl de realizar algunos experimentos numéricos con el software XP-
PAUT con el prototipo del modelo acoplado (HR) en la ecuacién (3.4), se
puede afirmar que en la medida que aumentamos la fuerza de acoplamien-
to sindptico o, se logran soluciones de ruptura que se sincronizan cuando
t— ooi Un caso adverso sucede cuando la fuerza de acoplamiento dismin-
uye. Por ejemplo, para o = 0,05, en la ecuacién (3.4) se tienen soluciones
regulares de ruptura no sincronizadas (ver figura 3.19).

Por otra parte, se puede pensar en llevar estos andlisis a una red de N-
neurona{s, siguiendo cada una el prototipo de Hindmarsh-Rose y asf formar
grupos neuronales que estén completamente sincronizados.

En smta;ls se puede decir que el trabajo presentado evidencia como es posi-
ble lograr que las neuronas con comportamiento dindmico cadtico se ocoplen
para oscilar de manera coordinada para desarrollar tareas.

|
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Figura 3.10: Para una fuerza de acoplamiento débil, existen soluciones de
rupturairegular pero no sincronizadas en el tiempo.
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ANEXOS
|

A continuacion se da el c6digo de una simulacién en MATLAB para visualizar
el com;?orta.miento dindmico cadtico de las neurcnas y su sincronizacién el
tiempo. El cédigo estd dado por:

cle |
clear
z=d1mr9ad(’simulacion.dat’);
teta=0:0.001:2#%pi;
for kﬂﬁzlozlength(z)
hold on
£111(z(k,4)+0. 1xcos(teta) ,z(k,2)+0. 1*sin(teta) , 'r?)
ho}d on
fi}l(z(k,7)+0.i*cos(teta),z(k,5)+0.1*sin(teta),’g’)
plot(z(:,4),2(:,2),’b’)
held on
axis({-2 5 -2 3]);
M(k + 1) = getframe;
clf
end |
movie (M)

donde simulacion. dat es un archivo de datos que para los fines de este trabajo
se le ha colacado el nombre de simulacion (el lector puede colocarle el nombre
que desée).

Este archivo se genera usando el software XPPAUT de la siguiente manera;

1. In:stale XPPAUT.

2. Sé escribe el sistema de la ecuacién (3.4) en WordPad o en el block de
notas asf:
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vi= w+3sv 2-v~3~y+inj-alpha*(v+1.4)*heav(G+0.85)
= 1-5*xvy"2-w

=

j
yf=—r*y+r*S*(v~c)
G/= L+3%G*2~G"3-D+inj—alpha* (G+1.4)*heav{(v+0.85)
LI’= 1-B*G~2-1
D’ =-ry+r*S*(G-c)
piinj=3.281 r=0.0021 c=-1.6 S=4.0 alpha=0.2
ijv=0 w=0 y=-2 G=0 1L=0.2 D=-3.02
Q|maxstore=1000000, total=2500,dt=0.05 XHi=2300 XLo=1035 YHi=~2 YLo=3
done

donde @ mazstore, total, dt, XHi, Xlo, Ylo, YHi son ajustes de memo-
ria y escala para que el sistema se ejecute correctamente en XPPAUT
11 A este archivo e coloca el nombre que deseé y lo guarda. Por ejem-
plioz “serardo.ode” 2.

3. In:serte el archivo en XPPAUT y genere las solucién del sistema sigui-
endo la secuencia

{Intialconds|+|Go.

|
4. D;irfj ase a y luego a| Write|y le coloca en el cuadro file el nombre
simulacion y lo guarda.®

5, Giua.rde todo los archivos en una sola carpeta y cérralo en MATLAB
para ver la pelicula {ver figura 3.11).

lAjust;e el mazstore en el archivo fuente agregando o quitando ceros si tiene problemas
al mometinto de correrto en XPPAUT.
?Esto usualmente se escribe “nombre que deseé.ode”.

3Borre la palabra test y coloca la palabra simulacion, finalizando con un click en
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Figura(3.11: Simulacién del comportamiento dindmico cadtico de las neuronas
con MATLAB de la ecuacion (3.4).
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