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Introduccion vii

Introduccion

Jules Henri Poilllcaré en 1886 introdujo la nocion de expansién asintética, este concepto
permitié manipllllar una gran clase de series divergentes casi de la misma manera que en
series de potencias convergentes, pero dado que muchas de las propiedades cominmente
asociadas con expansiones asintéticas son excluidas de la definicién. En 1937 Schmidt de-
scribié una genelra.lizacién de ésta y mds tarde extendida por Erdély en 1961.

En el siglo XIX mas exactamente en 1820 Pierre Simon Laplace demostré una técnica que
nos permite generar un desarrollo asintético de integrales que dependen de un parametro
grande cuando efste tiende a infinito. Este método se ha utilizado para estudiar: El com-
portamiento asintético de algoritmos estocasticos, "transiciones de fase”, entre otros.

Una extensién del método de Laplace es el método de la fase estacionaria desarrollado
para resolver intlegrales encontradas en el estudio de ondas de agua, utilizado por Stokes
en 1850 en la in‘lfestigacién de la integral de Airy, y formulado en términos mas generales
por Kelvin en 1887 Cabe resaltar que este principio se ha aplicado a numerosos proble-
mas de matemética y fisica como por ejemplo la hidrodindmica y al cromatografia. Otros
avances en la tebria de aproximaciones asintéticas se deben a Poincaré en 1904, George
Nevelli Watson en 1918, el cual, demostré un resultado significativo més conocido como el
lema de Watson, |que se utiliza para obtener aproximaciones asintéticas de ciertas integrales
con un pardmetro grande, van der Corput (1934, 1936), Bijl (1937), Erdély (1955}, D.S.
Jones (1966), y Cirulis (1969).

Con este trabajose pretende utilizar las técnicas de aproximacién asintéticas de integrales,
tales como: El método de Laplace usado para aproximar integrales de la forma:

5
/ MU f(t)dt, cuando p— oo
]

Y el método de la fase estacionaria, con el propésito de resolver integrales de la forma:

/b qosb:ah(t)]f(t)it Y /b sin[ph(t)] f(t)dt, cuando p — oo

>



Capitulo 1

Prelimi

1.1. Func

nares.

iones de variacién acotada y total

Definicién 1.1!1. Sea f una funcidn sobre un intervalo finito o infinito (a,b) y sea
S P =S f(2y) — Fzs)], entonces para todo n no acotado y todos los posibles modos

de subdivision xg

El ndmero

<x1 <Tp << Ty, CON Ty Y T, en la clausura de (a,bd).

'iaa,b(f) = supz If(msﬂ-l) - f(xs)l

=0

se llama variacidn total de f en el intervalo {a,b).
St el supremo es |ﬁnz'to, entonces decimos que f es de variacidn acotada.

Nota 1.1.1. Cuando f(x) es continuemente diferenciable en [a, b}, entonces por el teorema
del valor medio llegamos a que:

pie:
s=0

n—1

s+1) — flzs)| = Z(ms+1 - -Ts)lf!(gs)l: donde z, < €, < Zopy.

5=0

Es claro que la continuidad de f'(z) implica que |f'(z)| sea continua. Por tanto, de la
definicion de la integral de Riemann podemos afirmar gue:

1.2, Funci

b
ﬁa,b(.f)zf |f(z)id=.

ion Gamma y funcién complementaria a la

funcion Gamma incompleta

Definicién 1.2.1. La funcién Gamma se define como:

T'{z) ;/ s e ds, para z > 0.
0




1.3 Simbolos de Orden 2

La propiedad fundamental de la funcidn Gamma es:

Iz +1) = zl'{x).

Integrando por partes se puede llegar a la verificacidn de la propiedad.
Ejemplo 1.2.1,|'(n+1) = nl.

Ejemplo 1.2.2|T(3) = 73,

Definicidn 1.2.2. La funcion complementaria a la funczon Gamma incompleta se encuen-

tra definida ﬂomlo: -
INa,z) = / e 't dt.
4

1.3. Simbolos de Orden

Definicién 1.3.1. Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas en una vecindad V de 24.
Decimos que f(z) es O grande de g(z), cuando x — xz, y escribimos

f(z) = O(g{z)}), cuando =z — xp

st existe una vectndad V de xy y una constante M > 0 tal que

|f(z)] < Mlg(z)].

‘También, podemos decir que f(z) es de orden O grande de g(x), o, f(z) es asintéticamente

acotado por g(z)
Por lo tanto, siempre que g{x) sea distinto de cero en una vecindad de x,, ezcepto posible-

mente en 1y tenemos que:

flz)

olz) <M

El orden muestra que una funcién f{z) se aproxima al valor del limite o la misma velocidad
con lo que lo hace la funcidn Gauge.
En la expresion anterior la funcidn g(x) es llamada funcién de Gauge.

flz)
g{z}

f(z) = O0{g(z)), cuando - Ty.

Proposicién 1.3.1. i lim; .., = ¢, donde ¢ es finito, entonces

FEEN

Demostracién:

f(z)

—=-c

9(z)

< E.

Dado e > 0, 3§ > 0 tal que |z — zp| < &, entonces

UNIVERSITYAD 39
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1.4 Expansiones asintdticas . ' ' : : 3

Luego, consideremos

fa) _ @),
o@)| " o) T
=)
=g 4+
< e+
Llamemos k = |+ |c|, entonces fE )){ < k. 7 : |

Definicién 1.3.2. Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas en una vecindad de zo. Deci-
mos que f(z) es|o pequenio de g{z), cuando z — zy y escribimos

f(2) = o(g(z)), cuando z — zg.
si Ve > 0, emiste|luna vecindad V = V(e) de zo tal que
[f(@) < elg(z)l, z € V.

Esto significa que stempre que g(x) sea distinto de cero en una vecindad de zo, excepto
posiblemente en x4, tenemos que:

f(=)
g(z)

Podemos decir, que f(z) es de orden o pequerio de g(z), cuando = — =z ,0, f(z) es
asintéticamente mds pequerio que ¢(z).

— 0, cuendo x — xq.

1.4. Expansiones asintéticas

Definicién 1.4.1. Una sucesion de funciones {8.(z)}, definida en una vecindad V de z,
es una sucesidén asintdtica, cuando x — xzy, st para cada n = 1,2,3,---, tenemos que

Snir(zT) = 0[6,(2)], cuando T — .
donde {6,(z)} #0 paraz # 2o yn=1,2,3,---.

Definicién 1.4.2. Si 8,(z) es una sucesidn asintdtica de funciones, cuando x — =z,

decimos que:
z) Z andn(z),
n=0

9



1.4 Expansiones asintéticas

e5 UNa erpansio

donde,

n asinidtica o aprorimacién asintstica de f(z), si para cada N

z)+ Ry, cuando = — Zg.

flz) = Zan n

Ry = O(8,41(z)), tuando z — z.

los coeficientes a,,, son términos independientes de x.
Ademds, tambiéin podernos decir que si Ry se aproxima a cero mds rdpido que los términos
de la serie parcial cuando T — oo para un N fijo, entonces la serie es una serie asintética.

Tecrema 1.4.1
ésima f finita

(Formula de Taylor con resto). Sea f una funcidn que admita derivada n-
en todo el intervalo abierto (a,b) y f™ 1 continua en el intervalo cerrado

a,bl. Suponga:rnlos que Ty € [a,b]. Entonces, para todo = de [a,b], z # xo, existe un punto
x; interior al intervalo, que une a T con zp tal que

T F O (o) k )( n
f(z)= Z T(z — z5)" + Rp1 (), donde R,_1{z) = (9: zo)".
k=0 )
Si xp = 0, entonces la serie de potencias
gt (n)
f' Z (0) k+an 1(1_ dO‘TLdeRr, 1(1:) f (Il)
= n!
recibe el nombre de series de Maclourin con resto.
Toda serie de Maclaurin es una expansién asintdtica.

Teorema 1.4.2.

Demostracion:

[ .. . . . .
Sea f(z) una funcién que posee una serie de Maclaurin y sea r el radio de convergencia de

la serie, entonce

donde, R,_,(z) =

" Luego, para un
Entonces,

N

n fijo, consideremos:

n—1 (k) 0
k=0
my | <lzl <7, conr#0

' Rn—l(x)‘

limg,, ~—

f(n) (z1)

n!




1.4 Expansiones asintéticas

En consecuencia, R,_;(z) = O(z") cuando z — .
Por tanto,

n1 k)
flz)= Z L—Fm" + O(z™).

k=0
Asi,
=0 .
9
f)~ 3 L
k=0
Ejemplos 1.4.1.
2 3
(i) e€=1+z+ 227-1--}—? + O{z*), cuandoz — 0.
3 z?  z? 4
(#). In(l1+z} =z — 5 + 5t O(z%), cuandoz — 0.
2
(iii). sin(z) = z|— ETR O(z"), cuando z — 0.
3:2 zt
(iv). cos(z) = 1|— == T O(z%), cuandoz — 0.
: z 2:5
(v). tan(z) = z+ Tt O(z"), cuandoz — 0.

( ) 2, (P—1)p—2)

(vi). (1 +z)? =1+pr+p——">

Definicién 1.4.3. Las funciones f(x) y g(z) son llamadas asintéticamente equivalentes

L.
cuando T — Tg, $i

En este caso escribimos
flz) ~ g(z), cuando z — .

Proposicién 1.4.1. f(z) ~ g(z), cuando z — xo, s y sdlo si en una vecindad de x4

=) _

Demostracidn:
#(z) ~ g(), eftonces £(z) - g(x) = o(a(z)).

Por lo tanto,
o F&) —9(@)

2T @)

=0

2 +p 3 z? +0(z*), cuandoz — 0.

flz) - g(m) =o0{g(z)), cuando 7 — x.

W\



1.4 Expansiones asintéticas

En consecuencia

Por otro lado: Si

Asi,

Lema 1.4.1. 5i

Demostracion:
Consideremos la

Integrando por p

o 1@
=h g

gh

(z)

= 1, entonces
z)

lim, .,

Kt
—_

m {@
g 1T

flz) g(z)

=20 9(z)  9(z)

1

i LE -98) o
sz g(z)

(@) — 9(z) = o(g(z)).

a y k son ndmeros fijos tales gue a <1 y k>0, entonces

e 1
/ e ldy =0 (——) , cuando T — 0.
k

T

integral
oo
/ eia:V ua-+1 du
k

artes, tenemcs

, _ 1 . _
zzzwua 1 dU — -_ez:t:vua 1
1z

- (a i ) / eza:uya—2 duv
k

k r

r

Luego, por la desigualdad triangular

< k_a—_llefzkl + (1’;1'::1) =

< ] , !eizklya-—2 duv
. T

oo A .
e
k

1 . 1-— R
— *_-—emkkaﬁl + ( i O.’) / etxkya—-2 dl’/, a< 1.
ir k



1.4 Expansiones asintéticas

i
I

ka«l

ka—l 1— jord] ) -
- (1-a) / v 2dy, porsera<l, |ij =" =1, k>0
k ,

T

i
I

Entonces,

+ (1-a) [( ot

z o —1)

oo:l

k
m .

/ ez:vuya*l dV
k

ka—l ka—l 1
+ =2k~

<
T x T

Luego, por definicién de O grande concluimos que

f e 1 dy =0 (—) , cuando T — oc.
k T

Lema 1.4.2. Para la integral

Asumiendo que

(i). ¢(v) es seccionalmente continua y ¢'(v) tiene a lo mds un mimero infinito de dis-

B(z) = /0 " e () dv.

continuidades e infinitas en el intervalo (0, c0),

(). ¢(v) = o(*') y #'(v) = o(v*?), cuando v — 0+, donde « es una constante en el

intervalo (0, 1),

(11). Vr.oo(@) es finito para cada constanie positiva.

(). &(v) — 0,

entonces, la integral converge uniformemente para x > X, donde X es cualguier constante

cuando 11 — 00,

positiva, y ®(z) = o(z™2), cuando z — oo.

Pemostracidn:

Integrando por partes, tenemos que

5(o) = oo 5 [ s

oo
0




1.4 Expansiones asintéticas

Luego, por la desigualdad triangular

I:I,'l/

|®(2)] < |—

@(V)

‘— (v) dv

[

[e o] 1 o ,
0+;£ 16 ()] d.

-

l%l

< —1o{v)]

Dado que ¢(¥) = o(v* ") ¥ ¢'(v) = o(v*?), entonces Ve > 0 se cumple que:

()| L el ¥ |¢'(v)| < elv* %, cuando v —0+.
Por lo tanto,

o0
+-€— fm [u"—zl dv
T Jo

@)t < v

€ < g [
= —po! +—] V¥ 2dy, v>0
: 0

z o T

£ oq|” e |
= — +___—

z o #la—1)|

=0, ya que a € (0;1).

Entonces, la integral ®(z} converge absoluta y uniformemente a cero.
En efecto, por elllema (1.4.1) tenemos que

m .
/ ew:u Uo:—l dl/
k

Luego, aplicando limite cuando & — 0 se tiene que

t poo
‘ / ez:r:u ycxﬁl dl'/
k

o oo
/ ez:ruuct—l dU — / 61::1/1/0‘ -1 dV .
k 0

< 2k°*11.
xT

— (.

Ein consecuencia,

lim
k—{




1.4 Expansiones asintéticas

‘Por otra parte, sean 14 ¥ vy dos nimeros cualesquiera excediendo todas las discontinuidades

fijadas e infinitas de ¢(v) y ¢'(v)-
Ahora bien, integrando por partes, tenemos que

= | et (u)

iz

P A%

puesto que |e

j; :2 e (1) dv

1 / B eizv¢r(y) dU

+ i/ eizuér(y) dV
1T S

€1 (1)

1T

e (vg) — €1 ¢(1n)

iT

I

€2 p(va) "

12

A

+ lfy2 le=*¢'(v)| d
z J, g

1

1 Mm,
+;/;1 |¢(V)|dl/

L ol o)l

z z

|=|e®™*|=lij=1yz>0.

Entonces, de acuerdo a la nota (1.1.1) tenemos:

Por la condicién,

1$(r)l | 1)l | Drnn(d)
I

i b it

[ e an <

vl

(iii] 9., 1, (@} es finito. Por lo tanto, existe un M > 0 tal que 9, 5, (¢) < M.

Luego, fijemos v y apliquemos limite cuando v2 — oc. Esto es

lim
Wz —00

]1, " e (V) dy3

Bl | iy B gy Pse(®)

'-“2—’00 T

< lim
" Lo —00 y2-+

Pero, por la condicién (iv), ¢(v»} converge a cero, cuando v — 00.

Por lo tanto,

Hm

o — 00

En consecuencia!

[ em st < (1) dim el + (3) Jim 0@
lsl M
xr T

la integral ®(z) converge en su limite superior cuando z > X.

Por otro lado, dado ¢ > 0 las condiciones (i) y (iil) muestran que existe un nimero finito
y positivo k tal que en (0, k] las funciones ¢(v) y ¢'(v) son continuas, y

(W) < elv™ y 1] < 2%, cuando v —0+.



1.4 Expansiones asintéticas -

10

1 . .
Ahora, sea £ > - v consideremos la integral

Entonces, integr

Como 0 < a < 1, entonces —1 < a — 1 < 0. Por tanto

Asi,

En consecuencia

Ik

Bl

/o : e o(v) dv

ando por partes y aplicando desigualdad triangular tenemos:
1

1 = ixy i/
i_mj(; e ' (v)dv

]z e p(v) dv

0

izv
[

(V)| |+

1T 0

1 1
’+5/’ "2 dv
o TJo

A

£
___Iya—ll
T

D)

B Qe
CES

1
T <0,y 0<-=.
1 &

Ahora, consideremos la integral

/; h e $(v) dv.

(1.1)

Integrando por partes y teniendo en cuenta que la funcién ¢(v) es seccionalmente continua
y ¢(v) — 0 cuando v — oo, tenemos que

i ] e:zv¢r(u) dV
1 1

1z

[oc ei:cl/(ﬁ(.t/) dv = M

T

lo
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1.4 Expansiones asintéticas : 11
‘ 2:1:d, 1 1 k
=) Gt~ - £0(3) - 5 [ e
1 = iz Lt
- — e ' (v} dv
. T Ji
donde dy, do, - - -|, d,,, son los puntos para los cuales la funcién ¢(1/) es discontinua. Ademss,

por definicién de expansion asintética

OGD i () '¢(ds+)}—§-¢(§), cuendo £ oo, (12)

1 .
Ahora, analicemos el valor absoluto de la integral o s f e ¢&'(v) dv. Entonces,

_l[ e g (v) dv| < / 60| dv.

1T

Por hipétesis, |¢'(v)] < e|lv*?, Ve > 0.

Por tanto,
1 fF,
— f e (v) dv

T

1 r
< = / e 2 dy,
z J1

(= oo
€
A=)z 0<axl
En consecuencia,
I/k &gV dv| < — K
iz J1 g (1— @)z 3)




1.4 Expansiones asintéticas : , 12

_ . . 1 .
Por dltimo, consideraremos el valor absoluto de la integral e f:" ¢ (v) dv. Entonces,

1 co‘ia;ul
.—/k‘ e ¢ (v) dr

tr

1/~
o

= i'ﬁk,oo (Qb) .

Luego, por definicién de O grande y puesto que ¥r (#) es finito para cada constante
positiva &, podemos concluir que

Asi

Por lo tanto, de

En consecuencia

Entonces,

L6 = 0 (2009))
()

<0 G) . (1.4)

las ecuaciones (1.2), (1.3) y {1.4) llegamos a que:

/ Ceowdn <0 (2] 4 g +0 (2) w5

1 f B ¢! (v) dv

'E‘.'EL

1

fo " ey dy = fo T ) du + [o E%(V) v

/ " € (1) dv

]

< +

/‘09 e o(v) dv
0

/; ” e p(v) dv

Luego, por las ecuaciones (1.1) y (1.5) obtenemos

]0 B e d(v) dv

£ 1 € 1
<@+0(;)+m+0(5)’ z =00

== l-|— ! + 20 E . T — 00
“\ao 1—q z




1.4 Expansiones asintéticas o « 13

Pero, cuando z

pequeno conclui

Lema 1.4.3. §

1
— oo vemos que O (5) converge a cero. Por tanto, de la definicién de o

mos que

/:0 e“”g‘b(v) dv = o(z™%).

ean A, Ly k constantes positivas, entonces

ot ()

se puede expresar como una serie asinidtica para un pardmetro positive x suficientemente

grande. .

Demostracidon:

Puesto que

1 1 i
——-—)I‘ (é,mk) = e_ss%_l ds

.’L'(% M B _7_;(%) kx

entonces, integrando sucesivas veces por partes, tenemos:

ot ()

T+ (i — 1) / etsn? ds]
k= H kx

= 1»‘ [e_kx(k:ﬂ)(ﬁ)_l + (é - 1)/ eosh ds}
gf;(;) M k

oo . 1 /\ . OC A
+—3 (— — 1) (-)i - 2) f e s ds
kT m(;) B H kz :

1 /i A ©
+—={==1}{==2 ~iseT3 g
REY (u )(u )/ e

k(%)_l —kz k(%)—2 —kz . . o .
_ E 4 e ] (5 - 1) (5 _ 2)] e~*si 8 ds
k

T T2 2(2) \u [0 x
p(3)1g ke k(3) -2k 1 2™
= ———— 5 — —~e %5k
z z :L‘(;") kx

[



1.4 Expansiones asintéticas 14
+ 1,\ (:\- - 1) (-/} — 2) (i - 3) / e?si " ds
(3) \p 7 p ke |
(2)-1,—kz (2)-2,—ke
_ke e + k 26 1; e_k"’(ka:)%_:’
Z z ;1;(3)
+ 1; (-)—\ - 1) (—): - 2) (é - 3) f e*sh 4 ds
;L'(E) 24 2 H kx
K3k p(2)2—ke g(2)-3g—ke
- T z? z3
+ 1; (i - 1) (i - 2) (é — 3) / 8_83%—4 ds.
'L‘(;) M H H kz
Por lo tanto,
1 r A 3 E(2)-1g—ks k() 2eke k(3)-3g—ks k()N g—te
=) (—E’I ) STt T P

iy

Luego, para un N fijo, sea

= ) G

+ ! (i - 1) (—{ - 2) (—)i - N) / e_’s%_N_1 ds.
+2) \p 1 L ke

2) (i — )/ e_ss%_""r_1 ds .
H kx

Entonces, Ry converge a cero cuando = -~ oc. En consecuencia, la serie es una serie

asintotica.

Nota 1.4.1. Dela demostmcidn del lema anterior y por la definicidn de expansidn asintdtica

k ) -N-1 vkr
O cuando T — oo

podemos concluir g

T gN¥1

[
-0 (:,:NH)

Por lo tanto,

() -o(5).

20



1.4 Expansiones asintéticas. 15

Teorema 1.4.1}’, (Tercer Lema de Jordan). Sea o € R* y f(z) una funcién analftica
(con la posible excepcion de un ndmero finito de singularidades) definida en el sector de

circunferencia §
radio T

(r) del semiplano superior y > 0, delimitado por 0 < 8, < <8, < 7w y

8(r)

<

AN
N

WY
o\

tal que lim f(z) =0, entonces

|z| =0

lim f(z)e%*dz = 0.

TTeeJs(r)

La demostracidn de este teorema puede verse en el libro de Derrick William R, Variable

compleja con ap

Teorema 1.4.4
puntos inieriore

licaciones.

(Teorema de Cauchy-Goursat). Si une funcién f es analitica en todos los
s a un contorno cerrado simple y sobre los puntos de C, entonces

fcf(z)dz = (.

La demostracidn de este teorema puede verse en el libro de Derrick William R, Variable

compleja con aplicaciones.
Lema 1.4.4.
o £omi/2
f ey ldy = —Iu) (0<a<l, z>0).
0 x
Demostracién:

La restriecién o

€ (0,1) es necesaria, ya que la integral diverge en su limite inferior cuando

a<0yensu h’nllite superior cuando « > 1.
Vamos a integrar f(v) = ¢**»*™" alrededor del contorno indicado en la figura y luego
colocamos r — 0y R — oo

u

2\
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El entorno admite las siguientes parametrizaciones:

Al integrar sobre la trayectoria Cy, tenemos

Cy

R
fFw)dv = f ") (Gap)> i

R
=i0/ e—xwwa—ldw
T

Cy: v(0)=Re? 0<8<x/2
Co: viuy=u r<u<R
Cs: v(@)=re® 0<f0< /2
Cy: viw)=1iw r<w<Ah.

o rR .
= e > 'dt donde t=zw
orrif2 =R
= el_a f e tx gy,
Luego, al colocar r — 0y B — <0, tenemos
anif2
f F)dv = —T1(a).
o €T

Al integrar sobre la trayectoria C3 tenemos

Ca 0

Por otro lado, acotando la integral obtenida tenemos

w/2
< |'ir°‘|/
0

/2
= | f 1d8)
0

a2

<

o)

/2 )
/ ei(m-e‘e-{-ﬁ(aél))de
0

il
|
A}

dg

2 ) )
fdv = f" ) (re)2"1ire® g
1‘-/2 . ie .
— i,ro:f eu:re‘ ew(a—l)de
0

/2 ) w0
— i ] Bz(zre +8(a-—1})d9'
0

ei(mrei9+6(a—l)) [dal

2%
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Luego, al colocar r — 0 se tiene

fv)dv| = 0.

Ca

Entonces,

flv)dv =0.
Ca ’

Ahora, para calcular la integral sobre la trayectoria ) tomemos g(v) = v**, entonces

Iim g(v) =0, yaque a—-1<0.

frr]—o0

Entonces, usando el Tercer Lema de Jordan, tenemos

Iim [ g(v)e™dv =0.
R—o0o fo)

Finalmente, observemos que la funcién f(v) = €' es analftica sobre su dominio.

Entonces, usando el Teorema de Cauchy-Goursat se tiene

Por lo tanto,

. flv)dv — /02 f(u)dv = 0.

Al colocar r — 0 y R — oo concluimos que
/2

mO(

/00 ey = | flv)dr = / flv)dv = ¢
0 C2 Ca

s flvidv — Ll f(v)dv - fC2 flvydv+ A flv)ydv

=0,

o).

73



Capitu

lo 2

Métodos Asintdticos

2.1. Mét

Tecrema 2.1.1

odo de Laplace

. Sea z un pardmetro positive y sean a y b nimeros que pueden ser finitos
> a tal que a, b y las funciones p(t} y ¢(t) son independientes de z, donde

o infinitos con b

p(t) puede ser real y q(t) real o compleja. Ademds de:

(i). p(t) > pla

), para todo t € (a,b) y para todo c € (a,b) el infimo de p(t) —p(a) en [c, b)
|

es positiva.

(). P'(t) y qlt
(1i1). Cuando t

son continuas en una vecindad de a, excepto posiblernente en a.

—

p(t) —pla) ~ Pt—a)* y q(t)~Qt—a) .

La primera de estas relaciones es diferenciable y siendo P, pu y A constantes positivas

(enteras o

(iv).

converge

Fntonces

Demostracion:

diferentes), y Q es una constante distinta de cero real o compleja.

b
I{z) :/ e~"PWg(t) dt
absolutamente para tode z suficientemente grande.

—zp(a)
I{z) ~ —Q—I’ (:\—) e——;\'-, cuando T — oo.
po\u/ (Pz)s

Supongamos que a es finito y un punto minimo de p(t) ocurre en t = a y tomemos m un
niimero bastante|cercano a”a”, entonces en el intervalo (a, m}, se tiene que p/(t) es continua
y positiva. Por tanto p(t) es creciente en (a,m).

Luego, podemos tomar

v =p(t) - p(a)
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Y, consideremos la integral

Entonces,

™ : p{m)—pla) dt
] e*lple —Plthig(t)dt = /0 e ™ f(v)dv, donde .f(v) = q(t)—&; = 2=

/ PP g (1)t

g(t)
Pt

k
= /O e ™ f(v)dv , donde k =p(m) — p(a).

Como p(t) > p(a) , para todo t € (a,b) y m es un ntimero muy cercano a "a”, entonces k es

finito y positivo
continuas. -
Luego, dado que
entonces

T~

ademds, f(v) es continua cuando v € (0, k] por ser ¢(t) y p'(¢) funciones

la relacién p(t} — p{a} ~ P(t — a)* es diferenciable cuando t — a,

t—a~ (%), [p(t) ~ Plt=a)* +p(a) y P(1) ~ uP(t~a}" +p/(@), cuando v - 0+.

Por lo tanto,

p(t) ~ pPt—a)*', p'la) =0.
_q(t)
p(t)

Ahora, puesto que f(v) = == y q(t) ~ Q(¢ — a)*, entonces

Q-

ellT
uP .
NOR

25
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2.1 Método d

ov(3)

Por consiguiente f(v) ~

Luego,

) k
/ e—x.”f(vi di/:fo e—ZVf(V)dV-i-#P
Q

Ahora, sea s = :

Asi,

k
| e s+ =
0 #‘P;

Cuando Vv — 0+

5y 3

pbe
QA/ e s dy — QA
w Jo “

o A
/ e vnldy
]

k _ A
e :L'VV.LI dV
0

oo
Q@ / ey idy — .
0 “P;

oo -
Q s
By € v dV
k

rv, entonces
o o) N i
/ emy A, — / _l_e—‘ (i) ko ds
0 o m
1 oc
= [ e*si'ds
zr Jo
1 A
ze  \H
1a(2) A
). 3
L H

26
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a
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Sea s = zv, ent

nces

O
— e %5 ds.
e Jzk

Luego, de acuerdo a la nota (1.4.1)

En consecuencia

Y como las funciones exponenciales crecen mas rapidamente que las potencias, entonces

para cualquier &

Asl,

Ahora, analicem

Dado que f(v)

En consecuencial

2

o —kx
f e ya gy = LAI‘ (ixk) =0 (e ) .
k T H z

, existe L > 0 tal que
00 e—k.r
[Ceitta] <o ().
& xr

>0

€T

/ e"””’v%_l dv

k i
k 2y

] e fv) — Qv — | dv.
¢ ‘uPF

/e—kz Y
Lk < ETTH .

<er®. (2.2)

08 la integral

Qy(%')_l

—————, cuando ¥ — {4+, entonces

ups
Ay Ag
f(u)—-QV,\ =0 ka . cuandov — 0+ .
pPe puPw
| para todo & > 0, existe una vecindad V = V(g) de cero tal que
A _q 2 9
o) = 9 e
jPe uPe
elQlvs

A
pPe

r'a

Z—.l-
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Entonces
k o %—1 k Vﬁ_l
ﬁ e [f(v)— ke ]dv 5/ e [f(u)—Q " } dv
0 puPx 0 ’_LP#
k
< EIQ,! e yn "y,
uPe Jo
Luego, sea s = zv. Entonces,
- k zk A
“'lQ)! /‘e_m’y%_ldy: E]QJ le—a(i)" ds
uPe Jo ‘ uPe Jo T z
Tk
— ElQl ~ / ewss—:-—lds
p(zP)» Jo
=—'—E|Q|A / e""(s)ﬁ'lds-—»/ e"(s)%‘lds]
[.L(.’L‘P); LJ O zk
)0 ()
p(zP)e L \H H
<9 p(2)
p(zP)r  \H
Entonces,
: Qus™ €@l (A
f e | flv) - — | dvi < — A[‘(—). (2.3)
0 uPx p{xP)x \HM

Ahora, dado que

m k
f el ~PWig(t)dt = / e f(v)dv
o 0

= Q,\ {/ e‘“’”v%'ldu—f e"”"u%_ldu]
uPe LJo - k

A O
+/(; e [f(r/) ,uPﬁ }du.
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Entonces, de lag ecuaciones (2.1}, (2.2) v (2.3) llegamos a que

/ame ) /:O ey Ldy

[p(a)w(t);q(t)dt’ < 1@l
uPe

el
pPe

3]

e A
/ E—xuV thdy
k

<___|&Ar(g)+ dQl_, EIQIAF(A).
weP): \B/  p(zP)i  paP)P \K

Por otra parte: Sea n = inf{p(t)—p(a)} ¥ sea X un valor para el cual I(z) es absolutamente
fm,b)

convergente con z > X de acuerdo a la condicidn (i) sabemos que 5 es positivo.
Entonces,

zp(t) — 2p(a) = (z = X)[p(t) — p(a)] + X[p() — p(a)].

En consecuencia, de la definicién de fnfimo
(& 1 X)lp(t) = p(a)] + X[p(t) — P(a)] 2 (z — X)n + X[p(t) ~ p()]
Por lo tanto
zp(t) —op(a) 2 (& — X)n+ Xip(t) - p(a)],
—[zp(t) — 2p(a)] < —{(z — X)n+ X[p(t) - p(a)]},
e~lpt=2p(@)] < o~ {{z=X)n+XIp(t)-pla)]}

Luego, puesto gue

b &
/ e”’(“)"”mq(t)dtl < / |20 1) gt

m m

Pero,

b b
/ lerp(a)-xp(t)q(f)ldt: fnezp(a)"mp{t)lqa)ldt”

m

b
< g~{z=Xm+Xp(a) / e~ *PW|q(t)|dt.

m

29
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Dado que por hipétesis I(x) converge absolutamente en X, entonces para todo ¢ > 0

g(b — m)eXrle)

_ m)e-@-XmtXp(a) _
<elb—mjem T T eeXnm

b
£%P(a) / e~zPlt) g(t)dt

Donde, eX?® y b — k y z — X son no negativas.
Luego, por ser la funcién exponencial més répida que cualquier potencia, podemos afirmar
que

b
etp(a) / e‘“"’?’(t)q(t)dt} < EJ:TA , cuando T — 0. (2‘4)

m

Entonces

b m &
/ o=lp(a)—p(t)] q(t) dtl - / ezIP(a)—P(t)]q(t)dt + f emh:(a)—ri(t}lq(t)dt‘

m b

f em[?(a)—p(t)lq(t)dti + ‘f ex{?(ﬂ)—P(t}Iq(t)dt‘
1Q] ( )+ elQl , _elQ] ( )+Em‘7"‘
w(zP): \&)  uzP)i  pp)d \H

Asi,

/be—mp(t)q(t)d [ |QJ)[(’-"_TP(O')1_1 (é) + ElQ]efmp)‘(a) + EIQIe_Ip(a)F ( ) + El‘ p e Ip(a)
. U uenE T )T P uap)t :

IA

—zp(ﬂ) .
Ahora, dividiendo la de31gualclad anterior por la expresibn ————— IQ|8 ( ) por ser ésta
' u(zP)3

distinta de cero,| podemos obtener:

e () | gty

it
Entonces,

En consecuencia

b —zpla) -1
lim / e P Bq(t)dt '—@e—ir (5) =1
e Je ' u(xp)ﬂ i
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Por lo tanto

b : A\ e—=pla)
/ e‘mp(t)g(t)dt ~ %I‘ (;) EE ).\ , cuando =z — oc.
o Pz)w

Ejemplo 2.1.1.
Qbtener-la ap'rola:imacidn de la siguiente integral

I(x)z/ e*stcos(nt)dt, 1z — oo.
0

Solucidn:
Sea ]
p(t) = —cos(t) vy qt) = - cos(nt).
Luego, p'(t) = «in(t). En consecuencia

Pp(t)=0en t=0

pt)>0, tel0,n]

p"(t) = cos(t), entonces p"(0) =1

Ast gque, O es un ménimo y p(t) es una funcién creciente.

8t-----

[~ ]

l

Grdfica de p(t) = — cos(t), donde t € [0, 7).

Luego, por series de Taylor

p(t) = —cos(t) = ~1+ 1 + O(t*), entonces p(t) - (1) =

(t—0)?

5+ o(t*)

a(t) = %Cos(nt) = % FO() = ~(t—aP +0@), A=1
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Por consiguiente

p)- -0~y g~ ta- o

Por lo tanto,

1 A

1 h ~ ~

Entonces, para un n fijo, se tiene que
Ta{z) - (2mx)"26%, T — oo.

Ejemplo 2.1.2.
Obtener la apmlfcimacz'o’n de la siguiente integral

1
I(z) = / (1+ )2 dt, - o0.
A .

Solucién:

Sea .
p(t) = —(2t —1%) y q(t)=(1+1)2.

Entonces, p'(t) = —2 + 2t. En consecuencia, ‘

PE)=0,en t=1
Pty <0, t€(0,1]
p’{t) = 2, entonces p"(1) =2

Luego, 1 es un minimo y p(t) es una funcidn decreciente.
p(t)

D

Grdfica de p(t} = —(2t — ¢*), donde t € [0,1].

Luego, por series de Taylor tenemos que

plt) = p(1) + (¢ = DW(8) + 5t~ )% (1) + -
=1+ E-1)2%+...

31
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Entonces

Ast que

Por lo tanto, P

En consecuenci

Ejemplo 2.1.3

Pt) = (-1)=(t -1 +---

gty =q()+4N)E -1 + %qﬂ(l)(t I
=25t =1 4 (= 1) 4., donde A=1

pt)— (1)~ (t=1)2 y q(t) ~ 23— 1)L

1

1
0 2 \r -

Obtener la apro.lcimacién de la siguiente integral

Solucién:

Sea

O
I(m)::/ \etex(3:3+2.¢3)dtY T — 0O,
-2

¢ -1 0
/ e3P+ gy / elet(r+2AN) gy / e (3+28%) gy
¥ 2

—2 -1

p(t) = =3t* -2t y q(t) = €.

Entonces, p'(t) T —6t — 62.

En consecuencia,

Vemos entonces

Pit)=0,en t=0 6 t=-1
P(t) <0, te[-1,0], entonces p(t) es decreciente
p(t) >0, te[-2, -1}, entonces p(t) es creciente

p(t) = -6 — 12¢, entonces p"(0) = —6 4 p”"(—1) =6.

que —1 es un minimo.

23
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Grdfica de p(t) = —3t% — 213, donde t € {~2,0].
Luego, por series de taylor

(6) = p(=1) + (£ = (=) (=1) + 50 = (1)) (=1) + .

= -1+30t+1)%+...
Entonces,
| p(t) = (=1) =3¢+ 1) + ..,
p(t) = (=1) ~ 3(t - (-1))*
Y,

q(t) =q(-1} + (=Dt - (-1))} + ...
=e 4+ (t+1De + ..

En consecuencia, g(t) ~ e 1t — (—1))*), donde X = 1

Ast,

| 1 A /1

P=3 p=2 @Q=e", A=1y I'|=)=T{=}|=n
M 2

(&

Ahora, puesto que
0 -1 0
/ eier(3t2+2t3) dt = / ezez(azﬂ+2t3)dt + / etez{3t2+2t3)dt
-2 -2 1
Entonces,

-1 1/m\3 0 2 1 i
tz(3e242%) 5 L (__) 7 L1 t o@+2%) ,, 1 (1) 2 sy
[ e'e dt 5 (37 € Y /_1 e'e dt 5 32 e |

2
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Por tanto

Wl

v 2 3 s —
/4 tem 3P+ gy (___) 71
-9 3z

2.2. Método de la Fase Estacionaria

Teorema 2.2.1. Sea r un pardmetro positive y supongamos que en la integral I(z) =
f: e=P0g(t) dt, los limites de integracidn a y b son independientes de x, a es finito y b
puede ser finito o infinito con b > a, las funciones p(t) y q(t) son independientes de z, p(t)
es real y q{t) puéde ser real o compleja. Ademds, de:

(i). En (a,b), las funciones p'(t) y g(t) son continuas, P/(t) > 0, y p"(t) y ¢'(t) tiene al

mencs un

nimero finito de discontinuidades e infinitas.

(i1). Cuandot = a+

p(t) —pla) ~ PE—a)*, y qft) ~Q(t—a)*™,

La primera de estas relaciones es diferenciable. Agui P, u y A son constantes posi-

tivas, y @

(iii). Drp {—qﬁl

()

es una constante real o compleja.

} es finita pare cada constante k € (a,b).

. t
(w). Cuandot + b— a(t) tiende al limite finito a, y este limite es cero cuando p(b) = co.

Suponiendo que

Tp(t)

A < p y la primera de las relaciones de la condicidn (i) es dos veces

diferenciable y la segunda es diferenciable. Entonces:

Demostracién:

: —izp(a)
I(z) ~ e QI‘ (i) ~e—r—~——“ cuando T — o0,

H 3 (Pg_’:)?

Supongamos que a es finito y un punto minimo de p(t) ocurre en t = a. Luego, tomemos

v = p(t} — pla).

Ahora, consideremos la integral

I(z) = / b P g (t) dt
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Entonces,

- b . .
I(m) = giZpia) / elzp(f)“wp(a)q(t)df
[73

. p(b)—pla) )
i f g=Pimr D g(t) at
0

<)
_ @) /0 e f(v)dv, donde 8= p(b) —pla) ¥ f(v)=q(t

Luego, podemos|llegar a que:

Ahora bien

Qy(%)“l

T cuando v — 0 4.
In

flv)~
uFP

fo 7 e f(v)dv = / ﬁ.e"‘”’f (v)dv + /-00 e f(v)av

=) 0

o0 a B gizv (%)_l
= Qé/ e“"uﬂ_ldV—F/ ﬂ-yé—du
puPe Jo oo pPu

/ €™ f(v)dyv — QA/ ey ldy
0 uPs Jo

-+

dt

dv

q(t)

oL

I:C.U ( (o o) A
= Qv du+/ e f{v)dv
o0 uPn 0
B iz ( ) -1 oo oc N
= —e Qv dv+/ e f(v)dv — Q,\/ = vk dy
oo pP# 0 uPi Jo
Q

3s
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= Q,\ [[ .ei‘“’y'ﬁ_ldud[ ei”"v(%)_ldzf]
puPe LJo 8 J

o0 Qlj%_l
+ [ & S LAal )
[l

Ahora, analicemos cada una de las integrales:
Por el lema (1.4'.4), tenemos que

il P o A
QA/em‘w 'dv=e ;“Q () ll,con Ap,x>0y—e(01)
pPe H (Pr)=

Ahora, por el (1}4.1) podemos llegar a que

il ey () 1y = QAO(l), T — 00,
pPe Jg HPE

satisface las condiciones del

Ademds, no es complicado mostrar que ¢{v) = f(v) — <
pPe

/ e o(v)dy = o (——3—) , I = 00.
0 T
Entonces,

b el
/ P (t) dt|= e=P®) / = f(v)dv

lema (1.4.2). Por lo tanto,

A Y
Dado que por hipdtesis — < 1, entonces z > 'ru En consecuencia, z7! < 7% .
U

Por lo tanto.

b eizpla) ,
/ P Og(8) dt = %—Q— (—) - + e®P@)g (“17—) , T — 00.
a H (P:;c e

Entonces, por la|definicidon de expansién asintética concluimos que

b izp(a)
f izp(t) (t)dtrvezug ( )e ., T — 0O.
@ H (Pz)w




