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La bcuacién de Schrédinger, desarrollada por el fisico austriaco, Erwin Rudolf

Josief Alcxander en 1925, describe la dependencia temporal de los sistemas
méicano cuantico. Es de importancia central en la teoria de la mecanica
cuz’intica, donde representa un papel anslogo a las leyes de Newton en la
melcénica clésica.

Lalecuacién de Schrodinger fue establecida para n = 1 y en el caso radial-
me:nte simétrico para n = 2 se hizo en el famoso libro de Landau & Lifshitz
(v&r [5]) y después fue demostrado en el caso general en dimensién 2 por
Sinilc')n (ver [7]).

El ‘método usado por estos autores es muy diferente y consiste brevemente
en |lo siguiente: Landau & Lifshitz construyen una asintética de la funcién
propia en los dominios donde V=0y V #0 separadamente y las une, asi la

asintética de la funcién propia no es uniforme y el método es solo aplicable

enlel caso de dominios radialmente simétricos para n = 2.

Lal asintética de los valores propios es obtenida de las condiciones de
pegamento, de otra forma, Simén reduce el problema a una ecuacion para
los= valores propios (Ecuacién secular) la cual resuelve por medio de la

expansién de Taylor usando el teorema de funcién implicita; asi en ésta




aproximacién la asintética de la funcién propia no aparece del todo.

M4s ain, el método de Simén no es sencillo porque él usa, por ejemplo la

teoria de operadores nicleares.
Un!método alternativo al estudio de la ecuacién de Schrodinger para hacer
las 'descripciones de la mecénica cudntica fue desarrollado simultdnea e in-
dependientemente por W. Heisenberg.
Unlafio mas tarde se demostré que ambas alternativas son matematicamente
equivalentes.
Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo han
sido conocidas desde el descubrimiento de la misma para los potenciales del
osciila,dor arménico v del dtomo de hidrégeno, que eran los casos mas ur-
gen?tes e interesantes a resolver para la fisica de entonces. No obstante, fue
ha.ita. la década siguiente cuando comienza un estudio mas riguroso de dicha
ecuacién desde el punto de vista matemadtico, habiendose explorado como
obtcner las soluciones respectivas para otros casos del potencial U(z).
A %:)a.rtir de allf la investigacién matemdtica de la ecuacién de Schrédinger
haisido inagotable.
Coinsideremos la ecuacién unidimensional de Schrédinger

|

! (-A+UW=FEy (%)
Cuando U describe un potencial poco profundo (es decir, U = eV(z), V(z) €
C$(R),e — 0) tiene exactamente un valor propio Ey = —f%, 8 € R, por
debajo del espectro esencial en el caso cuando JpV(z)dz <0.
Esite trabajo ha sido dividido en dos capitulos.
Eliprimer capitulo tiene los conceptos preliminares necesarios para el

desarrollo de ésta monografia y asf ayudar a la comprensién del mismo.
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En iel segundo capitulo, se demuestra el problema principal (Teorema 2.1)
de Pozos de potencial poco profundo para la ecuacion de Schrédinger de los
autiores Petr Zhevandrov y Anatoli Merzon.
En leste problema principal se escriben los detalles de la demostracién y
consiste en construir una asintética de la funcién propia ¥ correspondiente
al gra.lor propio E de ecuacién (), suponiendo que Cy >l ¢ ||= C2 >0
cuaindo e — 0, donde C; y Cz no dependen de ¢ y la norma es la de L2(R)-
El %porte que hago en el desarrollo de ésta monografia es escribir los detalles
no dados por los autores Petr Zhevandrov y Anatoli Merzon del articulo

Pozos de potencial poco profundos para la ecuacién de Schrédinger (ver

)3




Capitulo 1
i
P;RELIMINARES
|
!

De!ﬁnicién 1.1 (Laplaciano). Ellaplaciano es un operador diferencial de se-

gundo orden, denotado por A. En coordenadas cartesianas bidimensionales,

! . o2 8 a2
el lia.pla.cmno es A=V =z T a7

Deiﬁnicién 1.2. Con C°(R) denotamos el conjunto de todas las funciones
i
infinitamente diferenciables que se anulan fuera de un conjunto compacto

de :R

Df,jﬁnicién 1.3. Si el movimiento del fluido es irrotacional, el vector ve-
|

locidad v puede ser representado por el gradiente de un potencial escalar ¢
|

lla.tina.do el potencial de la velocidad

1 v=Ve¢.

El potencial de la velocidad es dado por la integral de linea
i

| .0 = [ Yowde,
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donde el limite inferior z, es arbitrario y el limite superior es el punto

z = (1,22, T3)-

Definicién 1.4. De la ecuacién de Schrédinger

3
(_A + U)’l,[) = E,

sc tlene que:

b. U : R® — R es una funcién potencial que describe un pozo de poten-

|
|
i
i
|
|
!
1
; cial de poca profundidad; esto quiere decir que

a. A es el laplaciano en R™.

U=eV{x),

con V(z) € CP(R).

| <. .z

¢. ¥ : R* — C es la funcién de onda. Una funcidn de onda es una her-
ramienta matemética que la mecénica cudntica utiliza para describir
cualquier sistema fisico. Es una funcién de un espacio que se com-

pone de los estados posibles del sistema de los mimeros complejos. Las

leyes de la mecénica cudntica (es decir la ecuacién de Schrédinger)

describen como evoluciona la funcién de onda en el tiempo. Los val-

|
|
! ores de la funcién de onda son las amplitudes de probabilidad de los
l nimeros complejos.

!

d. E es la energfa total de la particula cuyo movimiento es descrito por

i
1
i dicha ecuacién.
f
i
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Definicién 1.5. Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el con-

3

junto donde no es nula conforma un conjunto cerrado y acotado. Por ejemplo
!
si se tiene una funcién f(z), el soporte de f(z) es:

sup:pf — {z € R/f(z) £0}.

si el supp de f es cerrado y acotado, entonces es compacto.

De!ﬁnici(’)n 1.6. El espectro esencial de un operador consiste de todos los
puritos del espectro excepto valores propios aislados de multiplicidad finita.

Hemos asi anadido al espectro continuo:

. Cualesquiera valores propios incrustados cn el espectro continuo o en

sus orillas.
. Cualesquiera puntos Hmites del espectro y

. valores propios, si los hay, de multiplicidad infinita.

Examinando varios casos, estd visto que los puntos del espectro esencial

USSR DO JL WSSO L. S

puede caracterizarse por vectores propios aproximados (posiblemente in-

I
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clugirendo verdaderos vectores propios) como sigue:
) esté en el espectro esencial H si y sdlo si existe una sucesion {V;}§° de
vectores unitarios linealmente independientes ( o, si se prefiere, mutuamente

ortégona.les) tales que ||ij - Avj“ -— 0 cuando j — oo.

g

En jotras palabras, f es de orden que no excede a ¢.

Definicién 1.8. Ly = La{--00,00) es el espacio vectorial de las funciones

es acotada, escribimos f(z) = O{¢(z)}, z — oo.

De;ﬁnicién 1.7. Si

de variable real con cuadrado integrable, en el sentido de lebesgue, es decir,
si f € Lo, entonces

/ "\ F P dt < oo,

para f € Ly definimos la norma de f por:

| - ;
= ([ wera)’

Definicién 1.9. Una funcién vy, n = 0,1,2,3,--- es la asintdtica de la

funcién propia v si satisface ||{ — || = O{e"+1/2},

Definicién 1.10. La transformada de Fourier es una aplicacién que hace
corresponder a una funcién f con valores complejos y definidos en la recta,
otra funcién f definida de la siguiente manera

1 +o0

! fo) == [ t@e"ds.
1
!

i
i Propiedades

————

. (DF9)(p) = (—iu)*e(p).

|
P
|
|
1
|
|
!



b (a9)(p) = aP(p)-

!

¢ (vx)(z) = [, v(z — y)d(v)dy
i

d

. @h)(p) = (5 D)(p).

Ejemplo
Sea
] 1, jr|<a
i flz) =
0, |z]>a

iHaliar F(p)
Soluc10n

_ 1 +oo 1 Cipz

ipx — ipT —
(p)= \/ﬂ f(a:)e dr = _/le de = \/2_(1,1_') )

1 (e""' - e“"’“) 2 (e‘p“ —ePe

|
1
! 2

= inh{s
alv;— S pVin\ 2 ) = s S,
i
l

luego f(p) = \/ﬁ- sinh{ipe}.

i



De!ﬁnicién 1.11. Si U es un subconjunto abierto de Cy f: U — Cees

unai funcién, decimos que f es complejo-diferenciable en el punto 2z, de U si

existe el siguiente limite

|
| f'(zo) = lim f(z) - f(zo).

z2=—zZo Z— Zg

Delﬁnicién 1.12 (Funciones Holomorfas). Son funciones que se definen so-
i

bre| un subconjunto abierto U del plano complejo C y con valores en C, que

ademis son complejo-diferenciables en cada punto de U.

Deﬁnicién 1.13. Sca U un abierto en el conjunto de los nimeros complejos
1

C. F;ea f: U — C una funcién compleja y a € U. Se dice que f es una

funcién analftica en el punto a si existe una sucesién de nimeros complejos

{Ci} y nimero real r > 0 tales que
! o
1 f@) =) alz—a)f,
k=0

y l%m serie converge absolutamente en el disco |z —a| < 7. Si la funcién es
analitica en cada punto del conjunto U se dice que la funcion es analitica en

U.

Definicién 1.14. Una funcién f : € — C se dice que es entera si es

holomorfa en todo el plano complejo. Esto indica que la funcion es entera
|

cuz?.ndo es analitica en todo plano complejo. Carece de singularidades, es

det}.ir que para cada 2, € C, existe una bola B(z, ) tal quec para todo

z € B(zo,€) tenemos que f(z) se puede escribir como una scrie de potencias
;

|
en ;z.

) 00 .
En simbolos Vz, € C Je > 0 tal que |z — z,| < £ implica que f(z) = }_ a:2",
=0

donde los a; € R sélo depende de z,.

1.
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Defimcl(’m 1.15. La serie de Mclaurin de una funcién f infinitamente

i
derivable (real o compleja) definida en un intervalo abierto (—r,r) se define

de la siguiente forma:

I = F™(0)
> ol z",

n=0

donde n! es el factorial de ny f(0) indica la n-ésima derivada en el punto

0.

Definicién 1.16. Con S(R) denotamos cl espacio de funciones de decaimien-
to rapido que contienen las funciones de valor complejo #z) = ¢{z1,++ , Tn)

tierilen las siguientes propiedades:

1. ¢(z) es infinitamente diferenciable, esto es, ¢(z) € C>®(R™).

2. $(x) y sus derivadas de todos los ordenes, se anulan en el infinito més

rapido que el inverso de cualquier polinomio.

La!propiedad (2) puede ser expresada por la desigualdad |.'1:1’Dk¢(:1:)l < Cpi
doriadc p=(p1,p2, - ,Pn) ¥ k= (K, k2, - ,kn) son n-uplas de cnteros no

negativos y Cpi, €5 una constante que depende dep, ky ¢(z).

Definicién 1.17. Los niveles de energia de una particula de masa m, con-

finada en una region unidimensional en la que existe un potencial Ep(z)

vieinen dados por la solucién de la ecuacién Schrédinger independiente del
i

"
tiempo.
| i
| 2m dz?

+ Ep(z)w = E¢,

4
con las condiciones de contorno lm, 4o ¥(z) = 0, es decir, E ¢cs la
|

1 P . . v Y o qa .
energia de un nivel, si la solucién de la ecuacién de Schrodinger ¥(x) tiende
i
asintéticamente a cero para grandes valores de z.

|
|
|
| 10
1
|
|
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Definicién 1.18. La funcién Delta es una funcién generalizada, es decir,
es lim funcional lineal continuo sobre un espacio de funciones infinitamente
diferenciables. La funcién delta puede ser definida como el limite de una
clase de sucesiones delta.

La funcién delta es algunas veces lamada funcién delta de Dirac.

La funcién delta de Dirac 6(z — €) tiene algunas propiedades importantes:

x—€)=0, z#e.

b 0, a,b<e ,0, e<ab,
[ 8(x — €)dx =
1, a<e<bh

|
i
ll.
!
2,
|

|
3. [0, 0(z —e)dz =1

i

La jecuacio’n > oo O — £)dz = 1 es un caso especial de la expresién

2 8z — e)f(z)de = f(e), donde f(z) es una funcién suficientemente
pecilueﬁa.

|
Dqﬁnicién 1.19. Una sucesién delta 8, es una sucesion de funciones fuerte-

! -
mente maximizadas para las cuales

| o0
| nﬂnoo/; 3 (z) f (z)dz = f(0),

cuando n — 00 es una funcién delta y f(z)} cs acotada, integrable y con-

tiujua enxt=0.

Dqﬁnicién 1.20. (Pozo de Potencial). Segin el principio de conservacion

deila energia, la energia mecénica E = K + U es constante. Es decir,
i

1 1
E = EmV2 + ~2—Km2 = constante.

|
i
|
1
|
!
| 1
i
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Lasl grificas de energia potencial en funcién de la posicién z son pardbolas.
La imergia mecénica F estd estrechamente relacionada con la amplitud del
mm!rimiento.
Cuando la particula alcanza su desplazamiento méximo, se detiene y vitelve
haciia la posicién de equilibrio. En este instante, V=0, por lo que no hay
energia cinética; la energia mecénica (constante) es, pues, igual a la energia
pot:encia.l en ese punto.
Cuc%mdo una particula se abandona desde una altura en un carril sin roza-
mieinto cuya forma sea la de la curva de energia potencial, se dice que el

movimiento tiene ugar en un ”pozo de energfa potencial”.

12
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Cor}sideremos la ecuacidn de Schrodinger

donde {J describe un pozo de potencial (es decir, U = eV (z) donde
i

V(z) e}; C(R), € — 0).

Es bien conocido que (2.1) tiene exactamente un valor propio Eo = —32,

B € R, a la izquierda del espectro esencial [0, +00) en el caso cuando

J

1A
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En cl trabajo estamos estudiando el interés del autor de construir una asinto-

ta uniforme de la funcién propia en esta situacién suponiendo que
|
; Cy > ||| = C2 >0 cuando € — +0, (2.2)

|
dorgide 4, Ca no dependen de ¢ y la norma es la de Lo(R}.

Se denota

f - ,
— (9712 ~ipEY (o
| V(p) = (27) [R e~ PV (z)dz,

i
dorijlde V denota la transformada de Fourier de V.

!
Lemma 1. Sea ¢(t) una funcién entera tal que #(t) € S(R), t € R. Entonces

cw%ndo pg—0

¢ t)dt Z f o) 4 o (2054 f ,, $(t)dt

t2 + p? = 12 " 2(131+1) (t2 — p2)

)™ 1 1
1 + ; {kzzo(iu)k‘sbk(!o) + ( #3,‘!-'- '/0 (1 _ t)"qbﬂﬂ(ti,u)dt}, (23)

i
!
doaifzde ax = (1 + (~=1)%)/2.

Demostracién. Consideremos la integral fr %;%‘f;, donde

tt:t=2, z€[0,p—n), 7 << p}.
U{t:t=ip+ne_ie, g e [—37r/2,7r/2]}.
Utt:t=(-n—21i z€0,p—nl}.

i

|

"

i r:={t:t=z+0i,z€(*‘°°r01}'
|

|

|

1 U{t:t=z+02',2€[0=°°]}°
!
1

14



Se tiene que

‘ o(t)dt _ [ sdt [ 9t)at
L2t g2+t o, 24+

donde C;, denota la circunferencia con centro en ip y de radio 5 recorri-
!
da ien sentido de las manecillas del reloj; esta tltima integral es igual a

"‘2?rllR€8#¢_‘(_—?‘2' , t = ip, como la funcién E%_%y solo tiene singularidades en

iii‘z, las intcgrales de la misma a lo largo de v y 1 son iguales y se tiene
|
* o(t)dt olt)dt  w .
! ———2( ) 5 = 2( ) 5 + —d{(ip), (2.4)
| R+ R N

como 0, |142/1?] < 1 para t cn 71. Reconocemos entonces en el dltimo

1
integrando una serie geométrica convergente, por lo que esa integral es

] m
i 2. 2 2
| 0 (Y 4 ()™ (14 )
i B (JZ::D( t2) +( t2) /(1+t2 )dt’
i
palia cada m € N, la cual, definiendo k = 2j y n = 2m, puede escribirse en
la forma de los dos primeros términos del segundo miembro de (2.3).

Por otra parte, segiin el desarrollo finito de McLaurin para ¢ {que es entera),
i

* OO, e L[
=Y it [ 80400 i ey

k

Fa»i:torizando (ip)" cn el integrando, haciendo t = efip, simplificando y
susitituyendo este resultado en el vltimo término del miembro derecho de

(2.4), se obtiene el tercer término de (2.3). *

i
Leinma 2 (Desigualdad de Pectre). Para todo s € R y todo £,60 € R™, se

i
tiene
q

: A (e) < 29N e — m)A*(n),

|

donde Me) = (t+]e]2)V/? definida sobre R*, mds general X°(g) = (1+e]?)*/?

|

pamseRyaeR".

15
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Dev}nostmcién. La desigualdad triangular para la norma euclidiana en R"
nos da

L+l =QQ+le—n+al) <1 +ie—nal+nl),

se t;iene que |n| < 1+ |n|, luego

|

| A+l =1 +le—n+n) <Q+[e—a(1+ D).

; N (e) = (1 + [¢]?)

| <1+ fef? +2lel

| = (L+]el)?

| < (1+Je— 1D+ Inl)2
|

Por otro lado,

(1 + 7))? < @+ [n)2 + (1 = In))?

1

]

?

1 =142+ > +1 -2+ 0
; =2+ 2y

l =2(1+ |7|%)

= 2)%(n).

Della misma forma

(1 +le—n)? <@+l —nD>+ (1~ le—a)’

=1+42e—nl+le—nl+1-2e—nl+le—n*
=2+ 2le ~nf?

=2(1 + e — n[")

= 2X%(e - ),

16
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Ae) < (23%(e — n) (2N (),
22(e) < 22X (e — A% (m),

|
]
i
para s > 0, elevando esta designaldad a la potencia s/2, se tiene

|
! (A2(e))*/? < (22233 — M)A ()™,
i

i A(€) < 29l (e ~ Al ().

i

Ahora se prueba la desigualdad para s < 0.
1
La desigualdad triangular para la norma euclidiana en R™ nos da

A+ =Q+In—e+el) <A +In—el+lel,
se tiene que |e| < 1+ e[, luego

A+ =Q+n—e+e) <Q+in—eh+e)-

|
t
|
|
|
ASf que
| X2(r) = (1 + o)
|
3 < 1+ |nf? + 2|
]
! ~ L+ nl)?
|
; < (1+ |n— e @+ D>

Por otro lado,
(L+[e))? < (1+ [e))? + (1 — |e)?
=1+ 2le|+ e + 1 - 2le| + el
=2+ 2|e|2

i

i

|

!

!

|

| =2(1 +[¢[*)
J = 2X%(g).
1

i

' 17
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Deigual forma

!
(1+p-e)?<Q+n—eh®+ @ —n—e)?

=1+2n—el+ln—ef +1—2n—el+n—¢
=2+2|p - ¢

=21+ | —el*)

Luego
M) < @X(n— N(@X*(e)),

i
|
|
!
|
|
| =2X*(n - ¢).
|
|
!
|
i
| A () < N0 — )N (e),
pa.lia s < 0, elevando esta desigualdad a la potencia —s/2, se tiene
)72 < (2203 - e)X%(e)) ™%,
A7) 270N (n - e}A (e,

que puede reescribirse como

M(e) 27227 e — A% (m).

{
i
|
|
!
|
|
l
i
Esiizo completa la prueba. *

Teorema 2.1 (Ecuacién de Schridinger, el caso de dimensién 1). Sea
/ V{z)dz <0, (2.5)
R

entonces

(2.6)

.7 ipz®0(p) +e01(p) +---+ E"an(P)d
’!nbﬂ(m) #‘ﬂ Le p2 + “'21 1B

18



n=0,1, 2,---, es la asintota de lo funcion propia ¥ que satisface la

]

coridicio’n (2.2) y que pertenece al valor propio

! E = - + O™, (2.7)

| |9 — ¢nll = O("/?) cuando e — +0. (2.8)

Ademds,

pn=c(fot+eb+---+€Fn), Po= _\/gff(o)’ ao(p) = g_g%,

!
j
]
!
1 . .
Y l?s valores restantes de B1, - - - , Bn ¥ las funciones ay,- - - ,an se determinan
1

por los sistemas (2.19 - 2.22).

%

; e ke Iy 3 .
Demostracién. Se construira una solucién aproximada de

!

L]

" + V(e = Ey, (2.9)
{

ya sabemos (aunque serd obtenido de este hecho) que en caso fV{z)dz <0

la %znergia E = 0(e?), E = —p*

Defspués de tomar la transformada de fourier de (2.9) se tiene
1
% (D) = o= [ e = (o) = - 55)
= —(-)p*d(p) = P¥(p),

(Z9")(p) = PP (),

(Vo) = (V) = (7« D)) = [ V(o - r)wla)as

i
asi J que
|
]
!
{

1

luego

Vo) =€ ] (p - p)d(@)d

|
|
i
]
|
| 19
1
i
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Ahora
(Ed)(p) = (—129)(p) = —p*P(p)-

Se tiene que
!

Lo . . i
| p*o(p) + ¢ f Vip— )o@ )dp = —p(p),

; p(p) + plo(p) = —¢€ f Vip—p)p(p)ap,

1 i e [ .

j P(p* 4+ p°) = 75——61? f Vip-p)o@)dy, (2.10)

doﬂide la tilde denota transformada de Fourier. Para z ¢ Supp V{z) sc tiene
!

que V(z) = 0. Asf que (2.10) se tiene que —¢" = Ev entonces —3" = — T

ya ique E = —p2. Luego 9" — uy*y = 0. Esta ecuacién diferencial la podemos

resplver de la siguiente forma:

!
| ¥ —utp =0,

m? — ;1,2 =0,
i
i m2=»u'21
a -7
! m=+pu.
!
{

Lai solucién general de 9" — p%4 = 0 viene dada por P(z) = Cre** +Coe™,
tuégo W(z) ~ Ce#l.
1
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La transformada de Fourier de 9(z) ~ e~/ es

1 R
= (AP} = —— eP'Terlely
W) = () = o= | oee el
1 0 . o .
= [ f etz gr [ e—#x"“r”zdx]
27 oo 1]
H 0 . fes) .
= — { f SWHir) g o / &—utip) da:]
2r 0
1

e +ip') 0 (- ptip’)
- w55

1 1
ﬁEQrHﬁ_—ﬂ+W)

|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|

ya que e P! es una funcién de decrecimiento rapido

|
| 2

P(p) =
1 )= T
i e
Lu“ggo (g“#|P’|) = ;ﬂ—%’
La'transformada de esta funcién es una sucesién de tipo 4. Un ejemplo

importante de una sucesién delta es

i
i

1 m
| Sm(@) = - T
Se.':1 m= %, entonces
1 1 1
! Sm:l 1z 2‘"l P
, T T+ (DI T o1y &F
i
1 N S SR S
| R Y 7 @+ GY) 7 W)

luego Smln) = 5 m

Por definicion se tiene que hm o iy = 0(x). Por tanto (e #l7l) es una
!

sucesion tipo 4.

Ca.jlculemos la integral —\/‘25=" JV(p-p)b(p)dp.

!
!
|
1 '



Sea z =p — p/, entonces p’ = p — z, luego v [V(x)y(p — z)dz =

- E(3h) [V @)(e - pde = —e(Z2) V)

Sea C = 7‘2_%;, luego = [V(p—p)p(p)dp = —eCV (p). Por consiguiente
de BP0 +12) = <= [ V(o — )b )d, se tiene aue P(p)(p* + 1) =
—£Cii(p), de donde P(p) = =Fp-

Sez? Const = —eC y A(p) = V(p), que es una funcién de S(R) (por las

pr&piedades de la transformada de fourier), luego

1 P(p) = constp%%, (2.11)
corino E = —p? de (2.10), se tiene

| } . _ _

| 0 - BYilp) = - = [ Vo~ #)0)i (212)

i
i
i

Se busca la solucién aproximada de la ecuacién (2.12) como lo sugiere (2.11),

cs !deci.r, en la forma

P(p) = EB"E;:S'_%B& (2.13)

con An{p} = ao(p)+ea1(p)+-- -+ an(p) para buscar la asintotica respecto

i
ac, suponiendo que ag(p) # 0. Sea

i
! B,=00teh+ -+ Pn. (2.14)
|

El :nivel de energia aproximada es

E,=—€*B2. (2.15)

]
|
1
Seibuscaré. la solucién que satisface las condiciones de normalizacién
!
3 ag(0) =1, ax(0)=0, k=2,---,n. (2.16)

i
El iobjetivo es construir tales valores de 83,, 51, - - , fn ¥ funciones

|

ao(p), - ,aa(p) tal que Pn(p) satisfaga la ecuacién (2.12) hasta un orden

|

|
|
] 22
3
i
|
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i

O(E“+2),

donde ||O("*2)|| < Const e™t2.

Sustituyendo (2.13) y (2.15) en (2.12) se obtiene una ecuacién equivalente

; (pQ—E)tE(p)*—\/: Vip - p)o(p)dr,
- (g i) =~ [,V e )

»* +£°B2) (EB,; "’ip) ) =

£ B An(p) ;
V2T V(p—p)((p')2+£23;'i)dp’
€’Bn An(p) ,
B IR el
(2.17)

De éarrolla.ndo ¢l lado izquierdo de (2.17) en £ y usando {2.13) y (2.14)

1

EB%“An(P) =e(fo+ €61 + - -+ €"Br)(ao(p) + £a1(p) + - - + &"ax(p))

= Eﬁoao(P) + Ezﬁoﬂl(P) + -

+ €2B1a,(p) + 3 Brar(p) + - -

+ ™1 B La,(p) + €26,

+ En+lﬁoan (p)

+ En+2ﬁ1 an (P)

(p) +--- + ™ Bran(p)

= f,a0(p) + £2(Boa1(p) + r00(P))
+ e}(Boaz(p) + fra1(p) + Baao(p)) + - -
+ 6" (Bon(P) + - + Bnto(P)) + " (Braa(p) + - -

+ .Bnal(p)) + €n+2(£ﬁna2(p) 4o F

" nan(p))

+ Boao(p)) + - + & (Boan(p) + - - + Bnaolp))

+ " 2[(Bran(p) + - + Brar (p)) + (efnaz(p) + -+ €™ Brn(P))]-

23

!
]
i
i
]
i
!
i
i
|
|
|
i = 5ﬁoaa(p) + 62(/30&1 (p) + ﬁlao(p)) + 83(16002(;0) + fray (p)
|
|
!
|
|
|
!
|
|



i
|
|
]
|
!
i
Lut%ago
i
|
|

n+1 k
> et (32 Bian-ip)) + ™ Rurale, B ), (2.18)
k=1 i=0

donde B= (fo B+ )y T = (20,01, ) ¥ Ruyal®,,9) = fran(p) +
-4 Buar(p) + €Bnaz(p) + -+ + €771 Bnaa(p) es el polinomio en sus argu-
meintos.

Sustituyendo en lema (2.2), u = €By, ¢(t) = eByV(p — t)An(t) y cal-
culfmdo los coeficientes de &, €1, £2 y observando también como figuran

Bo,+* + Bn=1,Gn-2, Gn_1, Gy en los coeficientes enteros de £, se obtiene el

desarrollo de la integral en el lado derecho de la ecuacién (2.17)

1
V(p— t)An(t)dt _
EB R t? 5232

1L Y@=, at] - a0V )}

| i

1ao(0)7 (p) — en{ B [10o(0)V"(2) — ia1(0)V (p)

A et{ g fio 70 - i 07 ) - & [ YD asoar]+
a(0)V"(p) — a4 (O)V'(p) + ao(ow(p)]

a3
181007 0) a7 0) - £ [ T8 (iir] - a0)¥ )

en{ o1 O ) - iy 1 @) - 3 [ Vo1 0]+

M__IMM:I;__# I

8 [gan 207" (p) - a2 (O)V'(p) + —an_z(omp)]

Vip-1)

- an_g(t)dt] ot

+ fi[fan-2(0)V"(p) = a2 (O)V (7) - ;

1

Jriﬁn_l[mo(o)vf(p) i, (0)7 (p) — ]TV“; ao(t)t]

| . =
~en(OV (@)} +&" Sur(p,e,5,)
1

| _ . -
dOI;lde Sn+l(p1€:)6:a) = frl V(pti)(f)n(gﬂz)_i.;éét)ﬁ.ﬁ) dt-+
i

|
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5 9n+1(t1 £, B) 2t (VD — ) An(®))ir=iteBodt, Pati(e,0,9), Quii(s,e,9)

son polinomios de sus argumentos, m(n) € N y m{n} — oo cuando n —
i
o0,

i
i

Multiplicando la expresién obtenida por \/2_ se tiene

—€2B, { V(p—t)Au(t)dt
,27'( t2 + 5232

i
|
; ( \/;—T;)mo(o )V (p)+en r) {Bo[iaa0)7'(2) — ia(0)V (p)
|
i
|
1

1 f 1 Lﬂ;;ﬂao(a)dt] - al(O)V(p)}

™

+(52) {8 i) - w07 - [ Y0 Dawal

o
2 a0 - 07 0) + 2070

f + B [z’ao(ﬂ VW' (p) — id,(0)V () / V(p t) (t)dt]

r1

1 -
| —aO)VE}+

| (%j.) {Bo[itn-1(0)V'(p) — i, OV ()
Vip—t

7 Un-1 (t)dt] +

T Jey

B2 [30n 207" () ~ O (7) + 30OV ()]
'+ Bifian-2(0)7(p) - i 4OV () - = f V(’; a2ty

1

Lot

Vip —
(p . 2 ao(t)dt]

!

i

H

i

|

{

!

]

o [10o07 )~ 07 )~ 7 |

| - a0V ()},

Ijno eBL AL (p) = —iﬁn fR %ﬁ?ﬁg—’ldp donde A, (p) = ao(p}+ear(p)+

©<E"an(p) ¥ Bn = B+ ef1 + -+ £, Tuego efoao(n) + (B () +
{
|

Cot
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|
|

|
mcio(p))+53(ﬁoaz (p)+5101(P)+B2a0(p)) +- - -+ Hotn(p) +- - -+ Fnao(p))

=%E\f ao(O)V(pHe\f {8:[i0:(0)V"(p) - i, (0)V (p)
i /;Vp t) dt *01(0 V(p)}
\[ {ﬁa[ml(t))v'cp)ml(o)v(p)—— [ = Vo - 1), yar] +

1

[aa(ow"(p) “OV'(E) + 5807 0)]

+ﬁ1 [0V (p) - ia, @V (p) - ~ f Vo9 ot)dt] ~ OV ()} + -

enH\ﬁ{ﬁa ian 1 O7'0) - 0 OV — - [ YO D e ati] ¢

|
B2 [2ana 07" (2) — a0V (3) + 300V )]

]
+161 fian-2(0)7"(5) i 5OV ) — & f V(;; 9

an_g(t)dt] +ot

¥ ot [i2(0)V"(p) — i O}V (p) - ~ f i; Dao(t] - (07 (2)]}.

Tgualando los coeficientes de e, k=1,2,---,n+ 1, obtenemos el sistema

Dalj'aﬁk, O, k=0;1: R

Boo(p) = f 207 (), (2.19)

uar(s) + Proelp) = |/ T80 207" 5) — i OV 1)

|
|
1‘ -
; -1 [ T2 0] - V), (2:20)
|
i
|

i
!
|
|
|
|
; 2%
|

|
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|
|
|
|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|

Baaan) + Broa(p) + Braclp) =[5 {8 i1 @7'0) - i 7 0)

_L /,- | ‘7(’; - t)al(t)dt]

T
+ B[ 220" () — b7 (p) + 3OV ()]

+ 6. [1ao@)7' ) — iy 07 ) - = [ L2 Daftya]

1

‘}r
- ()7 ()}, (2.21)

ﬁc’jaﬂ(p) + ﬂlan—l(P) +-- ﬁn_lal(p) + ﬁﬂao(p) =
\/E {8100 O ) — i, s T - 7 [ ALILPRNCYY

2 [ 30-207" () ~ a2 OF (9) + 50207 )]

Ap

V(ip—t)

[ian_z(O)ﬂ" (p) — ial,_o(0)V (p) — -:; f 7 aﬂ_g(t)dt] NI

L

s [0 7 () — i, 07 ) - = [ LB Daat] - anl0¥ ()}

(2.22)

El sistema (2.19) - (2.22) tiene solucién (nica bajo las condiciones as{0) =1,

ag wO) =0k=2,---,ny sus soluciones a,, - - - ,an pertenecen a S(R). En

efecto, tomando p =0 en (2.19) se tiene [B,a,(0) = —%an(O)I?(O) y teniendo

!

en cuenta que por (2.5) V(0) # 0 se obtiene

]
i
i
i
|

Bo = —\/g V{0) ya que a,(0) = 1. (2.23)

27
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(/3 7)) = -3 w070
a(p)V(0) = V7,
alp) = %% (2.21)
fijemos p = 0 en (2.20), por (2.24) y la condicién a1(0) =0
s+ 00 =
i/? (5[ 070 - @70 - £ [ ad] - a7},

m! {870 ~ i@V () - f 7 5};)) at] },
|

= /3~ 370070 - 070 - = [ VEOVE )},

|
1
|
i
|
|
]
Como foto(p) = —/F 660}V (p) ¥ fo = —/F V(p), luego
i
|
!
i
!
|
!
|

™

1 2 ) ﬂ'V(O) r1
ﬁ1;=\/§{—\/§‘7(0)[~* ~10) frl V(_t)v(t)dt]},
glg_g?(O)[_Ti‘;(O) [ V(- :;V(t) at],
ﬁl.:';; f f/—(_%'—(t—)dt. (2.25)

Ahora se encuentra a)(p) de (2.20). Sustituyendo (2.23), (2.24) y (2.25) en

28



(2.

( ;\/E V(O))ai(p)+ ~au(p )f V( V(t)

o [i2o07 ) — eV - £ [ VO ")ao(t)dt OV ()
i T Jr t

[T + o8 [ VDV,

|

|
{
I
i
i
!
|
20) y teniendo en cuenta el hecho de que a,(0) = 1, se obtiene
{

2V(0) Jr, £
CFrole - EER - [ Hert el -0v)

s 158 0.

_1\[ {t\ﬁ POVE - Vo)« o= [ Vip— 0V,

f 70 (o)
\f {z‘/: [F@ve) - wvo]+ = [ Vip- t)V(t)dt}

RN BEL0M

'217(0) o2

(; fV(O)\f [7' )7 () - - VeV ©)] - \/__1‘/(0) / (_,:;)V(t)
+;\/—V V(0)2f e :3V()df

(i =V(0)\/_ BV (0) - VOV (p)] - \/§EV(0) frl V(p_tv(t)dt
]szg(o [ “ t)V(t - (2.26)

Seiobserva de hecho que a1{0) = 0. Procediendo andlogamente, se obtiene
ﬁnfy an, suponiendo que se conoce G, b1, , fn-1,80,81, " ,0n-1 Y QUE

ak(O) =0,k=2---,n— 1. Se busca a,(p) tal que an(0) = 0. Tomando
!

J
|
i
!
|
1
i
i
|
|
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i
!
{
!
i

P < 0en (2.22) y tomando cn cuenta el hecho de que a,(0) = 1, se obticne

|
ﬁn:\/g{ﬁo[—i\ga;_l(omm— \/12_ﬂ r V("‘)t‘;"-l(t)dt] b

+ﬁn_1[ﬂ7’(0) —id ()P (0) - % fr v—(—’:—g%@dt]},

i
|
i
i

esto es, 3, se determina de forma tinica. Sustituyendo la 1iltima expresion y
ﬁo,;- o Bre1,80s -+ yan-1 en {2.22) se ve que an(p) se determina de forma
1’1m;ca puesto que f, # 0. Por tanto el sistema (2.19) - (2.22) tiene solucién

tdnica. *
|

{
Demostracién de que las ax € S(R).

!

P ja k = 0,ap(p) € S(R) ya que V{p) € S(R).

Pa:ra. la funcién a;, la afirmacién se sigue de (2.26), la desigualdad de
Pe‘:etre

! (L+ 6 [ < 2¥l(1r | o — o)+ (o),

“ o~
pa.%a todo 0 y s en R, y la condicién V(p — z) € S(R4). El primero y el
ter!cer sumando en el lado derecho de (2.26) pertenccen a S(R) porque Vy
V"’ pertenecen a S(R). Veamos que el segundo sumando de (2.26) pertenece

a $(R). De la condicién V € S, para N € N arbitrario tenemos

o [ v -a | [ VoV - )iz

22

|
i
i

' [V (2)8%V (p — 2)dz|

! < /; ”[ pv (2.27)
| | dz |

i < CknN

: n ([ 2PN+ p— 2 BN

30
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Por la desigualdad de Peetre para s = N, 6 = p, y & = z, obtenemos la

afirmacién deseada de (2.27).

i
Las afirmaciones correspondienies para ay con k > 1, se demuestran

andlogamente ya que las ax ticnen terminos que son combinaciones lineales

de' V’(p) ¥ V(p) ademds terminos de combinaciones lineales de integrales
V(z)V(p —z)dz y .I;l V(z)V(-—z)dz

de;la forma f . Esto demuestra que

ak]e S(R) para k > 1.
La funcién ¢(p) de (2.13) resuelve la ecuacién (2.12) con E,, determinado
de1(2.15),(2.14) hasta O(e"*2). M4s exactamente,

1‘ As"/’n = Epthn + O(E"+2), (228)

donde A, = —A\ + £V es el operador de Schrodinger (2.1) y O(e™*?) se
i

entiende en el sentido de la Ly-norma.

i

La energia F es el valor propio aislado del operador de Schrodinger Ag;
corllsidera.ndo el semieje [(,00) y el nivel de energia aproximado | Ey, |.

De] (2.7} de B = \/?V(O) aop(p) = V(O) (2.5) se sigue que

; 1% <| En |< Cag?, Crz > 0. (2.29)

!

1
De (2.28) y (2.29) se sigue que -

| | %n — (4 — W) | < CE™V2, (2.30)

dojnde {¢, V) significa el producto escalar en L.
Sea C = (1P, ), por desigualdad de Schwarz y
i {b =14+ 0(™?!) | el< 14 0(e™?). De esta desigualdad y de (2.30)

obtenemos
i

!
i
]
{
! 31
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N =% =l Yu— C+ CY— 9 |
< O™+ | C - 1]
< jo(gn+1/2)_

Asi, esto completa la prueba del teorema 2.1.

i
!
]
|
!
!
!
1
'\
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