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1. INTRODUCCION

En mateméticas, y en particular analisis funcional, una convolucion es un operador
matematico que transforma dos funciones f y ¢ en una tercera funcion que en cierto
sentido representa la magnitud en la que se superponen, f y una version trasladada e

invertida de g. Una convolucién es un tipo muy general de un promedio mévil, como

se puede observar si una de las funciones es tomada como la funcién caracteristica
de un intervalo.

La convolucién es un operador que surgi6 de manera natural en la solucion de ecua-
ciones diferenciales e integrales usadas en diferentes campos del conocimiento que
abarcan! teorfas que van desde la estadistica hasta la fisica, pasando por la ingenieria
eléctrica, el anglisis arménico, el calculo y teoria de grupos. En todas estas disci-
plinas aparecia un modelo de integral de tipo convolutorio en la cual una funcion
estaba trasladada e invertida.

No se conoce el instante exacto ni el autor que definié por primera vez la convolucién
pero desde su aparicién se ha usado y redefinido en cada campo donde se requiere de
tal forma que, manteniendo la estructura, existen versiones de la convolucién dadas
por Weyl, Haussdorff, Lie, Borel, Dirichlet y otros. En el proceso de aplicacion de
este concepto se fueron desarrollando teorias y aplicaciones, de forma tal que usando

I

la convolucién como operacién binaria se han definido espacios vecteriales, grupos
y distintas clases de estructuras algebraicas que han ayudado al desarrollo de las
matematicas tanto puras como aplicadas.

En esta|monografia se pretende hacer un compendio de los conceptos relacionados

con la convolucion, las propiedades y aplicaciones. El objetivo general es buscar y

sintetizar el material, que permita un manejo eficaz de la convolucién y asf desar-
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rollar olanalizar diferentes teorias que tiene a la convolucién como base.

Este trabajo se desarrollo definiendo primero los conceptos bésicos que son prerreg-
uisitos para explicar la convolucién y los teoremas en los cuales interviene, luego se
demuestra el teorema principal para la convolucién mediante el uso de la transfor-
mada De Laplace, que se muestra puede extenderse a otros tipos de transformadas.

Por ultimo se muestran algunas aplicaciones y versiones distintas del teorema.




2.1.

2. PRELIMINARES

Distribuciones

En anilisis mateméatico, las distribuciones {también llamadas funciones genera

lizadas) son objetos que generalizan funciones y distribuciones de probabilidad. Esta

extiend

en el concepto de derivada a todos las funciones integrales y son usadas para

formular soliciones generalizadas de ecuaciones diferenciales parciales. Son de gran

importancia en fisica e ingenierfa donde muchos problemas no cotidianos llevan

natural

mente a ecuaciones diferenciales muchas soluciones son distribuciones, como

1a distribucién delta de Dirac.

2.2.

Idea Bdsica

La idea bésica es identificar las funciones con funcionales lineales abstractos en

el espac

io de las funciones de prueba. Los operadores en las distribuciones se pueden

extender al ser trasladados a funciones de prueba.

Por ejer
w: R S
cual es

{.a func

Este es

mplo, sea f : R — R una funcién localmente integrable y sea
|, R una funcién suave (infinitamente derivable) con soporte compacto (la
idénticamente nula fuera de algin conjunto acotado).

i6n @ es la funcién de prueba. Denotamos

< fip>= /mfsodw-

un nimero real, el cual es lineal y continuamente dependiente de . Se puede

pensar entonces que f es un funcional lineal continuo en el espacio de las funciones

de prue

ba.




Similarmente, si P es una distribucién de probabilidad en los reales y ¢ es una

funcion

de prueba, entonces

<P,p>= / Pdzx.
R

Es un mimero real, el cual es lineal y continuamente dependiente de . Las distribu-

ciones pueden ser multiplicadas con nimeros reales y pueden ser sumadas, por lo

tanto forman un espacio vectorial real. En general, no es posible definir la multi-

plicacion para distribuciones, pero pueden multiplicarse con funciones infinitamente

derivab

es.,

Para definir la derivada de una distribucién, debemos considerar el caso de una

funcion

f : R — R derivable e integrable. Si ¢ es una funcién de prueba, tenemos

[R Fodz = - [ fds.

Usando

y que p

integracién por partes (notese que  es cero fuera de un conjunto acotado

or lo tanto ningtn valor acotado serd tomado en cuenta). Esto sugiere que

si & es una distribucién, se debe definir su derivada S’ por

Esto es
derivad

usuales

(8, 0y = (8, ¢).

obvio y consecuencia de la funcién, extendiendo la definicién ordinaria de
2, cada distribucién se vuelve infinitamente diferenciable y las propiedades

de la derivada son validas.

Definicién 2.1. La Delta De Dirac (también llamada funcion Delta de Dirac )

es la di;

stribucion definida por la relacion

< &, >= (0).

6




Fsta es

funcion

la deriveda de la funcién unitaria de Heaviside. En efecto, para cualquier

de prueba @
<H o> = —<H ¢ >= —/ H(z)y' (z)dz
= — [ ez = o(0) ~ (o0
= ¢0)=<dyp>

Asi H' = 8, y p(00) = 0, a causa del soporte compacto. Similarmente, la derivada

dela D

FEsto es

de prob

Defini

elta de Dirac es la distribucion
§'(p) = —¢'(0)

un ejemplo de una distribucidn la cual no es una funcién o una distribucion

hilidad.

cién 2.2. Soporte De Una Distribucion: Sea U,V subconjunitos abiertos

de R™ con V CU. Sea Eyy : D(V) — D(U) el operador que extiende una funcidn

de sopo

Pyvu es

rte compacto en V a una funcién de soporte compacto en U, la restriccion

la transpuesta de Eyy definida por

(PyuS, ) = (S, Evu),

para todo ¢ en D(V). Sea S € D(u) una entonces se dice que Sse anula en un

confunt

S se an

oV C U si S esta en el nicleo del mapeo restriccion Pyy. Explicitamente

ulg en'V si

(S:()D) =0,

pare todo @ en C®(U) con soporte en V. Sea V el conjunio abierto mazximal en el

cual la distribucion S se anula, esto es V es la unidn de todos los conjuntos abiertos

7
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en los ¢

/. Por

Se dice

uales S se anula. El soporte de S denotado sopS es el complemento de v en

tanto

SOpS =U - U{V/Pvus = 0}

que la distribucidn S liene soporte compacto st su soporie es un conjunto

compacto. Explicitamente, S tiene soporte compacto si existe un subconjunto com-

pacto K de U tal que para cada funcion de prueba @ cuyo soporte esta completa-

mente fuera de K tenemos que S(¢) = 0. Las distribuciones de soporte compacto

definen

funciones continuas lineales en el espacio C®(U). La topologia en C=(U)

esta definida de tal forma que @y converge a cero sty solo st todas las derivadas de

WE cony
Lema

cion de

2.3.
2.3.1.

La t

reales ¢

siempre

rergen uniformemente a cero en cada subconjunto compacto de U.

2.1. Todo funcional lineal continuo en el espacio C*(U) define una distribu-

soporte compacto.

Transformadas
Transformada de Laplace

ransformada de Laplace de una funcién f(t} definida para todos los mimeros

> 0 es la funcién F(s) definida por
Fs) = £05@} = [ e *rot

y cuando la integral este definida.

I limite inferior de 0~ es una notacién breve que significa

oC
lim

=0~ J_ .

(l



y asegura la inclusién de la funcién Delta de Dirac é{t) en el cero, si extiende un
impulso de f(Z} en cero.
El pardmetro s es en general un numero complejo s = ¢ + tw. Hsta transformada in-

tegral tiene una serie de propiedades que la hacen muy itil en el analisis de sistemas

lineales, la ventaja mas significativa radica en que la integracién y la derivacién se
convierJen en multiplicacién y divisién por s. Esto permite transformar las ecua-
ciones diferenciales e integrales en ecuaciones polindémicas, mds faciles de resolver.
Ya resueltas se utiliza la transformada inversa de Laplace para revertir en el dominio

del tiempo.

Definicion 2.3. Transformada bilateral de Laplace: Cuando se hable de la
transformada de Laplace, generalmente se refiere a la version unilateral. También
es posible definir en forma alterna la transformada bilateral De Laplace extendiendo
los limites de integracién a todo el eje real. De este modo la transformada unilateral
se convierte en un caso especial de la transformada bilateral donde la funcién que
serd transformada multiplicada por la funcion unitaria de Heaviside. La transfor-

mada bilateral de Laplace se define por la integral

Fis) = £4w) = [ e

Definicion 2.4. Transformada inversa de Laplace: La transformada inversa

de laplace esta dada por la siguiente integral compleja

F(s)= £ HF(s)} = L /7+ioo e " F(s)ds.

27 J oo
Donde y es un numero real, tal que el camino de integracion esta en la region de
convergencia de F'(s) para lo cual se requiere normalmente v > Re(sp) para todas las

singularidades sp de i°* = —1. Si para todas las singularidades estdn en el semiplano
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tzquierd

o, esto es para toda Re(sp) < 0, entonces v puede igualarse a cero y la

antertor integral inversa se convierte en la transformada inversa de Fourier.

Lema

2.2. PROPIEDADES

s Linealidad:

Laf(w) +bg(w)} = al{f(1)} + bL{g(t}},

Siendo a,b constantes arbitrarias y f(w), g(w) las transfermadas de Laplace

dtl f(t) g(t).

s Potencia n-estma:

st

n!
Sn+l !

£{t"} =

1 es un numero natural.

Estas propiedades y otras més son también validas para la transformada inversa

de Lapl

2.3.2.

HCe

Transformada de Fourier

Definicion 2.5. Sea f una funcién Lebesgue integrable, esto es f € L}(R) 6

ferX

C), la transformada de Fourier es la funcién
. 1 o0 "
= it gy

Esta integral tiene sentido, pues el integrado es una funcidn integrable. Por medio

de una

desiqualdad sencilla se demuestra que la transformada de Fourier F(t) es

una funcion acotada. Ademds el teorema de convergencia deminada demuestra que

F(f) es] continua.

10
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4

La trasformada de Fourier asi definida goza de una serie de propiedades de con-
tinnidad que garantizan que puede extenderse a espacios de funciones mayores €
incluso|a espacios de funciones generalizadas. Son varias las notaciones, para la

transformada entre ellas Ff], I, F(f).

Definicion 2.6. Transformada inversa de Fourier: Sea f una funcion Lebesgue

integrable, se define
1 +oo

F= el

Notese |que la dnica diferencia entre la transformada y lo transformada inversa es

f(x)e*"dx.

el signo negativo en el exponente del integrado.

2.4. | Relacion entre la transformada de Laplace y otras
transformadas
2.4.1. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es equivalente a la evaluacién de la transformada

bilateral de Laplace con argumentos complejo s = tw ¢ s = 2n f;. Asi tenemos

Flw)y = 3/} = £{f(®)}s = w
= F(s)|s =1w= /_ e ™t f(1)dt.

o0

Nétese que esta expresion excluye el factor escalar ﬁ que es a menudo incluido en

la transformada de Fourier.

11




2.4.2.

Transformada de Mellin

La transformada de Mellin y su inversa se relaciona con la transformada bilateral

de Laplace por un simple cambio de variable. Consideremos a trasformada de Mellin

6 = Mg} = [ o0,

haciendo # = e~* obtenemos la transformada bilateral de Laplace.

2.4.3.

Transformada Z

La transformada Z es simplemente la transformada De Laplace de una senal

idealmente vibrada, obtenida con la sustitucién Z = €7 donde T = 1/f, es el

periodo

de vibracién y f; es la frecuencia la relacién, la relacién estara dada por
X5) = [ waltye e = Y oinle™ = X (|-,
o~ n=0

donde z,(t) = z({)Arp(t) = z(t) > 1"y 8t — nT).

2.4.4.

Transformada de Borel

Es idéntica a la transformada de Laplace, por lo que muchas veces se confunden.

La transformada generalizada de Borel extiende 1a definicién de la transformada de

Laplace

a funciones que no son de orden exponencial.

Dado que la transformada unilateral de Laplace es un caso especial de la transforma-

da bilateral De Laplace y que esta se puede expresar como transformada de Fourier,

Mellin, Borel o transformada Z, los resultados obtenidos en la teorfa de Laplace son

validos para cada una de las otras transformadas.

12



3. TEORIA DE CONVOLUCIONES

Definicion 3.1. Sean [ y g funciones, la convulsidn de f y g se denota por f x g

y se define como la integral

(F+g)(t) = / F(r)glt — 7)dr.

Aungue el simbolo t es usado, esto no representa el dominio en el tiempo.

M4s generalmente, si f y ¢ son funciones de valor complejo en R? entonces su

convolucién puede ser definida como la integral

(7 +9@ = [ folata =y = [ fa - viatu)ay

cual esta bien definida si y solo si f y ¢ decrecen suficientemente rapido en el infinito
de manera que la integral exista. Las condiciones para la existencia de la convolu-
cién pueden variar dado que g puede anularse en el infinito acompafada del rdpido
de decrecimiento de f. La pregunta sobre la existencia puede involucrar diferentes
condiciones sobre f y g

El rango de integracién dependerd del dominio sobre el que estén definidas las fun-
ciones. En el caso de un rango de integracién finito f y g se considerada a menudo
como extendidas periddicamente, en ambas direcciones, tal que el termino g(f — 7)

no implique una violacién en el rango.

3.1. |Propiedades

La convolucién define un producto en el espacio lineal de las funciones integrables.
Este producto satisface las siguientes propiedades, las cuales formalmente indican

que €l espacio de las funciones integrables con el producto dado por la convolucién

13
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es un algebra conmutativa sin identidad. Otros espacios lineales de funciones, tales

como el espacio de funciones continuas de soporte compacto, son cerrados bajo

convolu

cién y también forman un algebra conmutativa.

» Conmutativa: f xg=g#* f.

= A

sociativa: (f xg)xh=gx*(f *h).

s Distributiva: f*(g+h)=(fxg)+ (f*h).

n A

m

sociativa con multiplicacidn escalar: o f xg) = (af)*g = f*(ag) Para todo

imero real o complejo a.

» Elemento inverso: Muchas funciones tienen un elemento inverso f~! el cual

54,

tisface la relacidn

[lxf=4

Donde § es Ia funcién Delta de Dirac. Estas funciones forman un grupo abeliano

con la convolucién como operacion de grupo.

= nvariante bajo translaciones: La convolucién coninuta con las traslaciones,

esto es

T(f*9) = (Tf)xg= [+ (T:9).

donde T, f es la traslacién de la funcién f por x definida por

(TN) = [y — =)

Ademas, bajo ciertas condiciones, la convolucién es la més general de las op-

eraciones binarias invariantes de traslacion.

14
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3.2.

3.2.1.

Lema 3.1. Convolucion invariante: Supongase que S es un operador lineal

actuando en funciones que conmutan con las traslaciones, esto es

S(1.f),

para todo .

Elﬁonces S, esta dada por la convolucién con una funcién (o distribucion) g.,
| .,
esto es, Sf = g, * f por lo tanto cualquier operacion invariante de traslacion

se puede representar como una convolucion.

Regla de la derivacion: Para funciones f y g, en el caso de una variable se tiene

d Y Y

donde i es la derivada. En el caso de varias dimensiones

o}
3.’13,'

o
(Jr9)m) = ghrg =152,

y la convolucién es derivable tantas veces como lo sean f y g juntas.

Tipos de Convolucion

Convolucion discrecta

Sean f y g funciones de valor complejo definidas en el conjunto de los enteros,

se define la convolucién discreta de f y g como

(frg)lnl= Y flmlgln—ml,

Mn=—00

siendo m y n enteros.

Esto demuestra en la multiplicacién discreta de dos polinomios, donde los coeficientes

15
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del pro

ucto estdn dados por la convolucidén de las sucesiones de los coeficientes

originales extendida con ceros para los términos no presentes. Iisto se conoce como

el producto de Cauchy de los coeficientes de dos polinomios.

3.2.2.

Sean

Convolucion circular

f v g funciones tales que g = gr es periddica con periodo T y f no es

periddica (en general), entonces se define la convolucién circular como

9]

Gron= [ | L st kDorte - ryir

k=—o0

donde {; es arbitrario.

La sumatoria es una extension periddica de la funcién f. Si la duracién de f esta

limitada al intervalo {t, %y + 7’|, entonces solo el termino & = O es importante

obteniéndose

Si gr es

to+T

(f * gr)(t) = j Flr)ar(t — 7)dr,

tg

una extension periddica de otra funcién g, entonces f * g7 es conocida como

convolucidén circular, ciclica o periddica.

3.2.3.

Cuar

general )

Convolucion circular discreta

do gy es una funcién periédica con periodo N y f no es periddica (en

entonces se define la convolucion circular discreta como

N-1

(Fram)l = ( ZOO: flm + kN)gn[n —m])

m=0 k=—o0

Siendo k, n, m, N enteros. Se tiene que f * gy es también periédica. Cuando g

16
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esta limitada al intervalo [0, N — 1], la convolucién se reduce a

(f * gn)ln] = Zf[m lgln - m] + Z fimlg[N + 1 — m]

= Zf g[n — m][modN]
= (f *N g)[n]

La rotacién (f xy g) para esta convolucién recalca que la operacion se realiza

sobre el grupo ciclico de los enteros modulo N.

3.2.4. ‘ Convolucién de grupos

Se (G cierto grupo dotado de una medida (por ejemplo, un grupo topolégico
localmente compacto de Haussdorf con la medida de Haar). Sean f y g funciones de

valor real o complejo y m-integrable en G, se define la convolucién de f y g como

(f*g)(= /f(y (zy~")dm(y).

En el grupo del circulo 7" con la medida de Lebesgue se puede definir la convolucion

del modo siguiente. Sea g fijo en L'(T), se tiene el siguiente operador actuando en

el espacio de Hilbert L*(T).

Tfz) = 5 [ S)ae )iy

El operador T es compacto. Un céalculo directo muestra que su adjunta T* es una

convolucion con g(—y).

17
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3.2.5. | Convolucion de medidas

Sea B una familia de subconjuntos de Borel de la recta real. Sean y y v medidas

en ‘B, se define la convolucién p y v como
(pxv)(A)=(uxv), {(z,y)€R® paralos z+ye A},

I
donde A esta en B.

En el caso en que ¢ y v son ahsolutamente continuas con respecto a la medida

de Lebesgue, esto es cada una tiene una funcién de densidad, la convolucién es
también absolutamente continua. Y su funcién de densidad es la convolucidn de las

dos funciones de densidad, esto es si F'(u) y F(v) son las funciones de densidad de

1y v tenemos
Fp+v) = F(p)* F(v).
3.2.6. | Convolucion de Dirichlet

Sean| f y g dos funciones aritméticas (esto es funciones definidas de los enteros
sobre log nimeros complejos) se define la convolucién de Dirichlet de f y g como Ia

funcién aritmética h dada por

h(n) = (f * g)(n) = Tasa(f)(d)g(n/d).

Donde l£ sumatoria se extiende sobre todos los divisores positivos del entero.
Generalizando, la convolucién puede ser definida para cualquier par de funciones
cuadrado integrable definidas sobre un grupo topoldgico localmente compacto. Una

generalizacion diferente es la convolucién de distribuciones.

18




3.2.7.

Bajc

Convolucion de Distribuciones

ciertas circunstancias es posible definir la convolucién de una funcién con

una distribucion o incluso entre dos distribuciones.

3.2.8.

Convolucién de una funcion de prueba con una distribucion

Sea 'D(R™) el espacio de las distribuciones sobre R™. Sea f € D(R"), una funcién

de prueba de soporte compacto entonces la convolucion con f define un operador

Cy : D(R™} — D(R"),

dada por Crg = f * g, la cual es lineal y continua con respecto al espacio topolégico

LF en D(R™).

La convolucion de f con una distribucién & € D'(R™), el espacio dual de D(R")

puede definirse tomando la traspuesta de Cy relativa a la paridad de D(R™) con el

espacio |[D'(R™) de las distribuciones.

Asi por el teorema de Fubini

(Cra.0)= [ ) [ I —vativis = (a.Cr9).

donde fi(z) = f(—x).

Extendiendo por continuidad, la convolucién de f con una distribucion § esta defini-

| _
da por {f xS, ¢) = (S, f * ¢}, para todas las funciones de prueba ¢ € D(R").

Lema 3.2. La convolucién de una funcion de soporte compacto y una distribucion

es una funcion suave. Si la distribucion S es de soporte compacto, entonces [ * S

es una funcidn de soporte compacto y el teoreme de convolucion de Titchmarsch

implica que

ch(f * 8) = chf + chS,
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donde ch denota el casco o envolvente convero. Dado un conjunto de puntos X en un

espacio [vectorial V', se define ch{X) como el minimo conjunto convero que contiene

aX.

3.2.9. | Convoluciéon de Distribuciones

Sean f(x) y g(z) funciones localmente integrables en R™ entonces f * g es local-

mente integrable y define una distribucién regular

(fxg,d) = _/(f*g)(z)tﬁ(z)dz = / [fg(y)f(Z—y)dy]¢(z)dz
= [aw] [ se=soterae]an = [ o] [ st +y)da]ay
esto es

(Fra,d) = / F@)g(w)é(x +)dzdy
(f(z) ® g(z), $(z + 1)),

il

donde ¢ € D y ® denotan el producto directo.

3.3. |Convolucién y Transformadas

3.3.1. | Transformada de Fourier

Sean F(x) y G{(z) funciones con —oo < z < oo se define la convolucién de F'y

G como

F*G:fmF(y)G(m_y)zH(m).
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3.3.2. Transformada de Laplace

Sean f y ¢ funciones continuas a trozos en [0, oo} se define la convolucién de f

¥y g como la integral

frg= /0 F(glt - )

3.4. Teorema de Convolucion
Este teorema posee diferentes versiones, aquf desarrollaremos el teorema para
transformadas de Laplace (ver apéndice}.

Teorema 3.1. Teorema de convolucién para transformadas de Laplace: Sea f(x) y

g(x) funciones continuas a trozos en [0,00) y de orden ezponencial entonces
£{f g} = £{f(D} £{g(®)} = ¥ (s)G(s)
Demostracion. Sea

F(s) = £{f()}(s) = j " e ()
Gls) = £{g(t)}(s) = fo " e Pg(8)dB

con lo cual

F6 = [[ e [T e toow]

[
= [ [T e snigpyaas
= fmfome o(7+8) f(T)g(8)drdg

0

/0 " frd f ~49) 4(5)d
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Si 7{se mantiene fija y hacemos ¢t = 7 4+ 3, dr = dff de modo que
F(5)G(s) =/ f(T)dT/ e gt — 7)dt.
0 T

En el plano {1 se integra sobre la region por debajo de la linea v = ¢ puesto que f

y g son|continuas a trozos en [0, 00} y de orden exponencial es posible intercambiar

el orden de integraciéon obtenemos
_ o0 at ¢ 3
F(s)G(s) = /0 € dt/o f(r)glt —r)dr
o0 a t
= /; e [/ﬂ' f(T)g(t_T)dT]dt:£{f*g}.

Teorema 3.2. Forma inversa del teorema de convolucidn pare transformadas de

Laplace: Sea F(s) = £{f(1)}(s), G(s) = L£{g(t)}{(s) entonces
LHF(s)G(s)} = f * g,
stendo [ y g continuas a trozos en [0,00) y de orden exponencial.
Demostracion. Metodo 1. Como
t
£HFECENO = [ frate—rydr
el resultado requerido estara demostrado si se logra probar que
it

of / (gt - 7)dr } = F(5)G(s).

0

En efecto
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fo gl — r)dr = f;e—"[ f:ﬂ f(r)g(t - 7)dr]

= /00 /:Ge”f('r)g(t — T)drdt

= lim Sy
M—oo

donde
Mt

Spr = / / e~ F(r)G(t — 7)drdt,
] =0

haciendo t — 7 =v 6 £t = 7 + v y el teorema de transformacion de integrales

miiltiples mediante el jacobiano se tiene

Sar = fmffe—stf('r)g(t—r)drdt = fmT/6—s(f+u)f(f)9(v)‘§—((%‘drdv,

el| jacobiano de la transformacion es

7

orl 11
Bul = 1.
ot
o

11

_o(r,t)
T B(rv)

Py $iF

Asi se llega que el mienbro izquierdo es

S‘"_thTf ¢+ f(r)g( 3( t) 'd o f /;M v =) (1) g (v)drdv.

Ahora definimos una nueva funcién

K(r.v) e 5Tt f(Pg(v), siT4+v < M,;
T, U) =
&, siT+uv> M,

esta funcién vale cero por encima de la linea 7 + v = M. En términos de esta

nueva funcién podemos expresar

A M-z
Sy - f / =) (1) g(v)drdu
t=0

M-—uv
= [ ] K(r,v)drdv.
v=0 Jt=




Entonces
(2] o oo o

Iim § = / / K(r,v)drdv = / / e f(r)g(v)drdy
o Jo 0o Jo

M—o0o
[/000 e_”f(r)dr] [/0'00 e_s”g(v)dv]

= F(s)G(s),

lo] cual establece el tecrema.

Metodo 2. Por céilculos directos se prueba

FOGE) = | /0 T Fryae] | /; " &g u)ab]
= /(; ” /; ” e~ ) f(1)g(v)drdy

- /Oooeﬁ”[/;f(r)g(t—r)dr]dt.

Siendo los pasos inversos a los nsados en la demostracién del teorema.
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4. APLICACIONES

4.1. |Aplicaciones a Las Ecuaciones Integrales

Definicién 4.1. Ecuacién integral: Una ecuacion integral es aquelle que tiene
la forma

b
Y(t) = F(t) +/ K{u, )Y {u)du,

donde Ir(t) y K(u,t) son conocidas, a y b son constantes dadas o funciones det y la

funcion Y (t) que aparece bajo el signo integral es la que se trata de determinar. La

Juncion K (u,t) se llama el nicleo de la ecuacion integral. Si a y b son constantes,
{a ecuacion se llama la ecuacidon integral de Fredholm. Si a es constante y b =1 se
llama ecuacion integral de Volterra. Es posible transformar una ecuacién diferencial

lineal en una ecuacion integral

4.1.1. | Ecuaciones integrales de tipo convolutorio

Una ecuacion integral de singular importancia por sus aplicaciones es
i
Y(t) = F(t) + / K{t—w)Y (u)du.
‘ 0
Esta ecuacidn es de tipo convolutorio y puede escribirse como

Y{t) = F(t) + K(t) «Y(t).

Tomado la trasformada De Laplace a ambos lados y suponiendo que ezisten
L{F)}(s) = f(s) y £{K(t)}(s) = k(s), encontramos por el teorema de convolucidn

que

y(s) = f(s) + k{s)y(s),
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de donde

__J(s)
y(s) = T;_k_(—sj

La solucidon requerida puede encontrarse tomando inversas.

4.1.2. | Ecuaciones integrales de Abel

Una importante ecnacion integral de tipo Convolutorio es la ecuacion integral de

Abel

Y (u)

/(; Wdu = G(t),

donde (/(t) es una funcién dada y a es una constante tal que 0 < @ < 1.

Unas de las aplicaciones de la ecuacion integral de Abel es la de determinar la
forma que debe tener un alambre si rozamiento, en un plano vertical para que una
cuenta que corre a travez de el llegue a su punto mas bajo en el mismo tiempo ¢
independientemente del sitic del alambre en el cual sea colocada la cuenta. Este
problema se llama el problema de la tautdcrona y la forma del alambre esla de una

cicloide!

Definicion 4.2. Ecuaciones Iniegro-diferenciales:

Una ecuacidn integro- diferencial es aquella en la cual se presentan derivadas de la
Juncion|incognita Y (2).

Por ejemplo:

Y'(t) =Y(t) +seni+ /t cos(t — u)Y (u)du,

es una ecuacion integro-diferencial. La solucion de dichas ecuaciones, sometidas a
condiciones iniciales dadas, puede frecuentemente oblenerse mediante la aplicacion

del teorema de convolucidn para la transformada De Laplace.

26
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4.1.3.

Solucion distribucional de las ecuaciones integrales

Cuando las ecuaciones integrales involucran funciones generalizadas, la solucién

se puede determinar més ficilmente. A menudo, es muy 1til tomar la transformada

de Fourier de la ecnacién integral de tipo convolutorio puesto que, por medio del

teorema de convolucién, obtenemos una ecuacion algebraica simple para resolver en

la funcién transformada. Consideremos la ecuacién integral de Volterra

f(@) + / ko —Hf(B)dt = g(z), © >0,

haciendo h(z) = d(x) + k{z), la ecuacién se puede escribir en la forma

h+f=g, (1)

donde hemos extendido la funciones f y g para x < 0 para resolver esta ecuacién

sera sufi

con lo ¢

ciente encontrar la distribucidn h; tal que
h*h =4, (2)

ual la solucién de (1) es

f=Mxg, (3)

puesto que d(x) juega el papel del elemento unidad en el algebra de convoluciones,

observamos que Ay es la inversa de A = § + k. Tomando la inversa de 6 + &, es como

si tomaramos la inversa de 1+ A, asi obtenemos

donde

~—

Cuando

hy =84 (—1)"(k)", (4)
n=1

k*)™ es la convolucién producto de k cuando el mismo un niimero n veces.

el Kernel (nicleo) es una funcién continua la serie (4) converge y por tanto
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se puede sustituir en (3) para llegar a la solucién

= g =[5+ 310 g
n=1

- g+ mg(—l)"(k*)“g(t)dt,,

esto es

f(@)=g(z) + f: Y (—1)"ka(t — z)d.

4.2. |Otras Aplicaciones

La convolucién y las operaciones relacionadas se encuentran en muchas aplica-

ciones de ingenieria y matematicas:

= En estadisticas, un promedio ponderado es una convolucién.

s Hn teoria de la probabilidad, la distribucién de la suma de dos variables aleato-
rias independientes es la convolucién de cada una de sus distribuciones de

pr| babilidad.

= In dptica, muchos tipos de (manchas) se describen con convoluciones . Una
sombra (por ejemplo, la sombra en la mesa cuando tenemos la mano entre esta
y la fuente de luz) es Ja convolucién de la forma de la fuente de luz que crea
la sombra y el objeto cuya sombra se esta proyectando. Una fotografia desen-
focada es la convolucion de la imagen correcta, en el circulo borrose formado

por el diagrama del iris.

= En acistica, un eco es la convolucién del sonido original con una funcién que

represente los objetos variados que lo reflejan.
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» En ingenierfa eléctrica y otras disciplinas, la salida de un sistema lineal (esta-

la

= En fisica, alli donde halla un sistema lineal con un principio de superposicién

ag

cionario o bien tiempo- invariante o espacio- invariante) es la convolucion de

entrada con la respuesta del sistema a un impulso.

arece una operacion de convolucion.
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5. APENDICE

Teorema 5.1. Teorema de la convolucién para la transformada unidi-

mensional de Fourier: Si h(x) es la convolucion de f(z) y g(x) entonces

1

E]: h(ﬂ:)e*i)‘zdx = {#ji: f(:c)e—i/\mdw}{\/% /_: g(m)e_”mdg;}

F(f*g)=F(f) Flg)

Es decir la transformada de Fourier de la convolucion de f y g es el producto de las

transformadas de Fourier de f y g.

También puede enunciarse un teorema andlogo para la convolucidn en la wvariable

trasformada. Esto es

F(f-g)=F(f)*F(g)

Demostracion. La demostracién, es con algunas leves variaciones, semejante a la

demostracion del teorema para la trasformada De Laplace y por tanto se omitira.

Muchas

veces, en el analisis de Fourier, el teorema de la convolucion se presenta en

las dos formas siguientes.

Teorema de la convolucién en el tiempo Si F[f{t)|{w) = F(w)y Flg(t)](w) =

(i(w) entonces

Teorem

F(f*g)=F(f) Flg)
a de convolucién en la frecuencia Si

FUF@)() = £(2)

FHUGwIE) = 9(2)
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entonces

FUF(w) « Gw))(t) = 27 f(t)g(t)

[

1

Flr®eoio) = 5

Pw)+6w) = o [ Fu)Gw -y
]

Teorema 5.2. Teorema de convolucién para la transformada bidimen-
stonal|de Fourier: Si h(z,y) es la convolucion de las funciones f(z,y) y g{z,y)

entonces

W) = Fan) wotew) = [ [ & mata— 6y - miean

Teorema 5.3. Teorema de la convolucion para grupos:Sea T' un el grupo
con la medida de Lebesgue. Sea LY(T) fijo, sea Tf(x) un operador que actua sobre

el espacio de Hilbert L*(T') dado por .

Tf(a) = 5 | f@ote—v)dy

Demostracion. La demostracion es muy dificil de describir y requiere teoria de rep-

resentaciones (para los diferentes tipos de grupos puede ser necesaria otra teoria)

Junto con el teorema de Peter-Weyl del andlisis arinénico. Dichos célculos se basan

en la estructura de los grupos de Lie. [

Teorema 5.4. Teorema de convolucicon de Titchmarsch Unidimensional

Si @{t) y ¥(t)son funciones integrales, tales que

/0 " b — bt = 0.
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Fn cast

todo punto en el intervalo 0 < x < k, entonces, ¢(t) = 0 en casi todo punto

de (0,X) y ¥(t) = 0 en casi todo punto de (0, ) donde A + p > k. Este teorema

puede ser expresado en la siguiente forma;

sean ¢, en L'(R), entonces

inf[sop(¢ * )] = inf[sop(#)] + inf[sop(3)],

si el miembro derecho es finito.

Simalarmente se tiene

suplsop(¢ * )] = sup{sop(@)] + suplsop(¥))

si el miembro derecho es infinito.

Donde s

Juncion

up denota el supremo, inf denota el infimo y sop denota el soporte de la

Este teorema esencialmente establece que la ya conocida inclusion

sop(¢ * ¢) C sop(¢) + sop(s)),

esta cerrada y definida en la frontera.

Teorema 5.5. Teorema de convolucion de Titchmarsch multidimension-

al: Si ¢

W € &(R)”, entonces

chlsop(¢ » )] = ch[sop(¢)] + chlsop(1))]

donde ch denota el casco convezo del conjunio y e'(R™) denota el espacio de distribu-

ciones con soporte compacto. Fstos teoremas describen las propiedades del soporte

de la co

nvolucion de dos distribuciones. La demostracion de los teoremas no son

elementales. Las versiones originales hechas por Fitchmarsh estin basadas en el
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PTINCIP

o de Phragmein-Lindelof, la desigualdad de Jensen y los teoremas de Car-

leman y Valiron. Fstos conceptos estin fuera del contexio de esta monografia. Una

version

de estos teoremas se encuentran en el Andlisis Real de Yosida, capitulo 6.

Teorema 5.6. Teorema de convolucion de Dirichlel: Sean f y g funciones

aritmét

AG(g; s

entonces

cas definidas de los enteros positivos sobre los complejos, sean AG(f;s) y

) las series generadoras de Dirichlet de f y g definidos por

a6(sis) =y 1,
n=1

AG(g;s) = i giﬁ),

AG(f;9)AG(g;s) = AG(f * g;5),

pare todo s tal que ambas series del miembro izguierdo sean converyentes o al menos

una de

ellas sea absolutamente convergente.

Demostracion. La demostracion de este teorema requiere el use de teoremas de

teorfa de

menos r

e niimeros y argumentos complejos, sin embargo es posible una demostracion

igurosa si se observa que la serie de Dirichlet puede expresarse como una

trasformada de Fourier, esta se encuentra en el texto de Hormander. Es de notar

que la s

imple convergencia de ambas series en el miembro izquierdo no implica la

convergencia en el miembro derecho. |
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