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INTRODUCCION

Uno de los objetivos principales de este trabajo es crear un ambiente algebraico
asociado a un ambiente computacional que permita plantear nuevas metodologias
para el estudio de algunas aplicaciones tales como el fenémeno de la interferometria.

Se muestra aqui que el espacio de senales unidimensionales es un slgebra con las
operaciones binarias de la convolucién ciclica y el producto de Hadamard,también
se analiza este mismo espacio con otras operaciones, como es el caso de correlacién
ciclica Oy ¢l cual hace que el espacio [?(Zy) sea un élgebra no conmutativa usando
la correlacién ciclica como multiplicacién.

E} principal resultado de este trabajo establece que la transformada de Fourier
discreta es|un isomorfismo de algebras entre (12(Zn),®n), €l dlgebra de senales
unidimensionales con la convolucién eiclica ,y el mismo espacio de sefiales unidi-
mensionales con el producto de Hadamard (I*(Zy, ®p),también se muestra que la
transformada de Fourier discreta relaciona el algebra de sefiales unidimensionales
con la convolucién ciclica ,y el mismo espacio de senales unidimensionales con el
correlacion|ciclica (I%(Zn, ©n) por medio del operador de reflexion R

En este|orden se desarrolia la tesis, teniendo como partida el capitulo uno en
el cual nos dedicamos a presentar algunos conceptos matemadticos basicos para el
entendimiento del trabajo desarrollado en los capitulos posteriores

Fn el capitulo dos se analizan las propiedades de las matrices circulantes las
cuales son de gran importancia en este trabajo.

El capitulo tres presenta formalmente un marco teérico computacional de dlgebra
de sefiales para el modelamiento y simulacién del procesamiento de senales en apli-
caciones dé interferometria.Los aportes o contfibuciones de esta tesis estdn referidos
al Algebra de sefiales presentada en el capitulo tres, a los once teoremas formulados
con sus respectivas demostraciones de los diecinueve presentados en dicho capitulo

a la tabla de identidades de los operadores del dlgebra de senales.




Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Definiciones bdsicas

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que es un conjunto pero al igual que
ocurre con otros conceptos de la Matemética elemental (ndmero, punto, ete) es

realmente |dificil encontrar una definicién adecuada y rigurosa.Esta dificultad se

resuelve normalmente en Mateméticas enuciando algunos axiomas y diciendo que
los objetos que queremos definir son “algo”que guarda las relaciones indicadas en
dichos axiomas.

La formulacién axiomética de la teorfa de conjunto es bastante complicada(quizé por-
que el concepto de conjunto es uno de los més bésicos), por ello no consideraremos
en este trabajo més que la idea intuitiva de conjunto.

Un conjjunto es una coleccién de objeto,y a dichos objetos se le llaman elementos

del congurnto.

Normalmente los conjuntos se designa con letras mayusculas y los elementos con
letras minuscula. Asi cuando un elemento a pertezca a un conjunto P, se dice que

el conjunto P contiene al elemento a y utilizamos la notacién a € P.

Algunos importates conjuntos numericos se presentan a modo de ejemplo
1. Z={.,—-2,-10,1,2, ... 1,El conjunto de los niimeros enteros.
2. R = {z: = es un numero real },El conjunto de los nimeros reales.
T ‘
3. @= {a LT, Y € L,y # U},El conjunto de los ntimeros racionales.

4. O = {a =a+ib:a,bER, 2= —1},E1 conjunto de los nimeros

complejos.




Definicién 1.1.1.(Subconjunto) Sean A y B dos conjuntos arbitrarios.Si todo
clemento de A es tambien elemento de B entonces se dice que A es un subconjunto

de B y se denota esta relacién escribiendo A C B.

Definicién 1.1.2.( Producto Cartesiano) Sean Ay B dos conjuntos arbitrarios. El
Producto Cartesiano de A y B se define como el conjunto de todas las parejas
ordenadas (a,b),con a € Ay b € B.Cuando decimos pareja ordenada queremos decir
que (a, b) # (b,a).El producto cartesiano es denotado por A x B,entonces

Ax B={(a,b):a € Abe B} |

Definicién 1.1.3.(Relacién) Una Relacién entre dos conjuntos dados Ay B
es cualquier subconjunto « del producto cartesiano A x B.

Se aclostumbra a denotar la relacién como o : A — B y se dice que @ es una
relacion/lde Aen B.Sia € Ay b € B son tai que (a,b) € a entonces decimos que a

estd relacionado con b por la relacion a.

Definicién 1.1.4.(Funcién) Una Funcién f: A — Bdel conjunto A en el

conjunto B es una relacion entre los conjuntos tales que si (a,b) € f entonces no
puede existir otra pareja con la primea componente a, para toda a € A.

Fn otras palabras una funcién del conjunto A en el conjunto B es una relacién
que asigna a cada elemento a € A un \nico elemento b € B.Una notacién muy

comunmente usada para las funciones es la siguiente

f:A— B
ar— fla) =",

y sedice que b es la imagen de ¢ mediante la funcién f.El conjunto A se llama

dominio de f y B es llamado el codominio de f.
Diremos que una funcién es compleja (real) si su codominio es subconjunto de
los numeros complejos (reales). ' '

Sea lf : A — B una funcién. Se dice que f es:




¢ Inyectiva Si dos elementos distintos de A tienen imégenes distintas de B.

OSobreyectiva Si todo elemento de B es imagen de al menos un elemento de
A.

Si la funcién f es inyectiva y sobreyectiva entonces decimos que f es biyectiva.

Definicién 1.1.5.( Operacidn Binaria} Una operacién binaria sobre un conjunto
no vacio Hes una funcién cuyo dominio es el producto cartesiano H x H y codominio

es el mismo conjunto H.

Definicién 1.1.6.(Sefial Discreta) Una funcién cuyo dominio es un conjunto
discreto serd llamada una funcién discreta. En este trabajo llamaremos senal

discreta a toda funcién discreta.

Ejemplo 1.1.1(Funcién coseno discreta) El conjunto de los nimeros enteros es
un conjunto discreto. Definimos la sefial coseno discreta como
z:Z — R

n +— z[n| = cos[2r fonT)

donde f es la frecuencia fundamental de la sefial y T, € Res la regién o periodo
fundamental de la sefial. Se acostumbra a utilizar paréntesis cuadrados para encerrar

los valores del dominio de la sefial.

El conjunto
Zy =1{0,1,2,..,N — 1}

serd llamado conjunto finito de idexacién.

Definicién 1.1.8 (sefial digital) Una funcién cuyo codominio sea un conjunto

finito discreto serd llamada una senal digital .

& (senal digital diécreta).El siguiente es un ejemplo de una sefial digital dis-

‘creta




y:Z-— Iy

ti— ylk] =< kK >n

donde < k >y es el resto de dividir k entre N y Z es ¢l conjunto de los nimeros

enteros.

1.2| Estructuras algebraicas bdsicas

Definicién 1.2.1 (Grupo) Se dice que un conjunto no vacio G forma un grupo
sien G

csté definida una operacién binaria % tal que se satisfacen las siguientes
propiedades: '

1. axb € G,para cualesquiera a,b € G

2. ¢ (bxc) = (axb) * c,para cualesquiera a,b,c € G

3. |Existe un dnico elemento ¢ € G, llamado el elemento identidad,tal que para
todoe € G,axe=exa=a.

4. Para cada a € G, existe un tinico elemento b € G tal que
axb="bxa=e.

Si ademds,para cualesquiera a,b € G se tiene que
a % b = b aentonces se dice que G es un grupo abeliano.

Definicién 1.2.1 (Subgrupe) Se dice que un subconjunto H de un grupo G es

un subgrupo de G si con respecto a la operacién en G ,H mismo es un grupo.

Definicién 1.2.2 (Anillo) Un Sea R un conjunto no vacio ,Se dice que A es un
anillo sli en ¢l se tienen definidas dos operaciones,denotadas por +y - respectivamente,tales
que para cualesquiera @, b, ¢ € R se-satisfacen las siguientes propiedades

l.a+beR.

2.a+b=b+a.

3{e+b)+c=a+(b+c)

4 (30 € R) tal que (Ya € R), a+0=0+a=a.
5.(‘|s/a € R), (3(--a) € R) tal que a + (~a) = 0.




5.(Va € R), (I(—a) € R) tal que a +{—a) =0,
6.a-be R.
7.a-(b-c)={a-b)-c
8. a- bl € R.
9.(a-b)-c=a-(b-c).
10.a-(!b+c) =a-b+a-cy(a+b)-c=a-c+b-c
St a.dem_las '
{(A1e R)talque (Va€ R),a-1=1-a=a
entonces R es lamado un anillo con elemento unitario.Si la multiplicacion en
R es tal que para cualesquiefa a,b € R se cumple que a-b = b- a, se dice que R es

un anillo conmutativo.

Definicién 1.2.3 (Cuerpo) Un Cuerpo es un anillo conmutativo con unidad,

tal que cada elemento diferente de cero tiene un inverso multiplicativo.

En el conjunto de los niimeros enteros , definamos la siguiente relacién: "Sean m

un entero positivo y e, b € Z. Decimos que a es congruente con b modulo m si y solo

si o — b es un multiplo de m”. Simbolicamente esto se escribe como
a = b(mod m)

La relacién de congruencia expresada por el enunciado inmediatamente ante-

rior es equivalente a la expresién
a = b+ km, donde k es un entero.

Decir que dos niémeros a y b son congruente médulo m es equivalente a decir que

ellos dejan| el mismo residuo al dividir por m . LLamaremos la clase residual de n,

y la denotamos por g , al conjunto formado por todos los nimeros enteros que son
congruente con n médulo m. por ejemplo ,bajo la relacion de congruencia moédulo
4, las cinco clases residuales constan de los enteros de la forma 0 + 4k, 1 + 4k, 2 +
4k, 3 + 4k, |respectivamente, donde k es un entero, esto es, las cuatro clases residules

501}




0=1{.,—-8,-4,0,4,8,..}
1

={..,-7,-3,1,5,9,..}
2=1{.,-6,-2,2,6,10,..}
3=1{.,-5-13,711,..}
Asi, r|31 conjunto de todas las clases residuales médulo 4 es {0, 1,2,3}.

Por e_gemplo, 11=-1=3
|
En general,hay m clases residuales médulo m.Denotamos el conjunto de todas

las clases residuales médulo m por Zy,:

Si @ y b son dos clases residuales médulo m,definimos las operaciones de suma &

I
y producto & por

-+
o

b=
a@b=a-b

IS

si p es un ndmero primo,entonces con estas operaciones se puede observar que Z,

es un cuerpo.(ver [4])
Observesién: Analizemos un poco la sefal digital discreta
u. Z — ZN
{— y[k] =< k>N
donde < k >y cs el resto de dividir k entre N y Z es el conjunto de los nimeros

|
enterosEsto es,.< k >n= k — gN para algin g € (Z* U {0}) o denata el residuo

despues de la divisién(p/N },por ejemplo < 5 >4=1

Residuo(B) = Reszduo(f’—) + Residuo(2) = Residuo® con g € Z.

por ejemplo ;< —1 >,4= (—1) mod4 asi
-1+ 4(—2) >4—-< -1+ 4.( 1) >y=< =1 >y=< —1+4>4="

=3=...

< =T =< =5 >a=< =1 =< 3 >p=< T 2y=< 11 >4




Sea H = {p € kmoa v : P € (ZT U {0})} entonces < k >y= néilr}p;
p

Sid <a|l< N,ae Z entonces < a >y= q,

Si —N<a<0,ac Z entonces < a >y=< N +a >y= N +a.Ver (7,8

Por tanto , podemos establecer la siguiente tabla de residuos de los mimeros

enteros en el intervalo (—N, N) al ser divididos por N.

Lc:rs NUMEROS ENTEROS s EN EL INTERVALO (—N,N) | < s>n
| 0 0
1 ' 1
2 ' 2
N-=-2 N-—-2
N-1 N-1
-1 N-1
—2 N-2
—~(N-2) 2
—(N-1) 1
tabla No 1.
Definicién 1.2.4 (Espacio Vectorial) Se dice que un conjunto no vacio V es

un espacio vectorial sobre un cuerpo F si V, es un grupo abeliano respecto & una
operacién suma +, y tal que para todo o € F ¥ todo v € V, esta definido un

elemento av € V con las siguientes propiedades:
1. avt+w)=av+awa€FyvweV.
2. {(e+Blv=cv+fv;, a,f€eFyveV.
3. (Bv) = (ef)v; a,feFyveV.

jw]
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4, lv=v; veV

El producto av de los elementos del cuerpo F' con los elementos del espacio
vectorial V| es llamado producto escalar,los elementos del espacio vectorial son
llamados vectores.

Como ejemplo de un espacio vectorial podemos considerar €l espacio F™ de todas

las n-uplas|con componentes en F, es decir
Fﬂ = {(al, “"aﬂ)': (s 53 c F,VZ' = 1,2,_“,“‘} .

Este es un espacios vectoriales sobre F' y las operaciones correspondientes son

1. Suma: (@1, s 0n) + {B1) s Bp) = (o2 + By oy an + Bn)s

9. Producto por un escalar; a(B1, ..., B} = (@B, .-, aBn)-

Los espacios vecﬁoriales usados en este trabajo son del tipo en que el cuerpo de
escalares son los nimeros reales o los niimergs complejos. Estos espacios vectoria-
les son llarados, respectivamente, espacio vectoriales reales y espacios vectoriales

complejos.

Definicién 1.2.5 (Subespacio vectorial) Un conjunto W de un espacio vectorial
V es llamado un subespacio vectorial de V si el mismo W también es un espacio

vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicaciéon por escalar definidas en V.

Definicién 1.2.6 (Combinacion lineal) Sea V un espacio vectorial sobre un
cuerpo I, y sean &y, a1, ..., 01 vectores en V. Entonces un vector 3 de V se dice
combinm;'ién lineal de los vectores o en V st existen escalares cp,...Cn1 de F
tales que

n—1

B = comp+c10n -+ Cno10niy = Y G , & € F
=0
Si g, .|, a son vectores en un espacio vectorial V', entonces el conjunto formado
por todas las combinaciones lineales de los u; es un subespacio vectorial de V. Este

subespacio lo denotamos por gen{ay, ..., o} y lo llamaremos el subespacio gene-




k
gen{ay,..., o} = {ani geFaeVi=1, ...,k} .

i=1

Definicién 1.2.7 (Linealidad independiente) Sean ag, ..., k-1 elementos de un
espacio vectorial V sobre un cuerpo F.Decimos que los vectores ao, ..., x—1 SOD
linalmente independientes , si y solo si , la ecuacién

k-1
> o =0

=0

implica que ¢; = 0, para todo 7 =0,1,...,k — L.
Note que el simbolo O en la derecha dg la ecuacién es el elemento cero en el

espacio vectorial V' y no cs el elemento cero de el cuerpo F.

Definicién 1.2.8 (Base) Sea V un espacio vectorial y © = {eo, .y Og_1} UN

conjunto de vectores en V:Entonces {2 es llamado una base para V sl es linealmente

independiente y ademas genera a V.

Por [ejemplo, para el espacio vectorial F™ definido en la ecuacién (8), una base .

natural que podemos considerar es el conjunto

{el — (1)05-": 0)362 = (011:01 siey 0)! g €n = (0505-"1 1)}

Esta base es llamada la base canénica para F™,

Definicién 1.2.9 ( Transformacion lineal) Sean V'y W espacios vectoriales sobre
un cuerpe F.Una transformacién lineal u homomorfismo de V en W es una
funcién T': V — W tal que '

1.T(!ca1 + ag) = cT(oq) + T(oy), Yoy, a0 €V Ve € F.

Si '1l s

$ inyectiva , se dice que que T' es un monomorfismo.

& sobreyectiva , se dice que que T’ es un epimorfismo.

& biyectiva , se dice que que T es un isomorfismo.

[+



& biyectiva , se dice que que T es un isomorfismo.

El conjunto de todos lo homomorfismo entre los espacios V y W es simbolizado
por H om(V W).Este conjunto tieneestructura de espacio. vectorial y las operaciones
correSpondlenteb son la suma de funciones y el producto por un escalar (elementos
de F). Més presisamente, se definen por

1(Ty + v = Ti(v) + To(v), 11, T, € Hom(V, W}y v eV.

2.(aTy = oT(v)), paxa T € Hom(V,W),ca € Fyve V.

1.8 |Algebras

Definicién 1.2.10 (Algebra) Un Algebra sobre un cuerpo F' es un espacio
vectorial V sobre F con una operacién adicional , llamada multiplicacién de vec-
tores .la cual asocia a cada par de vectores vp,v; € V un vector vg - v; € V llamado
el producto de vy y v;. Esta nueva operacién en V' debe cumplir las siguientes

propiedades para cuales quiera vy, v, 12 €V y a € F O

]..UQ . ('U[ -'U2) =Yg - (Ul."!Jg)
2.1)0'('0] +'U2) =’Ug"U1+'U0"U2 Yy (UQ+U1)'U2:U0-U2+U1'U2

3.0!(?)(] - ’U1) = (O!'U()) = Yy - (O!’Ul).

si existe un elemento 1 en V tal que 1 -wvy = wp - 1 = o, para todo vector
v € V,entonces V es llamado un 4lgebra con unidad sobre F, y 1 es llamado el
elemento identidad de V .Se dice que el algebra V' es conmutativa si vp-v; = V1" Vo
para todolvy, vy € V.

El conjunto de todas las matrices n X n , con entradas en un cuerpo F' con la
operaciones de suma de matrices y multiplicacién por escalar usuales. El producto
de matrices usual convierte este espacio vectorial en un 4lgebra no conmutativa para
n > 2. .

El conj‘unto de todos los homomorfismos de un espacio vectorial V' en si mismo,
Hom(V, Vl) , es un dlgebra con identidad,y la’ operacién correspondiente es la com-

posicion de funciones. Més presisamente , 1a operacién se define para cada par de

15



(.Tl Q Tz)‘U = Tl(Tg(U)),Tl,Tg € HO’J’TL(V, V)

el elemento identidad de esta dlgebra es la funcién idéntica.

Deﬁlnicic’)n 1.2.11 (Isomorfismo de dlgebras) sea F' un cuerpo y sean VyW

dos é,lg!ebras sobre F.Un isomorfismo entre las 4lgebras V' y W es una funcitn

biyectiva T : V — W tal que :

1.T(C¥1'L’1 + 02'1?2) = Of}T('U1) + 052T('U2)g
2.T(v; - v3) = T(w) - T'(v2)

para cua.les@uiera v1,;v2 € V' y cualesquiera a;, o2 € F.

1.4: Transformada de Fourier discreta

Definicién 1.2.12 (La transformada de Fourier discreta ) Dada una sucesion

finita z[n),con 0 < n < N — 1,La Transformada de Fourier Discreta de z[n]

se define como la sucesién dada por

don

N-1 '
k) = Y zfnle I

n=0

le0<k<N-1

Es comin llamar Wy = e~%™N y escribir la transformada de Fourier discreta de

z[n] como

Par

Invers

N-1
k=S zfnW . 0<k<N-1

n=0
2 una sucesién finita y[kl,con 0 <k < N-1La Transformada de Fourier
a esta dada por

N-1
v~ = 5 S W, 0<nS N1
k=0

Definicién 1.2.13 (Producto de Kronecker) Sea A y B matrices de tamano

m X
produ

como

y px ¢ respectivamente. El producto de kronecker, o producto tensorial,o

lcto directo de A con Bes una matriz de tamaio mp x ng definida y denotada

11
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ay 1B ay 2B ... ay nB

B a3 B ... B

A®B= 02.1 2.2 ' a’2.n
m 1B @m2B ... amaB

Es decir, el producto tensorial de matrices se define para matrices de cualquier

famano.

Propiedades del producto de Kronecker

(i) (ad)@ B=A®(aB)=a(A® B) , «a es un escalar.

(i)
tamaifio
(#1€)
tamafio
(i)
(v)
se pued
(vi)

(vit)

1)'

(A+B)@C =A®C + B®C (siempre y cuando A y B tengan el mismo

A®(B+C)=A® B+ A® C(siempre y cuando B y C tengan el mismo

).
AR(BRC)=(A®C)®B

({A® B)(C ® D) = AC ® BD (Asumiendo que los productos que aparecen '

en realizar)
A® B = A® B ( donde la barra sinifica conjugada )
(A® B)T = AT @ BT;(A® B)* = A* ® B* ( T significa transpuesta y *

~ significa transpuesta conjugada)

mente)!

(iz)

(viii) tr(A® B) = tr(A) ® tr(B) (A y B cuadradas de orden m y n respectiva-

Si A y B son matrices no singulares entonces

(A B)"'=B7@A™

(x) si Ay B son matrices como en (vit) entonces

det(A ® B) = det™(A) ® det™(B).

s

(3



Capitulo 2
MATRICES CIRCULANTES

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades fundamentales de las matrices
circulantes,algunas conocidas otras no muy c':onocidas.

Las matrices circulantes son un tépico fascinante que han venido siendo estudiado
por algiin tiempo .Recientemente estas matrices han sido usadas para estudiar la
controlabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales con contro} [6].

Consideremos ahora un nimero N € Z* fijo y definamos |

wy = exp(ZE) es decir , wn es la raiz N —esima primitiva de la unidad.Entonces
las sigulientes propiedades se verifican

O wN=1 ; wywhy =1 ; wh = Wi

& () = uit = wl S gul =0

veamos que E?;o wi ! =0 ,En efecto;

N N N N

Sl =wt Y wh = w' Y wh = vy e W 7

j=1 =1 j=1 j=1

hagamos § = %.8i z # 1,las sumas parciales de la serie geométrica vinen dadas

por
N o, ¥ 1
Sat=x
k=1 :L--_]'

Entonces, poniendo z = €*? en esta férmula, donde # = %, encontramos

N NG _ ] giNO _ N0 gon N@ ey

Z 20 eziee — -
e — 1 et — e~ send

j=1 ]
por tanto al sustituir el valor de § en la formula anterior obtenemos que Ef"__q wiy' =

Definicién 2.1.1 (Matriz de Fourier ) La matriz de fourier de orden N se

define como aquella F tal que

13



1 1 V|
F* 1 wy .., wh?
1wt oL wﬁ"‘”z

donde (x significa transpuesta conjugada).
La sucesién {w?}}2] es periodica de periodo N es decir,
wiN =|wk ¥k € Z7 de tal manera que hay solo N elementos diferentes en F.
Masaﬁn,paralgjgN——lsetiene
|l = ¥ = i = Wl
de tal manera que que la expresién F* da.da. en la definicién puede reescribirse

tambien como

1 1 1
F‘ - 1 w.jv wN—l
1 wN_l Wy

Algunas de las propiedades de la matriz de fourier son:

(1) F y|F* son simetricas, es decir F = FT,F* =F,F = F

(2). F es unitaria. En realidad,F'F* = F*F = Iy, o mejor dicho , F* = F~'. En
efecto, si (FF*)u es el ki—elemento del producto FF* entonces se puede observar
que

(FP = TG i Py =nsil=5k

(FF )= wy ™) =0sil# k.

(3) los autovalores de F' son k1, i con sus apropiadas multiplicidades.esto se

deduce del hecho que F' es una matriz unitaria y todo autovalor A de una matriz

unitaria satisface {A| = 1

Las matrices de uso comin en la teoria de las matrices circulantes son




01 ... 0
0 ... 0
i .
0 1
0/
b
10 0 )
00 ... 1
¥ =
00 .. 0

\01 ... 0)
ambas de orden N.Estas matrices satisfacen las siguientes propiedades
v Ly mr = 2o = e

y
=[P =0T =0 =91

Definicién 2.1.2 (Matriz de Vandermonde ) Por matriz de vandermonde

v(zy, 22} ..., zv) entendemos la matriz de orden N

1 1 o1
Z1 2 e N
v(z1,22,2N)= | 22 22 ... Zk
N-1 Nl N-1
k 4 2y . Ly )

entonces u(l,wN,w%,...,wN'l) = NF*yo(z1, 2, ..., 2n).Ademas det v(21, 23, ..., 28) =

[Tkt (2 — 1) luego si z, # 2 para k # l,la matriz de vandermonde es no singular.ver

[6.7]
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_ Definicién 2.1.3 (Matriz circulante ) Dados N € Z% y

(c1, ...,'c;\}),'" la ﬁ:[a.t?rix de tamafio N X N definida como

1 C2

CN (5]

C= Cil‘C(C]_, Ca,..qy CN) = Cy—-1 CN
L' C C3

s la llamada matriz circulante de orden N.

Cn—1 CN
CN—2 CN-1

Cn~-3 CN-2

CN C1 /

Noté que los elementos de cada fila de C son identicos a los de la fila anterior,

pero hsln sido movidos una posicion hacia la derecha y luego enrollados. Es facil ver

que la suma de matrices circulantes es de nuevo una matriz circulante; lo mismo

ocurre cuando se multiplica por un escalar. Note también que la matriz IT definida

anteriormente es una matriz circulante,de hecho que Il = Circ(0, 1,0, ..., 0).-

Tambien puede suceder que la entradas de la matriz circulen hacia arriba,en este

caso la!matriz tiene la forma

he My

hy ho

Hy = ) i
hn-z hn-

\ hn-1  ho

hy_z |

hinv—1
ho

hn_3

En este proyecto tambien se usan matrices de blogues circulantes con bloques

circulantes, los cuales representamos en la forma

Co  Cu
Cy Oy
Cn = : '
Civ-2 Cwv-1
Cv-y  Cla

16




donde cada Cjj es una matriz circulante.
Sea A una matriz de tamfio N x N y II la matriz definida anteriormente entonces
A es circulante si y solo si [IA = ATLEn efecto; Sea A = (a ;).entonces HAII* =

ITATI~Y|= agi+1)i+1) (donde los indices son tomados modulo N )y esta matriz es igual

a A= (g;;) siy solosi A es circulante.

Observese que las potencias [T¥(k = 0, ..., N — 1) consisten en las permutaciones
de las filas de IL.se puede ver que

C= Circ(c;,'c% cnen) =]+ el + -+ enIIN!

y st P(Z) =1L a2 entonces Circ(es, 0, .,cn) = P(I).

El plolinomio P dado érriba es llamado representante de la circulante Cy
algunas veces es denotado como Fo.

& propiedades de las matrices circulantes

O C?l_'no polinomios en la misma matriz conmutan (respecto al producto),entonces
el prod{ucto de matrices conmutan,mas aiin 1 producto de circulantes es de nuevo una
circula.rllte.En efecto Si C = Pe(I) y D = Pp(11) entonces CD = Pe(T) Pp(1L) =
pep(Il). .

$ como C y C* conmutan entonces toda matriz circulante es normal.

& De los item inmediatamente anteriores se obtiene que si A es una matriz
circulante y k € Z* entonces A* tambien es'circulante.

Definicién 2.1.4 (Matriz de Toeplitz ) ,La matriz cuadrada T = (t; ;) ,de orden
N, se 1ilama. matriz de Toeplitz

S by = taany gy Vird = 1, N

Entonces Una matriz de toeplitz es aquella que es constante a lo largo de sus

diagonales palalelas a la diagonal principal.

Ejemplo

e b ¢
T={|d a b

e d a

17
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Observacidn. Toda matriz circulante es toeplitz pero el reciproco no es cierto.

cn) entonces detC = [1IL; h{wy),donde h(z) =

Si ’C = Circ(cy, ...,

wy soﬁ las diferentes raices de la N—ésima unidad.En efecto ; Sea

la matriz de vondermonde de orden N en las N raices distintas de la unidad

Vn = v(wy, wa, ..., WN) =

primero notamos que

En

efecto;

CVn =

CVi = Vndiag(h(we)ie,)

e G ... Cn | 1 1
Cy € ... CN-1 wh Wa W
N-—1 N-1 N—1
Ca C3 . Cq wy Wy Wy
N f—1 -
j=1 ciwi E =1 CJW; J =1 Cij
N )
2= cjwi Zj:l Cj"“% Ej:l Cj"’%\f
N -2 N j—2 N -2
=1 e j=1 CjWh 2251 G wiy
— N i—1
g= ICJ'LUJ =1 Cjw% = 1%’“’J
N )
zj_—_l Cjw{ > i1 G Ej:l C:iw}\’
N +n -2 f+n-—2 j+n—2
j=1 C;r Z =1 C:rw% ~1 CJWJ
i—1
1 1 N 0
o Wy 0 0
N-1 N-1 N j—1
'U.)z 'UJN 0 _’j=1 CJ"LUJN

i—1
3_1 T

2%
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i
=Viv - diag(h(wi)il,)-

PerP entonces

det'C - Vy = det Vi - diag(h(wi)Y_,) = det Vi - det diag(h(wz)f,)

y como wy, # wy si k # 1, detvy # 0; por tanto

det C = det diag(h(wi)iL,) = [Ti=; h{ws).

De tiasta. afirmacién se deduce que los autovalores y autovectores de C = Circ(cy, ..., cn)
estan dados por

M=hlw) ¥y W, = (1, why .y wh N k=1,..,,N.

Perlo entonces tambien hemos probado un resultado méds general ,a saber: Toda
matm'zl circulante es diagionalizable,

Sean C = Circ(cy, ...,cy) y D = Circ(dy, ..., dn) matrices circulantes,

wy, ..., wy las distintas raices N-esima de la unidad,Vy la matriz de vandermonde

dada ths arriba y

h(“{k) = E;'V:l Cjwi_la g(we) = iji\;l dj“’i—l

Entonces _

¢ =} Vediagh(w)rVi? D= Vadiag(g(wr)iL Vi
y por tanto

CD = Vydiag(h(w)a(w))io, Vit
sean C'y D como anteriormente definidas,entonces C = h(II}.
Si @ # 0 y asumiendo que h{z) = T}, ;27,1 <r < N, e #0
y si!»
hiz) = & [[;2(z ~ o)
enttl)nces
C =~} = ¢ T2 (11— ayl) ‘ -,
y tenemos asi una factorizacién de cualquier matriz circulante en un producto de

circulantes de la forma IT — a4l ,que son de un tipo muy particular.

Definicién 2.1.5 (Blogue circulante ) Sean A, ..., Ay matrices cuadradas de

19




orden IN. Por bloque circulante de tipo'(M,N) y oreden MN entendemos la

matriz|de tamano MN x MN

es decir; son matrices circulantes donde cada elemento es una matriz. Denotaremos
el conjunto de matrices circulante por bloques de tipo (M, N) por V(u,n)
Vs, s y solo si ATy ® In) = (Ty @ In)A;En efecto; sea A = (A ),

<>f|1€

CirC(A1, Ag, aany AM) ==

(H)u ® In} € Viauny ¥ esté dada por

Entonces

Iy ®@In =

Ay

On
On
Oy
\ In

Az

AM Al

A=| Ay, Ay

K Ay A

20

Iy ...

On

On ...

On

Porjotro lado A € V(,n) si y solo si

[ A Ay ... Aum.
AM Al AM—2
AM—I AM AM_3

\ Ay Az ... Aym

On )
On

In
On /

Apm-r Apm
Ap-2 Am

Ap-z Am-2

MNxMN

Av A

Ax .

Ap_1

Aoz

A

<



Ay A2z ... AIM\ /ON I ... Ow

Agq Aya .. Ao pr ON On ... On
A(nl\:fI@IN)Z Az Aszz ... Azm : : :
: : oo Oy Oy ... Iy
\ Am1 Ama .- Avm ) \In Ox ... On
AIM Al]_ AlM—-l\
Ay A1 ... Asma
= Asy Azr .- Az p1
Avm Av1 oo Avm-y
Azl Azz AZM\
A3y Aszz ... Aau
=1 Ag1 Asx ... Aym
411 Ay .. AIM)
On In ... O N[ Ay Ase .. Aim
On On ... Oy Ag1 Aze ... Ao um
= A31 A32 A3M
In Oy ... Ox ) \Am1 Aumz2 ... Aum
= (Tl ® INJA

si y! solo si
A,;j = A(i+1)(j+l) ;AlM = Ag 1; AM 1 = A12 V?,,j = 1,2,...,M. 51 ¥y solo si A es

una matriz circulante.

11




Como

Iy |® Ay = diag{A;, Ay, ..., Ay)
IIMl ® Ay = Circ(0, A, ..., 0)

II?.‘,I! ® Az = Circ(0,0, As, ..., 0),...

podemos escribir Circ{Ay, As, ..., Ap) como
M-1
Circ(Ay, Ag, ..., Ay) = z (T @ Ajt1)
Ahora veremos la condicién suﬁciele]:_-g y necesaria para el cual los bloques circu-
lante del mismo tipo conmutan.
& S';ean A = Cire(4, A, ..., Au) , B = Cire(By, By, ..., By) en Via ) -S1 A; By =
ByA; para k,j = 1,..., N entonces AB = BA.

Enlefecto;Usaremos la representacion dada anteriormente

M-1 M—1
A = Z (H?VI ® Aj+1)7 B = Z (Hﬁﬂf ® Ak+1)

=0 k=0
luego
M-1
AB =Y (T, ® Ajy1)(llj; ® Bryy) = BA.
&, j=0

s

73



Capitulo 3
ALGEBRA DE SENALES

3.1 Introducciéon

En este capitulo se dard una formulacién inicial del marco teorico de 4lgebra de
sefiales,en el caso de las sefiales unidimensionales ,para el modelamiento y simulacién
de las mismas.

a continuacién introducimos el espacio de sefiales unidimensionales presentando

su estructura algebraica y los operadores que actuan sobre este espacio.

3.2 FEspacio de Seriales Unidimensionales

Definicién 3.2.1 (Seial unidimensional) Una Seiial Unidimensional es una

funcién
xr. ZN — C
tal que
N1
> afn]zfn] < o
n=0

donde C cs el conjunto de los nimeros complejos.
Una forma equivalente de ver una seiial es como una secuencia de nimeros com-
plejo :II'[O], <y Z[N — 1] Tambien se acostumbra a escribir una sefial como un vector

i
columna

z[0]
z(1]

z[N - 2]
\ =[N -1]

Denotamos por [2{Zy) El Espacio de Sefiales Unidimensionales .

13
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Teorema 3.1 El espacio de las sefiales unidimensionales I*(Zy) es un espacio

vectorial sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

Dellnostracién. Veamos que este espacio tiene una estructura de espacio vecto-
rial soﬂrc los ntimeros complejos con las operaciones usuales de suma de funciones y
multiplicacién por un escalar.Para ello; verifiquemos que en este espacio se cumplen
las propiedades descritas en la definicién de espacio vectorial.

< S%uperposicién

Sean z1, T3 € 12(Zy), entonces

a (z1 + 22)[0] \ 1[0} + z2{0] \
(z1 + z2)[1] z1[1] + z2[1]
X3 +X3 = : = :
(z1 + z2) [NV — 2] z1[N — 2] + z3[N — 2]

\ (z+z)[N-1] ) \ @[V — 1+ o[V =1}

( 7,[0] z2[0]
{1} m'2[1]
= : + : € B(Zn).
[N - 2] Zg[N — 2]

\ =[N -1 ) \z[N-1])

¢> Homogeneidad
Sean a € C,z € I*(ZN)

[ (ax)[o] azf0] ) 2[0] )
(az)(1] azil] z[1]
ax = : = : =a : e }(Z).
(az)[N — 2] az(N -2 RELEY
\ (az)[N -1] J ax[N — 1] N —1] }

4
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i
) J?Lsociatividad

Sean x,y, z € I?(Zx),entonces

(@+y)+20 (¢ + 9)[0] + 2[0]
((z +y) +2)[1] (@ +g)l1] + (1]
(X+y)+z= : = z
(z +y)+ 2N ~2 (z+ )N — 2]+ 2[N - 2]
\ ((z+9) +2)[N -1 (z+y)[V — 1] +2[N - 1]

{=[0] + y[0]) + [0}
(mu+yun+fm

([N =2} +y[N —2)) +2[N~2]
\ (z[N =1} +y[N - 1)) +2[N - 1] /

z(0] + (y[0] + ={0])
z{1} + (y[1] + 2{1])

Z[N — 2] + (y[N — 2] + 2[N — 2})
[N — 1]+ (y[N — 1] + 2[N 1)) )

z[0] + (y + 2){0]
(1] + (y + 2){1]
= : ‘ =x+(y +2z)
[N -2+ (y + 2)[N — 2
[N = 1)+ (y+2)[N —1] /

¢ Conmutatividad

Sean 1, Tz € 1*(Zy), entonces

25




([ (mtz)0 21{0] ++ 2,[0]
(zy + z2)[1] z1[1] + z3[1]
X1 + X3 = : = :
‘ A+ )N -2 21 [N — 2] 4 z5[N — 2]
(z1 + z2)[N — 1] 2N — 14 zo[N -1 J
([ 0] +=o) [ (z2+z)[0]
T2[1] + z4[1] (2 + 1) [1]
= : = E =Xz +X1
sV = +mN=2 | | @+z)N-2
\ T[N — 1] + 1[N - 1 \ (22 + #1)[N = 1] /

O l;]xistencia del elemento neutro aditivo

Exijste un tnico elemento neutro aditvo ¢-en [*(Zy) el cual tiene la siguiente

forma
[0]
1]
¢ = :
¢[N —2]
\ $(V — 1]
donde;gli] = 0,Yi =0,..., N — 1
tal 'que para todo z en I*(Zy),
o0+ 4] 20
| a1 + 11 o1
X+ ¢= : = | : =x
[N — 2] + ¢[N — 2 z[N — 2|

\ [N -1} +¢[N—1] / z{N —~1] )

20



¢ Existencia del elemento inverso aditivo

pa.ra;. cada z € I2(Zy) ,Existe un tdnico elemento inverso aditivo (—z) en 12(Zy)

tal éue ,

z[0] — z[0]
z[1} — =(1]
Pox 4 (=1)x = :
z[N — 2] — z[N — 2]

¢ Distribucién respecto a el escalar

Sean 13,z € I?(Zn) y a € C entonces

[ alm+z)0]
ofer+z)[1] |
(x1+%X2) = : =
oz + z2)[N — 2]
ofz; + z2) [N — 1] /

Q-

4 Distribucién respecto a la senal

Sean z,(Zy) y o, € C entonces

(e + B)z1[0]
(e + B)z[l]
(o + B)yxy = : =
(a + B)z: [N — 2]

\ (a+ B[N - 1] ) \

21

z[N -1} —z[N - 1] } \ N —1] )

¢{0]
¢l1]

¢[N -2

az[0] + az;[0]
ax; (1] + aza[l]

oz1{N — 2] + azo[N — 2]
az [N — 1} + azo[N — 1]

= (Xg + OXy3.

xry [0} + ﬁIl[O]
az(1] + Az (1]

oz [N — 2+ Bz1[N — 2]
azi|N — 1] + Bz, [N — 1]

= Xy + ,BX;[




¢ Asociatividad respecto a los escalares

Sean z € I2(Zy) vy @, 8 € C entonces

@zl \ f o(Bo)0]
(aB)el1] o B)f1]
(aB)x = : = : = a(fx)
(@B)z[N -2 | | a(fz)N~2]
\ @A)zN -1 ) \ e(Bz)[N-1]

{ Existencia del elemento neutro multiplicativo

para cada z € [2(Zy) ,Existe un tinico elemento neutro multiplicatio 1 en C

tal que ,
1-200) \ [ =[]
1-z{1) - z[l]
1. x= : = : =x=x-1
1-z[N — 2] Z[N — 2]

\1-z[N-1 ) \aN-1])

Por tanto,El espacio de las sehales unidimensionales {*(Zx) es un espacio vectorial

sobre el cuerpo de los niimeros complejos.

Una base para el espacio de seiiales es el conjunto
An=1{0py:k=0,1,..., N — 1},
donde las funciones dgyy son definidas por

5{k}[j] =1sij=k, 5{k}[j] = (sl §#Ek.

afirmamos que el conjunto Ay es linealmente independiente;Con el fin de probar
este enunciado,supongase que existen ¢; € C ¢ =0, ..., N — 1. tales que

codg + by + - + cN-18N_1 = le(N—l) =¢

2%



Co

de o anterior se deduce ,c; = 0 Vi = 0,...,N — 1. y como para cualquier = en

8[0]
8ol1]

&[N - 2]
8lN — 1]

{?(Zn)lse tiene

entonces Ay genera a el espacio vectorial [*(Zy).Por tanto Ay es una base para

z[0]
z[1}

(N — 2]

\ 2N -1) /

)

0

+ .-

0

z[0]
0

0

0

el espacio de sefiales [?(Zy).
Esta base es lamada Base Estandar de I*(Zy).

& La Convolucién Ciclica

Definicién. 3.2.2 Definimos la operacién de Convolucién ciclica sobre el

Sn_1[0]
On—1[1]
+ Cn-1 :
Sn—1[N = 2]
Sn-1[N —1]
0 Co
0 1
e =
0 CN_2
\ CnN=1 K CN-1

\ z[V —1]

espacio de seftales unidimensionales como

O : 2(Zx) x P{(Zn) — P(Zx)

(z,9)

29

'_’55'®Ny;

0
0
0
0
0
\ 0

= z[0)dg + - - - + en-10n-1

¢[0]
1]

$IN — 2]

¢V —1]

24



donde = ® y se define por

N-1

(z@n )] = 3 alkly(< n—k >n].

k=:0

Teorema 3.2 El espacio de las sefiales unidimensionales 1*(Zy) es un dlgebra

conmutativa usando la convolucion ciclica @n come multiplicacidn.

Demostracién.Para demostrar que (I2(Zx), ®) es un dlgebra conmutativa de-

bemos verificar que esta nueva operacién debe cumplir las siguientes propiedades

cualesquiera z,y,z € I*(Zy) y todoa € C :

| z@ny=y®N3

(1) (ovy)enz=28x (81
(IHH) zRN(W+2)=z@ny+T®Nn2
(V) olz@ny) = (az)Bny =1z &N (ay).

Prutgeba de (1) N gonsideremos dos sefales z,y € I*(Zy),
(z@n Y] = 3 alklyl< n— & >n]

= Zi: zlklyl< r:=—0 k>nl+> :ﬁ[k]y[< n—k>y]

= Ef:c[k]yk n—k ‘>N} + 1§x[k]y[< N+(n—k)>n]

= %zlk]yk n—k>nl+ gwlk]y[N +(n—k)]

llanm?—;.remos m=n-kys :Jj’\f + (n — k) en la parte derecha y izquierdad de la

igua.ldaid inmediatamente anterior respectivamente.Obteniendo asi,

= 2 ylmlzl<n—m>y]+ 3 ylsle[NV + (n — s)]

= ngvfz_ yimlz[< n—m >y + D ylslz[< N + (n —s) >n]
n>m>0 n<s

= 2): ymlz[<n—m >y + % 1y[s]:f:[< n—s >y

= 2 ylmlz[<n—m >N] + _Z: ylmlz[< n —m >pn]

= Y ylmlz[< n~m >y] = (y @n )0l

m=0
Prueba de (IT}: Veamos ahora que la convolucién ciclica es una operacién aso-
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ciativa! Consideremos tres sefiales T, y, 2z € I2(Zy),

Llamemos s = (z @y y) ¥ t = (y ®n z);entonces,

[ (Gevyenall ) (= ®w (@ 8 )10
((z @~ y) N 2)[1] (z ®n (z @n ¥))[1]
(xBNYy)®BnzZ= : = :
((z@ny) N 2)[N — 2] (z®n (8N y)[N — 2
({(z@ny)®n2)[N-1] ) (z®n (z®ny))[N - 1]

20)(z @y y)[< 0>§] + -+ 4 2[N = 1](z &y )< —(N — 1) >x]
20z @n y)[< 1 >n]+ -+ 2[N — (& On y)[< —(NV = 2) >n]

20z ®ny)[< N —1>y] + -+ 2[N = 1)(z ®n ¥)[< 0 >n]

2[0)(z ®n PI< O >n]+ - + 2N — Lz ®On y)[< 1 >n]
Z0)z dn < L >N+ -+ 2N - j{z @~ y)[< 2 >nN)

\ 20z @n )< N —1>§]+- + 2[N = 1)(z @ 9)[< 0 >]

2[0)(z @~ y)[0] + - -~ + 2N — 1)(z @~ y){1]
2{0)(z @ y)l1] + -+ + 2N - 1](z & 9} 2]

z[0)(z @v )N — 1]+ - + 2[N ~ 1}(z ®n y)[0]

03 sl —m >4+ 2N = 1) 5 almly{< 1= m >l
i z[0] jil:c[m]yk 1-m>y]+--+2[N-1] Nz—:lm[m]yk 2 —m >
[ -
N-1 - ' N-1
| \ z[0] Z_Oﬂ:[m]yk N-l-m>y]+--+2[N-1] Z_om[m]y[< —m >n}
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N-1 N—1
| z[0] Z:Oi"[m]yk —m>p]+ -+ 2[N— 1]Nz: zimly[< 1 ~m >n]
m= m=0
z[0] Zofﬂ[m]'yk l-m>y+--+2[N=1 zmly[<2—m>p]
L m=e
; N-1 N-1
iz[O] Z_o Zmlyl< N—1=m >yl +- -+ 2N — 1] Zﬁm[m]y[( —m >ul
N-1 N-1
z{0] Z_Oz[m]yk —m >y] 4 +z[N —1] z_gz[m]y[< 1—m>n]
z[0] NX:::z[m]yk 1—m>n]+-+2z[N 1] Iji::)z[m]yk 2—m >y
N-1 N-1

m=0

;51:[0] S zimly[< N =1—m>§]+ -+ [N =1] ) zlmly[< —m >x]
| .
|

| z[0)(z@n <O >N+ +z[N - 1](z@ny)[< 1 >N]
| z0)(z @w y)[< 1 >n] + - + 3N — 1)(2 @ y)[< 2 >n]

i :
£[0](z ®n p)l< N =1 >n) + -+ [N = 1}(2 @n y)[< 0 >]

2[0)(z ®n y)[< 0 >n] + -+ N — 1] (z@N Y)[< =(N = 1) >]
40)(z@n Y< 1 >N+ -+ 2N = 1)(z ®n y)[< —(N — 2) >n]

20z @n y)[< N =1 >x]+ -+ 2N —1](z @y y)[< 0 >n]

(z@y (z@ny))IN-1 ) \ @8n@eN2)N -1
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(z@n (o)) ) oy oy )
(z ®n (z®n y))[1] (z @y (v @~ 2)[1]
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(z ®n (z®n ¥))IN ~ 2] (z ®n (y ®n 2)[N ~ 2]



Prugba de (I11): Consideremos tres sefiales z,y, z € I*(Zy),
!

| 3 ol + 2l< —k >»]
([ @en@+2)0 ) lak
(z®n (y+2))[1] gm[k](y-i-z)k 1-k >y
x®n (y Hz) = : =
(z®w (y+ 2N -2 Nz-:lx[k](y-kz)[<N—2—k>N}
(z®n (y +2)IN -1 o _
S alkly+ )< N-1-k>n] )
k=0
( N-1
Z z[k])(y[< —k >n] + z[< =k >n])
Nz—jla:[k](yk 1-k>n] + z[<1—k>n))
k=0
- N—-1
3 2fk)(y[< N~ 2~k >p]+ 2[< N =2~k >x))
k=0 )
E:lsc[k](yk N—-1-k>y]+z[< N=1—k>pi) )
k=0
| 5 (elklyl< — >+ alklzl< —k >»])
k=0
| 3 (bl 1~ b 5]+ alklzl< 1~k >x)
k=0
B N-1
3 (zlkly[< N — 2=k >n)+ z[k]2[< N —2—k >n])
Nz_:l(a:[k]yk N —1—-k>y)+zk]z[< N=1-k >u))
k=0
i
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N—-1 N-1
( Z zlkly[< —k >n] + 3 zlklz{< —k >n]
k=0 k=0
N-1 -1
! 3 alklyl< 1 -k >n]+ NZ zlklz[< 1=k >p]
k=0 k=0
B N-1 N-1
slklyff< N~2-k>py]+ 3 zlk]e[< N —2-k >n]
& &
\ zlkly[< N ~1—~k>y]+ Y zlkle[< N —1—-k >p] )
k=0 k=0
N-1 N—1
> zlklyl< —k >n] Y alkiz[< —k >n]
k=0 k=
NZ_ zikly[< 1 — k >n] ' E—: [kKlz[< 1~k >p]
k=0 . k=0
N-1 N-1
Zx[k]y[<N——2—‘k>N] Y alklz[< N =2 =k >y
£=0 k=0
\gm[k]y[<N—1~—k>N]} \éx[k]z[<N~—1—k>N]}
[ (=eny)lo) (zon 20 )
(z @~ y)[1] (z ®n 2)[1]
= : + : = (x@nYy)+ (x 8~ z)
| (z ®~ y)[N — 2] (z ®n 2)[NV — 2]
-\ (@enyN-1]

\ (z®n 2}[N — 1]

Prul:ba, de (IV): Consideremos dos sefiales z,y € (Zy) y ¢ € C,

c:r(:z:i

N-1

k=0
N-1

k=0

®n y)[n] = Y zlklyl<n —k >

=Y azlklyl<n -k >l
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|
|
|
|
a

= Z_l(az:) [klyf< n — k >N]

k=0
=((az)®@ny)n),0<REN -1

40

i s se o
Vamos ahora a escribir la convolucién ciclica en forma de un operador sobre el

mismo| espacio de sefiales [*(Zx).Consideremos z,h € [*(Zy) y llamaremos y =

z ®p h entonces,si para cada n hacemos la expansién dc la sumatoria,

yin] = (z @ W)l = SV alklhl< n — k >al,

obtenemos

y{0)i= z[0}R[0] + z[1]A[N — 1 + z[2]A[N - 2] +--- + z[N - 1)A{1],

y[1]l= [0}h[] + {1]A[0} + 2{2A[N = 1] +--- +2[N — 1}A[2),

YN

— 1] = z[OJR{N — 1] + 2[1JAIN — 2 +- - + z[N — 1][0],

8j escribimos esto matricialmente tenemos

[ 4[0)
y[1])

y[N - 2]

\ y[N 1]

hjo) RN 1]

h[1] hi0] - -

RN —1] h{N =2

h[1]
h{2}

h[0]

z[0]
z[1]

Z[{N — 2]

\ z[N —1]

Observese que si fijamos h, podemos pensar la convolucién ciclica como un ope-

rador lineal actuando sobre el espacio de sefiales, el cual serd llamado operador de

convolucién ciclica. Denotaremos este operador por ®% y escribimos

y la

@ - B(Zy) — B(Z)

z— ez =zQ@nNh,

matriz de este operador es
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R0 AN —1]-- A1

He qu @mn. hg

| hN—1 hIN—2 --- A0]

De idonde,inmediata.mente,observamos que la matriz del operador de convolucion
ciclical es una matriz circulante.
Estudiarenmos ahora otra operacién importante en el espacio de sefiales,la corre-

lacidon!ciclica.

& | La Correlacion Ciclica
Definicién. 3.2.3 Definimos la operacién de Correlacidén ciclica sobre el

espacir!:) de sefiales unidimensionales como
GN H F(ZN) X EZ(ZN) —— lz(ZN)
(.’I), y) — -TeNy;

donde 6y se define por

N~1
(zOny)[n] = kz: z[klyl< n+ k >n)-
=0

Teorema 3.3 El espacio-de los sefiales unidimensiongles 1*(Zy) es un dlgebra
usando la correlacién ciclica ©n como multiplicacion.

Demostracién.Para demostrar que {{2(Zy), Bx) es un dlgebra debemos verificar
que &slta. nueva operacién debe cumplir las siguientes propiedades para cualesquiera

z,y,2€3(Zy) ytodoa € C:

(I)i (zOny)Onz = 2ON(2OnY).
(H!) BNy + 2) = xOny + zON2
(ITT) o(zOny) = (ax)Ony = zON(ay).

Prueba de (I): Vearmos ahora que la correlacién ciclica es una operacién asocia-

|
H
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tiva. Consideremos tres sefiales z,y, z € I2(Zy),

Llamemos s={z®nvy) Yy t=(y®n z);chtonces,

I (=zOny)On2)0] )
| (=Bny)On2)[1]

(xOny)ONz = :
(=Ony)On2)IN — 2]
\ (@Ony)ONz)IN 1]

(zOny)[0)2[< 0 >n] + - - + (2ONY)[N = H2[< N — 1 >4]
(a:GNy [0]21[( 1 >N] +---+ (xeNy)[N — 1]2[( N >N]

(zONY)0)z[< N = 1>pn) 4+ (xeNy)[N —1)z[< 2N — 2 >y]

(zONy)[0]2[0] + - - + (ONY) [N — 1}2[N — 1]
(zOny)[0)2[1] + - - - + (Ony) [N — 1]2{0]

i
!
!
|
!
i
|
!
i
|
i
B
|
; :
(ONOY = 1+ + @OV — 12|V ~ 2]

N-1 N-1
| (3 zlmlyl< m >a))z[0] + -+ (X slmlyl< N — 14+ m >p])2[N — 1]
. m=0 m=0
S it m o) - (X slmlyl< N = 14-m a2
N— .N—
\ (Z z[mly[< m >y)2N = 1] + -+ (3 zlmlyl< N ~ 1+ m >y])2[N - 2| )
m=0 m=>0




(

Reagrupando e igualando terminos modulo N obtenemos,

N—1 N-1
(Z y[m]z[< m >,_v]) z[0] + -+ (Zoy[m]zk N—-14+m >N]) z[N — 1]
m=0 T =1
—1 N—-1
(Nz: yfmlz{l<m+1 >N]) [0} +--- + (zoy[m]zk m >N]) [N — 1]
'I'TJ::D m=

> ylmlzl< m+ N —1>x])

m=0

Bl

—

):r[o] 4ot (Aily[m]z.k N-2+ m >N]) z[N — 1] )

m=0

[ 20l (yOn2)0] + -+« + 2N — UFON2)[N — 1]

z[0)(yOn2)[1} + - + 2N — 1 (yOn2)[0]

z[0)(yOnz}[N ~ 1] +-

-+ z[0](yOn2)[N — 2]

z0)(¥ON2)[< 0 >n] + -+ + z[N — 1] (¥On2)[< N =1 >y]
z[0)(yOnz)[< 1 >n] + -+ + T[N — 1}(On2)[< N >w]

z[0)(¥On2)[< N =1>p]+ - -+ [N - 1)(yOnz2)[< 2N = 2 >n]

{4 (zOn(yOnz)[0] -\

(zOn(yOnz)[1]

(zOn(yON2)[N — 2]

(zOn(yON2)[N -1}

=X N (y@Nz).

Prueba de (J1]): Consideremos tres seilales z,, z € I*(Zn),

|
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(- %:1 zfk](y + 2)[< k >n]
@On(y+200] NaT .
(6w (y + 2))[1] g:; zlk)(y + 2)[< 1+ &k >n]
xOn(y +2) = : =
(20n(y+ 2))IN — 2] S by + 2)i< N — 2+ & >a]
\ (zOn(y +2))[V - 1] N1
S zkly+2)< N—1+k>n]
k=0
/ N-1
l Z ac[k](y[< k >N] +21[< k >N])
Nz—:lx[k)(yk 1+k >y +2[<1+k>n])
Nz_:la:[k](yk N-=2+k>y]+2zl< N=2+k>x])
k=0
\ NZ“: :c[k](y[<N—l+k>N]+z[<N-l—i—k >N])
k=0 :
; El(x[k]yk k >y] + zlklz[< k& >n])
=0 R
%i (2lk](yl< 1+ k >n] + alklz[< 1+ & >n))
T
l S (zlklyl< N =2+ k >n] +z[kle[< N =2+ &k >n))
k=0
NZ_: (z[klyl< N = 1+ k >n] + zlkiz[< N = 1+ &k >x]) )
k=0
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!
|
|
! N-1 N-1 .
i kZ: z[kly[< &k >n] + kz: [k)z[< k >n]
i Nijlm[k]yk 1+k>n]+ Elx[k]zk 1+k>n]
k=0 k=0
= :
' N1 N-1
! zlkly[< N —2+k >n}+ D zlklz[< N =2+ k& >n]
k= k=0
? %m[k]y[<N—l+k>N]+% [k]z[< N— 14k >n]
{ k=0 k=0
I N-1 N-1
I Y zlklyl< +k >n] \ S zlk]z[< k >
! N A0
i :;Z:E) zkly[< 1+ k>N | 1:;) x[k|z[< 1+ k >n]
Nla’:[k]y<N—2+k>N] nfsc[kz[<N—2+k>N]
I f;) k 0
; \t:x[k]y[<N-—1+k>N]} \Zﬂ:[k]z[<N—1+k>N] | ' .
I (z6v2)[0]
(zOny)(1] (zOnz}[1]
= : + : = (xOny) + (xOnz)
(zOny)IV — 2] (On2)IN ~ 2}
@OV -1 ) \ @On)N -1

Prueba de (IV): Consideremos dos sefiales z,y € I*(Zy) y @ € C,

N-1
(xC-)Ny)[n] =a ::6 zlklyl< n + &k >n]
N-1
=Y azlklyl<n+k>n]

k=0
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= Nz_:l(am)[k]yk n+k >yl

k=0

= ((az)Ony)in}, 0 <n < N —1.

i
Por lo tanto ,El espacio de sefiales unidimensionales [*(Zy) es un &lgebra con la
correla?ién ciclica como multiplicacién. Pero no es cierto que la correlacién ciclica

: i . . . N ~
sea conmutativa.Por cjemplo, si tomamos dos sefiales,

| 2[0] 1 go] ) (-1
e _f o f o e

o || -1 o2 2

2[3) 2 i3] 0

| . e s -
calculando directamente la correlacién ciclica de estas seflales obtenemos

i X |
| [ Salkai<k>y]
2O vy[0] S0
xOhy= O ny(1] _ kz?owlk]yk k+1>y
Ony[2] Y wlklyl< k+2 > ]
zOny{3) =
3" afklyl< k +3 >n]
| >

( 2[0]y[< 0 >u] + s(lyl< 1 > ] + z{2ly{< 2 >n] + 2[8lyi< 3 >n]
z[0ly< 1 >n] +z[lly[< 2 >n] + z2ly[< 3 >n] + z[Bly[< 4 >n]
z[0ly[< 2 >n] + x[t]y[< 3 >N] + z[2y[< 4 >y} + 23ly[< 5 >N]
z(0jy[< 3 >n] +[1y[< 4 >n] + z[2ly[< 5 >n] + 2[3ly[< 6 >x]

yl< 0 >n] = y[< 2 >n] +2y[< 3 >4]
yl< 1 >8]~ y[< 3 >n] +2y[< 4 >n]
y[< 2 >n] —y[< 4 >n] + 2(< 5 >u)
| 4< 3 >n] ~ (<5 >x) + 2(< 6 >n]
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y[< 0 >N] — y[< 2 >N] + 2y[< 3 >N]
y[< 1 >n] —yl< 3 >n] + 2y[< 0 >u]
yl< 2 >n] —y[< 0 >n] +2y[< 1 >x]

i
|
|
| =
|
i yl< 3> —y[< 1 >n] +2y[< 2 >n]

| 4[0] — y(2] + 2y[3] —1-2+0 -3
iyl-yBl+29f0] | | 1-0-2 [ | -1
Tl 2 | | 2142 | | 5

' y(3] - yl1] + 24[2] 0—1+4 3

Mie{ntras que

| S ylkjai< b >a]

| (yOnz)[0] 30

| (Onall] S ylklal< k+1 >A]
yOnx= =| *3°

| (¥Onz)[2] S ylklz(< k+2 >

| (yOnz)[3] 30

! > ylklzl< £ +3 >n]

| k=0

y[0lz]< 0 >n) + y[llzl< 1 >n] + y[2lzl< 2 > 4] + y{8la[< 3 >n]

ylolz[< 1 >n] + yitlal< 2 >n] + y[2lzl< 3 >n] + y[8]zl< 4 >

| yl0)z(< 2 >n] + ylllzl< 3>n] + yl2el< 4 >n] + y[8]z[< 5 >4
\ ¥[0)z[< 3 >n] +yll]z[< 4 >} + v[2)z[< 5 >N + yl3lz[< 6 >u]

—z[< 0 >n] + z{< 1 >n] + 22[< 2 >p]

—z[<1>n]+zf<2 >8]+ 2z(< 3 >n]

_z[< 2> ] +21< 3 >u] + 22[< 4 >

—z[< 3 >n] +z[< 4 >N+ 22{< 5 >n]
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—z[< 0 >n) = z[< 1 >n] +22[< 2 >4]
—z[< 1 >y] — z[< 2 >n] +22[< 3 >N]
—z[< 2 >y] — z[< 3 >n] + 22[< 0 >p]

—z[< 3 >n] - 2[< 0 >n] + 22[< 1 >p]

—z[0] + (1] + 2z{2] -140-2 -3
—z[1] + z[2} +22[3] | 0-1+4 |3
s +ag+2a0] | | —(-D+2+2 | | 5
| —z[3] + z[0] + 2z[1] —2+41+0 —1

|

i
Pori‘ consiguiente, Bl espacio de sefiales unidimensionales %(Zy) es un algebra no

conmutaiva con la correlacién ciclica como multiplicacién.

Asf'como el caso de la convolucién ciclica, la correlacién ciclica tambien se puede

ver co;mo un operador sobre el espacio 1?(Zy). Para ver esto fijamos una sefial

g€ IZGZN), y definimos el operador de correlacién ciclica como

0%, : 2(Zy) — 12(Zw)

z +— O {z} = 1ONg.

Cn= ( 04 {01y} O% {0} - ON{ov—13} )

calculamos cada columna y obtenemos

N-1
0% {6} = X dmimlgl< n+m>n] =gl<n+k >n|-

m=0
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9l0]
g11]
(8% {6 DIl = lgl< n >n]} = :

' g[N -2
\ glV ~1]

gl<1>n]

a gl<1+1>n]
(B {6y Dinl] = [gl<n+1>n]} = i
gl< (N —2)+1>y]
\ gl< (N ~1)+1>n]

% gl<1>5] ) g(1]
| gl< 2 >x] 9(2)
q B . _ .
i = :
| gl< N =1>y] glN —1]
| \  g[< N >»] \ gl0]
gi< N —1>nj
gl< 1+ (N —1) >n]

[(©%{év-1Dlnl] = [gl< n+ (N = 1) >n]i = :
| gl< (N-2)+(N~-1)>n]
\ g[<(N=-1)+(N-1)>n]

|

|

1 [ gl< N-1>p] g|N -1
i gl< N >x] g[0]

| = 5 = :

{

| gl< 2N -3 >y] gy -3
1 \ gl< 2N =2 >n] glN - 2]




Por tanto la matriz del operador de correlacién ciclica es

(0] o] ... glN-1]

; glt] gl2l ... gl0]
gI[N -2 g[N~-1] ... g[N~3
\ glv—1] gl0] ... g[N-2

Observese que,asi como en el caso del operador de convolucién ciclica, la, matriz

del operador de correlacion ciclica tambien es una matriz circulante.
H

|
) ;Operador de Reflexion

Definicién 3.2.4 (Operador de Reflezion) El operador de reflexién sobre el

espacio! de sefiales unidimensionales se define por
E Ry : 12(Zn) — B(Zn)
! z — R{z} =z
don%le
| REDK] = 2R = zl< N =k >y] = z[< —k >u]

Calilemos la matriz Ry del operador de reflexién con respecto a la base estandar,

esto es

! Ry = ( Rn{by} Rn{6p)}-- Rn{dv-u1} ) .

Ahora,
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|

;[(RN{a{N_l}}nnu = [Bv-yl< —n>n)) =

I
|
|

(Rv {0y Dr]l = [boy[< —n >w]l =

[(Bn {8 inl] = i< —n >n]) =

\

\

[ bml<0>n] )
5{1}[< N—-1>y]

6{1}[.< 2 >N]

6{1} [< 1 >N]

5{0} [< 0 >N]

5{0}[< N-1 >N}

5{0}[< 2> N]
5{0}[< 1> N]

4G

5{0}[-( =0 >N}
5{0}{< —1 >N]

'(5{0}[( -N+2 >N]

5{0}[< —N+1 >N]

\‘ 5{0} [0] 1
| dp{N 1] 0
S01{2] g

\ dgll] / \OJ

d(13[0]
SNV -1

© a2
\ 1]

6{1}[( -0 >N]
6{1}[< -1 >N]

o< —N +2 >u]
5{1}[< -N+1 >N] )

Sen—-1y[< 0 > N

5{N-—1}[< -1 >N}

5{N—1}[< —N+2 >N]
\ Spv-1f< =N +1>n]

S



i

; [ Spenl<0>al ) [ dwenl] ) (0)
; . 6{N-—1}[< N-1 >N] ) E{N_l}[N — 1] 1
| . .
|

din-13{< 2 >n] -1 (2] 0
6{N—-1}[< 1 >N] \ J{N—l}[ll \ 0 }

Es decir, que la matriz del operador de reflexién es

| |

i 10 0 )
| 00 .. 1

! Ba=|:: . :l=v
| 00 ... 0

| 01 .. 0

la cual nuevamente vemos que es circulante.

Una interesante propiedad que relaciona 14 convolucién ciclica propiedad,la corre-
lacion ficlica y el operador de reflexién es la siguiente: '

Teorema 3.4 Si z.,y € [*(Zy), entonces
zOny = (Rn{z}) @~ y-

|
Demostracion.

N-—1
i (zOny)[n] = kz_% zlkly[< n+k >nj;

i
haciendo m = n+ k esta suma se convierte en

‘ N4n—1
| @Onplnl= 3 slm—nlyl<m>nl=

! men

|
=z{0lyl< n >n] +2llly[< n+1>n] +2yl<n+2>n5] + -
+m[;N —n—1ly[< N—1>y]+ 2N —nly[< N >nl+
N —n+1yl[< N+1>n]+-- ‘

(
{
|
|
!
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+z[N - 2y[< N+n—-2>p]+2[N - 1Jyi< N+ n—-1>nx],

=:r:[i)]y[< n>y|+zlljy< n+1>n]+zRyl<n+2>5] +-
+:5[N —(n+ Dyl[< N —1>pn]+ [N = nyl< 0 >n}+

oIV~ (0~ Dlyi< 1 2]+

+2[N = 2y[< n— 2 >p§) + 2N — 1Jy[< n - 1 >n],

y[O]L?[< N-n>y+yfllzl<c N—(n—-1) >p§]+---
+yfn — 1)z{< N — 1 >n] + ylnlz[< 0 >n}+
yin ke ol< 1 5y] 4 -
[N — Tal< N = (n+1) >].
|
De ;aqui tenemos que
1 .
| (@Owy)nl = S5 ylilal< N = (n—5) >4,
=5 y_[j](ﬂ?w{w})[n — il
= (y ®n~ Rn{z})(n}

= (Ry{z} ®y)[n].

& Operador de Desplazamiento Ciclico

i
Definicién 3.2.5 (Operador de Desplazamiento Ciclico ).
El Operador de desplazamiento ciclico sobre el espacio de sefiales unidimen-

sionales se define por
BN . IZ(ZN) - lz(ZN)

x — On{z}

(On{z))n] = zf< n+1 >,

4¢
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Calculemos la matriz Sy del operador de desplazamiento ciclico con respecto a

la baseiesté.nda.r, esto es

On = ( Sn{by} On{dy}--

[(Sn{8y NInl] = [pl< n+ 1 >n]) =

5{0} [< 1>n] \
5{0} [( 2> N]

5{0}[< N-1 >N]
\ dgl< N>l )

[(On{SDn]} = Byl< n+ 1 >8] =

(5{1}[( 1 >N]
(5{1}[< 2 >n]

5{1}[< N-1 >N]

\ Sml< N >N )

449

-On{dv-11} ) :

5{0}{< 0+1 >N]
Siop< 1+ 1>n]

5{0}[( (N— 2)+1 >N]
S (< (W —=1) +1 > )

([ ol
103 [2]
8o}V — 1] 0
5{0}[0} 1 }

5{1}[< 0+1 >N] \
5{1}[< 1+1 >N]

(5{1}[-( (N -—2) +1 >N]
5{1}[< (N— 1)+ 1 >N] /

dr3(1] 1
dny[2] 0
by [N -1) 0

\ N \ 0/
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i
i
!

[(Sv{dv—n DInli = biv—nl<n+1>x]]

|
i
!
|
i
|

t

i
|
i
|
|
|
!
i
|
%

Es d&

i
|
i
i
[

i
;
|

(

\

J{N—l}[‘( 0+1 >N] \
5{N—1}[< 141 )N]

6{N—1}[< (N - 2) +1 >N]
Spv-nl< (N +1)+1>4]

Sv-1pf< 1 >n]
J{N—l}[< 2 >N] )

5{N——l}[< N-—-1 >N]
Sv-nl< N >n]

dyv-13[1] ) (0
Ogn-13[2]

J{N_l}[N - 1] 1
sev-npf0] /) \ 0

ecir, que la matriz del operador de reflexién es

/01 .. 0
00 .. 0

Sy = =TI
00 .. 1
\10 ... 0

i . y
la. cual nuevamente vemos que es circulante.

3.2.5 Producto de Hadamard

Definicién 3.2.6 (producto de Hadamard) El producto de hadamard sobre

el‘espa!cio 1*(Zy) de la senales unidimensionales se define como

1
i
i
1
i
!
i
{
i
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@ 1%(Zyn) — P(2Zn)

i
donde

‘ (z On y)in] = z{nly[n].

i
1
es decir,que si

|
i z{0] y[0]
| | = o
! *T : voors ;
; z[N —1] y[N — 1]
entonces
z[0]y[0]
xf]y[1]

! XxXQy=
!
! z[N = 1y{N - 1]

Tecérema 3.5 El espacio de senales unidimensionales es un dlgebra con el pro-
ducto de Hadamard como multiplicacion.

Der:xlostracién.Para demostrar que ({3(Zy), ©n) es un 4lgebra conmutativa de-
bemos iveriﬁcar que esta nueva operacién debe cumplir las siguientes propiedades

cualesciuiera x,y,z € 2(Zn) ytodo B € C:
i

() I TONY=YONT.

(II) (zONy)ON2=20CN(2CY)

(III) zOx{y+2)=20Ony+20ONn2

(IV) Bz Ony) = (Bz) Ony =2 On (By).

Pruieba de (I) : Consideremos dos sefiales z,y € I*(Zn),

(x @ )] = alalyln) = ylnalnl = (O )fnl, con 0 <m < N —1.

Prueba de (J1): Consideremos tres sefiales z,v,2 € *(Zn),
i
|
i
i
|
|

|
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¥) @ 2)[n] = (z @ y)lnlz[n] = (zinlylnl)zln] = zlni(ylnlzln])
=znl(ye )| =z0(y02),cond<n<N-1

(z ¢

e () e e

Prueba de (J11): Consideremos tres sefiales x,y, 2 € I*(Zn),
(2 © (y + 2)in] = 2lnl(y + 2)[n] = zlnl(yln] + 2[n])

? = z{njy[n] + z[nlzp] = (zOY)+ (O z)con 0<n<N-1
Pruéaba de (IV): Consideremos dos sefiales z,y € *(Zn) y 8 € C,

Baon 1)l = Azinlyin)
 Bafnlylnl
_ (B)lyl

= ((Bz) On Y[n), con 0 <n < N — 1.

i

N , )
A continuacin mostramos una propiedad que relaciona la operacién de convo-
lucién ciclica y el producto de Hadamard, a través de la transformada de Fourier
discret%a..recordemos que si § € I2(Zy),entonces la transformada de Fourier discreta

de S.la cual denotaremos en adelante como S esté dada por la sucesién

' Sk = Z S [n]e*z’"k“/N Z S[n]Wen,

| =
donde Wy=e2/Ny0<k<N-L

Teo;rema 3.6. Si Sy y S .son senales unidimensionales, entonces se cumple que

|
| (So ®n 31) =( ) CnN (SI)'_‘
|

Demostracion.
N-1

(So ®n 1)K = 3 (So ®n S)[n]WRE

n=0
N-1N-1

= z E So[m]5’1[< n—m >N]W;k,

i
i
i n=0 m=0
|
1
{
!
|
i
i
|
!
|
|
1
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L

-.‘— ZI So[m z S][(rn m >N]VVﬂ

m=0 n=0

-
e
i

Si hacemos p = n — m, entonces

N-1 N—1-m
! =Y Sl<n-—m>y W= 3 Si<p>yWE™,
n=0 p=—m
i N-1l-m
i = Y Si<p>nWR WEWEE,
p=—m
N-1-m
=Wit Y Si<p>nIWE,
p=—m
N-1
= Wﬂr"k z Si[<p >N]ka,
=0
N-1
=Wgk S SipIWE
p=0
| = WgkST[k].

Sustituyendo arriba tenemos

E;So[m}NZ—: Sif<n—m>yWa= Z Solm] ST KW
m=0 n=0 m=0

| = Ll Z SolmIWZ* = ST {k1Sq (K]
! m=0
| = (ST @87k = (57 © S7)IK]

Coniao consecuencia de este teorema podemos deducir que si

So, 51 € 12(Zy),entonces
(So ®n 81) = ((So)™ @On (81)7)7

Teaorema 3.7 El espacio de seficles unidimensionales con la operacidn de convo-
lucidn ‘ciclica (I2(Zn), ®n) es isomorfo como un dlgebra al mismo espacio de sefiales

unidimensionales con el producto de Hadamard (I*(Zx), On).
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i . . .
Dermostracién. Observemos que la transformada de Fourier discreta es un ho-
!

momorfismo de espacios vectoriales, o equivalentemente una transformacién lineal,

1
del espacio de sefiales unidimensionales en si mismo.

!

i

| ~ 1 1(Zy) — P(Zy)
i Sr— 87

Puesto que cumple las siguientes propiedades
(%) | (So+81)" =S5 + 57, para todo Sp, S; € *(Zw)
(+x) {@Sy)™ = Sy , para todo Sp € *(Zy)y a € C.

En efecto; Consideremos Sp, Sy € *(Zx) y @ € C entonces

N-1 .
((2So) +S1) k] = 3 ((aSo) + S)nIWy"

n=0

: N-1

? = 3 (aSo)fn] + Si[n] Wy

| =

! = 3 (aSo)RWE" + SilnlWg"

| N1 N1

; = aSWE + T SinWE = aSy + 57
n=0 n=0

Adicionalmente,la transformada de Fourier discreta es una funcién inyectiva pues-

to que 'sefiales distintas tienen transformadas distintas, esto es
i

| S5 =85 = 5 =S1.
¥ cc}mo el espacio t'fZN) es de dimensién finita podemos concluir que la trans-
i
formada discreta de Fourier en realidad es biyectiva. El teorema antferior mues-
tra qué la transformada discreta de Fourier es un homomorfismo de dlgebras entre
(*(Z N},@}\r) el espacio de sefiales unidimensionales con la operacién de convolu-

cién ciclica, (I%(Zx), ®) ¢l espacio de la senales unidimensionales con la operacién

produc;to de Hadamard.
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co
]
presi‘entamos a continuacién una serie de propiedades del dlgebra de senales uni-

dimensionales

!
Teorema 3.8 Si So, 51 € 12(Zy),entonces

}
L (50w )" = 55" B (S

! .y .
Demostracién. Por definicién tenemos que

(S0 On S = 3 (S0 Ox SYEIWRE = 3 SolnlSufnl Wz

n=0 n=0 -

Aplicando la transformada de Fourier inversa tenemos
1 1 N-1
i Solnl = 7 3 (So) W™
j r=0

| . s xws
entonces, substituyendo en la ecuacién inicial,

i 1 N-1N-1 f

(500 5 =57 X 3 () Wi SinIWr
% 1 N-1 N-1 (k=i
' =5 3 (Se)7Ir] Y SilnlWy
! r=0 n=0 ’
i 1 N-1
| =N Y (So) IS [k - ]
; = .
5 - %(so)“ o (S1)

De e:;ste resultado se deduce que si Sp, S; € 1?(Zy),entonces

i (SoOn S1) = [%(So)’” ®n (5)7].

i
Teo}rema 3.9. §i 5 y 51 son sefiales,entonces

| (SO S1)™ = (Ru{So})™ On (S1)".

1
'

Demostracién. Una aplicacién directa de los teoremas 2 v 4 nos da

i

| (SoONS1) ™ = Rn{So} ®n 51)7
= (Rx{S})” On (S1)".
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i
De est teorema se deduce que si Sp, 51 € 12(Zy), entonces

| .
' (SoONS1) = [(Rn{So} @ S1)7]~
|
Teorema 3.10. Si S € [2(Zy),entonces
| ®e{SH =67

Demostracion.

@5 = 3 RS DRV = 3 5I< —n >nIWE

nas0 n=0 '
(E Si< —n >NWRT “’) (Z S[<N-n >N]W'°(N““))
n=0 n=0

= (S[< N >NJWEM + 8[< N~ 1 >p|Wit¥ Y
+S[i< N =2 >§]W, k(N_z) +---+S[<N - (N =2) >N]W§r(N—(N—2))

£SIE N — (N = 1) > ]W“f” (W=

|
= (S[< 0 >n]WED + 5[< N — 1 >pwi

+S[k N — 2 5y WEND 44 S[< 2 > N WED)

+S[< 1 >y Watye

- .s;[o] WEO 4 SpIwWED + SRIWA® + +S[N 2)|WhN-2
+S['(N — 1WAy

(z SImWE™) = (57 = (S

m=0

Teo!:'ema 3.11 5@ Sy y S son sefiales,entonces

| (So ®n R{S;})™ = (So)™~ On (ST)"

Demostracion.

(S0 ®n R{STY)™ = (So)™ @ (RN {STH = (So)~ Ow (ST)"
i
Asi,j aplicando transformada inversa de Fourier discreta, del teorema anterior

obtenemos

So ®n R{Si} = [(So)™ O~ (ST)T™,

|
!
|
|
i
!
!
|
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pa.ral So,Sl [ 12(ZN)

Teoirema 3.12 S5i S € l*(Zy) entonces

i

} LS
Demostracmn

RS = RSN = 3 8°[< 0 >aIWE

n=0 n=0

(iZ S[< -n >N]W'°(""))*

n=0

(NZ_:IS[<N n >NWaY ™ "J)*

n=0
= (S[< N >y]WE™ 4 S[< N — 1 >pWiN Dy
4 S[< N = (N = 2) >y]Whe-0=2)
+S8[g N = (N —1) >pWyt =Dy

S[< 0 >n]WED 4 S[< N — 1 >pWi™ V4
-+ Sl< 2 >N]WD + S[< 1 >4 |WED)*

S[<0>N] k(0)+8[<1>N] k(l)

4 S<N-2 SN D 4 S« N =1 >p]WEN D)

5[0] W + S[Wr+
4 SNV - W WEN=2 4 SIN — W)

- (*Z S[m]wﬁ,f“") = (S~[k])* = (87)[k].

n=0

Teo:rema 3.13. 5i & ¥ 51 son sefinles ,entonces
 (GewRu{S) = () 0w (57
Derinostracién.

(S0 @n Rn{STH™ = (So)” O~ RN{STH™
= (S0}~ O~ (ST

|
!
|
|
|
|
|
{
|
i
i
]
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i
3
Asi,; aplicando la transformada inversa de Fourier discreta ,del teorema anterior

i
obtenemos
!

i So ®n Rn{S:} = [(So)~ On (ST~
i

para toda Sy, §; € *(Zx).
!

Teojrema 3.14. Si S €l*}(Zy), entonces

! .
(87~ =R/n{(57)}

1 ‘e
Demostracién. Recordemos que
|

i 5~[k] = Af Sin)wp*

tom%ado el conjugado tenemos

| (571 = (5 = (X stawet)

Ahoira, aplicando el operador de reflexidn,
N—-1

R{(5)HE = (SN — Kl = 3 S w9

n=0

N=1
= 3 Snlwm

n=0

=Y S Wi

i
1
|
i N-—1
5 n=0
|

= (S*)"[k].
Teorema 3.15. S5i 5 v S; son sefales, entonces

| (SoON S;) ™ = —;,—(S?)*GN(SD)"-

|
Demostracién. (Sp Oy 57) = %(So)“ ®n (S7)

X
K
|
{
|
|
|

(80" & R{(ST)'} = £R((ST)'} B (50)~ = %:(57)"On(S0)"

5¢



B cq
Aphcando Ia transformada inversa de Founer discreta , del teorma anterior ob-.

tenemqs : .t .
i S N :
Sy @N 57 = [-&-(S on(S1)7)T.
El 31gu1ente resultado muestra que las transformada de Fourier discreta y el ope-
rador de reflexién conmutan.
Teorema 3.16 Si S € 12(Zy), entonces

|

i Rn{S}H™ = Rn{5"}.

Dexhostracién.
5 N-1
(%Ni{s})ﬁ[k] = g(%N{S})[n]W ¥
= N'z_18[< N-n >N]WK;’:
n=0

i
= 5;[< N >y|W¥ 4+ S[< N =1 >y|Wh+ S[< N =2 >y]WFF+ - + 5[<
N—(N=2)>yW& P4 §[< N— (N —1) >y|Wi 0"

=S[<0>NWF+S[< N -1>y]WH+S[<N—-2>5W+ - +S[<2>n y
WNPE 4 S[< 1 >y WED*

=8§[<0 >nWE + S[< 1 >HWRE + S[< 2 >n]WrH+

+ Sl< N =2 >n|WilV 2% 1 S« N 21 5wy -0k
_.S[O]W”"+S[1] T+ S[2WR + - +SIN =W, w2k 4 g N — 1jw, WD
w1
=S SimWEm = 3 SEmWE = (57K = Ru{S™HE,
m=0

m?—:ﬂ
Comio consecuencia del anterior resultado,tenemos el siguiente

'I‘eojrema 3.17.51 5, v 51 son sefiales, enfonces

(SeOnS:)™ = Ra{S5} On (S

|
!
De rpostracwn
!
!
i
i
i
i
|
i
!
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(SoONST)™ = RN{S5}) On (S1)™ =Rw{S5"} On ().

Teoirema 3.18. Si &, y 5] son sefiales, entonces
|
| (S3On51)™ = Ra{S5} O (517
i
Demostracién. Dada Sy € I3(Zy),veamos que (S5°)* = Ry {(S§)"}.En efecto;

N-1 *
(S5) K = (SR = (z So[n]W}\‘r")

N-1 N-1 "
=Y Siwit =Y SylWr®

n=0 n=0

= (55) 7kl = Rn {(55)"}

(SgOnS1) ™ = (RN{S5})™ On (51)7

|

!

|

|
Asf,il;enemos que

! = (S5°) =Ra{S;} On (S1)7.

|

Aphf:a.ndo la transformada inversa de Fourier discreta obtenemos

|
; 530N S = [Ra{S5} On (S1)7]7

Teoarema 3.19. Si S, € I2(Zx), entonces

| (Sol< nm o >])" = WE(So)", con0<mp<N-1
i

Demostracién. Observese que

I N-1
(So[i< n-—rp >N])A = z So[( L — TNg >N]W£"
n=0
Haci{endo m =N — Ny, tenemos

I N-1-np

(So[j< 7 — Tin >N])A = E So[( m >N}W§r(m+n0)

m=—ng
|

| Nl-np '
= Y Sol<m>yWEPWR

m=-1y

|
i
i
|
|
1
i
!
|
|
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: N—1-ng
] = W;:'ﬂn E S()[< m >N] Wf&m
| =

como 0 < ny < N — 1, entonces

Cuzimdo
N—1-ng

0, Y S<m>yWi"

m=—ng

L]

I |

= So[O]W;(O) + Soll]Wf,(l)] 4o So[N = I]Wfl\cr(N—l)

N—-l-—ng
1, ¥ Sl<m>yWyr

m=—np

= S()[< -1 >N]W:r(—l) + SO[< 0 >N]W;:r(0)]+
<+ S« N-2 >N}W,fr(”“2’

Tig

= So[N — JWi® + S,[o]wEY 1+
oo+ So[N — QIW;(N-z)

. N—,.l—no '
ng=N-1, Z Spl<m >N]W]I\crfn
1 m=—ng

= Spl< —(N — 1) >y|WH--1)
+5[< —(N-1)+1 >N]W1’f,(”(N‘“1)"'1)]+
co-+ So[< 0 >H]WRY

= Sol< 1 >NWa + Sol< 2 >N WA+
4 S[< 0> N WED

= SoOIWE® 4 SUWED] + ... 4 S[N — WEN-D)
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por

por

|

{

N=1-ng - N1

consiguiente, Y. Sol<m >NJWE™ = D Solm]Wy™
m=—nygp m=0

! N—1l-np N-1

Asf] Wrok > Sol<m >N|WE™ = Wik > So[m]WE™
m=-—nyp m=0
= W}r\}gksﬁ
tanto
(Sol< n—ng >n])" = WF(Sy)™, con0<ng<N-1
almente, presentamos una tabla en la que se consignan todas las identidades

Fin :

probadas del dlgebra de sefiales, las cuales se cumplen para el caso del espacio de

S D .
senales1 unidimensionales.

IDEI:\ITIDADES DE LOS OPERADORES DEL ALGEBRA DE SENALES

i
|
|
3
|

S9N S: R {So} ®n S
(So ®n S1)” (So)™ On (S1)™
(So On S1)7 ‘{,—(Sa“) ®n (51)7
(SeONS1)™ R {Se})~ O~ (S1)”
(R{S*})"~ (57
(So @~ Ry {STH™ (So)™ ©n (ST
Ry {(57)} (5°)™
(S On S1)™ 1(57)"0n(S0)™
(Ru{S}H™ - R{57}
(S08nS7)™ Ry {S5} On (51)”
(530851 (R{S3}) o~ ST
(S[<n—ng >n]) Wy (Sp)™
So ®n S1 [(So)™ On (S1)7]~
S On St [}%r'(sl?) ®n (S1)"]
S0Bn S [(Rv{So})™ On (S1)7]
tabla No 2.

62

<_94



1
3.3 Conceptos Basicos de Deteccion de Cambios
Sea g[n] una sefial cualquiera compleja y G(w) la sefial resultante luego de apli-
carle la tlransformada de Fourier de una seiial discreta .Su representacién en coor-

denadas 6 rectangulares y polares en el plano cartesiano ,son como lo . muestra la

ﬁglﬂ'& 1 | 1 Linay
! Lrivy] == e -
’ﬂ "("‘If'?"'l,l"- ("';":“-’u_ﬁ
f’,
TCIY it !!I !
:A-nlt«“l]/
J/, f
i |
s |
. ) .
(':F‘,! gl 2
figura 1. Representacién gréfica de una senal

Para obtener la representacion grifica de la regién fundamental de la sefial ten-
dremos en cuenta que para relacionar la transformada discreta de Fourier con la

transformada de Fourier de una sefial causal finita de longitud N, se establece

2—”-1\,,", done k € Z y wy, = ¥ representa las muestras tomadas. Por lo

|
quenw = 7

!
anterior podemos denotar a G{w).como G (-w)|w=wk=;1¥.La resolucién espectral se

| : : L .
define como el cociente %’&'—‘-,Fmalmente graficamos la regién fundamental de la sefial
cn el intervalo 0 € w < 97, tal como aparece en la figura 2.

ity

B i3]

4
I

= [N

1
\
1
1
|
1
1
J
1
t
]
|
I
I
I
T
1
1

N

|
|
i
|
|
|
1
|
|
1

figura 2.Represénta,cin gréfica de la region fundamental de una sefial

|
|
|
|
|
]
|
|
!
|
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Laq

enal G(w) escrita en coordenadas rectangulares equivale a

G(w) = Gr(w) +iG;(W) donde i* = —1

y enj coordenadas polares podemos escribirlas como

1
|

G(w) = |G(w)|e**

La relacién entre estas dos representaciones es posible determinarse ya sea te-

niendo]en cuenta la relacién de Euler,

e = cos@ + isenf

o bien graficando en el plano complejo como se muestra en la figura 1.

La rinagnitud de la sefial esta dada por:

¥ su

Ten

|G(W)P = (Gh(w) + GHw))

fase correspondiente es :

8 = arctan (G’ (w))

G’R(w)

endo en cuenta lo anterior podemos plantear la siguiente equivalencia:

(3,1)

Ahora si la sefial es desplazada en el tiempo, obtenemos lo siguiente, haciendo

uso del teorema 3.19 presentado en el la seccién anterior:

DT}TF{Q[TL —ng|} = e H{w)

|

— Bl | (Y (gy)| e HI) = gi(Ow)=wn0)| G ()]

(3.2)

En ias expresiones 3.1 y 3.2 puede observarse que la magnitud es la misma, es

1G(w)| (e la misma para ambos casos,esto significa que en la magnitud no se registran

| . . - . , . .
los cambios, es ajena a cualquier variacién que pudiera darse en las senales objeto

|
|
|
|
|
|
|
]
|
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de estudig. Por tanto, nos ocuparemos del anélisis de las fases, esto es:
dlw) = 8{(w)
corresgonde a la fase de la seiial original y

¢'(w) = B{w) — wnﬁ

que corresponde a la fasé de la schial desplazada con respecto a la original.
Si calclulamos la diferencia entre ellas obtenemos:
| A¢ = o'{w) — dlw) = (B(w) — wng) — Blw) = —wng

de donde puede decirse que la diferencia de fases es una linea recta con pendiente
!
no unidades. ng es el desplazamiento de la segunda sefial con respecto a la primera.La

grafica correspondiente a la diferencia de fases se presenta en Ja figura 3.

R Al = — e

— i - )
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