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CAPITULO 1
INTRODUCCION.

r
|
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El espacxo de las matrices puede ser considerado uno de los espacios ma4s
fa.scma.ntes en el mundo matematico.

La aspnaclén que se tiene en este trabajo es la de dar a conocer a un lector
mteresado, un resultado existente en las matrices cuadradas de orden 2 x 2,

en el cual se involucran muchos conceptos del dlgebra lineal y del algebra
abs;racta

EHFMhM se tiene mucha motivacién de realizar un trabajo que sirva de
aporte y sea de gran aceptacion; ya que se daran diversas pruebas a un
resultado principal, en las que en cada una de ellas se aplican diferentes
oonoepms y propiedades conocidas, para hacer el resultado un poco mas
famlha.r y asi, cualquier lector interesado en el tema pueda sentirse a gusto en
todias estas pruebas,

Con lo anterior como introduecién, se enuncia el resultado principal asi:

SeziWelespacmdelasmatncescuadradasdeorden2x2 y sea Sel
conjunt.o de las funciones lineales que anulan matrices escalares;
esto es:

t

F f €S 8i y solo si f es lineal y satisface f([g g]) =0,

pax"acada,\EK.

Tomando A € W y f € 8, se denota fx(A) = f(A*). Si f{A) # 0, entonces
o que ge afirma como resultado es que fx(A)/f(A) es G-invariante, donde G es
el grupo de las matrices invertibles de orden 2x2 y ademés fx(A)/[(A) = T.S*A,
dmrde S*A define la k-ésima potencia simétrica de A.

Brevemente lo que se realiza en primera instancia es definir todos los términos
que se requieren. Después se dan tres pruebas (independientes) del resultado
pnnclpal para el caso en que la funcién § es la funcién coordenada sobre la
entrada (1,2) 6 sobre la entrada (2,1) de cualquier matriz A € W;

Por dltimo, se realiza la prueba del resultado principal para cualquier funcién
f eF S y se da una aplicacién del teorema principal de este trabajo.

Esi;e resaltado ha sido estudiado recientemente por el doctor Jose Luis
Cisneros Molina en su articulo titulado An- Invariant of Matrices 2 x 2,
en los afios 2004-2005.
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2. CAPITULO 2
. PRELIMINARES.

f

En bste primer capftulo se dan algunas definiciones y se da una construccién de
la matriz principal que se utilizaré a lo largo de este trabajo.
|

]
Deﬁﬁdén 2.1. Un campo es un conjunio K junto con dos operaciones definidas
por;

F +:KxK—K

* (a,b) — a+b
i

Hangzada adicién y

E :KxK—K
F (a,b) — a*b

i
liamads multiplicacién, las cuales satisfacen:

B

. o0+ (b +¢)=(a+b)+c, para todo a,b,c € K;

. a + b=">b + a para todo a,b € K;

3. Existe un tinico elemento nulo 0 € K tal que a + 0 = a, para todo a € K;
.}. Para cada elemento a € K, existe un tinico elemento —a € K tal gque
: a+ (—a)=0;

51. a*{bxc) = (axd)»c para todo a,b,c € K;
é.a#b:b#apamtodoa,bE]K;

7. Eriste un tnico elemento identidad 1 # 0 in K tal que 1 +a = a para todo
' aeK;

Sf. Para tlzada elemento a # 0 existe un inice elemento a™! € K tal gue
Caxa”t =1,

3

:

b
Definicién 2.2. Sean V un conjunto no vacfo de objetos, llamados elementos
v K un campo. El conjunto V se llama espacio vectorial sobre el campo K
si se satisfacen los siguientes ariomas:
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Ammas' de clausura

Ammn 1. Clausura respecto de la adicidn. A todo par de elementos x ey
de V corresponde un Gnico elemento = +y de V.

Azwma 2. Clausura respecto de la multiplicacién escalar. A todo z de'V
¥ todo escalar A € K corresponde un tinico elemento A.x de V.

A:momaa para la adicién
A:noma.? Ley conmutative. Para todo 2,y enV, se tienequez+y=y+ .

E
A:noma 4. Ley asociativa. Cualesquiera que sean 2,Y,2 de V, se liene que
(z+y)+z-"z+(y+z)

|
Azioma 5. Existencia de elemento cero. Eziste un elemento en V, designado
am: el simbolo O, tal que

par%:todoz de V.

z+0==z

Am%oma 6. Erxistencia de opuestos. Para todo z de V, el elemento (-Dz
satisface:

| z+(~1)z =

|
Azwmas para la multiplicacién por escalares
Azioma 7. Ley asociativa. Para todo x de V y todo par de escalares A y 8 en
K, 'se tiene que:

| A(B.2) = (A.p)z.

|

E
Azioma 8. Ley distributiva para la adicién en V. Paru todo z,y en V
v todo escalar X en K se cumple:

; a{z +y) = az +ay.

f
)

A..'-:iiom 9. Ley distributiva para la adicién escalar. Para todo z de V

y todo par de escalares A y B en K, se tiene:
| O\ + B)z = Az + fe.

f
i

’

A:rimma 10. Existencia de elemento idéntico. Para todo x de V, se cumple

que:
lz ==z
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Definicién 2.3. Seanm,n € Z* y considerese el conjunio

i

? Ipa={0,4): 1<t <m, 1 <j<ny i,jeZ"}.

Se define una matriz A como une funcion cuyo dominio es I, o la cual se dice
de orden m x n. El valor de la Juncion A(i, ) el cual es denotado por ai; es
lsmado elemento ij de A. Ondinariamente se disponen los valores a;; en un
recténgulo que consta de m filas y n columnas. Ademds, sim = n se dice que
A e:s una matriz cuadrada.

i
Por otra parte , sea W el espacio de las matrices cuadradas de orden 2 x 2 sobre

un campo K. Sea A € W, puesto que K? & M;,2(K) (donde M, x2(K) denota
el e?pacio de las matrices de orden 1 x 2 sobre el campo K} , ya que al definir

' (p:K‘J‘—“}Mlxz

t (z,0) — ez =[z 4],

8¢ (i)btiene que ¢ es una biyeccidn, entonces se puede definir para cada
z -—-“r (x,p) € K? el producto

z-A:=(z,y)- [Z Z]

|
}
)

b
t Y
; = [az+cy bz +dy]
: ~ (az + oy, bz + dy) € K.

Nofta 2.1. Observese que lo que se hace es desarvollar el producto de mairices
y luego se regresa al espacio K2, lo que es posible porque las entradas a,b,cy d
de la mafriz A pertenecen a K.

De[ﬁnicién 2.4, Sea K un campo y V un espacio vectorial n-dimensional sobre
el campo K. Se dice que P : V — K es un polinomio en n variables si es
de Ela forma:

| Plon, - yza) = 3, apaiteoea

: =
g" R 'i‘ 20

paf:'n cada (21, ,2,) €V yao;; €K, para todo j =1,2,--- ,n.
n
Adiemtis,l’sc dice polinomio homogéneo de grado k si ) i; = k en todos

5=1
l‘cvs‘l términos de la suma dada parae IP.

Ethamplo 2.1. El polinomio

! P(z,y, 2} = 32°p2 2% + 2zy°2° — 2%y2°
1

es homogéneo de grado 9.
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Definicién 2.5. Sea K un campo. Se define la k-ésima potencia simétrica
S"]Ki2 como el espacio de los polinomios homogéneos de grado k en dos variables
“” y “yde K, esto es

: S*K? = {P: K* — K: P es homogéneo de grado k}. (1)
F
Observacién 1. Claramente § = {P;(z,y) = iy ceoma”y ‘Yen K y
0 <Ij < k}, denota una base para S*K* yo que todo elemento P € S*K? puede
ser escrito en la forma

k
L P(z,y) = z a;P;(z,y)
=0

i

parc%: ciertos escalares a; € K, con j =0,1,--- .k y todo (z,y} € K2.
‘.
}
E
Definicién 2.8. Se define la k-ésima potencia simétrica de A, denotada
- 8*A, como la matriz asociada a la accién lineal de A sobre SPK® cuya
accion estd dada por:

}
: oa : SEK? — 8*K?

t P(z) — pa(P(2) = (A« P)(2) = P(z- A), (2
}

:

donde z = (z,1} €K, A= [‘; 3] y z-A=(az +cy,bz +dy).

No{ta 2.2. Obsérvese que @a es lineal pues, si P(z) y Q(z) pertenecen a S*K?
entonces:

% oa(P(z) + Q(2)) = wal(P +Q)(2))

| = (P +Q)(z-A)

| =DP(z-A) +Q(z-A)

| = pa(P(2)) + palQ(2))-

N(Lm 2.3. (Un aporte al trabajo): En virtud de la definicion 2.6 y usando

la base B := {P;(z,y) = 2*~93 | 0 < j < k}, dada pers el espacio S*K?
se lpuetie calcular la matriz asociada & pa con respecto a dicha base j, la cual
se ;deﬂotard por S*A. En efecto:
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f
para j = 0, Po(z,y) = z* € S*K?, Luego

;

= Po(az + cy, bx + dy)

|
f
|
fm(ﬂ’o(z)) =Po(z- A)
t = (az +ay)*

k
= Z (:i) ab "t "y™  (férmula binomisl de Newton)
n=0

i

k
| k—n, n
‘ = AnT ¥,
| n-Z-O
f

esta tltima igualdad surge debido & que wa(Po(z)) € S*K? por tanto,
es combinacién lineal de los elementos de la base B de SFK2.

|
De las dos +iltimas sumas se tiene que M = (5)a* "¢, pora0<n <k

wnin €Z.

;
Asi entonces, la matriz columna de orden (k+1) x 1 asociada a pa(Po(2))
respecto a la base ordenada B esid dada por:

| _
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i (:)“k-lc

| (;)a"‘zc2
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|
oa(Pi(2)) = Pi(z - A)
!
;
!
!
]

i=1 Pi(z,y) = 1y € S*K?. Luego,

= Py(az + cy, bz + dy)

= (az + cy)* 7 (bx + dy)
k—1

[z (k 1) GE-n—lpgk—n-1 ,,] (b + d)
_ E (k l) k-n—1pon k—ayn | E ( 1) ah—n—1ngpk—n-lyntl
g

_ (k - 1) & 1bz* + Z ( - 1) ah—n—lbcnzk—-nyn_'_
0 n=1 n
k
k—=1\ ¢ n pno1 g k-nn
+ Z (n 1) ity

n=1
k-1
E—-1\ 21, & lk—']') k—n——lbcn_l__(k—l) k—ncu—ld] k—n n+
=(0)a bx+n§[(n a n—1
E—-1\ 41,8
+(k_1)c" dy
k—1 n
- k-1 1 V) mipi—{n—1) G i k=
e L (T e
n=1 Yi=n-
k1Y g-14k
+(k_1)c" dy

=i,\,,:c"‘" =S W +Zz\ﬂz"'"y + Ayt
=0

con lo cual:
[ '(“El)a""lb, | 81 n=0,
%
Ag= ("_1)( ! )ak-D-ipi—(r-Dign=i sil<n<k-1,conn€l,
=Yz, Ui
:
Y e, si n=k.
E
Asz’ entonces, la matriz columna de orden (k + 1) x 1 asocieda o ea(Pi(2))

reapecto a la base ordenada B estd dada por:

i
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me: i =2, Pa(z,y) = 72 € S*K?. por tanto,

%(11‘2(3)) =P3(z- A)
= Py(az + cy, bz + dy)

= (az + ey)*~* (bz + dy)?

k-2 k-2
- [ z( - )a*—"-%nz*—"-?y" (bz + dy)’?

= [ z (k ; 2) a"‘“"c"z"“"“zy"] (°2? + 2bdxy + &)

-1

e (o)

k-3

(e BT

[ (5,2 oo erieJs

n=2 “i=n—2

Sk-2 "Z" k-2
Z ( )ak—n—2b2cnzk—nyn +2 ( )at—n—ﬂbcndzt—n-lyn+l+
=0 " n=0 n

R o

0
k=2
S [ e T TN (e W

2 ‘_) ab-D)—ipit1 dl—-i] #lyt

+ Ez k—2 2 a3 —ipi—(k—3) g gUh—1)—i { k-1
i (k—1)—1

—k—3
+ (: _ z) F2dy*
= i Ay .

n=0

= Nzt + M2ty +

12

k-2
Z»\ 5"y + Mgz + Ayt

n=2

{3



con 1

e

Asf entonces,

B e = e —

cual se tiene que:
( (k—z) ak—2 bz’

El: (£:2)( 2 Ja*D-iHHidd,
=0 T

15 ()2 Jab Dt

. *)—:2 *3% ((kj)—.-)a("‘z)”‘b‘“(*‘3)ci g4,

(e a8

respecto o la base ordenada B esté dada por:

j
r
i
i
F

' %
1
E (k-;ﬁ) (22’) a(k-?)—ibi+lcidl—~i
=0
2
3 ()2 Ja DS
'.uo

2

k
i
i=k—3

G

Asi:’ sucesivamente se calculan las mairices columnas
j=3,4,--- ,{k —2); con respecto a la base

i (t?) ((k_zn* ) alk~2)—ipi=(k=3) (k1)

si n=0,
sin=1,

si2<n<k—-2 comne€l,

si n=k-1,

si n=k.

la matriz columna de orden (k-+1) x 1 asociada a pa{P2(2))

1

asociadas o @A cuando

8 dada pore S*K2.

!
Se calculan por ltimo las matrices columnas para j=k~1 y j=k.

13
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[
Paraij=k — 1, Pea(z,y) = ka_l € S*K2. Luego,
i
‘PA(B’E 1(2)) = Pe_a(z- A)
= Py_1(az + cy, bz + dy}

= (az + o) (bz + dy)* "
= (az + cy)[ :2;:: (" N 1) b""”“ld"x“‘“_ly"‘]
:2;:: (" N 1) iy 4 2 (" l) T e

_ (k;l) abt1z 4 Z(k l)ab,,_,.._gdnxk._ny "*’Z (ﬂ l)bk--ncdn-l Z*myn

E
|
l
'
i
E
f
E
S T et e R
f
j
f
!
I
|
|
i
i
[

it

k-1
k-1 n
k-1 -1 k-1 1 ) i-{n—1) (k- —1}— icn—tdl] " v+
- ( 0 )ab" 3;*4.2 Z ( i n-—
n=1"i=n—1
k=1\ &1 &
+ (k _ l)cd Y
k k—
=Y A" Aozt + 3 A" MY+ My
n=0 n=1
por, consiguiente
(e, si n=0,
t
= k-1 i~ Dpk-D—ign~igi  si1<n<k-1,conn€l,
Mn, ';2';_ G
[ -
 Lemher, si n=k.

Asi entonces, la matriz columna de orden {k+1) x 1 asociada a pa(Px-1{2))
msiaecto o la base ordenada B es:

|
|
)
i
:
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[ (s et

¥ () (L Jatb et
=0

| % (571) L otk
i=1

i=k—

;

E - '

L Z_: (k;_»l) ((k“ll)_i)ui—-(k—?)b(k—l)—ic(h-—l)—-idi
i=k—2

F

L

e ]

L.

Finblmente, para j = k, Pu(z,y) =y* € S*K2, por tanto
f

oa(Pr(2) = Pa(z- A)
% = Pi(az + ey, bz + dy)

= (be + dy)*

= f (k) Prdrat—y®  (férmula binomial de Newton)
n
n=0

k
_ Z Anxk—nyn,
n=0

a.st’,.i de la dltima igualdad se lega a que An = (1)F"d" para 0 < n < k con
nel. _
Ast entonces, Is matriz columna de orden (k + 1) x 1 asociada o wa(Pe(z))
respecto a la base ordenada B estd dada por:

E

;
!
f
i
t
!
|

F

LA
(¢)p-1d
()2
(.5 Jbat-t

G |
f

Colocando una junto a otra las matrices columnas asociadas a wa(P;(2)) para
cada 0 < j < k con j € Z, se obtiene la matriz de orden (k+1) x (k+1)

F
!
i
i
!
|
3
|
|
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Deﬁfniciﬁn 2.7. La matriz dada en (3) se define como la k-ésima potencia
simétrica de A asociads a lo accién lineal dada en (2) y serd la matriz principal
que se usard en este trabajo.
Observacién 2. La funcién S* : W — Mgy1yx(a41)(K), satisface las
siguientes propiedades:

a). S*(I2x2) = Ka+1)x(k+1), donde Izxz denota la matriz idéniica de W y

Mgy x (kes1) denota la matriz idéntica de Ml(g41)x(k+1) (K).

b). SE(A-A) = A* -8*A, pera todo AE K y A € W.

c).: S*(A - B) = S8*A - S*B, para cualesquiera A y B en W.

d). S¥(B~!) = (§*B)~, siempre que B sea invertible.

[
Las propiedades o) y b) dadas en la (Observacién 2.} surgen inmediatamente
al tener en cuents la matriz dada en (3).

z
La p:mpiedad ¢) se obtiene realizando simplemente los cdlculos elementales que

surgen y listo!
Notta 2.4. Por simplicidad no se realizan los cdlculos de c) pero la afirmacion
es vilida.
F
Aho[m bien, la propiedad d) se satisface puesto que

Tty x(et1) = S*(Tzx2) (por a).)
=8*B-B7 1) (siempre que B sea invertible)
=S'B-8B™")  (porc).)
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de la iiltima igualdad y en virtud de gue el elemento inverso es unico se

F
uego,

L

r

tiene la afirmacidn de d).

\
|
|
E
|
|
|
i

17

|
|
!
|
!
i
F
]
|
|
]
|
i
|
!
|
|
|
l
]
|
|
|
i
|
|
F
|
I
i



DEFINICIONES Y PROPOSICION

e

3. CAPITULO 3
|
' PRINCIPAL.

En el presente capftulo se dan algunas definiciones bésicas que seran de utilidad
pa.ra desarrollar las distintas pruebas dadas para la proposicién principal de este
trabajo.

}

Deﬂmcnén 3.1. Considérese un conjunie G # @ con una eperacion binaria
+:G x G — G dada por +(z,y) := z +y. Si se satisfacen las condiciones:

o (z+y)*z=z+*(y*2z) pora tedo 7,5,z en G,

= Eriste un tdnico elemento neutroe € G tal quee»x = r+e =z pars
E todo z € G,
s Pore cada £ € G existe un tnico elemento inverso 2l € G tal que

f zxz =z lxz=e¢,

entonces se dice que (G, *) es un Grupo.
Si ademds (G, ) satisface:

|:| z+xy=y+z pors todo T,y en G,
entonces el grupo (G, *) se dice Abeliano.

j
Definicién 3.2. Sea V un espacio vectorial. Toda aplicacion F:V -— V
la éual sea biyectiva se dice un automorfismo de V.

Deﬂmclén 3.3. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Un conjunte G
de autmumﬁsmos de V se llama grupo de transformaciones lineales sobre
v ss se satisfacen las siguientes condiciones:

s IcG,

!

» SiAcG, entonces At €G,

- Si A,B € G, entonces A+ B € G, donde * denola la operacidén del grupo.

Nota 3.1. En este trabajo se usard un ejemplo de grupo de transformaciones
conocido como grupo lineal general “ GL(n,K)”, (el cual se define como:
GL(n K):= { A € Mpx.(K) : det(A) # 0}), para el caso en que n = 2. En este

“Mpxs(K)” denota el espacio de las matrices cuadradas de orden n x n
sobre el campo K.

!
i
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DeﬁzEnicién 3.4. Una accidn u operacién de un grupo G en un conjunto X
es ung aplicacion

b

t $:GxX—X
; (gsz) '—')‘!b(g:z) =T,
f
tal que:
[
1. ple,z) =exz =1, para cada T € X;

F
2. 0(g192,%) = (g2 22 =] * (92 + 7) = 01 * ($(92, 7)) = $(91,6(92, 7)),
' para todo g1, 92 en G y todo z € X,
b
Bajo' estas propiedades se dice que X es un G-conjunto.

Observacién 3. En este trabajo siempre que 3¢ dige G-invariante, s¢ hace
refer;encia ol grupo G := GL(2,K), definido en la nota (2.1)(para n = 2)

y siempre, W denotard el espacio de las malrices cuadradas de orden 2 x 2.
Lney;o, teniendo en cuenta la definicién anterior y definiendo la aplicacion

i p:GxW—W

| (9,A) — w(g,A) == gAg™",
|
se puede decir que W es un G-conjunto, es decir G actia sobre W.

b

|

?
Definicién 3.5. Sea G un grupo gue actia sobre X, donde X es un espacio

b

vectorial sobre un campo K. Una Juncidn
f §:X—K
se dice G-invariante si se satisface que:

t

t f(g * :t) = f(t),
(donde + denota la operacién del grupo G sobre el conjunto X) para todo g €
G y todo z € X. En la siguiente proposicién cuando se digs G-invariante se
estd diciendo que = denota la operacidn conjugacion; esto es que

i -
f f(gzg l) = §(z),

i
paratodo g€G v todo z € X.

19



| 2
!
E
;

Proposicién 3.1. (PROPOSICION PRINCIPAL)
b
Sea .= @ b1 € W y considérese la funcidn b: W — K, dada por b(A) = b,
donde “bes lo entrada (1,2) de A. Se denota be(A) = b(A*). Sean
¢ yi ¢ las funciones correspondientes para la entrada (2,1). Entonces:

|
(1) befb=cx/c es G-invariante.

(2) busa (A)/b(A) =T, S*A.

E
P

|
Noil;a 3.2. En los siguientes capitulos se dan distintas prucbas de la proposicidn
pnf}ctpal en las cuales se han dado muchos aportes para gue sean mds claras y
de r!nayor aceptacién para un lector interesado en el tema.

!
|

[
F
F
r
b
;
'
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4. | CAPITULO 4
PRIMERA PRUEBA DE LA
' PROPOSICION PRINCIPAL.

'

r

f
En eéte capitulo se da la primera prueba de la proposicién 3.1, en la cual sblo
se demuestra que (b41/b)(A) = T SFA, donde k € Z* y por consiguiente,
be/b ger4d G-invariante, ya quesiseelige g€ Gy A€ W, entonces:
(bisi/b)(g-A-g7) =T S*(g Ag™")

| =T, (S*g S*A ($*g)™") (en virtud de la observacidn 2.)

5 =T, (S*g (5*9)™! §*A) (propiedad de la funcién traza)

i =T, S*A

% = (brs1/B)(A)-

!
Antes de realizar esta prueba, se desarrollan dos Lemas que ayudan a obtener
el oll)jetivoz

Lema 4.1. Sea A= 2 :;J Entonces,

b
t . .
k. min{k—j, X .
i ko . Gl k-3 J k—j—ips § pi—i
TS A—-Z Z ] R I bictd {4)
| j=0 =0 : -
|

Dermostracién. De la matriz S*A dada en (3) se tiene que:

; 1
T,S*A = (k)a* + Y (k . l) ( ! .)a"““"b‘c‘d"‘ +
[ 0 L H 1-—-14
Nmsimmtny prs? FO R
entrada (1,1) de S*A entrads (;2_} de S*A
2
k- 2\ e-z-ipi i p-i
+Z( . )(2u,)a bed -+
&0 —
6]

entrada (3,3) de S*A

(k - (k- 1)) ( k-1 ) Gt D =igige-1—5 4

+ i (k—1)—i

(1)~

entrada (k-1,k-1} de S*A

+
oo
p—

[~

.a'

F
[
|
f
E
I
i
i
)
|
;
|
|
l
E
|
: 21
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Observacién 4.

. lEﬂlﬂem!mda (2,2) de S*A, i =0,1; entonces k — 1 > 1 (para que ienga
‘sentido (*;")). Por tanto, min{k—1,1} =1.

s !En la entrada (3,3) d2S*A,i=0,1,2; entonces k — 2 > 2 (para que lenga
Esentida (*7%)). Luego, min{k — 2,2} =2.

«'En la entrada (k-1,k-1) de S*A, ¢ = 0,1; ademds se debe cumplir que
i < k—1 (para que fenga sentido ((ti;)‘,,.) ). Luego, 1 < k—1 eon lo

| cual, min{1,k — 1} = min{k — (k- 1),k —1} =1.
i

!
La observacién anterior hace que (5) se convierta en:

t

t

| min{k—1,1} _ o )
Trsl' - (k) ak + Z (k ) 1) ( 1 ) ak-—l—lbicsdl—a +
' 0 £ 1 1—-14
' LR . =0 —
| entrada {1,1) de S*A entrada (2,2) de S*A
! min{k—2,2} o _ )
+ (539 (,2 N

r

!

f

} . i=0
‘ enteada (3,3) de S*A
E

min{k—{k—1),k~1
; + 11 { (E ) } k - (k - 1) ( k - 1 )ak"(k_l)_ibicid(k”l)—i-'—-
, e i (k—1)—i

entrada (k-1,k-1) de S¥A

i £ min{k—jij} ke — § g b imipi i i
‘ _ .: Z St had 3 NP x Doy J
=0

j= =0

Lema 4.2. Sea A = {Z 3] Se denota por an, b, cq Y dn, como las entradas

con!'eapondicntea de la matriz A™; es decir, A = [z"" z:] Entonces:

22
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[3‘] n—2s
F 3T (TR e e,

fad

_— — -
=
I

a"
1 =1 m=0
I n—1
2‘ Ib" - [E] n—-%t:—l (n—a-—m—l) (m+l)an-—2:—~m—lbn+lc’d1n’
E =0 m=0 ° m
|

1252 n—2s—1
A - n-s—-m—1Y (m+8) n-2e—m—1ps s+l ,
3= g3, (TN a

F (3] n-2¢

L=+ Y 5 (PR )an e,
| =1 m=0

dondie [£] denota la parte entera de z.

Nota 4.1. Sélo se demostrard el resultado 1, puesto que las demostraciones de
los resultados 2, 3 y 4 son ondlogas. Se desarrolla esta prueba por induccién
sobre n, en la cual se uliliza una férmula de recurvencia y se supone cierta la

aﬁm%acién 9 del lema, para el caso en que n = k — 1. Antes de realizar
la pqwba de (1.) se dan unas definiciones que serdn ttiles para el desarrollo de

tal pTueba.

i
Deﬁ;nicién 4.1. Se define la funcién parte entera(denotada por [z]) como el
mayor entero menor 0 igual que “z”, la cual satisface las siguientes propiedades:
a)! [z +n] = [z] + n pora cada entero 7,

| ~[z); siz€Z,

b)‘t [—:II] = ’
| —[z] -1, en otro caso.

o o+l =B+ bl 6+l =Bl +BI+ L

i
f

i ,
Definicién 4.2. Dado 0 < k < n, se define el coeficiente binomial
| .
(defiwtado por (})) como: = -;r(::—'_-ﬁf donde n!=[l;. 34,
el c;tml satisface la propiedad ("§') = (,2,) + (§) conocida como

Ley del tridngulo de Pascal.

23
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|
Demostracién. (Resultado (1.) del Lema 4.2)

|
Pa.rz;. n=1a; =ay asiel resultado se satisface.

— — |62 b2 2. a""-i—bc ab+ bd
Paraﬂ—2, A"’[cz ] pero, A “[ac+od be + i . luego,

“a?tbe=a%+ Z }_, ™ (m“'l)aa"z‘""‘b‘c’d""
E =1 m=0
asf, para n = 2 se satisface la afirmacién del lema.
'

Ahora, supéngase que los resultados 1 y 2 del lema se satisfacen paran = k—1.

Demeostremos el resultado (1.) para el caso en que n = k.
F

En efecto: Puesto que A* = A*—1A = |%%-1 bii]la b , entonces:
: Cr—1 di_1]|c d
i

Ok =. aag; + cbg_y. Luego, usando la hipétesis de induccién se tiene

} (25 k—2e—1 -
E [ - E 2_, ( —85—m— 1) (m. + 3 1) ak—28-m-1 bsc,tdm]
i 5% k242 +

[ Z z ( —8—TR— 2) (m s)a*"g'*m_gb"“c‘dm]-

Ahor!a, teniendo en cuenta. la definicién 4.1 se encuentra que:
i
(551 =151 6 (%5} =151~ 1, ademds [£32]+1=[4).

!

3
§

S
n
5
]
g

s

|
S
+
1M1=

2,

[§) x—20—1
_ Z (k 3 —1m— 1) (m + 88— 1) ak"'z"'"‘b'c‘dm-k

=1 m=0 8 m

i%) k—20 k—s-m-1\fm+s-1\ , .. . ..
+3.3 -1 m ) e

=1 m=0

|

Ahor};,setomalaﬁltimasumahastaeltérminomzk—2s~l y

24
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t
|
E
|

se a.soma. con la primera, com lo cual se tiene:

‘ 15] x—25—1 e — 1 — _
e [ (N e e

151
k—s— (k_28) -1 (k"‘zs)"'s— 1) k—28—(k—28) ¢ .8 Jk—2¢
+§( a—1 )( k-2 )¢ et

Ahoréx, usando la definicién 4.2 se tiene que:

'

‘ [1’] k—2a—1 :

! g -

| =0 +z E (k 8 ) (m +"': l)ak"z‘*"'b’c'dm-i-
F

5

=1 m=0

k—2s

(5) : _
+ Zl (Z - i) (‘.k 23) +s 1) ak—~2-—(t-—-2:)blcsdk—-2s
[%] k—28--1
___ak +Z ( -8 m)( m+38- ) E—28—mps 8 gm

=1 m=0
[5]
‘ ( ) ((k - 23) +8-— 1) ah—-z:—(k-zc)bscldt—h
k—2s
[5) k-2 _ _
=t +3 Y ( -f ) (’“ e l)a"“"‘mb'c'd'",
s=1 m=0

si [45] = [£] - 1, entonces:

15]-1g—24-1
+ E z: (k 8—1m 1) (m +’:"' 1) ak—ﬂs—mbtcldrn+

Bla2e 0 o o N\ fm+s— ak—2e-mpe et I
+3 Z -1 ree
s=1 m=0

Luego,tomandolasegundasumaconmpectoa s ™, hastas=[§] -1y con
respectoa. m”, hastam =k — 23-—1ydespuesasomandoconlapnmera

sun.m. se tiene que:

’ (5)-Lr-2s-2
ay = ot + 2 [(k Cemme 1) + (k- '::T - 1)] . (m +1:;_- 1)a"_2'*’"b'c'd’"+

b

:
}
!
E
!
:
:
Lo que completa la prueba del resultado (1.) para el caso en que (% (551 = [5)-
!
f
!
I
}

E (8! k-—s—(k—*Zs)ul (k—28)+s—1
: k—2s—(k--28) 0 28
+ E ( o1 ) k98 )a b a2

1 a=i§]
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AhoraL, en virtud de la definicién 4.1 y observando que (fe- 207 = ¢ =

= wl se tiene que:

f [§1-1 6-20-1
(k s— m) (m +8 - l) -2y

t == +
Eag a Z ﬂ;:o m

‘ (%1
8 (k - 23) +s5-1 k~28—(k—28) 8 —23
! +2 (s)( L~ 25 )a v dt

F =i3
1» Blaze i s m+s-1
. =d 2SI ( ) ( )a"""‘""‘b’c’d‘",
[ =1 m=0 m
Esto tcompleta la prueba del resultado (1.) del lema 4.2. ]

Ahora si:

Demostractén (Primera prueba de la proposicién 3.1}

En v1rtud delos lemas 4.1 ¥ 4 2 s proba.ré que bg41 /b= cri1/c= T,S*A,
donde por definicién “ bey1 7 “ cx41 " denotan las entradas (1,2) y (2,1) de
la matriz A*! re8pectivamente

En efecto:

por lema 4.2 (resultado (2.)) se tiene que:

#
{%] k—2a
b= 3 2 (R

Ahora,sea s =i y m= j — 1, con lo cual:
F

i byt = g‘]‘ k):“i ( )(, ' ) R A ©)

i
“ S6lo falta probar que i y j toman los mismos valores que en el lema 4.1.”
En (6)

| 0<i<hh ™
| 0<j-i<k-2 )
i
donde i,j € Z.
)
Luego, de (7) se tiene que
!
0<s, ®



y de (8) se tiene

!
]
{
!
i
| i<
| i<k-j,
|

!
(puestoque 0 < j—i y j—i< k — 2i respectivamente).

!
Asi, de (9), (10) y (11) se obtiene que:
! 0 < i < minfk - j,j}-

Ahota bien, de (9) se tiene que:
I

! jgi+i
y de (1)
E i+j<k
Lue%o,
j<i+i<k

I
|
Por tanto, por (9),(10) y (15) se obtiene que:

i
; 0<i<k
I

Losiresultados obtenidos en (12) y (16) transforman a (6) en:

F & min{k—3.j} E—3 j L, -
bey1 = Z Z ( 3 J) (j..- -)a"“’"'b’+l(¢‘d”_"

' j=0 =0 ¢

(10)
(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

i
Al dividir el resultado dado en (17) por “b "se obtiene la afirmacién dada por

el léma. 4.1, lo cual completa la prueba de la proposicién 3.1.
|
Nota 4.2. Demostror que cp+1/c= T,8*A, resulta de un razonamiento

amillogo al anteriormente realizado.

i
|
|
i
!
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SEGUNDA PRUEBA DE LA
PROPOSICION PRINCIPAL.

Not:a 5.1. En este capiiulo se da la segunda prueba de la proposicidn 3.1.
A diferencia de la primera prueba antes dada, en esta prueba primero se
dem:uestm que (bx /b = ci/c) es invariante y luego, se muesira que

bes1fb = T,S*A, donde A = l‘; 3] v
bk+1? denota la entrada (1,2) de la (k+1)-potencia de A.

!
Antes de realizar esta segunda prueba, se dan algunas definiciones y se desarrolla

un lema. importante, el cual sera 1til para obtener el resultado de la
propomczén 3.1.

Definicién 5.1. Ses (G, +) un grupo con elemento neutro “ y seqa X C G,
con X # & un conjunto Ss toda elemento de G diferente de e” puede ser
esmtoenlafonnnz ' ,donden € N, z; € X y ¢ € {+1} para todo
i=1,2-,n; entoncessedweqwelcomuntngenemnIgmpoG
F

De[inicién 5.2. Sea (G,*) un grupo. Un subconjunto U C G se dice subgrupo
de G si en si mismo salisface la definicion 3.1.
Esto se denota por U < G.

|
Definicién 5.3. Una matriz cuadrada A = (ay;) se dice triangular inferior
8i tsene nulos todos sus elementos situados por encima de la diagonal principal;
estaesa,, =0 siempre que 1 < j.

Asi fmisma, A = (ay) se dice triangular superior si tiene nulos todos sus
elementos situados por debajo de la diagonal principal; esto es a;; = 0 siempre
quei > j. .

Lema 5.1. Ses G = GL(2,K) como en la nota 3.1.

Se denota por B y B* los subgrupoes de G, cuyos elementos son las matrices
tnangulam inferiores y superiores respectivamente.

Entonces, el conjunte B B* genern a G, en otras palabras:

Toda matriz invertible de orden 2 x 2 puede ser escrita como producto finito de
mattices triangulares inferiores o superiores invertibles.

Derrlwstmcidn Dada g € G, la prueba consiste en asignar descomposiciones

para “ g ” en productos finitos de elementos de B 6 B* (Aunque estas descom-
posu:lones no son inicas), esto asegura la afirmacién del lema. En efecto:

!
E
5. E CAPITULO 5
|
i

|
;
|
F
i
ﬁ
!
!
i

2.9



30

-E Si g es diagonal 6 triangular(superior ¢ inferior):

Es trivial, pues g = g- I, donde I representa la matriz idéntica de G.
Obsérvese que la afirmacién del lema se satisface pues, g estard en B 6 B*
(segunsealaformadeg) e I pertenece tanto a B como a B*.

|
| 0
-:Sl g= [c
| _ft o)[-1 t][-1 o
f = e ~1}fo ¢f|-1 b
(Donde 07y “1 "representan los elementos neutros del campo K bajo la

suma y el producto respectivamente), forma una descomposicién finita para
;en elementos de B U B*.

|
|
-fS ig= [g ;] € G, donde b, ¢ y d no nulos, entonces:
!
i
F

; =k A

forma una descomposicita finita para “ g ” en elementos de B U B*.

0

i §= [c;a —g/a] [3 2] !

forma una descomposicién finita para “ g * en elementos de B U B*.

oiSig= [: 3] € G, dondea, b, ¢ y dson no nulos, entonces:
|

sSig= [:: b] € &, donde a, b y ¢ son no nulos, entonces:

i

: g= {gﬁ adgbc [m;)/b 1};]

formz;i una descomposicién finita para “ ¢ ” en elementos de BURB”. n

Nota 5.2. Obsérvese que en la prueba del lema anierior se han analizado coda
uno de las formas gue debe tener una matriz invertible de orden 2 x 2, para las
cuales se dieron algunas descomposiciones en malrices triangulares superiores
€ m, enom invertibles. Esto hace suficiente la prueba del lema.
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Demostracion. (Segunda prueba de la proposicién 3.1)

Consi.c::lérese aW, b, bs, 6 cx ¥ G=GL(2K), como en el capitulo 3.

1. “ Primero se demuestra que bz /b =afc es G-invariante.”

:Sea B el subgrupo de G (B < G), formado por las matrices triangu-

;la.res inferiores, esto es:

| B:={ r 0 :r,s y m son no nulos}
' ) m s} "’ T

i
,Sea U < B dado por:

T 0

U.—{[m 1] :m # 0}

!
' conocido como Radical unipotente.
‘ 10
Paracadau € U,u= [m 1] paraalginm €K y ademas
i 0
i T l-m 1]
! a b ok b
, Ahora, sea A = [c d] y dendtese A® = [ck dr;]'
| Luego, be(A) = b{A*) = b:.

f Ademais, puesto que

(uAu1)* = uAku?
|1 0] jak by 1 O
“lm 1flex de]l {-m 1

_ ay — mby b
- ﬂm;+ck-m2b;,-mdg mby + dp]’

entonces,
bi(uAu~l) = b((uAu"‘l)")
= b{uAtu™")
= be = be(A),
paratodo k€N ¥ todo u € U. Esto muestra que bz y por tanto b son
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|
U-invariantes; y asi, by/b también serd U-invariante puesto que:

:(bk/b)(uAu"‘) = by(uAu~)/buAu")

= be{A)/B(A) {porque by y bson Uinvariz;‘ntes)
= (be/b)(A).

;
| Por otra parte, sea T < B dado por:

|
!
i
;

r 0
T.—{[O s].rsqél)}
conocido como Toro diagonal.

Paracadat € T, t = [r g] para alguncs r y s en K y ademds

0
-1
-1 |7 0
t -[0 3'1]'

Luego,
(tAL~1)* = tAke!
_fr 0][ae B} [t O
=lo slle defl 0 st
i a rs” b
- [1"“13(:;g dy, ]’ (18)
entonces,

ba(tAt™") = b((tAt ™))
= p(tA*t™!)
= fsﬂlbg

= rs~1b,(4),

paratodo k€N y todo t € T. Luego,

(b1 /b)(tAL™?) = by (tAt™")/b(tAL™")
=r3 10, (A)frs1b(A)
= bt (A)/b{A) = (bg/b)(A).

Esto muestra que b /b es T-invariante.

Puesto que se ha mostrado que be/b es ala vez U y T-invariante,
entonces se obtiene que by /b es también B-invariante;
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0], para algunos r, s y m no nulos. Entonces,

8
1 0

: r
pues,s;zEB,z.-.[m
0 ;
s}e'ﬂ' ¥ u_[m/s I]EU.As:pues,

z=1t-u,dondet = [;

2Az~1 = (tu)A(tu) !
= HuAu )t
= {Hit™?, (donde Hi = uAu~! e W)

Luego, para cada z € B se tiene que:
(b /b)(zAz™") = (ba/b)(tHL™")

= (bx/5)(H) (porque by /b es T-invariante)
= (bs/b)(uAu"")
= (b /b)(A) (porque by /b es U-invariante)

Asi las cosas, b /b es B-invariante.

AnAlogamente, dendtese B* como el subgrupo de G (B* <G),

formado por las matrices triangulares superiores, esto es:

B*:={ B n;] :r,8 y m son no nulos}.

. Sea U* < B* dado por:

U’:={[(1) "™ :m #0}.

Pa.racadauEU‘,u=[; T para algin m € K y ademds

a_n -
vo= [0 1 ]
_|a b ko 10k bk
Ahora,seaA—[c d] y A -[ck dg]'
Luego, por hip6tesis cx(A) = ¢(A¥) = cs.

Ademais, puesto que
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(uAu1)® = yA*y !
: i} mllax Bt —-m
! Tl 1fla dffo 1

_ [ﬂg + mcy md + by — mPcy — mak]
- L

Ck dy — mcy

entonces,

&
t

!

[

F k(uAu~t) = c((uAu=)*)
! = c(uAfy~1)
: = e = Cx(A),
!

| paratodo k € N y todo u € U*. Esto muestra que ¢ y por tanto ¢ son

\ U-invariantes; y asf, cxfc también serd U*-invariante puesto que:

: (ex/O)(uAu~1) = cp(uAu~1) fc(uAu)

| = cx(A)/c(A) {porque ¢; y ¢ son U'-invariantes)
| = (ex/c)(A).

-1
' Observando la matriz dada en (18), ((tAt"‘l)" = tAd-1 = [ ol rs bk])

rlses dx

e (tAt1) = c((tAL1)F)
= c(tA¥t™1)
= r‘lsc;;
=r"Vse,(A),

paratodo k€N y todot € T. Luego,

(e /) (EAL™Y) = o (tAL™1) fe(tAL™Y)

= rg~ e, (A)/rs e(A)

= ce(A)/c(A) = (e /c)(A).
| Esto muestra que ¢, /¢ es T-invariante.
|

| Puesto que se ha mostrado que ¢ /¢ es a la vez U* y T-invariante
rentonces se obtiene que ¢x/c es también B*-invariante;
|

!
|
f
i
|
|
]
J
!
|
l
|
|
|
|
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T , para algunos r, 8 y m no nulos. Entonces,

0] €Ty u= [l m/r] € U*. Asi pues,

|
i _ r
z—t-u,dondet_[o s o 1

| Azt = (tw)A(tw)
= t{uAut)t ™
= tHt™', (donde H = uAu~" € W)

Luego, para cada 2z € B* se tiene que:

(cx/)(zAz™1) = (e /) (HE™)

| = (¢ /c)(H) (porque cxfc s T-invariante)
| = (cx/c)(uAu"") .
| = (e /c)(A) (porque ¢x/c es Ut-invariante)

E Asi las cosas, ¢, /¢ es B*-invariante.

© Ahora, veamos que bg/b = ci/c, para asi tener que dicho cociente en-

' tre tales funciones es a la vez B y B"-invariante.

| “ Se verifica esto por induccién sobre k 7.

' Sik =1, no hay nada que probar.

» Supdngase que la proposici6n se satisface para k = n -1y verifique-
mos el caso k = n.

En virtud de la hip6tesis de induccién se tiene que:

bn...llb = {p-1 IC, (19)
[
L es decir,
: bp-1/b=cn1/c.
Puesto que A" = A™~' A, entonces:
Gn bﬂ —_ Gn-1 bn_-l a b
P i e | A @)




De (20) se tiene que:

i by, = Gn1b+ bo—1d

Cn = Cn—18 + dn-1C.

Asf también, A® = AA"~}, entonces

an b} _ [a b] an-1 bn——l]
en dn| e d] [ea-1 Gn-a)”

de (23) se tiene que:

bn = aby—1 + bdn—1

Cn = COp-1 + den—1.

Luego, dividiendo (21) y (24) por “ b "se tiene que:

baf/b = an_1 + (bn-1/b)d = 6(bn_1/b} + dn—1

[
i
i
I
1
|
I
i
i
%
i
|
|
I
|
|
‘[ =ap—y + (cn-1/€)d = a{cn-1/c) + dn—1,

| (usando la hipétesis de induccién {19))

E

| = eafe,

(la tltima igualdad surge al dividir (22) y (25) por “c").

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)
29

(28}

i Asi, se ha mostrado que el cociente bg/b = ¢ /c para todoke Nesala

! vez B y B*-invariante.

9= Hm’h
i=1

35

Ahora bien, dada g € G, se tiene en virtud del lema (4.1) que
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donde R; denota una matriz de orden 2 x 2 1a cual es {riangular inferior
6 superior(invertible) para cadai =1,2,-+- ,n.
Ertonces,

1
ot =[]

i=n

Luego,

n 1
(b /b)(gAg™") = (be /) (Hm‘ A H m;l)
n 2
= (8/0) (% (H‘ﬁ, A Hm;‘)ml—l)
=2 i=n

n 2
= (be/O)([[ % A T8,
i=2

i=n

. (Bsto 1ltimo resulta puesto que by /b es B y B*-invariante y R, pertenece

aB6B")

n 3
= {be/B)(PR: (_Hm.- A [[m;l)m;‘)
n 3
= {ba/B)( (Hm.- A Hm:‘)-
i=3 i=n

Asi sucesivamente, aplicando (r — 2) pasos analogos a los realizados ante-
riormente se obtiene que:

(bx/b)(gAg™") = (b2 /b)(A),

para cada g € G; lo cual asegura que bz /b = cg /¢ es G-invariante.

. Se verifica ahora que bz41(A)/b(A) = T'rS*¥(A), cuando b(A) es no nulo.
En efecto: considérese A = | f;] € W con b(A) = b # 0.

Puesto que bgy) /b es G-invariante se toma una matriz g € G tal que

gAg~! ='§‘:[S z] para ciertos escalares r y s en el campo K que

36



r
|

i
!
|
|
glependen de las entradas a,b,¢ y d de ia matriz A.

!
(Esta matsiz g € G siempre existe, puesto que si
i 1 r 1
! g Ag:[o s]i
[
entonces ;
r
! Ag:g[o 8];
esto es,
1' s bl{z y] _f= wlir 1
' e dilz w{ |z w0 s8]
Pero esto implica los siguientes sistemas:

ax+bz=rz
cz+dz=r2

]
)
j
i
1
i
1
!
)
|

¥
ay+bw=2z+ys
cy+dw=2+ws

;los cuales siempre tienen solucién).
'Luego,
|

; Ahora, se verifica por induccidn sobre k que
I k+1 | 2 A
| [r 1] _ pk+l § pigh—t
i 0 s 0 ':ﬁs"‘*‘1 ,
| Asi: Sik=1,
141
r 1 _r 1fr 1
0 s ~lo0 sjl0 s

= [Tz f+8] = [1’1+1 gofiﬂl—']

0 s
) sH—l

I
!
F
b
!
|
I
i
i
|
!
|
| a7

k+1
F (gAk+1g-1) = (gAg—l)k+l —_ ([B i]) .

(29)



|
[
!
|
|asf, 1a identidad (29) se satisface para k = 1. Se supone que elcaso k =n
se cumple y se verifica el caso k =n + L.

|
|
t
I

(N E R

| 0 gntl

: (En virtud de la hipétesis de induecién.)

n
.r(n+l)+l il 4 (Z risn——i)s
i=0

0 8(ﬂ+l)+1

[ £c3
PRt 10 4§ i g(nti)—i
o}

0 s(n+1)+l

ntl
r(u-}—1)+1 E gi 3(n+1)—i
=0

i 0 glntiHl

Esto asegura la afirmacién (29). Por consiguiente:

(bas1/B)(A) = (bey1/6)(gAg ™)
= (bg41/0)(T) = b2 (T)/b(T)

= b{T**1)/b(T) (Por definicién)
= p(THH) (Puesto que b(T) =1)
k
=Yy it (En virtud de (29))
=0
= T,S*T.

Pero por observacién (2), se tiene que si gAg~! =T, entonces

T,S*A = T,8*T.
Por consiguiente, {bx+1/b)(A) = T,5*A, con lo cual se completa la segunda

prueba para la proposicién principal 3.1.
a



CAPITULO 6
TERCERA PRUEBA DE LA
. PROPOSICION PRINCIPAL.

En este capitulo se da otra prueba de la proposiciéa principal la cual restringe
la pmeba s6lo a matrices diagonalizables. Ademas, al igual que en la primera
pruelpa, esta sélo demuestra que (by1/b)(A) = T.8FA.

i

Teréera prueba de la proposicién principal
!
Sea:é&z [‘: d € W diagonalizable. Luego, existe una matriz
= [z y] invertible tal que:
z w
F A =PDP,

donde D representa una matriz diagonal cuyos escalares en la diagonal principal
son los autovalores de A. Luego,

? a b 1 z yllp O] |w -
S O R 1 N B
donde]l"lm L [w _].

! zw Vv |—2Z z

!
)

Ahor!a, al denotar
!

|

. b
se tiene que:

| Gr41 bk-l-l = 1 T y pk+l 0 w -~y (31)
b ekt derj  zw—yz ¢t -z z|°
Al reahzar los célculos de multiplicacién de matrices y al usar la definicién de
igua.ldad de matrices en (30) y (31), se tiene que:

AR+ _ [BE bi+1
Ck41 db+1

1
b= " (g - p)zv) (32)

bk+1 =

(-, @)

|
|
i
|
|
i
;
! 39
|

j

R

40



Luego, al dividir (33) con (32) se llega a que:
I -
| by fb= TP
| k+1/ .
| L
| =3 ¢
: =0
| = T,8*D = T,8*A.
Esta Gltima igualdad surge en virtud de la observacién 2.[c).] ya que se tiene

queEA = PDP'.

i
\
!
!
i
|
I
b
)
i
|
|
i
i
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7. |CAPITULO 7
 DEFINICIONES Y TEOREMA
' PRINCIPAL.

i .
En este capitulo se dan algunas definiciones bésicas, se demuestra en una
obser:vacién un resultado a utilizar y por ditimo se hace notar que la afirmacién
del teorema principal es una consecuencia inmediata de la observaci6n mostrada.

|
Definicién 7.1. Un anillo (R, +,+) es un conjunio R junto con dos

apem[cionesbinarias + MxR-—R y +:RxR— R definidas por
+(z,!y):z+y y *(z,y) = T * y respectivamente; pare todo (z,y) E R xR

tal que:
-E (9%, +) es un grupo abeliono, (ver definicién 3.1 )

-i(m#y)#z = x « (y *+ 2), para todo z, y, z en R (Un conjunto con esta
| propiedad se dice que es un semigrupo),

-!z*(y+z) =gsy+zsz y{z+y)rz=z*z+y*z, poro todo z, ¥y, z

: en R.

|

|
Deﬁhnicién 7.2. Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo K.
Confidémse una base T1,%3, - ,Zn para V. Una Juncion §: V — K se dice
polinomial en V si dado X = \izy + Aoz + -+ + ApZn en 'V, donde \; € K
para cada i = 1,2, -- ,n; se liene que f(X) es un polinomio en K”; esto es
f(X)) denota un polinomio en n-variables con coeficientes en K.

I
!

|
Definicién 7.3. Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo K.
Eleg{;da un sistema de coordenadas 21,2z, - ,Zn para V, se denota:

| KIV) : = Klz1, 73, , %]

: ={f: V— K:{ es una funcién polinomial}. (34)
Se sabe que si K es un anillo, entonces K{z}(el conjunto de los polinomios en una
indéterminada z) es también un anillo; asf mismo Klz,y] = (K[z})[y] serd un
anillo y asi sucesivamente K[V] = K{z1,2z2,--- ,Zpn) serd un anillo, el cual se
llama anillo de las funciones polinomiales sobre V.

i

i
| 4
|
i
]



Deﬂxilicién 7.4. Sea G un grupo. Una funcidn § € K{V] se dice G-invariante
si f(gv) = f(v) para todo g € G yv € V. El conjunto de todas las funciones
f € K[V] que son G-invariantes, se denota por K[VIC.

#

Deﬂ:llicién 7.5. Sea V=W en la definicién anterior,(espacio de las matrices

cuadr:udas de orden 2 x 2) el cual es de dimensién 4. En este caso § € K{Wj]
se dice G-inveriante por conjugacion si f(gAg™*) = §(A) parc teda A € W
y g € G. El conjunto de todas las funciones G-invariantes por conjugacién
serd denotado por K[W]C.
|

Nota 7.1. Se recuerde que un subconjunto U de R (donde R denota un anillo),
se dice que es un subanillo de R sf y sélo s

-: 0el,

s Siempre que z,y estén en U; se tiene que —2, z+y, y z+y estdn en U,

'

Es fécil ver con esto que KIW]C es un subanillo de K[W] el cual se llama anillo
de i!fwariantea.

Obsfervacién 5. Sea K[W] como en las definiciones anteriores y G = GL(2,K).
Teniendo en cuenta la (definicion 3.4) y al definir la aplicacién:
;  : (G x K[W]) — K[W]

dadg por:
i e(g, (A} := (g *)(A)
i = f(g—lAg)s
se prueba que K{W] es un G-conjunto.
En ;efecto:

1 Eziste Izxa € G tal que:
| p(I2x3, f)(A) = f(A), para cada A € W; luego, por definicién de igualdad
. de funciones se tiene que p(lax3,f} = -

)
!
'
!
)
)

ud
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i
i
!
|
!
!

| Esto iltimo surge por definicién; ademds ndtese que p(g2,§) € K[W]. Asi
F se ha mostrado que (g192,1)(A) = (91, 0(g2,))(A), para cada A € W.

" Luego, p{g192,1) = ¢(g1,(0n, §)) en virtud de la definicidn de igulded de
. Sfunciones. Esto muestra que

Def:inicién 7.8. Sea G un grupo y X un conjunto tal que X sea un G-conjunto;
es dlecir, G actiia sobre W. Dado = € X, se define
Gez:={g+z:9€G},

(donde » denota la accién de G sobre X) como el conjunto de todos los puntos
de X para los cuales “z ” puede ser movido por elementos de G. Este conjunio
seconoceconelmmbmdedrbitaétmyectmiade

Nota 7.2. Es claro en virtud de la accién de G sobre K{W] dada en la obser-
vacidn (5), que toda G-traslacién de (by/b), satisface la proposicién principal;

Para g1,92 € G y toda § € K[W] se tiene que:

P92, 1)(A) = f((9192) ' A 92))
= f(g; " 97" Ag1 92)
= (95 " (97 ' Ag1)gn)
= (g, g1 'Agm)
= (g1, p(g2, )(A)-

es decir, todo elemento en el conjunto

G * (b/b) = {g + (bx/b) : g € G},
(dande b denota la funcién coordenada sobre la entrada (1.2}) satisface In proposi-

cufn!pﬂncspal (3.1).

Deflnicidn 7.7. Sea H un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V sobre

un c:ampo K. Un elemento £ € V de la forma

'
'
¥

!
en donde T1:T2,

k
z=§_:c.-z,-,

que el conjunto

|
satisface los aziomas de clausura citados en la definicion 2.2. Como ademds
E(H) C V se dice que L(H} es un subespacio de V, el cual es generado por H
y se conoce como la envolvente lineal de H. Ademds, si H = & se define
L(H) =
|

!
I
J
1
)
t
I
)

k
L(H) := {Zc,—z.-:c.-GKyz,-GHpara todo i=1,2,--- ,k},

{0}.

i=1

43

es un G-conjunto.

, Ty pertenecen todos a ® y ¢y,¢9,--
a K| se denomina combinacion lineal de elementos de H. Es fdeil verificar

(definicién)

, €k pertenecen todos

Le
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Obse:rvacién 8. Sea G = GL(2,K) y K[W] como en las definiciones
anteriores. Sea S el subconjunto de K[W] que consiste en las funciones que son
lineales y anulan matrices escalares esto es:

i

| 8 := {j € K[W]: f es lineal y satisface f(B g]) =0.} (37
|

Cons:idérese el conjunto
' T={b,c: W—K:bycson las funciones coordenadas sobre

: la entrada (1,2) ¥ (2,1) respectivamente} U (G = (b +¢)),
donde G * (b + ¢) esta dads como en (85} para cuando z =b +c.

i
Es claro que T C S. Luego, por (36) se tienc que

: L(T) CL(S) = 5. (38)

|
(Is igualdad surge debido o que S es un espacio vectorial)

E
Ahora bien, puesto que {b, ¢, g = (b + ¢)} es linealmente independiente para
todo, g € G, entonces se tendrd que dim(L(T)) > 2; ademds se puede ver que
dim(S) = 3, puesto que toda f €S es tal que

! f(A) = a1{a — d) + asb+ o3¢
! = ay (a — D)(A) + azb(A) + asc(A)
!

v e::l conjunto {a;,a2,a3} forma una base para 8, donde

: (a—-2)A) sii=1,
' a;(A) = { b(A) 5 =2,
| c(A) 8 i=3.

Por consiguiente, en virtud de (38) se tiene que:

; 2 < dim(L(T)) < dim(S) =3,

con: lo cual se tendrd que

i dim(L(T)) = 3. (39}

!
(po?rwe dim(L(T)) siempre denota un nimero entero positive)

Aai‘[' de (38) y (39) se concluye que
i L(T) =S.
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i
Con lo obtenido en la observacién 6, se deduce inmediatamente el teorema prin-
clpal, el cual se enuncia asi:

!
Teorema 7.1. (TEOREMA PRINCIPAL)

Sean AcWyfeS (donde S es exactamente el conjunto definido en la
obsmaczén 6.). Denétese fu(A) = f(A*). Si {{(A) # 0 entonces se satisfacen
los stgum:tes resultados:

(1) f,,(A)/f(A) es G-invariante; es decir, f(A)/f(A) pertenece al anillo de
mvanantes K[W]C. (dado en la definicidn 7.5)

% fa+1(A)/ f(A) = T,S*A.
Nota 7.3. Es suficiente probar la afirmacidn dada en (2), puesto que si

! (Fer1/D(A) = fir1 (A)/F(A) = T, S*A,
panllmdaAeW y todo k € N, entonces para cada g € G se tiene que:

(fk+1/f)(9 Ag)=T.8*gAg™")
=T, (8*g 8*A (5*¢)™!) (en virtud de la observacién 2.)
=T, (S*g (S*g)~' S*A) (propiedad de la funciin traza)
‘ =T, S*A

J = (fr+1/f{A).
As:’; se tendrd que fr(A)/§(A) es G-invariante.

Demostracién. Afirmacién (2) del teorema principal.
Puesto que § € S, entonces por lo obtenide en la observacién 6, se tendrd que
f € L{T). Luego, f es de la forma

: f(A) = ab(A) + Bc(A) + A g * (b + c}{A),
paria.cadaAEW y algunosa, 8 y Aen K Luego,

f(AH'l) . ab(AH'l) +ﬂc(Ak+l) +Ags(b+ ‘)(Ah+1)

. = ab(A**!) + fe(A*T) + X (b +0)(g AT g7T)

; = ab(A¥*1) 4 Bc(A*+1) + Ab(g A*! g71) + Ac(g A*H g71)
| = ab(AF) + Be(A¥*H) + A g+ B(AFF) + ) g + c(A¥H)

E = ab(A*) + B(AFH) + A( g+ BAFH) + g x (A1) )

lo cual, por notacién serd
!
" feta(A) = abyyr (A) + Beey1{A) + A( g * bry1(A) + g% 41 (A)).
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f
Peré» ahora bien, en virtud de la proposicién principal se tendra que
J
fit1(A) = ab(A)T,S*A + Be(A)T,S*A + A( g+ B(A)T,S*A + g » ((A)T,S*A ),

esto:es

i fea1(A) = T.S*A(ab(A) + Be(A) + A( g % b(A) + g » (A))
: = T,8*A(ab(A) + Bc(A) + A g = (b + c}{A)),
|
|

es decir,
| fre1(A) = T.S*A §(A),
conlo que

| fut1(A)/ F(A) = T,S*A.

Esto completa la prueba del teorema principal. ]

U



8. APLICACION

i
A continuacion se da una aplicacién del teorema principal de este trabajo.

!

Antés de proponer la aplicacién se dan algunas definiciones de utilidad para
¢l propésito a desarrolar.

f
Definicién 8.1. Se define el grupo unitario en dimensién n x n como
| U(n) == {A € C**" : A* = A™Y),

donde A* denota la adjunts de la matriz A; esto es, A* = I‘, es decir, la
transpuesta de la confugada de A.
Asi también, se define el grupo especial unitario en dimensién n x n como:

; SU(n) := {A € U(n) : detA = 1}.

Det;lnicidn 8.2. Sea H un grupo finito, entonces se define el orden |H| de H
como el nimero de elementos en I,

Asf\también se define el orden de un elemento g € H, como el menor entero
positivo m tal que g™ = e, donde “e ” denota el elemento identidad del grupo
H. Ademds g" =e sf y sdlo sf n es un miiltiplo de m.

]
Deillnicién 8.3. Una aplicacién § : G —» H entre dos grupos se llama homo-
morfismo de grupo s
| flz o) = f(z) « f@),
dondc (@) denota la operacion del grupo G y (+) la operacidn del grupo H.

Deﬁmcxén 8.4. Sea G un grupo y ses V un espacio vectorial. Un homomor-
ﬁsmo ¢ : G ~— GL(V) se dice representacidn del grupo G sobre el espacio
representactdﬂ V.

Ahc:?ra. bien, para k = 0, se denota por Eg = C a la representacién trivial de
SU(IZ) sobre C.

Para k = 1, E; = C? concida como representacién estandar de SU(2)
sobre C.

I
Para k > 2, se denota E; : SU(2) — GL(S*E,) como una representacion
de SU(2) sobre el espacio representacién S*E;, donde S*E; denota la k-ésima
potenma simétrica definida como en (1).

Sobi‘e estas representaciones para SU(2) se tiene lo siguiente:

|
| : 47
|
I

b

at



I
!
|
l
;
Seall" un subgrupo finito de SU(2).( T < SU(2), recuérdese la definicién (5,2))

Conz:;idérese la restriccién By |r y sea
: xg, :IT—C
! g — xu.(9) = T.8%(g),
(CO!]EOCida como el cardcter de E;) para todo g € T' < SU(2).
|

Se (ienota ¢r como el minimo comin miiltiplo de los distintos ordenes de
elementos g de T'; esto es cr := m.cm{|gl : g € I'} (donde, |g| denota el orden
de un elemento g € I'). Nétese que cr es un niimero finito por ser ' un grupo
finito. ¢ se conoce como exponente del grupo I'. El teorema principal de este
trabajo puede ser usado para mostrar que no siempre que aumente la k- ésima
potencia simétrica de una matriz aumenta su traza; esto se expresa asi:

Proposicién 8.1. Sea I' un subgrupo finito de SU(2). Sea g € T con g # %I,
donde 1 denota el elemento idéntico de T' < SU(2).
!

Si k=m mod cr, entonces

;

. xe. (9) = xE..(9),
par& cadag€l.

|
Demostracién. Sea g = [z z,] €T <8U(2),con g # +I y orden lg| < +oc.

Para demostrar 1a afirmacién de la, proposicién (8.1) se hace lo siguiente:

1. SupSngase que b#0 6 c# 0. Se demuestra la afirmacién con b # 0.
( el caso ¢ # 0 es andlogo )

En efecto: Supongase que k¥ =m mod cp. Entonces,
cr | k—m. (40)

I

!

[

: Pero ahora bien, por la forma como se ha definido cr se tiene que

: lgt | er, (41)
: para cada g € T. (40) y (41) implican que

;

I

!

|

lsl | & —m.

a9
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Esto ditimo significa que existe un z € Z tal que:
k ~m = |glz,
o bien,
k=lglz+m. (42)
Ahora, por definicién, para cada g € I' < SU(2) se cumple que:

brs1(g) = b(g*+),

Luego, por {42) se tiene que:

L bea(g) = b(g*t)

= b(g[gfz+(m+l})
= 8((g"g™)
= b(l g™*)

(puesto que gl¢! = I € T < 8U(2))

- b(gm+1)

| = bmt1(9)- (43)

i
| Por tanto, en virtud del teorema principal, para el caso en que § es la
: funcién coordenada sobre la entrada (1,2) se tiene que:

L xe(9) =T.S8%g) definicién
! = bry1{(g)/6(g) por el teorema principal
‘ = bim41(9)/b(g) en virtud de (43)

=T.8™g nuevamente, usando el teorema principal

:
E
; = Xe.(9) definicién.
|

- -

2i8ig= ¢ 0 € I' < 8U(2), entonces se considera una matriz
' 0 d

P= [: ::] € I' < SU(2) que no sea diagonal tal que P! g P = Q,
Edonde B(Q) #0 6 ¢(Q) # 0. Luego, como xg, es invariante por

|conjugacién (por la forma como est4d definida), entonces

!
|

' 49
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l X, (P! g P) = xg,(g); esto es,
i xr (Q) = xx, (9) (44)
|

“ Nétese que Q € T' < SU(2) por ser " un grupo en si mismo y P,
, 9 pertenecen a I'. Ademsés, [Q] = |g]. "

: Asi las cosas, supuesto que b(Q) # 0, (si ¢(Q) # 0 es analogo) se tiene por
- la parte (1.) que

* xe, (Q) = xg,. (Q)-
Esto iltimo es equivalente por (44) a:
XE, (9) = Xe..(9)-
Asi, se completa la prueba de la proposicién (7.1) paracada g € T’ < SU(2).
n

!
|
|
|
|
|
I
|
i
|
|
|
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Abstrnct Let W be the space of 2x 2 matrices over a field K. Let f be any linear function on W
that kills scalar matrices. Let A € W and define fi(4) = f(A*). Then the quantity Jura(A)/114)
is invariant under conjugation and moreover fi41(A)/f(A) = trace S¥A, where 5¥A is the k-th
symmetncpowu'ofA that is, the matrix giving the action of A on homogeneous polynomiale of
deg'reek

n
Key ‘jvords. Matrix invariants, Power of a matrix, Trace, Symmetric Power of a Matrix.

AMSlsubject classifications. 15A72, 15A68.
[

1. Ihtroduction. Given a matrix A = (2 %) with b # 0, denote its k-th power
by A® 2 (™ "“) The present paper proves that the quantity byt /b is invariant

Ck i
under conjugation showing that it is equal to the invariant trace S*A, where S*A
is the k—th symmetric power of A, that is, the matrix giving the action of A on
homogeneous polynomisls of degree k. This observation, although elementary, scems
not to be in the literature or to be known.

The author originally proved this result by direct combinatorial computation of
both qu?ntities in terms of the coefficients a,...,d. This proof does not give any a
priori reason why bxy1/b is invariant.

Several people, after showing them the result, have given different proofs, in
particular, Robert Guralnick and Alastair King. Robert Guralnick also pointed out
to me that the result was also true for any linear function that kills the scalar matrices,
as stated in Theorem 2.1 and in the abstract.

The na.tuml question is to ask if this result can be generalized to n x n matrices,
that is, gwen an n X n matrix A, can trace $* A be written in terms of some coefficient
of A+1 'a.nd the corresponding coefficient in A? For an n x n matrix A, are there
other mvanant quantities given by coefficients of A¥+17

In Sectlou 2 we give some notation and state the main theorem (Theorem 2.1).
We also state the result for the particular case when the fanction is the coordinate
function on the 1,2 entry (Proposition 2.2} and we show that it has as a corollary the
general case. In Section 3 we present several proofs of Proposition 2.2, the original one
and the other proofs communicated to me, to show the different approaches. Finally
in the iast section we give an application.

2, Themainresult. Let W be the vector space of 2 x 2 matrices over a field
K. Let A € W, the matrix A acts naturally by matrix multiplication on K2. 2. The
k-symmetnc power S*K? is isomorphic to the space of homogeneous polynomials of
degree ki in two variables x and y. The k-th symmetric power S* A of A is the matrix

*Received by the editors 23 August 2003. Accepied for publication 31 May 2005. Handling
Editor: Robert Guralnick.
flnstil;tét‘.o de Matemiticas, UNAM, Unidad Cuernavaca, A.P. 6-60, C.P. 62131, Cuernavaca,
Morelos, Mexico (jiem8matcuer.umam.mx).
! 146

M



|
I
|
b

k

:
Electrouic Journal of Lincar Algebes ISSN 1631-3818
A publicatien of the Infcruationa? Linear Alprbes Seclety
Valurae 13, pp. l&-]ﬂ,lﬂe!ﬂs

b
An Invariant for 2 x 2 Matrices 147

i
of the linlear action of 4 on S*K? given by

: (A- P)(z) = P(z4), (2.1)
where l
Pie SK2, A= (‘: 3) 2=(zy) and zA=(az+cy b+ dy).
The mon;omials
| Pi(z,y) =25y, 0<j<k,
give a bakis for the space S*K2,

Let K{W] be the ring of polynomial functions on W. Denote by S the subset
of K[W] consisting of linear functions that kill scalar matrices, that is, f € S if and
only if it|is linear and f({3 9)) = 0 for any A € K. The group G = PGL(2, K) acts
on W by conjugation and this action induces an action on K[W] given by

(9-N(A)=flg"Ag), AeW and geG.

The main result of the paper is the following
THEOREM 2.1. Let Ac W and f € S. Put fi(A) = f(A*). If f(A) # 0 then
1. fi(A)/ f(A) is G-inveriant. In other words, fi(A)/f(A) belongs to the in-
variant ring K[W]C.
2. fir1(A)/f(A) = trace S*A.
Theorem 2.1 is an immediate consequence of the following proposition for the
case when f is the coordinate function on the 1,2 entry or on the 2,1 entry.
PROFOSITION 2.2. Let b be the coordinate function on W on the 1,2 entry and
bi(A) = b(A*). Let c and ¢y, be the corresponding functions for the 2,1 entry. Then
1. bi /b = crfc i3 G-invariant.
2. be+1(A)/b(A) = trace S* A.
Proof of Theorem 2.1. Once the proposition is proved for the coordinate functions
b and ¢, the theorem is clearly true for any G-translate (and this is a linear condition),
whence true for the span of that orbit that is precisely S. 0

3. Four proofs. In this section we give four proofs of Proposition 2.2. The first
one is the'most efficient, is due to Jeremy Rickard and it was communicated to me by
Alastair King. The second one is the original combinatorial proof. These two proofs
show that bx4.1/b is equal to trace S*A and therefore invariant, but they do not give
any g priori reason why be.; /b is invariant.

The third one is an algebraic proof by Robert Guralnick, which is valid in all
cha.racteriixatics; the fourth one is by Alastair King, which is of a more geometrical
nature. In both of the latter two proofs, it is first shown that by, /b is invariant and
afterward 'that by, /b = trace S*A.

In the second part of the fourth proof it is not necessary to know that by, /b is
invariant, 8o it is in itself a proof of Proposition 2.2. I is due to M.S. Narasimhan
and was communicated to me by Alastair King.

!
b
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Flrst proof of Proposition 2.2. Observe that by continuity is enough to prove
the result for diagonalizable matrices

R T

Then, since A*+! has eigenvalues p**! and ¢**+! one easily computes that

i E 1
gkl — p*

! b1 /b=

| +1/ P

which is well known to be trace S*A and therefore invariant.

Second proof of Proposition 2.2, In order to prove Proposition 2.2 we need
the following lemmas. The first lemma, given the matrix A, expresses trace S*A in
terms of the entries of A.

LemMA 3.1. Let A= (23). Then

! . S
' k b e k—j 3 k—j—ipi & gi—i
' traceS A=E Z ; - i e

\ j=0 i=0

Pmof Consider the basis of S*K? given by the monomials P;, 0 < j < k. Use
the actlon of A on P; defined in (2.1) to compute the matrix of the automorphism of
SkK? g'lven by the action of A and then take the trace. O

The second lemma expresses the n-th power of A in terms of its entries.

LEMMA 3.2. Consider the matriz A = (25). Denote by ay, b,, ¢, and d,, the

conespondzngentneaofthematvuA“, e A" = ::b")‘ Then
3] n—2s —s5—m\{m+s—1
_ n—2s—mipyas s
ol (G
—25—
Z ( - 85—m —1)(m+3)an—2s—m—-lbs+1cﬂdm,
m
ln—ll _
. )

[‘?} n-2s

dn dn+2 Z ( _s"fln )(m’:;s)an——h—mbscadm’

=1 m=0

where |z] denotes the integral part of x.

Proof. Since A™ = A"14 = (&=! »~1)(3 b} one gets the recursive equations

Gn = Gln-1 + chp_1, Cn = QCn_1 + cdnq,
bn = ban—1 + dby_,, dy, = ben_y + ddy-q.
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Using thxs equations, one can find which kind of terms appear in the entries of A™.
Next, using elementary combinatorics one can count how many times each term ap-
pears and this is given by the binomial coefficients in the formulae. [

Proof of Proposition 2.2. Combining the formula in Lemma 3.1 and some of the
formulae in Lemma 3.2 we show that be,1 /b = cp41/c = trace S¥A. Just put n = k+1,
s =iand m = j — i in the expression of , (or ¢,} in Lemma 3.2 and compare with
the formula in Lemma 3.1. To see that in both cases i and j take the same values,
from the:expression of b, (or ¢,) in Proposition 3.2 and takingn =k + 1, s = § and
m=j—-—ii we have that

| 0si<(3], (3.1)

: 0<j~i<k—2i (3.2)
From (31) we have

: 0<i. (3.3)
From (32) we have

; i<, (3.4)

t i<k-—j (3.5)

l
From (3.3), (3.4) and (3.5) we have that

i
From (3.3) and (3.5) we have that
i

b

Finally, by (3.3), (3.4) and (3.6)

JSi+ji<k. (3.6)

0<j<k O

Third proof of Proposition 2.2. Let W, b, bs, ¢, cx and G as in Section 2.
1. Let B the Borel subgroup of G of lower triangular matrices with I/ the unipo-
tent radical, i.e., matrices of the form (}{). I is easy to see by direct com-
putation that by (2Au~") = by(A4) for every u € U and therefore by and b are
each U-invariant.
Let T be the diagonal torus, i.e. matrices of the form (£ 9). Then both b and
by are eigenfunctions with eigenvalue r~'s (for the diagonal matrix diag(r, s))
and so b /b is T-invariant. Since by /b is both U-invariant and 7-invariant it
is'alsc B-invariant.
Similarly, cx/c is invariant under the opposite Borel (upper triangular ma-
tr}ces) So it suffices to show that b;/b = c/c (for then these are invariant
under both Borels which generate ).

i

|
i
|
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;We use induction on k. f k£ = 1, this is clear,

' a b

‘. A=(c d)

! P
i_[% %

! 4 “(.:,— d:')'

I
By induction, by_ 1/b = c,;_l/c or bg_1c=ber_1 . So AF = Ak—lA, hence
bk = ap_1b + bg_1d.

Also, A¥ = AA¥-1 therefore cx = ax_yc+ cx.1d S0 b /b= ag_1 +d(bg_1/b)
émd cifc = ag-1 + d{ce-1/¢), whence the result by induction.

2. bg+1(A)/b{A) = trace{S*(A)) when b(A) is nonzero.

Consider A with 5(A) nonzero. Since by /b is invariant, we can conjugate A
and assume that it is upper triangular with {(A) = 1 and diagonal entries
T, 8 say. It is easy to prove by induction that

|

r 1\* pEH Ek righ—i
l 0 s 0 k+1 "
r

Hence we have that bey1(4) = tr(S*(4)) = Thgrs*~. 0

Fourth proof of Proposition 2.2.
1. Let V be a 2-dimensional vector space and identify W with End(V). Let

A € Fnd(V). Then the natural interpretation of the off-diagonal entry b is
as follows:

Let S be a subspace of V (spanned by the second basis element) j: § — V the
mclusmn and g: V — V{8 the quotient. Then b = gAj: § — V/8. Likewise
b,,_,.l = gA*¥*1j: S - V/S, so the ratio is at least a well-defined scalar, but @
prwn depending on S.

Now globalize over the projective line P(V'} that parametrizes all such S.
Then j and ¢ become J: O(—1) — V@0 and @: VRO — O(1), where O{-1)
is the tautological line bundle, O the trivial bundle and O(1) the hyperplane
bundle {(dual to O(-1)).

Considering A € End(V ® 0), we have sections B = QAJ and Byy; =
QA*1J of 0(2) = Hom(O{-1),0(1)), which give b and by, for each S.
The zeros of these sections occur at the eigenspaces of A and A, but these
are the same, thus By, is a constant multiple of B. In other words, by
is a constant multiple of b, independent of 5. This shows that by(A)/b{A) is
invariant.

2. bx+1(A)/b(A) = trace(S* A) when b(A) is nonzero.

From Cayley-Hamilton one has that A**? — (trace A) A*+! 4 (det A)A* =0
lllence

1 bie2(A)/b(A) — (trace A)be+1{A)/b(A) + (det A)be(A)/b(A) = 0.

i
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On the other h&nd, the symmetric powers of V satisfy the ‘fusion rules’

!
; VRS = SHV e ATV @ SFTY,

:taking traces and remembering that det A = trace(A%A), show that the quan-
tity trace(S* A) satisfies precisely the same recurrence as byy1(A)/b(A); since
they both start with b3(A)/b{A) = trace A and bi(A)/b(A)} = 1, they must
be equal. #]

4. Application. The main result of the present paper was found computing the
characters of some representations of finite subgroups of SU(2).

Foreach k =0,1,..., there is a complex irreducible representation Ej of SU(2)
of dimension k + 1. We can describe this representations as follows. Firstly, Fy =C
is the trivial representation and E, is the standard representation on C? given by
matrix multiplication. For k > 2, the representation space of the representation Fj
is the k'th symmetric power S¥E;. Let T be a finite subgroup of SU(2). Consider
the restriction of Ej to I' which we shall denote by Eilr and let be xg, : ' — C its
character given by

!

| xx{g) = trace(S*g)

for every g € I C SU(2).

Let'cr be the least common multiple of the different orders of the elements of I'.
The nutnber cp is called the exponent of the group I'. Theorem 2.1 can be used to
prove the following result.

PROPOSITION 4.1. Let T be a finite subgroup of SU(2). Let g € T with g # 1,
where I is the identity. If k=1 mod cr, then

E xe (9) = x£:(9)-

Pro!oﬁ Let g = (2%) € SU(2) of finite order |g| with g # £I. Without loss of

genera.li!ty suppose that g is not diagonal (if it is, conjugate by a non-diagonal matrix
to get a non-diagonal matrix and since characters are constant on conjugacy clasges
we get the same result), If k = I mod cr we have that & = [ mod lg| and then
biss = bi41. Thus by Theorem 2.1

!

, xx(9) = berfb=ba/b=xl(g). O

REMARK 4.2. Note that Proposition 4.1 is also a consequence of the following
well-k.ncfan formula xEx{g) = Ef___oe“("'m for the characters xg, [1, p. 86] where
etit are the eigenvalues of g.

Some of the applications of Proposition 4.1 are the following. In first place, it was
used in (2] to find an explicit formula for the inner product (¥, , Xe) of x5, with the
charactfar of any finite dimensional representation a of I'. Such formula [2, Prop. 4.1]
was used to compute the multiplicities of the eigenvalues of the Dirac operator of
S3/T twisted by o [2, Thm. 3.2]. On the other hand, the aforementioned formula

$&
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can also'be used for the question mentioned by Kostant [3, 4], in relation with the
McKay correspondence, of decomposing Ek|r into I-irreducibles. More specifically,
if {a1,..:,a,} is the set of equivalence classes of irreducible representations of I, then
tek = {XEy\ s Xa,) i8 the multiplicity of a; in Ex|r.
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