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1. INTRODUCCION
|

Lateor{ddelélgebralineal,mésexactamenteelespaciodelasmatﬁces,aquizés
uno de las teorias més estudiadas en el campo de las mateméticas. Un ejem-
plo de esto es lo desarrollado en este trabajo, el cual consiste en estudiar una
propiedad de las rafces m-ésimas de cualquier matriz dada, méds precisamente
se buscan condiciones bajo las cuales las raices m-ésimas resultan ser matrices
analiticas.

Inicialmente se definen los términos més significativos que se utilizardn a lo
largo del} trabajo y se desarrolla un ejemplo que enfoca el resultado del teorema
principal dado en el capitulo 6 ; esto se lleva a cabo en el capitulo 2.

En el capitulo 3 se muestra una condicién necesaria y suficiente para garantizar
la analiticidad de las raices cuadradas de cualquier matriz triangular superior
invertible de orden 2 x 2 dada. Ademés, se establece un corolario que surge
COmo co::mecuencia inmediata del teorema 3.1. El caso general en que la matriz
dada sea de orden n x n requiere de algunos resuitados preliminares; estos re-
sultados|son presentados en los capitulos 4 y 5.

En el capitulo 6 como ya se menciond, se establece el teorema principal y
se dan algunos resultados importantes de este trabajo.

Finalmente, se presenta un ejemplo que surge como consecuencia de aigunos
resultados dados en los capftulos 5 y 6.

Este restjxltado ha sido estudiado recientemente por los doctores Leiba Rodman
e Ilya Spitkovsky en el articulo titulado Analytic Roots of Invertible Ma-
trix Functions, Publicado en agosto de 2005 en la revista Electronic Journal .

of Linear Algebra.




2. DEFINICIONES PRINCIPALES Y
EJEMPLO

A oontin‘uacién se dardn principalmente las definiciones fundamentales que se
utilizarn a lo largo de este trabajo y se realizard un ejemplo que enfoca bésica-
mente el problema a desarrollar.

Definicién 2.1. (Conjunto conezo) :
Un conji‘mto se dice conexo, si dados dos puntos cualesquiera del conjunto
estos pueden unirse medignie un arco gque se encuenira totolmente dentro del
conjunio,

Deﬂnici‘én 2.2. (Dominio)
Un dominio de C es un conjunto abierto, conezo y no vacio de C.

Definicién 2.3. (Dominio simplemete conezo)

Un doms"no G se dice simplemente conezo, si cada punto interior de todo con-
torno cerrado que se encuentra compleiamente dentro de G pertenece también
o G. Intuitivamente se dice que un dominio que no tiene huecos es un dominio
simplemente conezo.

Definicién 2.4. (Puncidén analitica)
Sea G C C un dominio simplemente conezo y [ : G — C una funcién
compleja. Sea zo € G, se dice que f es analftica en 29, 5 eriste una vecindad
V de zp |y una serie de potencias 3 4. q0x(z ~ 20)", la cual converge en V tal
que:

oo

f(2)= Zin(z - 2)*, z€(VNG).

k=0
Definicién 2.5. {Singularidad) _
Un punto zo se dice que es ung singularidad de una funcidén f, s f no es
anclitica en 2g.

Deﬂnic‘ién 2.6. (Polo de una funcion)
Una singularidad zo de una funcidn f, se dice un polo de orden n para f si:

lim (2~ 20)"f(2) = M,

donde M es un nimero finito diferente de cero y n es un entero positivo.

. \
Definicién 2.7. (Funcién meromorfa)
Sea G C C un dominio simplemente conezo y f : G — C una funcidn
compleja. Se dice que f es meromorfa en zo, si f s analitica en 29 6 5i 29 €3
un polo de f.

Deﬁnic‘i6n 2.8. (Matriz de funcién analitica)
Una matriz de funcidn analitica no es mds que una mairiz cuyas entradas
son funcidfies analiticas. .




Definicién 3.9. (Matriz de funcién meromos:fa)
Una matnz de funcién meromorfa no es mds que una matriz cuyas eniradas
son funczonea meromorfas.

Deﬁmcum 2.10. (Rafces m-ésimas analiticas)

Las m{m m-ésimas analfticas de una mairiz de funcidn analitica A(z)
con z € G, son matrices de funciones B(z), las cuales son analiticas en G y
satisfacen la ecuacidn B™(z) = A(z), para todo 2 € G, m > 2, m€ Z.

Nota 2.1. Sean f:G — C y g:G — C dos funciones analiticas. Recorde-
mos que bajo estas hipdtesis se tiene gue:

« La|suma, el producto y la multiplicacién por escalar f+g, f-g9 ¥y « f,
con o € C, respectivamente, son analiticos en G.

« El cociente f/g es analitico en G, excepto en los puntos z de G en los
cuales g(z) se anula.

Nota 2.2. En las definiciones anteriores siempre se consideras G comeo un
dominio simplemente conezo; en todo lo que sigue, G siempre denotard un
dominio| simplemente conezo 6 un intervalo de la recta real.

Se han cons:derado ya algunas de las definiciones principales que se usardn a.
lo largo ¢ de este trabajo. Ahora, se desarrollard un ejemplo para el caso de una
matriz de funcién analitica A(z) de orden 2 x 2.

Ejemplo 2.1. Sea G un dominio simplemente conezo tal que —1,0 € G y
-3 € G. Considérese la matriz de funcidén analitica

132

Az) = [(“(']2) 1] Z€G. (1
r}

Obsérvese claramente que A(z) es invertible sobre G, puesto'que ~3 € G, en-

tonces det(A(z)) # 0 para todo z € G. Asf, A(z) serd una matriz de funcidn

analftica e invertible.

Con e.ste ejemplo se trata de proyectar a cualgquier lector interesado en el tema
lo que ae desarvollard durante todo este trabajo, lo cual es:

Hallar ra{oes m-ésimas analfticas de una matriz A(z) dada, la cual es analitica
€ mvemble En esta oportunidad se mostrard que para la matriz dada en (1)
solo e:msten 4 raices cuadradas, pero ninguna s analitica; mds precisamente son
meromorficas.

[-’Bu(?-) I1'1.(5)]

En efeclo: Sea X(z) = ,z € G tal que X?(z) = A(z). En-
z21(2) z2(2) .

tonces,

ol Y




v et

23 (2} + zi2(2)z21(2)  Taa(2)(Taa{z) + zn(z))] [(z +1iy 1

z3 (2} (2) + 202(2))  Ta(2) + T13(2)en (2)

.

|

de donde se tiene el sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas:

2
) +in@en@) = (s+ )

xlg(z)(zu(z) + 332(2)) =1
In (Z)(tn (Z) + Izz(z)) =0

T3y (2) + 212{2)z21(2) = % .

Al resolver este sistema, se encuentra que:

1

211(2) = 51(2 + %)

212(a) = Gr(e + 3) + a3)

T1(z) =0

1
tﬂ(z) = 62 '51

donde & y 62 son independientes de los signos +1. Por tanto,

To(z+3) Gilz+ 3 +&3)
X(z)=
0 &1

Al combinar los signos para §; y 8 se encueniran las cuatro matrices

sigm'entés:

(2)



a el

Xi(z) =
-G+d) ~ch
XQ(Z) = N 61 =—-1= 62

1 1
Xa)=| "],6,:1,@:—1

~+d) -
X.;(Z)—_— . ,613-—1,62= .

Teniendo en cuenia la definicion 2.8, es fécil ver que ninguna de las cuatro
matrices anteriormente dadas son analiticas, pues la entrada (1,2) de cada une
de estas \matrices no son analiticas; notese que son meromorficas ya que U Y
-1 son polos pars las funciones £(1) y *(;}7), respectivamente.

Nota 2‘3 El ejempio anterior es de suma importancie, pues muesira que
pama la mainz dada en (1) existen 4 raices cuadradas meromorficas; lo cual,
serd anahzado en el teorema principal de este trabajo, el cual se establece en
el capitulo 6 “ teorema 6.1 7. Mas exactamente, en el inciso (b) de dicho
teorema se sustifica lo obtenido en el ejemplo 2.1.

En la siguiente observacién se mostrard que para puntos suficientemente cer-
Canos a c;ua.lquier g fijo del dominio G, siempre existe una raiz m-ésima analitica
para la matriz A(z) de funcidn analitica e invertible de orden n x n dada. En
efecto:

Observaclén 1. Sean zo € G fijo y z € G suficientemente cercano a zg. Sea
f:C —3 C analitica en zg. Luego,

f(2) =) an(z — z)". _ (3)
k=0

Sea T(z)| una matriz que transforma a A(z) en descomposicién de jordan asi:

i Afz) = T(2)J(2)T~\(2),




PRr 3

donde A[
y m; es

donde

{
y z:j:

J'"11 (Al(z))

J(z) = Iz (A2(2)) G
Jml (AI(Z))

= diag(Jm, (M (2))," - » Jm (A1(2))),

(2),--- , \i(2) son los autovalores de A(z) (no necesariamente distintos)
el tamanio del j-ésimo blogue de jordan asociado con A;(z). Asi:

-AJ'(Z) 1 W
/\_f(Z} 1 0
 Im @) =
0 M(z) 1
L | .\,-(zj
:= Aj(zM + Sem; : (4)
¢ 1
0 1 0
Sm; =
0 01
0
L i =N

Luego, por ({) y en virtud de la férmula binomial de newlon se tiene:

k

(A2 — D) =Y (ﬁ) (Mi(2) = 20)* 75T, (5)

v=0

Nota 2.4. Se puede verificar fécilmente que la potencia S7, = 0 siempre que

va,-

o
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Ahoru bien, puesto que

FUm; (A2 = 3 86 (X5 (2)) = 20])* en virtud de (3)
k=0
oo k &
=S a Y (D)o -z usi, por (5) (©)
k=0 =0 .
Ahora, pora v y 7 fijos se liene que:
> o (E)ovter - mtsz, = g‘*(?_%)m‘*f(z’ - )t vs3,
=0 I —

|

| - |
| :ka(k—1)--1-"(k—v+l)(Aj(z)_zﬂ),,_,,S::‘j
) k=0 )

= SFO0).

Definicién 2.11.
Sea A(z) una matriz de funcidn analitica e invertible de orden n x n sobre el
dominie G, con 0{A(2)) = {M(2),--- . N(2)} y forma de jordan

J(z) = T (2)A(2)T(2) = diag(Jm, (M (2)),- - s Jmi (Ae(2)))-
Supdngase que In funcién f: C — C es m; — 1 veces diferenciable en A;(2)
para j =1,--- 1. Entonces, la matriz de funcidn analitica f(A(z)) estd definida
por

f(A(2)) = T(2)f(J ()T} (z),
donde f(J(2)) = diag(f(Jm, (M(2)))s- -+, F(Jm, (Ae(2)))), conm

m;—1

Fm i) = 3

v=0

SIS,

En m’rtufi del teorema de los residuos, considerando Indr(A(2)) = 1, para todo
z suficientemente cercano @ zy se liene:

[0 _ 1 [ OG)
At Ae o v ™

donde T'| ea un contorno simple cervado rectificable tal que todos los autovalores
de A(zo) estdn en el interior de I’ y A(z) # Aj(2) para todo z suficientemente
cercano a Zo’

10
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Ahora, sea Jim,(Aj(2)) un blogue de jordan asociado con X;(z} y sea
Mz) # Xj(2) con

[A(z) — Ai(2)| > ,E}é'x ‘{mj -1}, VzeG.

Luego,
M = Jon, (A5 7 = ((M2) = AN = Sm, )™ por (4)

Sm; Y7
= (A(z) ~ «\j(z))“‘(’ - m) *

Pero ahora bien,

Sm, __ UISml

Az) =A@ IM2) = A(2)
- Mol
T A(z) = As(2)]

< méx;—1,.. 4{m; - 1}
= TTIAGR) - M(2)]

M) =X _
< IA(z) - Ai(2)] L

Luego, en ¥ se tendrd que:

my-1

. ) | B _“—'—1——&_ ("'_1_—_— )u
(A=) — Iy (M;(2))) 7 = (@) - Aj(2) ;ﬂ A(z) — A;(2) Sims ) -

11




Esto iltimo se deduce de la serie geométrica y de la nota 2.{. Luego,

%/rf(/\(z))(,\(z)f - Jm;(-\j(z)))“d,\(z) -
mi—1

= _“[ f(A( )) z (A(z) A (z))v+l d/\(Z)

F(A(=)
| E 2nfr(A(z) NN Simy dA(2)

m;—1

=¥ 100 0D g0 e vt de (1)

m_,

|

\

‘ .

= fUm D). ®
\

Esto dltimo se tiene en virtud de la definicidn 2.11.
Ahora l‘nen por la misma definicién se tiene:

fAR) = T(2)f(J (NT7(2)

|
= T(z)diag(f(Jm, M1 ()} » FlIemy M(WNT(2)

[£(Tmy (1(2)))
=T(z) 0 T7!2)
X £y (M(2)))

SISV SO IC)))

F(M2)) T(2) 0 T-(z) dA\{(2).

1
5|~
S

(A = Jon (M(2)))~}

12
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Esta dltima iqualdad en virtud de (8).

(AR = Jmy (M1(2)))

L[ s T2 o T-1(z) dA(z)

—21l’i r

(A= = o, (M(2)))

L

= 55 [T TG A = diag(Um, O (2= I X @] 17 @)

= omi

-1
! 4‘ F103E3) (T(z) [A(z)] — diag(Jm, (M (2)},--- ,J,,.,(A;(z)))]T“(z)) dA(z)

| .
= 557 [10G) [MOT = T(e)iog(Im ().~ I T2 @)

|
|
= 57 [ FOME) Q@1 - AG)™ D).

Enmmjnen, aehaprobadoquepammmlquierfunciénanamimf:(?——!c v
una matriz A(z) dada, se puede definir una matriz de funcién analitica asi:

F(4E) = o7 [ S BT - 4G I ©

Por consiguiente, considerande a f : C — C dada por f(A) = AY™ (1o cual
¢s analitica) en (9), se tiene que:

X(2) = Am() = 2 [ X/m() (@ - A N2,

con lo ckml, claramente X™(z) = A(z). Esto muestrs que localmente, es decir
en una ‘vecindad de todo punto zp € G dado, siempre ezisie una rafz m-ésima
analt’tict’: para A(z).

|

Esta observaci6n es la base en la cual se fundamenta este tr;abajo, puesto que
pemlib(ﬁ afirmar que el espacio solucién de las raices m-&imas de una matriz
A(2) da‘da, en vecindades pequeiias de puntos fijados sobre el dominio & nunca
es vacio, i ’

-

13
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3. MATRICES DE FUNCIONES 2 x 2
|

En el pr}esente capitulo se establecen algunos resultados sobre matrices de fun-
ciones analiticas de orden 2 x 2 y sus raices analiticas.

Definicién 3.1. {Ceros mayorizados)

Se dice gue los ceros de una funcidn endalitica a(z), con 2 € G, estdn _
mayorizados por los ceros de una funcion analitica b(z), con z € G, 3 todo
20 cerolde a(z) es también cero de b(z) y lo multiplicidad de zy como un cero
de a{z)| no excede a la multiplicidad de zg como un cero de b(2): 6 en otras
palabras, si el cociente (b(2)/a(z)) es analitico en G.

‘Teorema 3.1.
l'na mo;ltn'z triangular superior de funciones analiticas de orden 2 x 2
|

[ A(Z) - lall{z) 012(3) z€E G (10]

0 ugg(z) ’

con ent‘mda.u diagonales no nulas en todo G, admite una raiz cuadrada analitica
sy sotf) i al menos una de las funciones /a1 (2) £ V/az2(z) tienen sus ceros
en G m‘ayon'zadas por los ceros de aj2(z).

\
Nota 3.1. Si en el enunciado del teorema se eligen los opuestos aditivos de
Va11(z) v Va(z), el teorema sigue siendo claramente cierto.

Demasfmcidn. (Teorema 3.1)
Inicialmente se considera el caso cuando la entrada ayz(z) es identicamente nula
(ﬂlg(z)‘[a-‘ 0, para todo z € G); esto es cuando

R ay3{z) 0
A(k)u.[ A an(z)j,ze@.

En este caso, las matrices X (z) tales que X*(z) = A(z) vienen dadas por:

) _ [£ven(z) 0
| X(z)"[ 0 i\/an(z)]°

Pero a.ljnora bien, La entrada (1,2) de la matriz X{(2) es exactamente
a12(2}/(V/an (z) £ /ax(z)) = 0. As{ que X (z) obviamente es analitica puesto
que aiz(z)/ (/a1 (2) £ /a22(z)) = 0 también lo es y esto ultimo es exactamente
equiva!ente a decir que al menos una de las dos funciones /611 £ /623 tiene sus
ceros mayorizados por los ceros de a42.

Resta mostrar €l caso en que a12(z) no es identicamente nula en G.

api(z) a12(2)

En efecto: Sea A(z) = l 0 ang (z)l , z € G vy supéngase que existe

14




z51(2) 722(2)

X(z) = lz‘l(z) 'z""(z)} tal que X2(z) = A(z). Entonces,

[z'f;,(z)uu(z)zn(z) Iu(z)(zu(z)‘*‘ﬂw‘zz(z))} [an(z) 012(2)]
en(en(z) +an(2)  hia) +l2en() 0 an()]

Luego, se obtiene el sistema:

- 2,(5) + za()en (2) = o (2) ay
' zia(z)(xn(2) + z32(2)) = 612(2) (12)
} : z21(z{Z11(2) + 222(2)) = 0 _ (13)
} 234(2) + 212(2)zn(2) = an(2)- (14)

Al resol‘ver este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas se obtiene
que X (f) debe ser de la forma:

0 ++/az2(2)

Ahora Eien, puesto que ay2(z) no es identicamente nulo en G, entonces en (13)
se deduce que 22 (z) debe ser identicamente nulo, en otras palabras, lo que se
ha proﬁado que la raiz cuadrada analitica X (z) de la matriz triangular A(z)
que se esta considerando es también triangular superior como se muestra en
(15). .
Asf las cosas, una raiz cuadrada analitica de A(z) existe si y s0i0 si por lo menos
una de|las ecuaciones:

r12(2)(Van (2) £ Ve(2)) = a12(2)

tiene solucién analitica z,2(z) en G, es decir, que el cociente

a12(2)/(Ven(2) £ Vaz(2))

sea analitico en G. Esto iitimo es equivalente a la condicién de mayorizacin de
ceros de la funcién a;3(z) sobre las funciones Ve (z) £ yaaa(z). [ ]

15

[i e am(z)/i(\/n““u‘(z')')+i(J—aza(z))] |
X(z) = . (15)
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Corolar‘io 3.2,
Sea A(z) una matriz de funcién analitica de orden 2 x 2 sobre G. Supingase que
los autovalores M\, (2}, A2(z) de A(z) para todo z € G, pueden ser enumerados

tal que A‘l(z) y Az(z) sean funciones analiticas en G. 5% por lo menaos se tiene

que una de las ramas de la funcidn rofz euadrada

Tr(A(2)) £ 2v/det(A(z)) # 0,
para todo z € G, entonces eriste una raiz cuadrada analitica de A(z).

Nota ;3{.2. En el capitulo 5 se verificard que: Dada ung matriz de funcién
analitica A(z) de orden n x n, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{a) Los autovalores A(z),--- ,An(2) de A(z) pueden ser enumerados tal que
pﬂ% todo z € G, M\(z), -, An(2) son funciones analiticas.

(b} Exziste una matriz de funcién analitica invertible 5(z) tal que S(z) ' A(2)5(z)

es‘tr‘iangular superior para todo z € G.

Por consiguiente, no se pierde generalidad en suponer que A(z) dada en las
hipdtesijs del corolario o demaostrar es triangular superior.

Demosiracion. (Corolario 3.2)
Teniendo en cuenta la nota 3.2, se puede asumir que:

- an(z) ay2(z)
A(z) = [ 0 ﬂn(Z)J .

Ahora, si por lo menos se tiene que una de las ramas de la funcién raiz cuadrada
Tr(A(z)) £ 2v/det(A(z)) # 0, para todo z € G; entonces,

a1 (z) + azz(2) £ 2v/an (z)e(z) # 0,
(Van (2))? £ 2v/611 (2)an(z) + (Van(2))* 0,
(Van(z) £ Voz(2) ) £0, Vz € G.
En consecuencia, al menos una de las funciones 1/ay1(z) & /ax2(2) ser4 distinta

de cero &mra todo z € G. Ahora bien, si \/a11(z) + /az(2) # 0, (el caso cuando
Vo11(2) — V/622(2) # 0 es andlogo) como ay1(z) y oxn(z) paratodo z € G son

funciones analiticas, entonces \/ay1 (z) + 1/622(2) serd analitico y asi el cociente

an(z)/i a11(z) + \/az2(z)) también serd analitico puesto que a;» (2) lo es. Pero
recuérdese que decir que el cociente a12(2)/(y/e11(z) + \/a22(2)) es analitico es
equivalente a decir que los ceros de la funcién analitica Ve (z)+1/ax2(z) estén
mayorizrados por los ceros de la funcién analitica a;2(2) y asi por el teorema
3.1 se tendra que A(z) admite una raiz cuadrada analitica lo cual completa la
prueba. ‘ N

16
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Ejemplo 3.1. Sea A(z) una matriz de funcién enalitica de orden 2 x 2 sobre
un dominio G, dada por:

A(z)=lzal zi‘lJ’ z€GylgG.

Obnérvefe que para este caso Tr(A(z)) —2/det(A(z2)) =0 pard todo z € G, por
tal razén se verifica que Tr(A(z)) + 2y/det(A(2)) # 0 pare todo z € G.
En efecto: Es fdcil ver que

| Tr(A(2)) + 2V/det(A(2)) = 2z — 2+ 2/~ 1)?

| —4z-4#0, V2€G,

puesto que 1 ¢ G. Asi, por el corolario 3.2, eziste una raiz cuadrada analitica de
A{z). Fécilmente se puede verificar que existen dos raices cuadradas analfticas
para A(:‘:) las cuales estdn dadas por: :

/’ r\/Z—.‘ *jm]
‘} X1(2)= y
' ) Z—1
|
| -vz—1 —hm
| Xa(2) = : ‘].
“ | 0 —z-1
\
|
\

T
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4. PRELIMINARES ALGEBRAICOS

A cont.ipuaci(m se prueban algunos resultados principales de manera general,
considel‘-andu un campo F cualquiera; resultados que serdn de mucha utilidad
para abordar el caso de matrices de funciones analiticas de orden n X n.

Definicién 4.1. (Autovalor y Autovector)
Sea V un espacio veclorial sobre un campo F y sea S un subespacio de V. Sea

T : 8 —+ V una aplicacién lineal. Un escalar A € F 3¢ dice autovalor de T. si
satisface que T'(x) = Ax. Al elemento ¢ se le 'dice autovector de T asociado sl
autovelor A.

Definicién 4.2. (Espectro de una Aplicacién Lineal)
Sea V un espacio vectorial sobre un campo F y sea 8 un subespacio de V. Sea
T :§ — V una aplicacidn lineal. se define el eapectro de T (o(T)} por:

a(T) = {A € F: T(z) = Az}
T .

A contihuacién se enuncia un resultado conocido como el teorema de la apli-
cacién|espectral, el cual serd usado en el teorema 4.2.

'1‘eore:;1a 4.1. (Teorema de la aplicacion espectral)
Sea F t+n campo y A una matriz de orden n x n sobre F. Considérese f como
una funcién polinomica sobre la clausura algebraica de ¥ (F }. Se define

o(f(A)) = {f(A) : A€ a(A)},

donde ?’(A) dm;ota el espectro de A como en la definicion {.2. Entonces, se
satisface que o(f(A)) = f(o(A)).

‘l'ecrema 4.2.
Sea F un campo y sea A = [ai;]};., una matriz iriangular supersor de orden
nxn s‘obre el campo F. Supdngase que:

| rango{lA—A}>n—1, YAEF, (16)

entona%s, toda matriz X de orden n x n sobre F tal que X™ = A pars algiin
entero positive m, debe ser triangular superior.

Demostracidn.

Pasandf} a la clausura algebraica de F, se puede asumir que F es algebraicamente
cerrado. Ahora bien, sea X una matriz de orden n X n sobre F tal que X™ = A
para algin entero positivo m. Considérese la funcién f dada en el teorema de
Ia aplic:acién espectral como f(z) = ™ para todo z € F. Luego, en virtud del
teorema de la aplicacidn espectral se tiene que f(o{X})) = o(f(X }) ; esto es,

flo(X)) = a(X™) = o(A).

18

BNTY FRSID A2y i

BIRLIGTHLA onp

SENTES -n-}-.(_.:!m.&@g.y G s T




2L

Ahora, se verifica que:

fo(X)) = (A" A€ a(X)}.

En efecto:

B € f(s(X)) <= Irea(X):B=f(A)
&> INeo(X):f=A"
&= fge{A":reo(X)}}.
En resumen. '
Fle(X)) = {A™ : A € o(X)} = a(A).
Ahora, puesto que A es triangular superior, entonces a;) €8 un autovalor de
A; por tanto, existe un Ao € o(X) tal que A’ = a11. Ahora bien, si z es un

|
antovector de X correspondiente al autovalor Ag, entonces

Axr = X"z
= X""'(Xz)
= X" (do1)
= Af{X™ ' 7)

= ,\H‘z
= anr. (17)

Esto muestra que z es un autovector de A asociado al autovalor ag;.

De (17)[se tiene que (4 — a1 I)z = 0. Puesto que a1y € F, entonces por hipdtesis
rango(A ~ anl) > n — 1, mas precisamente rango(A —anl)=n—1.

Ahora bien, (A — a1 I)x = 0 es exactamente

0 a3z @in Ty 0

0 ap—-oun - aan z3 0
= 3

0 0 cer Bpn — 811 Tn 0

de don(?e se tendrd que:
n
| Z ez = 9,
‘ =2

\
lo cual }mplim que x; = 0 para todo i = 2,3,--- ,n. Luego,

- z=z1 0 - 0.

Por otr‘a‘phﬁe, puesto que se ha dicho que x es un autovector de X asociado al

l
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a.utova.l(‘)r Ag, entonces, Xz = Agz; esto es,

| Tii T2 ' Zing M Ao Ty

| T ZTzz o ZTam | |9 0

| : S : o ’

r Tn1 Zn2 - ZInn 0 0
entonces, ; ,

| zifen T - Zm] = a o 0 -+ 0},

|

dedond‘e Tiy=AX ¥y T =0,Vi=23,---,n o

Esto iiltimo muestra que la primera columna de X tiene todas sus entradas cero
except.o[ posiblemente la entrada superior. '

De igué] forma cotno se realizé con ay;, se puede decir que:

Puesto ‘que agg es un autovalor de A, entonces, existe un A\ € o(X) tal que

AT = agp. Ahora, si ¥ es un autovector de X correspondiente al autovalor A;,

entonces
" Az = XMz = asnr. (18)

Esto rm}zestra gue z es un autovector de A asociado al autovalor agg.

De (18) se tiene que (A - az.d)x = 0. Puesto que az; € F, entonces por hipStesis

rungo(h —ampl)z2n -1 :

Ahora Pien, (A-apl)z=0es exactamente

aj) — G2 Q12 @3 Gin zy 0
¢ 0 ax - Oyn I3 0

- . - = - b}
0 0 0 Aan —~ 822) |Zn 0

: |
de donde

n
(a1 — a2}z + Z a1z =0

=2

n
Z AT = 0.

i=3

De la dltima igualdad se tiene que z; = 0 Vi = 3,4,-- -, n. Por tanto,

z=[z1 z2 0 - O]T, donde z; y z, son escalares cualesquiera distintos

de cero en el campo F, los cuales satisfacen la ecuacion:

(aiy = @) + a2 = 0.

20
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Ahora bien, puesto que r €s un autovector de X asociado al autovalor A,
entonces, Xz = \z; esto es,

Zyy Iz ot Tia £ 31
0 2 -+ T} |T2 Tz
0‘ I3z b Tan 0 — Al 0 ,
0 Zuz - ZTonm 0 0
de dom%e Zoxy = 0, Vi = 3,4,- - 5. Asi ent,pﬁcm, se deduce que z;3 = 0

Vi = 3,4,--- ,n. Esto dltimo muestra que la segunda columna de X tiene todas
sig entradas cero excepto posiblemente la dos primeras entradas superiores.

Hasta eiabe momento se ha mostrado que

-

I
0

0
X =

[}
0

L

T2
I
0

0
0

Tin-1
Xin—1
I3in—)

Tn—-1n-1
Tan—1

Tin
I2n
I3n

Tn-in

Tnn

Continuando con €l proceso, COMO Gy_.in-1 €8 un autovalor de A, existe un
As € a(b{) tal que AT* = ap_1p..1. Ahora, si z es un autovector de X correspon-

diente e‘al autovalor A,, entonces

| Az = X™z = AT = @p—1n-12- (19)
Esto muestra que 2 es un autovector de A asociado al autovalor Go—1n—1-
De (19) se tiene que (A — 8nin1)T =0
Ahora bien, (A ~ @¢p_in-11)z = 0 es exactamente
@11 — Gp-1n-1 a2 8in-1 a1p zy 0
0 622 — Gn—1n-1 G2n—t G2n z3 0
1] 0 s 0 Gn—1in In—1 0
0 0 T 0 Gpn — Gn—-1n-1 Tn 0
de donde
' n
(811 — @n-1n—1)Z1 + 3 a1iZi = 0
=2
Y (822 — Bn_1n—1)Z2 + E: aziz; =0 (20)

Gn_inTn = 0.

|
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Dela ﬁiﬁima igualdad se tiene que x, = 0. Por tanto, todo autovector z asociado
al autovalor ), es tal que

' :c-—-[zl X2 - Ep-1 O]T,

donde las variables z;, con i = 1,2,--- ,n — 1 satisfacen el sistema {20).
Puesto Ctl“e ge ha dicho que z es un autovector de X asociado al autovalor A,,
entonces Xz = A,Z, esto es,

) X Fiz Tin-1 Tin €1 I

[ 0 3 - Fan Zan k3 Z2

f : = A, )
) 0 0 - Zn—in-1 Zn-in] |Tn- Tn-1

} 0 o - Tnn-1 Inn 0 0

|

de donde Tpn_12Zn_1 = 0, lo cual implica que Znn—1 = 0. Asi se completa la
prueba.,;pues i X es tal que X™ = A, entonces se debe tener que X es de la
forma

l TIn XIyz - Tin—1 Zin W
\ 0 xp - T2 Tan
0 0 - T T3n
X =
0 0 - Tp-ip-1 Te-ln
L. 0 0 e 0 xnn .
[
\

Obsen"racién 2. Sea X = [z:j]};~) une matriz iriangular superior de orden
n x n, lusando tnduccién sobre ef' amanie de la matriz “n 7 y luego usando
induccién sobre la potencia “ m " de la matriz X se puede verificar que las
entradas de la matriz X™ estdn dadas por:

m—1]
~TA — £ m-1—n1,
X", = (z gt ):.m+
*=0
+ Pm.r,(xppezmls oy Tpre—1y Tphiphls T 2 Tpblrgy T szr,r,)s

|
dondep=1,2,--- ,n—-1 y rp=p+1,---,n Ademds,

Pm.r,(-"?pp,zmh“' 1 Bprp =1y TpHiptls " " v Tpilrg, """ ,:Br,,r,)

es un cierto polinomio homogéneo de grado m con coeficientes enteros.
Por cje‘meIo, para la entrada [X™),,, se tiene que:

Pm.n(xllazl‘lv"' y TIn-13 822y B2y i'rﬂn)a

es un ﬁoﬁnomia homogéneo de grado m, donde intervienen ("2 n-2) yariables
wij, 1<i<i<n, (1,5 # {1,n).

;
|
|
|
;
[
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'l‘eoremn 4.3.

Sea A = [a,,}, =1, 6ij € F una matriz triangular superior mnemble y supdngase
que emten las rafces m-ésimas t/d;; € F pora cada j = 1,---, 8. Supdngase
ademds ‘que se satisface la condicidn (16) del teorema §.2. Entonces, existen al
menas m raices m-ésimas distintas de A con entradas en F.

ey
Uemostracwn.
Supongase que existen las raices m-ésimas /aj; € F. Se asume que:

a;; = a;; == Yau = Yajj ; A (21)

es deﬂrl[ dados dos elementos iguales en la diagonal principal de A(z) se ehgen
sus raices m-ésimas iguales. Ahora bien, Puesto que A satisface las condiciones
del teorema 4.2, entonces se tiene que si X es tal gue X™ = A, entonces X
debe ser triangular superior; por tanto, es suficiente construir las entradas de X
cuando 1 < 7. Por hipotesis

: ri= Van£0, Vi=l-,n (22)

Por la o‘bservacién 2 se sabe que:

k o
(X m]p'rp = Gpr, = (E zp 3) Lor,+
L a=0
’ + Pm.f‘,{zppa Zpptls s Tpr, =L Tpilpls 7 1y Zptirgs " az'r,r,.)-
| (23)

Por otra parte, en virtud de (21) y (22) se tiene que:

i Tii # Tj; = Th £ 555

con lo cnal
m—1 m m
z — 2T
s m—1— - _ 5] 33 P
’ z"z:u _.._.....-—#0, Vl,J—-l,Z,---,n
Tii — Tjj

‘ =0

Porconsagmente ( PDUIE Ty, ;':‘;:") #0, paratodop=1,2,--- ,n~1

T p+1,---,n. Asi entonces, de {23) se puede obtener que:

o, L Qpr, — Pm.!",(zppi ot !xpfp—llx Tpriptls " s Tpilre: " :-'Fr,r,) (24)
} (21"’—0 x;'px"rrrl—.)
donde 'f) I, ,n=1lyrp=p+1,--.,n

|

El resultado obtenido en (24) permite ca.lcular todas las entradas de X por
encima de 1 diagonal principal tal que X™ =
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Nétese que en el desarrollo de la demostracién no se ha enfocado el hecho de
que existen al menos m raices m-ésimas distintas para A, pero esto se deduce
tacilmente con solo observar que el conjunto formado por todas las entradas
diagonalles de las matrices X tales que X™ = A ({zj; : zj; = /a5 }i=1);
tiene mn elementos distintos; luego, eligiendo n elementos{por permutaciones
sin reemplazamiento) de dicho conjunto para formar una diagonal principal aso-
cinda a una matriz X tal que X™ = A y asi, usando (24) se calculan el resto de
clementos por encima de la diagonal principal para la mam; X. De esta forma,

s obtienen al menos m rafces m-ésimas distintas para 4. - n

4

Ejemplo 4.1. Sea ¥ = R y A = l?] i] una matriz iriangular sspertor
invertible. Obviamente ezisten Ja; € R para cada i = 1,2. Entonces, se veri-

ficard qﬂe ezisten ol menos dos raices cuadradas distintas para la matriz A con

entmda{ en R. En efecto:
Puesto que A satisface el teorema 4.2, entonces, toda matriz X de orden 2 x 2

sobre R tal que X% = A es triangular superior; luego, sea X = r(;l ;ml
22

tal que

2 _ |2t @zEu +za2)| _ 14 2]
e R M R IV R

eﬂtaﬂCCD, e Muce qtlﬂ.’

Por cortm'guieﬂte, observando que la entrada (1,2) de la matriz X no exmiste
cuando se eligen las raices cuadradas opuestas, entonces se puede ver gue solo
eTisten dos raices cuadradas distintas para A dadas por:

2 1 —2 -1
N R

Corola‘rio 4.4.

Sea A T [a6517 j=1» @i; € F una matnz triangular superior invertible y supdngase
que exiftcn las raices m-ésimas 7/&;; € F pera cada 7 = 1,---,n. Supéngase
ademds que se satisface la condicién (16) del teorema {.2. Entonces, existen a
lo sumo m™ rafces m-ésimas distintas de A con entradas en F.

Demostrmcidn.

Puesto &que A satisface las hipotesis del teorema 4.2, entonces se tiene que toda
matriz ?( de orden n x n sobre el campo F tal que X™ = A debe ser triangular
superior. Considérese el conjunto

Z; = {:l:,-,' Ly = "'\/ﬂii}?zl'

24
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Notese é;ue para cada i = 1,--- ,n, el conjunto Z; posee m elementos distintos.
Ahora, sea

M:={X:X™ = A}

”-"»'11
0 v ] *
I S o F ,
| 0 0 - Zn_in—s
} 0 0 .- 0 Tan

donde a;':,-,- € Z; paratodoi=1,--- ,n y los elementos sobre la diagonal prin-
cipal estén dados por (24} }.

Nétese que los elementos sobre la diagonal principal de cada matriz M dependen
dela eléccién hecha para los elementos de la diagonal principal. Ademaés, puesto
que par‘ra cadat = 1,--- ,n Z; tiene m elementos distintos, entonces al aplicar
pernlutficionea con reemplazamiento sobre la diagonal principal, M tendrd a lo
sumo m" matrices distintas. .
Ahora bien debido a la forma que tiene los elementos sobre la diagonal principal
a saber

|

Qpr,, "I,m.r (Iwu"' v Epr ——lyI;J+1p+la"' 1rp+lr T 1. )
P — ' r » P #'p

Fprn ’
m—l s _m—1-2
" (25=0 LopTrere )

entonces, se deduce que si el denominador ( mel g gmel-a) Q)

8==0 TpPTTaty
para todo los z;; que se eligen sobre la diagonal principal, entonces M tiene
exactamente m” raices m-ésimas distintas; si por lo menos una de las sumas

(Zf;;,‘] o ) = 0 se disminuyen el nimero de elementos de M.

En resumen, M no tiene mas de m" raices m-ésimas distintas para A. s
13 4 :

Ejemplo 4.2. Sea ¥ = R y A= |0 5 +2| una matriz triangular superior
¢ 6 8

inuerti‘blc. Obviamente existen las raices /a;; € R para cada i =1,2,3.

En wirtud del corolario (4.4), se verificard que existen a lo sumo ocho raices
cuadm‘rdaa distintas para la matriz A con entradas en R. En efecto:

En virtud de que A satisface el teorema 4.2, entonces, toda matriz X de orden

3x3 slobre R tal gue X* = A es triangular superior. Ademds, en virtud de (24),

Gpr, — Pm,r',,(zpp: T, =1y Tptlptls T Tptlrp) " :xr,r,,)

Tpr, = , , .
m-1_, m—-1t-s
. (En:ﬂ Ipp:r'"prp )
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donde eneste casop=1,2 y ro=p+1L, 3.

Aasi,
. Py 3(z11,222)
2 —
zn tTn
i = 3137 P2 3(Z11,%12, %22, F23, T33)
13 — - )
Ty + Taz :
_ ag3 — Pa3(%22,233)
T3 =

Zon + Tag

P 2{(z11,222)

|
|
|
|
|
donde Slf puede verificar que los polinomios
{ Py ,3(Z22, Ta3)

son identicamente nulos. Luego, las matrices X toles que X 2 = A estin dadas
por:

1 4—FPas
Ti+2vs  kl1+ive

- V2
X 0 ;{;‘/5 I/A++vE

0 0 +v8

Al combinar los signos, se verifica que existen 23 rafces cuadradas distintas, lo
cual enfom lo afirmado en el corolario (4.4).

£1
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5. PRELIMINARES ANALITICOS

En el presente capitulo se enuncian algunos resultados importantes acerca de la

analntlc:da.d de los autovalores.

Acontiquacién se daran unas definiciones y un lema que seran de mucha utilidad
para la’prueba del teorema 5.1

|
Deﬂmcxén 5.1. (Dominio Smith)
Un domsmo smith es un anillo R conmutative con s unidad sin dtmsoms de
cero tal que toda matriz X con entradas en R puede ser transformada vie
X —+ | EXF (donde E y F son matrices invertibles sobre R} a una forma

dmganal d(zy, - ) donde z,,--- .z, € Rf{0} tal que z; es divisible por

.r,ch'R,pamJ-l p~L

Deﬂnu‘:lén 5.2. (Anillo de funciones analfticas)

Bl coﬂjunto A(G) de las funciones analiticas definidas sobre un dominic G,
junto con las operaciones de adicién y multiplicacion usual de las funciones
Jorma un anillo. y se llama anillo de funciones analfticas sobre G.

Lema 5.1.
El anillo A(G) de funciones analiticas sobre G es un dominic smith.

Demastmc:dn

Sea A(z) una matriz de funcién analitica en A({G). Sup6ngase que A(z) es de
orden 1} x'n y rango r. El lema es claramente cierto cuando n = 1. Supdngase
entonces que el resultado es cierto para matrices de orden menor que n.
Supéngase que el rango de A(z) es menor que n, entonces existe al menos un
vector .‘;:, analitico en G, para el cual Az = 0 en G; y se puede asegurar que
T no es nulo, combinando algunos factores comunes de los coeficientes, cuando
son expresadoa en términos de la base canonica ey, - - ,e,. Ahora, existe una
matriz de funcion (Jo analitica e invertible en G, para la cual z = (Joeyn, luego,
AQqe,, | = 0; asi, los elementos en la ditima columna de Ao son todos ceros.
Ahora, considerando la matriz conjugada QOA se puede ver de la misma forma,
que existe una matriz de funcién anlitica e invertible Py en G, la cual es tal que
los coeﬁ(:lentes en la dltima columna de @,AP; son también todos ceros. Se
sigue entonces que Py AQp tiene ceros tanto su dltima columna como su tltima
fila. Por consiguiente, PoAQo puede ser considerada como una matriz de orden
n-1, relatwa alabasee;, - ,e,_1. Existen por tanto, en virtud de la hipétesis
dos matru:es de funciones Pl y @, de orden n - 1, las cuales son analiticas e
invertibles en G y son tales que P Py AQo@, satisface la definicién (5.1) en la
base ej},--- ,€n-1. Extendiendo a P, y ¢} a la base original e),-- ,eq, por

medio de Ias condiciones Pie, = e, = 1€y, entonces se tendra la definicién -

(5.1),p:r;.ra Af(z) en la base original e;,--- ,ey. [ ]
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Teorema b.1.

Sea G un dominio en C, 6 un intervalo en R. Ses A(z) una matriz de funcién '

anali’timl de orden n x n sobre G. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{a) Lof.s autovalores A1 (2), Ma(z), -, An(z) de A(z) pueden ser enumerados
ta{ que, paru todo z € G, At2), A2(z), -+, An(2) resulten ser funciones
analiticas.

(b) Eziste una matriz de funcién analitica invertible S(z) tol que
§7'(2)A(2)8(z) es una matriz triangular superior, para tode 2 € G.

Demaostracion.

La pr_uePa de este teorenia consiste en verificar que (a) == (b) ¥ (b) = (a).
En efecto: Supongase que (a) se satisface. Sea A;(z) un autovalor analitico de
Alz) ¥y é:onsidéme la matriz de funcién B(z) := A(z) — A1(z)1. Obviamente
B(z) asi definida es analitica. Por tanto, B(z) € A(G). Luego, en virtud de la
definicién 5.1 existen matrices E(z) y Fi(z)en A(G) de orden n x n las cuales
son invertibles y satisfacen:

‘L B(z) = E{z)diag(z1(2),22{(z}, JZa{2))F1(2), V2 €G, (25)

doude z;(2), Z2(2), - - - Tn(z) resultan ser funciones escalares analiticas. Ahora
bien, puesto que A1{z) es un autovalor asociado a A(z), entonces

A{z)z = M(2)r, para un cierto vector T # 0. Luego, (A(z) — M(2)D)z = G;
con lo cual B(z) = A(z) — Mi{2)] serd no invertible para todo z € G; en otras

palabra.g. detB(z) = 0 para todo z € G. Entonces, por (25) puesto que E(z) y

[ N .
Fi(z) son invertibles se debe tener que al menos una de las funciones z;, -+, Zn

es identicamente nula. Por ejemplo, sea z, = 0. Entonces,

Fy(2)A(2)FT (2) = Fi(z)(B(2) + M (2 DFT(2)

= Fi(2)B()F] ' (z) + M(2)Fi(z)FT ' (2)

= Fi(2)B(2)Fy ' (2) + A (2)]

= F\(2)[E(2)diag(0, %2, 23, - - &) i (2)\F 1 (2) + M (2)]

= Fi(z)E(z)diag(0, 22,23, - 1Ta) + 1 (2)]

¢ 0 -~ 0 1 0 . 0
0 z --- O 01 - 0
—REER]. . . (v a@], . :
0 0 -+ xn 90 -+ 1
- 1\1(2) *
ST - 0 A;(Z) )
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L .
| ~1 _ |M(2) *

| R4 @ =" L) (26)
dondeLAl(z) es una matriz de funcién analitica de orden (n — 1) x (n —1). Esto
muest#a que A(z) es semejante a la matriz dada en (26). Por tanto, A(z} y la
matriz dada en (26) tienen los mismos autovalores; asi, eligiendo el autovalor
Aal(z) j:le A(z) se debe tener que

A
M7 PR ERRRCE (27)
An(z)
Az(2)
para algiin vector z # 0; donde ademds A,(z) = ) en la cual,
An-11{2)
A1 (2) denota la i-ésima fila de A;(2) paracadai=1,---.,n - 1.
r
Luego[, de (27) se obtiene: '
| Mlz) #]z=da(2)2,
siendo = [z, ---za)T y el sistema:
Au(z)y = Az(z):l‘.‘g
An(z)y = Xa(2)xs
' . (28)
An-1(z)y = Xe{2)zn,

dondci “y " es un vector de orden (n — 1) x 1, dado por y = [z2 ceezn)?
Ahora bien, el sistema (28) puede ser escrito en la forma A;(2)y = A2(2)y, esde-
cir, ,\;;L(z) resulta ser un autovalor para A; (z) (més generalmente Ay(z), -+ , An(2)
resultan ser autovalores de A, (z))(Recuerde que una matriz de orden n xn tiene
a lo sumo n autovalores distintos).

En forma similar al proceso anterior, considérese C(z) = A1(2) —Az(z)I, donde
I dehota la matriz identica de orden (n ~ 1) x (n — 1). C(2) asi definida es
analitica. Por tanto, C(z) € A(G); luego, existen matrices invertibles H (z2) ¥
M(z)}de orden (n — 1) x (n — 1) en A(G) tal que

C(z) = H(z)diag(ri(z),r2(2). - - ,ra-1(2))M (2}, VzE€G.
Ahora bien, puesto que detC{z) = 0 para todo z € G, entonces se debe tener que

al menos una de las funciones ry(z),ra(z), - ,Fn_1(2) s identicamente nula;

| ' 29

)

O



supéngase que r;(z) = 0. Entonces

M(2)A(z)M ™\ (2) = M(2)(C(2) + Xa() )M~} (2)

= M{2)C(z)M~(2) + Ma(2)]

= M{z)H(z)diag(0,r2(z}," - ,ra—1(2)} + Aa{z}]

|
|
|
L 0 0 0 10 - 0
\ 0 rg - O 01 -~ 0
| = M(z)H(z) . : + Az(2) .. .
” 0 0 - 7o 00 - 1
|
| = |22(2)
: [0 Az(z)]'

En regumen
| M@aEM = M 4 (29)

donde Az(2) es una matriz de funcién analitica de orden (n —2) x (n—2). Esto '
muestra que A,(z) es semejante a la matriz dada en (29).

Por o‘tro Jado, considérese 1 € A(G) como la funcién escalar unidad. Entonces,
definiendo

 Re-|) | VOO0 )

se t.ie;le al multiplicar en (26) por F»(z) a izquierda y por F;'(2) a derecha

= M (2)(H(z)diag(0,7r2(z), - ,rn,.l(z))M(z))M"l(z) + Az(2)]

~
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lo sigu?enw:

| 0.
ROREADE OF @ =[5 i) FOADF@ g w-i(e)

= l(l) M*(Z)j lkléz) A:(z)] l; M‘*l(z)j

- lAlf()Z) M(z):l](z)j l(ll M'*l(z)

— /\1(2) *

=l o M(z)Al(z)M‘l(z)J
—/\1(2) * :I

= A2(z) , [en virtud de (29)]
| 0 Ax(2)

Por consiguiente, se ha probado que

Az(z)

A (2) *
Fz(z)Fl(Z)A(Z)Fl_l(Z)Fz_l(z) = Az2(z) )
0
dondé A»(2) es una matriz de funcién analitica de orden (n — 2) x (n —2).

Continuando con el mismo proceso {n — 2) veces se obtiene el siguiente
resuttado:

A (2)
Aalz) .

n—2

1
(,-Ll,jl_,gpi(z}) A(z)(izl 0 An-2(2)

R(z)
donde R(z) es una matriz de funcién analftica de orden 2 x 2.

Finalmente considémse D(z) = R(z) = An—1{z)], donde I denota la matriz

identica de orden 2 x 2. D(z) asi definida es analitica. Por tanto, D(2) € A(G); .

hlegot, existen matrices invertibles J(z) y K(z) de orden 2 x 2 en A(G) tal

que
D(z) = J(z)diag(t1,tz2)K(z), Vz € G.

Ahora bien, puesto que detD(z) = (0 para todo z € G, entonces se debe tener
que al ménos una de las funciones £1,¢; es identicamente nula; supéngase que
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h = 0.i Entonces
K(z)R(2)K 1 (z) = K(2)(D(2) + Aa-1(z2))K ' (2)
}
= K(z)D(2) K }2) + An-1(2)]
= K(z)(J(z)diag(0, t2) K (2)}K ™' (z) + A1 (2)]

= K(2)J(z)diag(0,22) + Aai{2)]

k@[5 o]+ "3 o)

|
|
|
|
’f
|
|
|
]
|

- *n—l(z) *
B l 0 1'22(2)] )
Por consiguiente,
K()R@K () = l)‘n—(; ) rr.-:(z)} ' 3D

Esto lilueet.ra que R(z) es semejante a la matriz dada en (31).

by
Ahora bien, sea

1
i *
Fn-—-l (Z) =
. 0 1
K{(z)
Y
1
1 *
| F ()=
i 0 1
K~!(z)

Luego, se tiene al multiplicar en (30) a la izquierda por F,,_1(z) y ala derecha
f
|
|
|
%
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:
por F},(2) lo siguiente:

r [A{z}
} ‘\2(3) .
T ) aw( T E'@) =
(11 e )aa (Tl &)
) 0 An—2(z)
! \. K(z)R(z)K“l {z)]
: | .
"2 (2) : .
I[ " Aalz) * ]
\
| - (32)
f a\n_z(z)
L 0 f\nml(z)
! L raz(z)]
|

Esto uiuwtra que A(z) es semejante a la matriz dada en (32); por tanto, tienen
ignal determinante con lo cual se concluye que ry2(z) = An(z). Por iltimo,
cnnsidt%ra.ndu

| s@= ]I F@

i=n-
se concluye que S(z) es invertible (puesto que cada Fi(z) lo es, para todo
£=1,-}--,n—-1) y ademés satisface )

A} (Z) *

T
| 0 An(2)

Asi, se tiene la implicacién (a) == (b).

S(z)A(z)Sz) =

Resta probar la implicacién (b) == (a). En efecto:
i

Supén%ase que (b) se satisface. Entonces, para toda matriz de funcién analitica
A(z) 'de orden n x n, existe una matriz de funcién analftica invertible S(z)
tal qu‘F $71(z)A(z)S(z) es triangular superior. Puesto que S(z) es analitica,
entonces S—1(z) también lo es y puesto que A(z) por hipStesis es analitica,
entonces la matriz triangular superior dada por S7'(z)A(z)S(z) resulta ser
analftica; con lo cual, los elementos en la diagonal principal de la matriz
t.rianghlar superior §~'(2)A(z)5(z) son analiticos, los cuales son precisamente
los autovalores de A(z). Asi se concluye que los autovalores de A(z) pueden
ser enumerados Lal que estos resulten ser funciones analiticas. Esto completa la

demostracion. | |
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Antes he enunciar una condicién suficiente para la analiticidad de los
autovalores, se introduce una definicién conocida de curva diferenciable ;

dada in:

Deflnicién 5.3. (Curva diferenciable)

Sea [ un intervalo en R. Una curva 7v: I — R™, se dice diferenciable st su
derivada 4(t) existe y es continua para todo t € I

Pri)ptj),sicién 5.2. :

Sea A(z) una matriz de funcién analilica de orden n x n sobre un intervalo real
G. Si para todo z € G, los autovalores A({z),- -, Aal2) de A(z) pertenecen a una
curva diferencible T C € fija, entonces Ay(z).- - , An(z) pueden ser enumerndos
tal qm;: sean funciones analiticas de 2z € G.

Demogtmcirin.
Sea zgt ¢ G. Los autovalores A;(z) de A(z) pueden ser escritos como series de

| . . . N
p()t(!n(‘:las fraccionales én una vecindad de zp asi:
|

Supdngase que p > 2 y que el menor de los coeficientes a;x, con k no miltiplo

- .
Aj(z) = 2 a_,-g(z - Zo)”p ; Gk cC.
k=0

de p, es no nulo. Sea ko el mas pequeiio de los enteros, no miultiplo de p, tal que

ajk, # 0. Entonces, haciendo que z — zo por la derecha y por la izquierda se
tiene (rme:

l [1'1[1+ [AJ(;:) - ;\_,(zg)](z - 20)“*0/17 = Bjkg -

|
|
|

lim [As(2) — As(zo)](z — 20) %077 = (—1)*/ajz,.

z2,

Claramente, loa nimeros ax, ¥ (—1)%/Pq ;. cada uno coincide con la direccién
tangencial de T' en el punto A;(z0), 0 son opuestos en esta direccion. Por tanto
(—1)*0/7 debe ser real, lo cual es absurdo. Asi, se ha probado que los autovalores
de A(z) son analiticos en una vecindad de zo. Puesto que 2y € G fue elegido
arbiteario entonces, se puede concluir que para todo z € G, los autovalores
Xl(z)L. cv+, An{2) de A{z) son analiticos. a

|
|
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6. RESULTADO PRINCIPAL
|
En est,e[ capftulo se presenta el resultado principal de este trabajo y algunos re-

| . - . , ;. ’y = .
sultados que garantizan la existencia de raices m-ésimas analiticas de una matriz
dada. |

r

Toorema 8.1. (TEOREMA PRINCIPAL)

Sea G uﬂ dominio en C y sea A(z), z € G, una matniz de flmcson analitica
nwerttble Suponqasf* que los autovalores de A{z} pueden ser enumeradaos tal
que ellos sean funciones analiticas en G. Se fija un entero m > 2. Entonces:

fa) b‘%mten al menos m malnces de funciones meromoerhcas X;(z) distintas
de ordenn xn, j=1,---,m, tal que X[*(z) = A(z).

fb) Sﬁ se adiciona, que paru toda funcidn analitica A(z) ol menos uno de los
subdetennmantes de A(2) — AM(2)! de orden (n — 1) x (n ~ 1) no es iden-
ticamente nulo, entonces, existen a lo sumo m"™ malrices de funciones
nfemmorﬁcas X;(z) distintas de orden n x n, con j = 1,--+,m, tal que
Xf;"(z) = A(z).

Demosl.rmcidn.

Sea G un dominio en C y sea A(z), z € G, una matriz de funcién analitica in-
vertible. Supéngase ademas que los autovalores pueden ser enutmerados tal que
ellos sean funciones analiticas en G. Entonces por el teorema 5.1 (b) se puede
reducir |A(z) del caso general al caso en que sea triangular superior; es decir, se
puede a‘.sumir sin perdida de generalidad que A(z} es triangular superior.

Considelarese IF como el campo de las funciones meromorficas de G en C.
Puesto ﬂue A(z) es triangular superior, entonces, la diagonal principal esta con-
fnrmada por sus autovalores; esto €s a;j;(z) = Aj(z) para todo j = 1,-
Luego, cada Aj(z) es analitico para todo z€ G y todoj=1,---,n. Ademas
\/a,,(g) = 3/A;j(z) € F, para todo j = 1,--- ,i por ser composicién de fun-
ciones meromorficas. Asi las cosas, en vm:ud del teotema 4.3 se tendrd que
exlsten fal menos m matrices de funciones X;{z) distintas de orden n x n, tal
que . ;(z) = A(z); las cuales resultarin siendo meromorficas puesto que sus
entrada.s pertenecen al campo F.

Ahora, se verifica la afirmacién (b).

Supdngase que para toda funcién analitica A(z) al menos uno de los subdeter-
mmant,gs de A(z) — A(z)! de orden (n — 1) % (n — 1) no es identicamente nulo.
Se verifica ahora, que esta hipétesis implica que:

L rango{A(z) - Mz) [} >2n -1 VA(z) € F.

ISi F denota el conjunto de las funciones meromorfas en G, F junto con las operaciones
de ad1c1én y.multiplicacién usuajes entre funciones es un cuerpo conmutative (o, un campo,
viase [3]! [9])
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En efecto: Supéngase que existe A(z) € F para el cual se tiene que:

| rango(A(z) — A2) ) <n-1 vz e G.

Esto nmphca que al menos dos columnas de la matriz A(z) — A(z)] son lineal-
mente dependiente. Por consiguiente, cualquier submatriz de A(z) ~ AMz)I de
orden (n — 1) x {n - 1) tiene determinante igual a cero, puesto que toda sub-
matriz rcont:ene al menos una columna linealmente dependiente.

Pero ahora bien, si el A(z) que se ha supuesto, es autovalor de A(z), entonces
Alz —[a..(z) para algin i = 1,--- ,n, asi que A(z) es analitico sobre G, lo cual
umtr«uh(‘(’ las hipétesis dadas en b)

Por otro lado, si A(z) € F no es autovalor de A(2), supongase S(z) cualquier
submat;nz de A(z) ~ A(z)] de orden (n — 1) x (n — 1). Obviamente 5(z) con-
tiene en algunas ‘de sus entradas elementos de la forma ai; — A(2) para algunos
i=1, L ,n. Ahora bien, puesto que detS(z) = 0 y siempre detS (z) depende
de todas la.s entradas de S(z), entonces se tendra que A(z) debe ser una funcién
acotada para todo z € G, con lo cual A(z}) serd analitico y nuevamente se con-
tradicen las hip6tesis dadas en (b).

Por oonslgu:ente lo anteriormente supuesto es falso. Por tanto se tiene que

it rango(A(z) - M2)) 2n—~1  VA(z)€F.
Asi se ‘twnen todas las hipétesis del corolario 4.4 y en consecuencia existen a
lo sumo m" matrices de funciones meromorficas X ;(z) distintas de orden n x n,

con j TF__ 1,---,m tal que X*(z) = A(z). (]
\

Los resultados que se enuncian a continuacién establecen el problema de exis-
tencia de raices m-ésimas analiticas para una matriz analitica A(z) dada, para
la rual se supone que sus autovalores son analiticos. Para esto se debilitan un
poco las hipétesis del teorema principal en el sentido de que se adiciona la condi-
cién de mayorizacién de ceros estudiada en el capitulo 3. Mds concretamente se
enuncia el primer resultado asi:

Teorema 6.2.

Sea A(z) = [8:j{2)]f=, uvne matriz de funcidn analitica triangular superior e

mwrt:ble en G. Sea X(z) = [£:;(2)]};=, una matriz trianguler superior tal que
"‘(z) A(2) [y cuyos elementos por encima de la diagonal principal estdn

dados por (24). Supdngase ademds, que los ceros de

| _t :

E P 6 €3

estdn %nayon'zadas por los ceros de

ﬂpr,(z) Prn r,(pr,xml, s Tpry -1 Zplptls s Tphlrgy e szr,r,),

entonces, la matriz triangular superior X(z) := [z ()]} = ‘es una rofz
m- f‘strra analitica de A(z).
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Demostracion.
Sea A([z) = [845(2)]} j=; una matriz de funcién analitica triangular superior e
invertible en G. Puesto que los elementos por encima de la diagonal principal

de X(z) estdn dados por (24), esto es:
|
. . Py (Zpps - - 1 Zpry—1: Tptipls """ 1 Tptirg: 1 Trpry)
Prp ’

- (S agpamst ™)

wnx)%ll--‘,n—l ¥y rp=p+1,---,ny porhipétesissetiehequelos
cerode

| m—1
} Z s m—1-&
t IPPI,P,.’

=0

estin rina.yorizados por los ceros de

‘L Gpr, — Pm,r,(xpp: Tty Zpry—trZptlply T s Tpdir,, Tt ,31',1',);

ent,oncgs, se tendréa que las funciones zp, (z), con p= 1,---,n—1v%

Tp = pf+ 1,---,n son analfticas para todo z en G; es decir, todos los elementos
que constituyen a la matriz X (z) son analiticos y asi X (z) tal que X™(z) = A(z)
sera una raiz m-ésima analitica para A(z). o
Corolario 6.3.

Sea A(z) = [ai;(2)}2;=) una matriz de funcién analitica triangular superior
e invertible en G. Si las rafces m-ésimas analiticas z;;(z) = %/a;;(z), con
i= I,T-— .n pueden ser elegidas tal que

ai; = uj; = Yoi = Yaj;,
con lo{cual,

27(z) - 2 (2)

m—1
.zz:o h()zf TN @) = xii(z) — z5(2) i VZ.E ¢

EntonFces, A(z) tiene una raiz m-ésima analitica.

Demaostracion.

Por hipétesis la suma Ef;:,l ::,?,-(z):r:;-’}"l"(z) es analitica vy no nula para todo

zEG)y todoi,j =1,---,n. Luego, el cociente
J _ Gpr, — P (Tpps -+ 1 Tpry,~1: Tptiptls " s Tpidryy - yxr,r,)
Pre !
! m—1 m-—1—s

(Z.:o x;‘pz"p"r )

conp=1,-,n~-1y rp=p+l---,n serd analftico; es decir, los ceros de

|

m~1

& . m--1—12
z waﬂ,.'rp

=0
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estan m{ayonzad’ os por los ceros de

r Gpr, — Pm,r,(-'rppf‘ g Zpry-LyTptiptls T 2 Tptlrps T smr,r,.)-
Asi, ent virtud del teorema 6.2 se tiene que A(z) admite una raiz m-ésima
analftic;a. a

%
A wnt%nuacién se dard un resultado que generaliza el teorema 3.1, el cual se
enuncia; asi: .
'I‘eore:}n_n 6.4.

o lenl(z)  aizdz)
Sea A(T) - l 0 an(z)
gular 3t[:pen'ar de orden 2 x 2, con entradas diagonales no nulas parg todo z € G.
Entences, A(z) tiene una raiz m-ésima analitica si y solo st al menos una de
las m? [funciones

m-— |
{ Z(Vﬂu(z) )‘("\'/‘122(3) )m_l—n»
=0
(dtmde‘} cualquiera de los m valores de las raices m-ésimas pueden ser escogi-
dos inqependieﬂtemente pars Van(z) y Taxn(z) ) tienen sus ceros en G
mayorizados por los ceros de a12(z).

J , con z € G una matriz de funcidn analitica trian-

Demaostracién.

; ;
Sea X(‘z) = lx“(){Z) :;:g; , para todo z € G tal que X™(z) = A(z). Por
induccién sobre la potencia m se verifica que:

F m-— m—1—»s

Xm(z) = 3"'1“1 (Z) 312(‘3)( 3:0l Zil(z)'zn ! (z)) , VzeG. (33)
| 0 z3(2)

En efetl:t.o:

Loscasos m =2y m =3 se deducen ficilmente.

Supétléme ahora que se satisface el caso m — 1, esto es:
|

X;m_l(z, - [x'::-‘(z) m(z)(z’.’:_:,’ zzl(z)z;";"'(z))] , Vz€G.
[ 0 =5 (2)

Ahora bien, puesto que X™(z) = X™!(2)X (z), entonces

| -
Xm(tz) = I;’;"(z) ${2(2)(ET=? Iil(z}xgmz_z_'(z)):l [xll(z) 312(2)]

0 zn=1(2) -0 z22(2)

) 2u) (SR mh(Z)t%""(Z))}_

It R z53(2)

| 5
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En vzrt.ud de la expresién (33) ya verificada y puesto que X™(z) = A(z),
entonwa, se deduce que:

} .
! ‘ zu(z) = Vaulz),

@ Q T3a(2) = Vanlz) vy
ﬁ
|

m—1
20) (X #5110 = a0

De la ultlma igualdad se puede decir que A(z) tiene una rafz m-ésima analitica
siy sol;a si al mengs una de las m? funciones

k m—1 m~1 . m_les
| Z 5 (2E 1) = 3 (Van@ ) (Vo) )™ 7,
[ =0

admite una solucién analftica ,2(z) en G; esto es que el cociente

Zyp(z) =

|

| a12(2) _

} T (V) ) (Van@))™
!

sea analitico para todo z € G; o en otras palabras, que ia suma

| mi: (Von (@ )" (Vanz) )"

‘ =0

| .
tenga sus ceros en G mayorizados por los ceros de a;2{z). =

|
:

|
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7. EJEMPLO

En esta seccién se da un ejemplo donde el dominio G que se considera es un in-
tervalo real y se stipone que los autovalores de la matriz A(z) dada, son niimeros
reales ;fositivos. Ademas, se puede observar que este ejemplo es una consecuen-
cia inmediata de algunos resultados dados en capitulos anteriores.

|
Lema 7.1.
Rt es ?nn curva diferencicble.

Demostracién.

Considérese una parametrizacion para Rt dada por:
} :

‘E a: (—00,0) — R?

| t -—— (£2,0).

Claramente a(t) es una curva diferenciable para todo t € (~o0,0) , puesto que
su derivada
| a(t) = (24,0),

existe } es continua para todo ¢ € (—o00,0). Esto muestra claramente que se
satisface sobre a(t) la definicién 5.3 y asf, R* serd una curva diferenciable. ®

Teorema 7.1.

Sea A(z) una matriz de funcién analitica invertible de orden n x n sobre un
intervalo real G. Si los autovalores de A(z) son positives para tode 2z € G,
entonces A(z) tiene raices m-ésimas analiticas para todo entero positivo m.

mestn.

En virt%ud de que los autovalores de A(z) son positivos para todo z € G; esto es,
X;(G) C R*, con j = 1,- - -, n; entonces, por lo mostrado en el lema 7.1, dichos
autovalores pertenecen a una curva diferenciable fija; luego, por la proposicion
5.2 se tiene que los autovalores de A(z) pueden ser enumerados tal que ellos
sean funciones analiticas. Asi, en virtud del teorema 5.1 existe una matriz de
funcién analitica invertible S(z) tal que §(2}A(2)S(z) resulta ser una matriz
triangtEilar superior para todo z € G; con lo cual, se puede suponer sin perdida
de generalidad que la matriz A(z), dada como hipdtesis en el teorema, es una
mat.rizf triangular superior. Con lo anteriormente dicho, supéngase que A(z) es

de la forma:
|

'

|

: Ar(2)

E Aa{z) *

| Az) = ,

An(2)

i
l
I
[
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donde )j\j(z) >0, paratodoz€G y toda j = 1,--- ,n. Ahora bien, eligiendo
las rafces m-ésimas positivas de las entradas diagonales de A(z) se tiene que

|
‘r m—1
‘[ Y zhl2)zf N (2) #£0, Vz€G.
: =0
|
Por tanto, en virtud del corolario 6.3 A(z) tendra rafces m-ésimas analiticas

para t.qdo entero positivo m. ]
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Abstract. Various conditions are developed thet guarantee existence of analytic roots of a given
analytic matrix function with invertible values defined on a simply connected domain.

Key ﬁorhs. Analytic matrix ‘functions, Roots.
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1. Introduction. Let G be a simply connected domain in the complex plain
C, or an op:en interval of the real line. By an analytic, resp., a meromorphic, matrix
function in G we mean a matrix whose entries are (scalar) analytic, resp., meromorphic
functions in G. Unless specified otherwise, G will denote a fixed simply connected
domain, or a fixed real interval.

Let A{z), z € G be an n x n matrix function analytic and invertible in G. In
this paper we study analytic mth roots of A, that is, matrix functions B which are
analytic in,G and satisfy the equation B(z)™ = A(z) forall z € G. Herem 2 28
positive integer. Of course, it is a well known fact from complex analysis that for
n = 1 there are exactly m analytic mth root functions.

Howevér, in the matrix case not much is known. See, for example, [2]. This is
somewhat surprising, especially because the problem is a natural one.

"fo start with, consider an example.

EXAMPLE 1.1. Let G be a simply connected domain such that —1,0 € G and
~1 ¢ . Consider the analytic matrix function

| -
: A(z)=[(z+6§) }} 2€G.
r F
Clearly A(%) is invertible on G. An easy algebraic computation shows that there are
only four meromorphic (in G) functions B(z) such that B(z)? = A(z). given by the

formula }

iz +1) (Bulz+3)+ 467" ] _— (L1)

E
2

|

where 8, and 5, are independent signs 1. None of the four functions B(z) is analytic
inG. O
One can use functional calculus to compute square roots of an analytic invertible

n x n matrix function A(z), as follows. Fix z0 € G. For z € G sufficiently close to 2y,

*Received by the editors 21 February 2005. Accepted Jor publication 15 August 2005. Handling
Editor: Harm Bart. :
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'

use the formula

?
t B(z) = 2—:"- jr O = AN dA, (1.2)

where T is|a simple closed rectifiable contour such that all eigenvalues of A(z) are
inside T. the origin iz outside of T', and (M)/™ is an analytic branch of the mth
roob function. Clearly, B(z)™ = A(z). Formula (1.2) shows that locally, ie, in a
ueighborho[mi of every given zp € (7, an analytic mth root of A(z) always exists.

In the next section we treat the case of 2 x 2 analytic matrix functions and their
analytic ro!ot,s. using a direct approach. The general case of n x n matrix functions
requires some preliminary results which are presented in Sections 3 and 4. Our main
results are'stat,ed and proved in Section 5. Finally, in the last Section 6 we collect
several corLollaries concerning analytic roots of analytic matrix functions.

2. 2 % 2 matrix functions. We start with triangular 2 x 2 matrix functions.
We say that the zeroes of a (scalar) analytic function a(z), z € G, are majorized by
the zeroes fof an analytic function b(z), z € G, if every zero 29 of a{z) is also a zero of
b(z}, and the multiplicity of 2o as a zero of a(z) does not exceed the multiplicity of
20 88 a zero of b(2), ot in other words, if the quotient b(z)/a(z) is analytic in G.
THEOREM 2.1. A 2 x 2 analytic triangular matriz function

o |midz) onalz) .
SRR R o
r

with diagonal eniries non-zero everywhere in G admits an analytic square root if and
only if at least one of the functions \fori + Gz and ai ~ V822 has its zeroes in
(3 majorized by the zeroes of a12. .

Here ﬁy Jan and /azz we understand either of the two branches of the analytic
square root scalar function; the statement of the theorem does not depend on this
choice. )

Proof. The case when a, is identically equal to zero is trivial: the condition on
the majorization of zeroes holds automatically, and the square roots of A are delivered

by the forimula

| le:t\/ﬁ 0 J

)‘ 0 +./az2

(this exhausts all the possibilities if the diagonal entries of A are not identical, and
many more analytic square roots exist otherwise). So, it remains to consider the case
of a3 not equal zero identically.

If B(%) = [bij]?'j=l is the analytic square root of A(z) in G, then, in particular,

i (byy + baz)biz = 612 and (biy + beo}bn = 0. . (2.2)

Since ap2|is not identically zero in G, neither is byy + baz. From the analyticity of
functions involved it follows from the second equation in (2.2) that by is identically
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[
zero. in otPer words, the analytic quadratic roots of the triangular matrix under
oonsideratiokn are triangular as well.
But an lupper triangular B is a square root of A if and only if

F b2, = a1, by = axn,

and the ﬁrs!t. equation of (2.2) holds. The analytic square root of A therefore exists if
and only if at least one of the equations

b2( /a1 + +822) = 612
and

bll2(\/all - o2) = aiz

has an analytic in G solution byjz. This, in turn, is equivalent to the condition on
the zerces of the functions a;; and \/an * /a3 mentioned in the statement of the

theorem. | [N
COROLLARY 2.2. Let A(z) be a 2 x2 analylic matriz function on G. Assume

that the eijcnvdues A{z), Aa(2) of A(2), for every z € G, can be enumeraled so that
A1(z) and Aa(z) become analytic functions on G. If jor at least one branch of the
square ool function we have

&
: tr{A(2)) + 2v/det (A(z)) # 0

Jor every z‘Le G, then there exists an analytic square root of A(z).
For the proof use Theorem 2.1 and 4.1 (to be proved in a later section); the latter
theorem allows us to assume that A(2) is upper trianguiar.

|
}
!
b
!
'

3. Alg‘ebraic preliminaries. _
THEOREM 3.1. Let F be a field, and let A = [a; 5]}, be annxn upper triangular
matrix over the field. Assume that

: rank(A-Al)>n~1 ¥ AeF (3.1)

Then every n X n matrit X over F such that X™ = A for some positive integer m
must be upper triangular.

Proof.i Passing to the algebraic closure of F', we may assume that F is alge-
braically closed. Let X be such that X™ = A. By the spectral mapping theorem
{which is easily seen using the Jordan form of X)

: (A" € a(X)} =alA).

In particultar, there exists Ag € o{X) such that AT = a1,1. If Z is a corresponding
eigenvector of X, then

E Ax:X"‘:r:A{,"zzal,lz.

Thus, z is me eigenvectoi‘ of A corresponding to the eigenvalue a; ;. But the condition
(3.1) implies that A is nonderogatory: Only one eigenvector (up to a nonzero scalar

|
:
|
|
|
|
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%

multiple) fo‘Lr every eigenvalue. So z is a scalar multiple of [1 0 ... 017, and therefore
the first column of X (except possibly.for the top entry) consists of zeroes. Now use
induction on n to complete the proof. a

1 he smpe restllt holds tor any polynomual eqguation
| ..,

t Z C_,'Xj = A-

| 7=t

\

rather than X™ = A

Theorein 3.1 says nothing about existence of mth roots X of A. A necessary
condition (ﬁnder the hypotheses of Theorem 3.1) is obviously that mth roots of the
diagonal elements of A exist in F. From now on we assume that F has characteristic
zero {or more precisely that the characteristic of F' dees not divide m). It turns out
that under this assumption, the necessary condition for existence of the mth roots of
invertible nonderogatory matrices is also sufficient.

We proceed by induction on the size n of matrices. Let X = |z;|;., beannxn
upper triangular matrix: x; ; = 0if ¢ > j. Then (using induction on m for example)
one verifies that the (1,n) entry of X™ has the form

F

m-1
E_‘ m-1—j.
1,’1'_‘.1:“." Tin

j=0

[X™1n
t PrnlZ11, 21,20 » B1n=1,T22r -2+ 20 - - Ty s

f
L
|
:
f
|

where

Prmn = Prmn{T1,0. %12, -, E1n=1,T2,2, - - - s T2,00 - - - Tniyn)

is a certaiﬁ homogeneous polynomial of degree m with integer coefficients of the '
{(n? +n — 2)/2 variables 2, j, 1 <i < j < n, (i,5) # (1,n}. For example,

Pag = (21,121,2 + 21,272,2)%2,3 + 11,272,3T3,3-
THEOREM 3.2. Let A = {a:,5)2 1, @ij € F, be an_upper triangular invertible
matrix, and assume that there exist mth roots /@;; € F, Jori=12...,n Then

there exist ‘Lat least m distinct mth roots of A with entries in F'.
Proof. Select /@ so that

Gii=6;; = Tei; = Vb, ' (32)

Construct t:he elements of the upper triangular n x n matrix X = [b; j]?;_, such that
X™ = A by induction on j - i. For the base of induction, let

bii= /6 #0, i=12,....,n (3.3)
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(T withjj _i < k are already constructed, we let by kit D2kszi ey bk be

defined by the equalities

| m-—1
= j pmel-d
01,k+1 = Z Y b, i | bkt

t =0

|
and 8o on, i.h‘e last equality being

t
m—-1

| . .
an-kn T Z b:-—k.n-kb:‘.;l—" bk
3=0

+ Pm,k+1(bl1|.|qb1.2, bk bz, bk brar k) (3.4)

+ Pm.k-l-l(bfl—k,nmka bn—k.n—JH»l parny bn—k.n-l 3 bn—k+l.n—k+1r R bﬂ—k-!-l.ﬂ, - bn.n)-
(3.5)

Condition (3.2) gua.rimt.ees that

F m~1 ) ]
[ Z b{ib;r:_;l—l’ 7&0| iaj = l,-“,ﬂ,

; i=0

and t,herefcf,re equalities (3.4)~(3.5) can be uniquely solved for by k41, ., bnkn. The
proof is completed. 0

CoROIE,LARY 3.3. Let A= 8:;|7j=1, 6ij € F, be an upper triangular inveriible
mairiz. Assume that there exist mth roots «y&'}j e F, forj=1,2,...,n. Assume
ﬁ:rthcnnort'e that the condition {3.1) is satisfied. Then there exist nol more than m"
distinct mth roots of A with entries in F.

For the proof combine Theorem 3.1 and (the proof of) Theorem 3.2.

4. Analytic preliminaries. It is well-known that eigenvalues of an analytic
matrix funiction need not be analytic. More precisely, there need not exist an enu-
meration of the eigenvalues at each point that yields analytic functions on the whole
domain, or even locally. _

Underk some additional hypotheses, the analyticity of eigenvalues can be guaran-
teed. For Eexa.mple, the well-known Rellich’s theorem [6], [7}, also [4, Chapter S6]),
asperts that if G is 8 real interval and A(z), z € G, is a Hermitian valued analytic
‘matrix function, then the eigenvalues of A(z) are analytic. Results on triangulariza-

tion of analytic matrix functions under certain additional conditions, see for example

(3}, slso yi:eld as a by-product analyticity of eigenvalues.

We formulate a general result on analyticity of eigenvalues. The result may be
known, but we did not find s comparable statement in the literature. The simple
connect.edhess of G is not needed here.

THEOREM 4.1. Let G be @ domain in C, or an interval in R. Let A(z) be an
analylic nix n_matrix function on G. The following statements are equivalent:

:
|
|
|
:
L
|

3



t
.o L
Ehectrouic Jowrnal of Linesy Algebira ISSN a1-3810

.\pmmnimu:—numrm Sactety
Vetume 13, pp. 157-19, Angust 1005

|

192 L L. Rodman and [. Spitkovsky

{a) The! eigenvaiues A (z), ..., An(z) of A(2) can be enumerated s0 that, for every
2 €'G, M(2),...,An(z) are analylic functions ofz€G.

{b) 'I?lére erists an invertible analytic matriz function S(z) such that
S(z)~1A(2)S(z) s upper triangular for every 2 € G.

Proof. } The implication (b) == (a) is obvious. Assume (a) holds. Let X;(2)
be an analytic eigenvalue of A(z). Consider the analytic matrix function B(z) :=
Alz) - M)

At this point we use the property {proved in [9]) that the ring A (G} of analytic
futctions on G is a Smith domain. Recall that a Smith domain is a commutative
unital ring R without divisors of zero such that every matrix X with entries in R can
be transfor%ned via X ~— EXF, where E and F are invertible matrices over R, to
a diagonal form diag(z1, ..., ¥p) (possibly bordered by zero rows and/or columns),
with x,... 2, € R\ {0} such that z; is divisible by xj41 in R, forj =1,2,....p— L.
Therefore we have a representation of B(z) in the form

; B(z) = E(z)(diag(z1,....22))F(2),

where E{z) and F(z) are invertible snalytic (in G) n x n matrix functions, and
xy....,%, are analytic scalar functions. Since det B(z) = 0 for all z € G, we must
have that at least one of the functions T,...,Zs is identically zero. Say, ; = 0.
Then

p(f)A(z)F(zr‘ - FaB@Re +n@1= | 07 4 |

where A,(2) is an (n ~ 1) x (n — 1) analytic matrix function. It is easy to see that the
statement (a) holds for A,(2) (since it holds for A(z)). Now we complete the proof
by using in‘Lduction ot n, and by applying the induction hypothesis to 4;(z). [N

A sufﬁ%cient. condition for analyticity of eigenvalues is that the eigenvalues are
contained in a simple differentiable curve, such as the real line (if for example the
matrix function is Hermitian valued) or the unit circle (if for example the matrix
function is unitary valued). We quote a statement from (8] (Theorem 3.3 there).

PROPOSITION 4.2. Let A(z) be an n x n matriz funclion, analylic on o real
interval G If for every 2 € G, the eigenvalues Ay (2), ..., Aa(2) 0f A(2) belong to a
fized differentiable curve, then Ay (z),. .., An{z) con be enumeruted so that they become
analylic ﬁs}nctim of ze (. .

5. Main results. We state the main results of the paper.
'l‘HEOl;IEM 5.1. Let G be a domain in C, and let A(z), z € G, be an tnvertible
analytic matriz function. Assume that the eigenvalues of A(z) can be enumerated so
that they form analytic functions in G. Fiz an integer m > 2. Then:
(a) T}:lere erist af least m _distinet meromorphic n x n matnz functions Bj{z),
i=L2,....m, such that B;(z)™ = A(z).

(b) If in addition, for every analytic function A(z) at least one of the (n — 1) %
(n — 1) subdeterminants of A(z) — AMz)! ts not identically zero, then there
exfist-atlnost m" distinct matriz functions B;(2) as in (a).

|
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Proof. Applying Theorem 4.1 if necessary, we may reduce the general case
to that of a triangular matrix function A, Letting the field of scalar meromorphic
functions playtr the role of F, we then derive part {a) from Theorem 3.2. Now cbserve
that for mati:ix functions A as in (b) condition (3.1} holds. Indeed, suppose that A
is a meromorphic on G function for which A{z2) — M(z)] has rank smaller than n ~ 1
everywhere on G. Then all the (n — 1} x {n — 1) subdeterminants of A(z) = Mz}
vanish on G,/and A(z) (as an eigenvalue of A(z)) must be bounded together with A
(and therefore analytic) on all domains lying strictly inside G. Thus, A is analytic on
G, which is not allowed by (b). It remains to invoke Coroliary 3.3. O

The hyptot.hesis in (b) is satisfied, for example, if A(2) is a lower Hessenberg
matrix with no identically zero elements on the superdiagonal.

We now"turn our attention to analytic mth roots. First of all note that for
every invertible n x n analytic matrix function the existence of an mth analytic root
in neighborhood of every point zp € G is guaranteed (cf. Example 1.1). For the
existence of analytic (in G) mth roots, it is clear from Theorem 5.1 that, assuming
analyticity of eigenvalues, a sufficient condition would involve majorization relations
between zeroes of certain ansalytic functions. In general, these relations are not very
Lransparent;"they are implicitly given in the proof of Theorem 3.2. We provide a full
_description of these relations for 2 x 2 matrix functions, and an inductive construction
for the general n X 1 case.

THEOREM 5.2. Let A(z) = [8ij(2)]Pjmr, @j(2) = 0 if i > j, be an upper .

triangular invertible matrix function, analytic in G. Define inductively the analytic
functions b j(z), 1 <i<j<m, by the properties (3.2) — (3.4), under the assumptions
that the zeroes of

‘} m-1

i gm=—1-7F
[ Z b"’mbﬂk‘qﬂ
| i=0

.
are majorized by the zeroes of
Gq,q+k "‘; Pm.k-l-l(bq.qy bq.q+1 penes bq.q+kv1 ' bq+1.q+l| e ybq+1,q+h s bq+k.q+k)v

forg=1,2,...,n-k, and fork=1,2,...,n—1. Then the matriz B(z) = [bii(z)}%jm-
where b; j(2) =0 ifi> j, s an analytic mth root of A(z).
In particular:
CORDLIF..AIW 53. Let A(z) = [0ij(2)]Pju1, Bis{2) = 0 if i > j, be an upper
triangular invertible matriz function, analytic in G. If the analytic mth roots b; ; (z) =
Va; ;(z), (7= 1,2,...,n) can be chosen so that
F

8i = Gjj = @i = V055 (6.1)
and
m-1
Z bf‘i(z)b;-"'j'l“‘(z) #£0 forallz€G, 1<i<js<n, (5.2)

- 4%0,

F
l
[
|
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|
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then A(z) ha.}! an analytic mth root.
For the plt'oof, simply observe that (5.2) guarantees that the majorization of zeroes
as required in[ Theorem 5.2 is satisfied trivially.

\
For 2 x 2 matrices, the result of Theorem 5.2 simplifies considerably, and yields
the following[generalization of Theotem 2.1:
THEOREM 5.4. Let
j

_ |e11(z) e12(2)
L A(z) = l B a;,z (z)} , 2€@ (5.3)

be an analytic 2 X 2 upper triangulor matriz function with diagonal entries non-zero
everywhere in G. Then A(z) has an analytic mth root if and only if at least one of
the m? functions

t

| 3 (ve’ (v

i

f
where any of the m values of the mth rool may be chosen independently for /@11
and for 7/03.2, has its zeroes in G majorized by the zerves of @y 3.

6. Deductions from the main theorems. We collect in this section several
resulis that é:an be proved using the main theorems of Section 5.

THEOREM 6.1. Let A(z), z € G, be an invertible analytic n X n matriz, and
assume that the number r of distinct eigenvalues of the matriz A(z) 18 independent of
2 € G. Then A(z) has at least m" distinct analytic mth roots.

Proof. ?;inoe the number of distinct eigenvalues is constant, the eigenvalues may
be enumera%ed so that they become analytic functions (indeed, at a branch point
several generally distinct eigenvalues must coalesce). By Theorem 4.1 we may assume
that A(z) ié upper triangular: A(z) = [8,5(2)]7 j=1, Where aij{z) = 0if i > J.
Moreover, the proof of Theorem 4.1 shows that the diagonal elements a;,; (actually,
the eigenvalues of A(z)) may be arranged in clusters:

t

| al.l(z) = a?.Z(z) = Dk Lk (z)a-"v
[ :
E akr—1+1.k.-_|+1(z) = akr«1+2,kr—l+2(z) = E k5, (2)-

Here k) < kL» <<k =n, and o, k,(2) # 6r,k,(2) or T #p and for all z € G.

Next, we use the well-known property that a linear transformation of a rectangular
matrix X defined by X — QX -XR,is invertible provided the square size matrices
Qand R have no eigenvalues in common. We apply a suitable transformation of the
form

Az) = §(2)7" A(2)8(2), (6.1)

|
f
;
|
|
F
|
|
|
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where
| Txyxiy S1,2(2) S1a(z) - 51,-(2)
0 Jakyxka—by) S23(2) S2.r(2)
S(z) = . . . . . )
0 0 0 R [T S PoT( S

with a (k; -Fk,..l) x (ko — kq—1) analytic matrix function Syq(z) (1 € <¢ 5 r).
(We formally put ko = 0.) A transformation (6.1) can be chosen in such a way that
the resulting analytic matrix function

| B(z):=§ (2) "2 A(2)S(2)

is block disgonal:
| B(z) = diag(Bi{z), Balz),- - ., Br(2)),

where B;(2)is a {k; — kj_1) % (ks — kj—1) analytic upper triangular matrix function
with ax,_,+1{2),- .-, %, (z) on the main diagonal. Since the functions on the main
diagonal of B;(z) are identical, Corollary 5.3 is applicable, and the result follows. O

It is well-known that if A(2) is an analytic invertible matrix function on a real
interval G, trhen A(z) has an analytic polar decomposition and an analytic singular
value decomposition (see, for example, (1], {5}). Both properties follow easily from the
fact (which can be deduced from Rellich’s theorem, [6], [7]) that the positive definite
analytic rnat.‘rrix function A(z)* A(z) has a positive definite analytic square root. Using
Theorem 5.2‘, a more general statement can be obtained:

THEOREM 6.2. Let A(z) ben xn analytic invertible matriz function on a real

cinterval G. |If the eigenvalues of A(z) are positive for every z € G; then A(z) has
analytic mth roots for every positive integer m.

Proof. [By Proposition 4.2, the eigenvalues of A(z) can be chosen analytic. By '

Theorem 4.1, we may assume that A(z) is upper triangular. Taking positive mth
roots of the ‘diagona.i entries of A(z), we see that the hypotheses of Corollary 5.3 are
satisfied. An application of Corollary 5.3 completes the proof. {
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