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RESUMEN

Sea A un subconjunto no vacio de Z; con p primo, para h>2en Z*. El

conjunt'o de las h sumas de A estd definida como

hA={a,+ - +ap:01," " ,a, € A}

G. Freiman mostré que si |A| < p/35, para algun primo p, y si |2A4] <
2,4 |A| — 3. Entonces A esta contenido en una progresién aritmética de Z,.

Este trabajo muestra la generalizacién de este hecho para el conjunto hA,
siempre que A y hA cumplan una serie de condiciones que implican que el

conjunto A esta contenido en una tal progresion aritmeética.
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INTRODUCCION

El Aligebra abstracta, es sin duda uno de los mayores aportes del mundo
matematico, ya que el estudio de sus teorfas ha enriquecido notablemente a
otras ramas de las matemdticas comeo el anélisis, calculo, ete.

Este trabajo toca uno de los temas mas apasionantes de este género. Como
son los %onjuntos Z.. El cual es el conjunto de las clases de equivalencia de Z
modulo , que tiene su origen en la aplicacién de los criterios de divisibilidad

con una|gran influencia del algoritmo de euclides.

La primera parte de este trabajo trata de conceptos bésicos del dlgebra abs-
tracta en ¢l sentido de Z y Z,, y a conjuntos que se forman bajo la operacién
de elementos de estos conjuntos. _

En la selgunda. parte mostraremos que dado un subconjunto A, no vacio cua-
iesquiera:t de Z, y un subconjunto hA formado por la suma de los elementos
del conjunto A y bajo ciertas condiciones este conjunto estd contenido en
alguna ;lnrogresién aritmética. Refiriéndose a la generalizacién del teorema de

FREIMAN realizado por le polaco Tomasz Schoen.




1. PRELIMINARES

El propésito de este eapitulo es mostrar la notacién y resultados basicos que

se utilizan a lo largo de este trabajo.

Se pre
portan

1.1.

dentan las demostraciones de algunos teoremas y conceptos mas im-

tes.

Nociones de Algebra abstracta y anélisis

Definicién 1.1.1 (Conjunto Z,). Sea Z el conjunto de los enteros, llama-

Femaos

donde

JZ al conjunto de las clases de equivalencia modulo p. Esto es

ZP = {[O]v [1]3"' ,[P"" 1]}

0={re€Z/z=0 modp}

[p—1)={zx€Z/z=(p—1) modp}

Néilzese quez=a modpsia—z € pZy esto equivale a que a — ¢ es

multip

lo de p con

pZ = {pnjp € Z* fijoyn € Z}

Definicién 1.1.2 (Fﬁncién Caracterfstica). Sea A C Z,, entonces

R R

Definicién 1.1.3 (Transformada discreta de Fourier). Sea f : Zn — R
una funcién. Sea w = 2™/"; definimos la transformada discreta de fourier de

f por
Firy=">Y_ fl@)w"™ para todor € Ly
2€Zn
Proposicién 1.1.1 (Formulas de Fourier). Sean f, g: Zn — R. Tene-
mos que: '
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i) f(2)

i) 3

iti) S

g)=n"1Y Fryw= { Transformada-Inversa)

*

fl@) - glz)=n"1Y Fr)3(r) (Identidad de Parseval)

frglz)= Zf(y)g(y z) entonces (F * )(r) = F(r)§(r) (convolu-

cién)

En lo que sigue |A| es precisamente el cardinal del conjunto A.

Definicién 1.1.4. Un grupo G es abeliano si su operacién binaria * es con-

mutativa.

Definic

ién 1.1.5. Un isomorfismo de un grupo G en si mismo es un auto-

morfismo del grupe G.

Deﬁniclzién 1.1.8. Un subgrupo H de un grupo G es un subgrupo normal (o
invz-}riante) de Gsi g~ Hg = H para todas las g € G. Esto es, si H permanece

invariante bajo todo automorfisino interno de G.

Definic

ién 1.1.7. Si N es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo de

1as clases laterales de N bajo la operacién inducida, es el grupo factor de G

maddulo

N y se denota por G/N. las clases residuales de G médulo N son las

clases laterales.

Ejemplo:

Las clases laterales a izquierda de 3Z como subgrupo de Z bajo la suma
son: el mismo 3Z = 04 3Z, 1 + 3Z formado por todos los enteros que dejan

residuo

1 al dividirlos entre 3 y 2 + 3Z formado por todos los enteros que

dejan residuo 2 al dividirlos por 3.

Como Z

es abeliano, 3Z es un subgrupo normal y asi Z/3Z es el grupo factor

de las tres clase residuales de 0+ 32, 1 + 3Z, 2+ 3Z. es un grupo de orden 3
1somorﬁco a Z3. Asi el subgrupo nZ es normal en Z para todos los n € Z%,

con n clases residuales

el cual

0+nZ, 14+nZ,---, (n—1)+nZ

con la transformacién ¢y : Z/nZ — Z, dada por ¢, (m+nZ) =

para 0 < m < n es un isomorfismo.




Deﬁmmén 1.1.8. Sea (G, ) un grupo, N subgrupo normal de G y
G/N = {xN/x € G}. Entonces f : G —+ G/N definida por

a—* f (@} = aN es un homeomorfismo sobre f, se llama el homeomorfismo

Ny
candénico.

_ Definicién 1.1.9 (Conjunto Dense). Sea (G, <) un grupo ordenado, y
sean i, Tz € G. G es denso si existe y en G tal que z; <y < 3.




2. CONJUNTOS SUMA Y TEOREMA DE
FREIMAN

En lo que sigue estudiaremos el teorema de Freiman, sus condiciones y la
demostracién de un teorema que en cierta forma lo generaliza.

El teorema de Freiman nos habla de la estructura de conjuntos con conjunto
suma pequefio. ;Qué significa eso? Si A es un subconjunto (finito y no vacio}
de un grupo abeliano G, definimos su conjunto suma como

A+A={a+d 1q,d € 4}

donde aly @’ no son necesariamente distintos. ;Cudntos elementos puede tener
A + A?|El nimero de sumas que se pueden formar (algunas, por supuesto,
podrian! dar el mismo resultado) es ifl-i—(i‘—:—}-ﬂ . Asf lo muestra la siguiente
figura, (liue es la tabla de sumar en A{digamos que A = {1, 82,...,0,} y por

lo tanto | A} = n)

+ a4y ax - Gy

2 = e ] .
a © e e »

o o e .
a4, © © 0 .

Pues 14+ 2+ - n = ﬁ%ﬂl Asi JA+ 4] = lﬂﬂg—[ﬁl, y la igualdad puede
darse si} por ejemplo, G =Z y A = {1,2,2%,23,... ,2"1} (si alguna suma
se repitiera tendriamos un niimero que se escribe de dos formas distintas en
base 2 y eso es imnposible).

Por otro lado, es claro que siempre tenemos la desigualdad |4 + A > |A]

y la igu:aldad también puede darse {por ejemplo si A es un subgrupo de
G). Uno no tarda en darse cuenta de que es ficil encontrar conjuntos con

. o ripes .
conjunto suma grande, pero es mucho mas dificil encontrar ejemplos en los

que el c!onjunto suma sea pequeno. De hecho, si tomamos, por ejemplo, un

conjunt(:) A de n enteros al azar en el conjunto {1,2,-+-,z} con z > n*te
entonces la probabilidad de que no se repita ninguna suma (esto es, de que
|A 4+ A]|= 'ﬁﬂ%ﬁﬂ) tiende a 1 cuando n — oo. Es decir, |A+ Al es grande y
sélo en casos rauy especiales es pequefio. ;Podemos caracterizar estos pocos

casos? jEl hecho de que |4+ Al sea pequefio implica que A debe tener cierta

5
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estructura? El resultado de Freiman nos dice exactamente eso. A partir de

| - )
ahora 1os centraremos exclusivamente en el caso G = Z.

Lemmh 1. Sea A C Z de tamafio n, entonces |A + Al > 2n—1, con igualdad
si y sdlo si A es una progresion aritmética de longitud n.

Demostracion. Como {A| = n podemos escribir A = ay, a2, , 0, cON @1 <
Qg < -+ r < ay. Fs ficil eseribir 2n — 1 elementos distintos de A + A.
a4 e <agtag < -<ag+a,<artan < - <dnp+tln (L

También podemos dar otras listas de 2n — 1 elementos distintos, como las
n — 2 siguientes. Para todo 2 < i < n — 1 tenemos

G Fal< - <ar o< <+ a< <t oy << tap {(2)

Luego ya hemos demostrado de n — 1 formas que A+ A} € 2n — 1. Ahora
bien, si‘ |A+ A| = 2n — 1 entonces todas las listas de 2n ~ 1 elementos tienen
que coincidir. Eso quiere decir que para todo 2 < 1 < n-— 1 se cumple,
compaﬁa.ndo (1} con (2), que

4t

az + a; = a1 + Giq1

de donde ag — a1 = G4y —a; V2 < i < n—1.Y decir que @3 —ay = a3~z =

Gy — G3 = -+ = Gn — On_1 €s decir que A es una progregioén aritmética de
- | - - . L4 - #g

longitud n. Por otra parte, es trivial que para una progresion aritmetica de

longitu|d n se tiene la igualdad. *

Asi|que en los enteros, lo minimo que vale |A + Aj es 2|A] — 1 y los
conjuntlos que alcanzan la cota tienen mucha estructura {son progresiones
aritméticas). No es dificil encontrar conjuntos un poco menos estructurados
para los que |A + A| siga siendo pequefio. Por ejemplo, si queremos que
| A+ AJ|< 4]A], podemos tomar como A cualquier subconjunto de n elementos
de una/|progresién aritmética de longitud 2n. Este tipo de conjuntos son una
parte significativa de una progresién aritmética. Pero si seguimos buscando
podemlos encontrar ejemplos de conjuntos con conjunto suma pequeiio que
no son| de esta forma. Si tenemos g, %1, " ,Td € LY My, ;Mg € L,
podemos definir una progresién aritmética generalizada P de dimensién d

X
como sigue

P = {ﬂ:g“i‘/\g__xl + Aoy + -+ Aazal0 < Aj <mj— 1}. (3)

6

p—— - _

1



Definimos el volumen de P como mym;---mg y el tamaifio como |P|. Deci-
mos que la progresién es propia si y sélo si el volumen es igual al tamaifio,
es decir! si y sélo si todas las sumas del conjunto (3) son distintas. Podemos
pensar en P como la imagen de una aplicacion del prisma d — dimensional
a los enferos. Es decir, una progrésién aritmética generalizada de dimensién
2.

Bien, pues para este tipo de conjuntos es facil ver que se tiene |P+P| < 2d|P|
(geométricamente, el prisma d — dimensional se ve repetido 2d veces para
formar el prisma de P + P). Es decir, una progresién aritmética generali-
zada también tiene conjunto suma pequefio, al igual que las progresiones
aritméticas y sus subconjuntos significativos. Pero una progresion aritmética
es obviamente una progresién aritmética generalizada de dimensién 1. Por lo
tanto, hasta ahora hemos probado que las progresiones aritméticas generali-
zadas y sus subconjuntos grandes tienen conjunto suma pequefio. El profundo
resultado de Freiman nos dice que esos son todos los ejemplos posibles.

Definicién 2.0.10. Sea k un entero positivo y A un subconjunto de un gru-
po abeliano G. Sea ¢ : A — H una funcién de A en un grupo abeliano H.
Decimos que ¢ es un k- homomorfismo {segin Freiman) si para xy, Z2,- - , T2
elementos de A con

Ty 4+ Tk =T+ T
tenemos que:
d(z) + - -+ + d(zx) = d(zka) + - + S(22)

Si ¢ tiene una inversa siendo esta un Freiman homomorfismo, entonces deci-
mos que ¢ es un Freiman isomorfismo.

Usaremos la notacién A 22, B para indicar un k- isomorfismo de Freiman
de 4 en|B o mas brevemente Fi- isomorfismos. En particular un Fi- isomor-
fismo preserva el tamaiio de la hA- suma. '

En lo seguido daremos unas definiciones y teoremas buscando la relacién
entre Z y Z, con p primo.

Proposicién 2.0.2 (RUZSA). Sea A C Z un conjunto de tamafio n con
A+ A||< Cn. Sea k > 2 un entero y sea m > C%n. Entonces exziste un
conjunto A’ C A de tamafio al menos n/k que es k-isomorfo a un subconjunto
de Z.,.




Demostracidn. Sea p un nimero primo muy grande (en el siguiente parrafo
diremos cémo de grande), y consideremos la composicién de funciones

Z Z ! Z Z Z

_-'(’b-)- i "’b2 (q D l_bg 1]%

donde 1, y 14 son las reducciones médulo p y m respectivamente, 32(g) es
la multliplica.cién por g v v es la funcién que manda a un T € Z; al corres-
pondiente residuo en el intervalo {0,1,...,p — 1}.

P, 'l,bgry th4 son trivialmente homomorfismos de Freiman de cualquier or-
den. 14 es un homomorfismo de orden k cuando lo restringimos a cualquier

|
intervalo de la forma I; = ( = Ly, kp] porque si coges k representantes en

{0,-++|p — 1} de elementos de un intervalo de esos y los sumas, siempre
obtienes un nimero en el intervalo de Z : ((j — 1)p, jp]. Luego la igualdad
de la sima en Z, implica la igualdad de la suma cogiendo representantes.
Elegmlos P suﬁc1entemente grande para que |4 sea inyectiva. Escribimos
S; = {.*z € Ala(yn(z)) € I;}. Entonces, para todo g existe un j = j(g) tal

que | Sgll > n/k porque en Z, solo hay k intervalos de la forma (i-;-lp, %p]

Observemos entonces que para todo g la composicién ¢ = 43 0 ya(g) oz 0ty
es un k-homomorfismo cuando se restringe a S;(g). Para concluir la prueba,
mostraremos que existe una eleccién de ¢ para la que es invertible y su in-
versa eis también un k-homomorfismo. Basta probar que hay una eleccién de
q para. Ila, que -

W(z) + -+ P(ze) = P(@han) +- - + Plzax) *

implica
T+ T = Tppr oo b Ty

porquel esto prueba por un Jado que 9 es inyectiva y por tanto que existe la
inversal y por otro la condicién de k-homomorfismo para esa inversa. De la
unica forma que puede fallar la condicién para un g dado, es si tenemos un
ntimerd no nulo § = T4+ Tk ~ Tpq1 — - - — Tzx tal que gs( mod p) = O(
mod m) :

donde |( mod p) quiere decir coger el menor residuo no negativo médulo p.
Fijamos s y nos preguntamos para qué valores de ¢ puede cumplirse *, lo
que deseamos es que falle para algin ¢ porque asi se cumpliria la condicién.
Como g recorre ZZ2 , ¢s( mod p) cubre [1,...,p— 1]. El niimero de elementos
divisibles por m en eéste intervalo es a lo sumo (p — 1)/m. Luego fijado s,

15



% se cumple a lo sumo para (p — 1)/m valores de g. Ahora, cada s esta en
el conjunto (kA — kA)/{0}, y por la desigualdad de Pliinnecke ese conjunto
tiene cardinal menor que C%*n. Es decir, * se cumple a lo sumo para C*n(p-
1}/m <|p—1 valores de g. Asi que por lo menos existe un valor de ¢ para el que
falla * v por tanto se cumple la condicién que pediamos. Asi, hemos probado
que tomando ese valor de g y A’ = S;(q), tenemos queyy = 91 oy(g) 013014
es un krhomomorfismo de Freiman de A’ (que tiene cardinal > n/k) a un
subconjunto de Z,,. X

Teorema 2.0.1 (Freiman). Sea A un subconjunto de Z, con p primo, tal
que |A|| < p/35. Si |24] < 2,4|A| — 3, entonces A esta contenido en una
progresién aritmética de Zy con |2A] — |A| + 1 términos.

Demostracién. Ver [5] *

£l sclentido de esta demostracién es la siguiente:
Como A tiene una 2- suma que es pequefia, entonces la funcién caracteristica

de A ti¢ne coeficientes de Fourier grande y diferente de cero, entonces A es

denso en alguna progresién aritmética P C Z, de-longitud QL—;—). El conjunto
A" = AN P es isomérfico {en el sentido de Freiman) a un subconjunto de
enteros, aplicando el teorema aditivo de Freiman a A’ para enteros e inferir

que A’ t|35ta contenida en una progresién aritmética de cardinalidad |2A'] —
AT 41l

i o . ,
Como tltimo paso se muestra que A’ = A, de lo contrario nos resultaria que

194] > 2,4]4] — 3.

‘ .

Deﬁni(i:lén 2.0.11. Sea A un subconjunto no vacio de un grupo aditivo y
sea h un entero h > 2. El conjunto suma h de A que denotamos h — sumA

se define como
hA={ay+---+ap: 01, - ,a, € A}

pl
_]el'|[lp10. :
Sea p =5 5; Zs = {[O]: [1]a [2]7 {3]: [4]}
Sea A T Zs, A = {[0}, [1], [2]}, sea h =2, asi la 2 — sumA es
24 = {[0] + {1, [0] + [2], [1] + [2], [1} + (1], [0} + [0, 12] + [2]}
= {[1], [2], (3], (2], [0}, [4]
11, | J, 14

L 3 2 }
= {[0]1 1]7 2]1 [2]’ [37 [ ]}EZE

4



Teorema 2.0.2. Sea h > 2 y A un subconjunto finito de Z, {A| > 2 tal que

(h—i— 1)k

|hA] < 14| -

FEntonces

L) < i PALZB0AD

— 1<j<h—1 h—3

donde p;(n} = @)—n — 7241 y L(A) denota la cardinalidad de la progresicn
aritmética mas pequenia que contiene a A.

Demos

tracion. Ver [7) _ *

Teorema 2.0.3 (Cauchy - Davenport). Sea p un nimero primo y sea A
un subconjunto no vacio de Z,. Entonces para todo entero h > 2,

Demos

IhA| > min(p, h|A]—h+1)

tracion. Ver [7) ' *

Coroldno 2.0.1. Sea p un nidmero primo y sea A un subconjunto no vacio
de Z, tal que |hA| < p. Entonces para los enteros h y hy tal que h>h >2,

Iy Al < [B/hs] " RA] +1

Demostmez'dﬁj Por 2.0.3,

ya que

Asi

RA] > |[A/By](haA)| 2 [hfBa]lAg Al = [R/he] + 1
hACZ,y |hA| < p, asi

WA > [h/hallhsAl - [h/ha] + 1
|hA|[h/ha] ™t = A+ [R/ ] =1
RAIR/ha] ™ +1 > (A Al + [h/ha]™ > A

hA[[A/R) ™ + 1> Al

10
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2.1, GENERALIZACION DEL TEOREMA DE
FREIMAN

Ahora generalizaremos el teorema de Freiman para h sumandos con h grande.

- El teorema es el siguiente:

Teorenra 2.1.1. Sea H una constante positiva tal que para todo h > H, todo

primo p y todo A C Z, que satisface
P(ln h)'?
10 < 14 < g
Y
h3/2 A
&
thAl - 8(lnh)1/2[ |

El conjunto A esté contenido en una progresién aritmética de cardinalidad

1A= PGAD

1<j<h—1 h—j

| o
donde Pj(n) = &in — j2 4+ 1,

Demostracion. Para un conjunto S C Z, el conjunto {S (r)}rez, denota los

coeficientes de Fourier de la funcién indicadora de S. (S(r) = T €2¥r*/?). Es
ses '

claro que |5(0)] = |3].

11
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Aplicando la identida@i de Parseval a la funcién indicadora de S tenemos:

Asi

Luego

P B0 = P Y 80) - 56)

S e (5 s)

r==zi) $Ezn TEZn

: — P—l S(Z S(x)@rx—rm)
r=0 z&Z,

= p pz_i(z‘S(x))
T=0 z€ln

=P pif 1S} = PYSIP = |S]

r=0

P S B0 = 18]

! r=0

SIS0 = PISI

=9

Por la definicién todas las sumas a; + -+ - + a, € A estdn en el conjunto A A,

entonces : .
‘ p-
LY AE (A () = AP
"=
v .
p-L
A(r)*(hAY(—) = |A]"P — |A]"|hA] > |A]"P/2
r=1
Sea M |== méx |A(r)] 3} por la desigualdad de Cauchy- Schwartz y la identidad

r#£0

12
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de Parseval

|A"p/2

Ast

Sea 1y €

& = arc

< ZIA (MIM(EA)(=r) < M™ 1Zl§ (MIRA)(-r)|

r=1

r=1 r=%

< Mh—lIA|1/2lhA|1/2p

M > ( 14| ) Y14] > (h_3/2)7W|A| (porhipotesis)

1hA]
(25
| (l‘an_hl)"‘”

> (1- 53’1) 1Al (1)

Z,) \ {0} tal que |A(ro)| = M. Tomemos r = arg A(re),

2h

B ={rpa: aeAyd(r—Qﬂ'( (}g) ) < o}

donde (roa), esta dado como el menor entero no negativo que es congruente
a rpa modulo P y d(z) denota la distancia de z al niimero més proximo de

la forma

y por 1

Obsérve
[27/a).

2rk, k € Z, se sigue que
| A(r0)] < |B] + (cos )(]4] — | BY),

Lo 008 0 a2 2

|B| >
l—cosa

se que B es Fy,- isomérfico a un subconjunto de enteros, donde hy =
Entonces
he > 2 h oy
0= (1 h)

13

<3 (8 1&0R) (S inr)

1/2
cos(1 — 2IB2) asi que o < 1r( ok ) . Definamos el conjunto B como

1



y por 2.0.1, 1 y 2 obtenemos

B 2holhA|
hoBl < s < +1
2|hB] heh!/?| B
< 1l 7"+ 1
= holh/he] TS 2Ry
{ho + 1)ho| B]
2 -
Asi podemos aplicar el teorema 2.0.2 al conjunto B, asi que B esta contenido

en una |progresién aritmética en Z, de tamario

1<i<ho—1 ho—J . ha
_ 2B
= holh/hal
4|RA|
< 2BA L g
s +
1/2
_
= 2{ln h)1/?

P
< SR (3)

h3 2
< 2Bl +1< hg+1

+1

+2

+ 2

Sea A,| un subconjunto de A con cardinalidad maxima, contenida en una
progresién aritmética de cardinalidad [p/h]. De 2 y 3 se sigue que |4 2
|A]/2. Un argumento andlogo al usado en 3 muestra que A, esta contenido en
una progresién aritmética de tamaiio a lo mas p/ (2k7/*), ademss sin perdida
de genel-ra.lidad podemos asumir que A; es un subconjunto de la progresién
aritmética eon la diferencia comitn 1 y centrada en 0 que significa [jaf| <
p/(4h7 14) para todo a € Ay, donde ||z|| = min({z),, (p—2x),). Sia, € A\ Ay,

entonces

p
< ==
para algiin ¥ € N. Sea £ el menor nimero con esta propiedad. obsérvese que

si k < k%%, entonces para todo a € A;

p b
< o
4n7/s " 2h
Asi el conjunto A, U {a,} estd contenido en una progresion aritmética de

tamafio a lo més p/h y diferencia comun &~ (el inverso multiplicativo de &

lIkall < kllall < B**
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en Z,) contradiciendo la maximalidad de A;. Podemos asumir que k > A%4,

Sea p =

[h3/4], entonees los elementos a,, 2a,,--- , pa, estan bien espaciados:

S o p
Illwo — jaoll = (i = fadll 2 57

para todo i #7,4¢, j€ {1,---,p} .
Consecuentemente, los conjuntos

pA1, 8o+ (p—1)A1, -+, (p— 1)a, + 4 (4)

son disjuntos dos a dos. En efecto, si (ig,+(p—%) A1)N(jao+(p—7) A1) # ¢ pa-

ra atlgtin|

A; tales

i#3j,4, 7€ {0,---,p~-1}, hay elementosa, -+ ,a,_j, by,--- , b5 €
que , : .

iao+al+"'+ap—i=jao+bl+"'+bp—jy

de manera que deseamos tener

ljao — ol = llar + -+ +api — by — -~ — b
p
< foall + -+~ + Hap—all + 1oall + - - + lopsll < o

2h

Ahora por 4 y 2.0.3

Una con

|RA| > |pAi] + Jao + (p~ YA + -+ + [(p — 1)ao + A
> (plA] - p+ 1)+ (o= DA —p+2) +--- + |A]
> p*lAl/4—p?/2 > |RA| -

itradiccién. Entonces 4 estd contenida en una progresion aritmética

de cardinalidad [p/h] en Z, y es F,-isomérfica a un subconjunto de enteros.

Aplicando 2.0.2 podemos inferir que A estd contenida en una progresion
aritmética de tamafo

o 1A= B4

)
1<j<h—1 h—73 +1
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