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Resumen

En este trabajo presentamos un estudio del dual de un grupo topolégico a
través de algunas reflexiones. El propédsito es dar condiciones bajo las cuales
para un grupo topolégico G, G = ¢ (C’), siendo £(G) una reflexién de G. Par-
tiendo del resultado donde se toma a T € £ y considerando los casos en los
que G es compacto, G es Cech completo y ¢ sobreyectiva y abierta, ademés
mostramos el caso cuando G es abeliano y metrizable referido de Chacos
en [6]. Por dltimo exponemos una prueba alternativa usando reflexiones del
hecho de que si G es abeliano precomacto y metrizable, G es discreto, el
cual ya es un resultado conocido.

Palabras claves: Grupo topoldgico, reflexion, grupo dual.

Abstract

In this paper we present a study of the dual of a topological group through
some reflections. The purpose is to give conditions under which for a topo-
logical group G, G = ¢ (C), where £(G) is a reflection of G. Starting from
the result where T € ¢ is taken and considering the cases in which G is
compact, G is Cech complete and ¢ overjective and open , we also show
the case when G is abeliano and metrizable referred to by Chacos in [6].
Finally, we present an alternative test using reflections on the fact that if
G is precompact and metrizable Abelian, G is discrete, which is already a
known result.

Keywords: Topological group, reflection, dual group.






Introduccion

La practica de dotar a un conjunto no vacio de una operacion interna, cerra-
da, asociativa con un elemento neutro y simétrico, da lugar a los llamados
grupos en el dlgebra abstracta, estructura que ha sido estudiada por muchos
algebristas, los cuales dentro del desarrollo de las matematicas han logrado
aplicar este concepto en diversas areas del conocimiento, permitiendo que
se sitie en el marco de las mateméaticas contemporaneas; por otro lado los
topologos toman estos conjuntos y los dotan de una topologia, llamados
espacios topologicos, generando una técnica con un extenso campo de apli-
caciones y convirtiéndola en una herramienta para identificar propiedades
de espacios.

La interaccién entre el algebra y la topologia, es el drea de las matematicas
que se conoce como Algebra Topoldgica, que tuvo su origen en los anos 20,
debido a Dieudonne y Pontryagin. Al unir los conceptos de grupo y espacio
topoldgico, se genera un grupo topoldgico en el cual no solo es suficiente
que tenga una topologia y operaciones asociada, sino que es necesaria la
continuidad de las operaciones del grupo a partir de la topologia, esto hace
realmente atractivo este medio para muchos por su extenso campo de estu-
dio y aplicacién, lo que permite poder abarcar muchos métodos de trabajo.
Uno de los conceptos categdricos que usaremos en este trabajo es el concep-
to de reflexion. La reflexion actia como un espejo en la cual la imagen de
un objeto es el reflejo en una subcategoria de reflexién. En todas las cate-
gorias de las matematicas podemos evidenciar ejemplos de gran relevancia
de reflexiones. Un ejemplo muy antiguo es la Compactacién de Stone - Cech
establecida en 1937, esta es una reflexién de los espacios de Tychonoff en los
espacios compactos. Combinando algebra con topologia podemos ver que
cada grupo topoldgico admite una completacion que también es un grupo
topoldgico, esta completacion es llamada la Completaciéon de Raikov. Un
ejemplo de como la estructura algebraica continua influye mucho en los re-
sultados topoldgicos, es el hecho de que cada grupo topolégico es un espacio



T5 v si ademas, es Ty, entonces es Tychonoff. Por eso no tiene sentido estu-
diar en la categoria de los grupos topoldgicos, las reflexiones que provienen
de espacios que satisfacen axiomas de separacion, ya que con estudiar la
reflexién sobre los espacios Ty, tendriamos todas las demas.

Otro concepto importante que se estudia aqui es el de dualidad. La dualidad
de Pontryagin en los grupos abelianos localmente compactos (brevemente,
grupos ALC) también actiia como un espejo pero esta refleja las propiedades
de un grupo en su grupo dual, y viceversa. La idea de dualidad consiste en
asociar a un grupo topolégico el grupo de los caracteres continuos (homo-
morfismos continuos en el circulo complejo unidad) dotado de la topologia
compacto abierta; se obtiene asi otro grupo topolégico denominado el dual.
El Teorema de Dualidad de Pontryagin para grupos ALC ha sido el punto
de partida para muchas rutas diferentes de investigacion en Matematicas.
Desde su aparicién, hubo un gran interés en colocarlo en un contexto mas
amplio que los grupos ALC. El Teorema de Dualidad de Pontryagin - Van
Kampen, para grupos ALC, que establece que todo grupo ALC es reflexivo;
es la base de la teoria de dualidad para grupos topoldgicos abelianos. Des-
de el siglo pasado, la dualidad de Pontryagin ha demostrado ser una ttil e
importante herramienta para el analisis de la estructura y propiedades de
los grupos ALC; estos grupos se encuentran en las raices del Anélisis de
Fourier, a través de la medida de Haar y el Teorema de Bochner.

En este trabajo presentamos un estudio de la dualidad de un grupo via re-
flexiones, exponiendo nuestro aportes inicialmente en el Teorema 14, en el
cual realizamos adaptaciones con muchas variaciones de una técnica conoci-
da, usada para demostrar la existencia de grupos libres en [2], para probar
que los grupos compactos son una subcategoria reflexiva de los grupos to-
poldgicos; seguidamente en los resultados referentes a las condiciones para
que el dual de un grupo sea topolégicamente isomorfo al dual de la reflexion
del mismo, hecho que se evidencia en el Lema 11, Teorema 15, Teorema 17
y Corolario 9, relacionando cada resultado con ejemplos relevantes, finali-
zamos con el Teorema 19 en donde presentamos una prueba alternativa del
resultado conocido, [12, Teorema 4.1].

El trabajo consta de dos capitulos. En el primer capitulo se dan prelimina-
res topoldgicos, algebraicos y categoricos, que dividimos en dos secciones.
En la Seccién 1. presentamos conceptos bésicos de grupos topoldgicos; en la
Seccion 2. abarcamos algunos tépicos referidos a la teoria de dualidad y los
resultados generales dentro de esta teoria y, para fijar ideas, especificamos
algunos temas.



En el segundo capitulo empezamos exponiendo algunas reflexiones en la
categoria de los grupos topolédgicos, particularmente tomamos la reflexién
sobre espacios totalmente disconexos, libres de torsion, abelianos, precom-
pactos, Ng-acotados, ademas de considerar la completacién de Raikov y la
compactacion de Bohr. Seguimos con el dual de algunas reflexiones, partien-
do con la demostracion de una condicién necesaria para que el homomorfis-
mo dual del homomorfismo que va del grupo a su reflexién sea una biyeccién
continua, luego tomando los resultados sobre el dual de la reflexion sobre
los precompactos y el dual de la reflexiéon sobre los Ny-acotados. Siguiendo
ese orden de ideas mostramos que G & (AG), dotando a G de propiedades
variables. En el caso del dual de la reflexion de un grupo metrizable, nos
apoyamos del resultado de Chasco en [6], que implica que siendo G un grupo
topoldgico abeliano metrizable, suponiendo que H es un subgrupo denso de
G, entonces los grupos duales G y H son topologicamente isomorfos, usamos
este resultado para abarcar los casos de la completacién de Raikov y la com-
pactacion de Bohr; finalmente presentamos una prueba alternativa usando
la compactacién de Bohr de la Proposicion 11, considerando GG precompacto

abeliano y metrizable.






Resumen historico

El origen de la teoria de grupos y su estudio subyace del desarrollo de la
teoria de ecuaciones algebraicas, la teoria de ntimeros y la geometria. Los
pioneros en plantear las bases de dicha teoria fueron Euler, Gauss, Lagran-
ge, Abel y Galois, donde este ultimo matemaético, en sus estudios dio origen
a la teoria de Galois y hace uso del término grupo. Otros matematicos que
contribuyeron al desarrollo de la teorfa de grupo fueron Cayley, Emil Artin,
Emmy Noether, Peter Ludwig Mejdell Sylow, A.G. Kurosch, Iwasawa entre
muchos otros, pero fue Walter Dick quien en 1882, dio la moderna definicion
de grupo.

En el caso de la topologia sus raices yacen en el concepto de limite y el de
completitud de un espacio métrico, a través del reconocimiento de ntimeros
reales no racionales. Suele fecharse su origen con la resolucién por parte de
Euler del problema de los puentes de Konigsberg, en 1735, pero el término
topologia fue usado por primera vez por Johann Benedict Listing en 1836
en una carta a su antiguo profesor de la escuela primaria, Miiller, y pos-
teriormente en su libro Vorstudien zur Topologie (’Estudios previos a la
topologia’), publicado en 1847.

Es muy comtn en matematicas definir nuevas estructuras a partir de unas ya
existentes en donde siempre se involucran propiedades universales. Una vez
desarrolladas la teoria de grupos y la topologia, se plantea su combinacion
dando lugar al algebra topoldgica que tuvo su origen en los anos 20, debido
a Dieudonne y Pontryagin, en la cual se acentiian los inicios y posterior
auge de los grupos topolégicos. En particular, los grupos topoldgicos, que
aparecen por primera vez en Schreirer en 1926 y por F. Leja en su articulo
Sur la notion du groupe abstrait topologique en 1927, han sido los de mayor
relevancia en la categoria de las algebras topolégicas.

Dentro de este tépico en asocio con el andlisis armoénico, surge la teoria
de dualidad de pontryagin dando explicaciones de las propiedades genera-
les de la transformada de Fourier. Los fundamentos de la teoria de grupos
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abelianos localmente compactos y de su dualidad fueron sentados por Lev
Pontryagin en 1934. Su tratamiento se basé en grupos que eran segundo-
contable y compactos o discretos. Esto fue mejorado para cubrir a los grupos
abelianos localmente compactos en general por E.R. van Kampen en 1935
y André Weil en 1953.

Por otro lado, hacemos referencia a concepto de reflexion, en el cual la refle-
xion de una categoria en otra siempre viene acompanada de una propiedad
universal, que es en realidad lo que la hace importante. Se evidencian ejem-
plos importantes de reflexiones en todas las categorias de las matematicas.
De los ejemplos mas antiguos ya anteriormente mencionados es la Com-
pactificacién de Stone - Cech establecida en 1937, ésta es una reflexién de
los espacios de Tychonoff en los espacios compactos. En esta combinacién
algebra con topologia, hacemos nuevamente mencién de que cada grupo to-
poldgico admite una completacion que también es un grupo topoldgico, esta
completacién se llama la Completacion de Raykov. En 1939, P. Alexandroff,
construyé para cada espacio topoldgico T un espacio de Hausdorff maximal
y probd que esta construccién es una reflexion Hausdorff. En este concepto
Liang y Huang hacen publico en 2017, su articulo Existencia de reflexiones
y sus aplicaciones, permitiendo la ampliacion en la aplicacion del concepto
y recordando construcciones de gran relevancia de reflexiones en distintas
categorias.

Nuestro trabajo se fundamenta en anteriores aplicaciones de la teoria de
dualidad para definir la reflexiéon de un grupo, hecho que se evidencia en la
compactaciéon de Bohr. La teoria de dualidad marca el punto de encuentro
entre el analisis armoénico y la topologia de Bohr. En este aspecto un uso
de la dualidad de Pontryagin es dar una definicion general de una funcion
casi-periddica en un grupo no compacto G en ALC. Para esto, definimos
la compactificacién bG de Bohr de G' como H, donde H es como grupo @,
pero dandole la topologia discreta. Puesto que H — G es continuo y un
homomorfismo, el morfismo dual G — bG queda definido, y realiza G como
subgrupo de un grupo compacto. La restriccién a G de las funciones conti-
nuas en bG da una clase de funciones casi-periddicas; se puede imaginarlas
como analogas a las restricciones a una copia de R enroscado alrededor de

un toro.



Objetivos

Objetivos generales

Estudiar el grupo dual de £(G) a partir del grupo dual de G y reciproca-

mente.

Objetivos especificos

» Caracterizar el grupo dual de {(G) a partir del grupo dual de G y

reciprocamente.

» Estudiar el grupo dual de la reflexién sobre los grupos abelianos, es

decir, la llamada Abelianizacion.
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Capitulo 1

Introduccion a la teoria de
dualidad

En esta seccion presentamos los conceptos y propiedades basicas de los gru-
pos topoldgicos que utilizaremos en este estudio.

Iniciamos con los grupos topoldgicos en el cual los resultados expuestos fue-
ron tomados de los textos [2,3,9,11,14,18,24,25,29,32] y [31].

1.1. Grupos topolégicos

Definicién 1 [14, Definicion 1.1] Un conjunto G con una operacion bina-

ria - y una familia T de subconjuntos de G se llama grupo topolégico st
1. (G,-) es un grupo
2. (G, 1) es un espacio topoldgico

3. las funciones g1: (G,7) x (G,7) = (G,7) y g2: (G, 7) = (G, T) dadas

por gi(z,y) = zy y golz) = x*
de x.

son continuas, donde x~' es el inverso

En ocasiones prescindiremos del uso del simbolo de operaciéon binaria -, es

decir, en vez de x - y escribiremos simplemente xy.

Ejemplo 1 Mencionamos tres ejemplos importantes:

(a) El grupo aditivo de los niimeros reales con la topologia usual es un grupo

topoldgico, denotado por R. En efecto, es bien sabido que R con la suma

15
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE DUALIDAD

usual es un grupo algebraico, veamos que +: R x R — R es continua
en cada punto. Sea (a,b) E RXR y(a+b—c,a+b+¢€) cone >0
una vecindad de a +b. Ahora si (x,y) € (a—5,a+5) x (b— 5,0+ 5),
entonces

tb—c—C<rty<a+tbtot-
“ g g otTYsa 272

esto es a+b—e < x+y < a+b+e¢, de donde (z,y) € (a+b—e,a+b+¢),
luego la suma es continua.

Falta ver que go: R — R dada por g2(x) = —x, es continua. Sea a €
R, y (—a — ¢,—a + €) una vecindad de ga(a), con € > 0. Note que
(a—e,a+e¢) es una vecindad de a, y g2((a—e,a+¢)) C (—a—e, —a+e).

(b) [25, Ejemplo 2.3]

Sea C* = C — {0} los complejos no nulos con la multiplicacion usual y
la topologia inducida de R?, es un grupo topoldgico.

Desde luego, recordemos que el producto en C* se define por:

si 21,20 € C*, 21 = (x,y) y 22 = (a,b) entonces

2129 = (x,9)(a,b) = (xa — yb,ya + xb).
Es asi como la multiplicacion
g: R¥* =~ C* xC* —» C* ~ R*
es continua, pues las funciones componentes o proyecciones
pi(21,22) = xa —yby pa(z1, 22) = ya + xb

son continuas, ya que el producto de reales es continuo (ver [25, Ejem-

plo 2.2]) y la suma también, (ver ejemplo anterior). La funcion inversa
gs: Cr—cC

dada por

go(21) = go(z,y) = ( z Yy ) Z

2y 2 +y?)  Jal?

es continua, ya que sus funciones componentes o proyecciones estdn
definidas para todos los valores del dominio y teniendo en cuenta el

ejemplo anterior, por tanto se tiene la prueba.



1.1. GRUPOS TOPOLOGICOS

(¢) Si G es cualquier grupo, al colocar la topologia discreta en G obtenemos
un grupo topologico. En el caso particular de que G sea el grupo de los
numeros enteros, entonces GG con la topologia discreta se denota por
Z.. Puesto que dado G discreto entonces G X G es discreto, por tanto
cualquier funcion de G X G — G es continua, en particular si esta es
la operacion de G. De igual forma go: G — G dada por go(x) = 27!

es continua. Luego G es un grupo topoldgico.

Teorema 1 [14, Teorema 1.3] Considere un grupo topolégico G. Si g € G
es un elemento fijo arbitrario, entonces las funciones p4(x) = xg y o4(z) =
gx, x € G, de G en si mismo, son homeomorfismos. La inversion f: G — G,
definida por f(y) =y~ ', también es un homeomorfismo. Las funciones p,

y o4 se llaman traslaciones por g derecha e izquierda, respectivamente.

Demostracién. Probaremos la afirmaciéon para ¢, la traslacién derecha
por g. El caso izquierdo es similar. Por la definicién de grupo topolégico,
¢, es continua. Suponga que @,(a) = ¢,(b), entonces ag = by, es decir,
agg™t =
©q(bg™t) = by ¢, es suprayectiva. La inversa de ¢, es p,-1 puesto que
pg-1(0g(a)) = @g-1(ag) = agg™
¢4 es un homeomorfismo.

bgg!, asi que a = by p, es inyectiva. Sea b € G, entonces
= a. Ademds, p,-1 es continua, por lo que

Si f(x) = x7!, entonces f es continua por la Definicién 1. La igualdad
f(z) = f(y) implica 7! = y~!, de donde x = y por ser G un grupo, lo
que prueba que f es inyectiva. Si a € G, entonces f(a™!) = a, por lo que
f es suprayectiva. La inversa de f es ella misma y, por lo tanto, f es un
homeomorfismo. OJ

Una consecuencia directa de la anterior proposicion es el siguiente resul-
tado. Recordemos que un espacio X se dice que es homogéneo si para cada
x de X y cada y de X, existe un homeomorfismo f del espacio X en si
mismo tal que f(z) =y.

Corolario 1 [14, Corolario 1.4] Todo grupo topolégico G es un espacio

homogéneo.

Demostracion. Veamos que dados dos elementos arbitrarios g,h € G,
existe un homeomorfismo de G en si mismo que envia g en h. Observe que
si @ = @41, (véase el Teorema 1), entonces ¢ es un homeomorfismo y

17
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE DUALIDAD

w(g) = h. 0
Notamos que este resultado implica que para probar alguna propiedad en
un grupo topoldgico basta con probar que se cumple en un punto, sin perder
generalidad consideramos el neutro, e. Denotaremos con V., una base local
para el neutro e € G; luego V C @ se dice simétrica si, V! = V, siendo
Vii={vl:iveV}hL

Lema 1 [1/, Lema 1.8] Si G es un grupo topoldgico y U € N, entonces
existe V € N, tal que V=* =V C U. Por lo tanto, las vecindades simétricas

G’

de la identidad e constituyen una base local para eq.

Demostracién. Sean U € N., y f: G — G, la aplicacién inversion
f(x) = 27! para x € G. Como f es un homeomorfismo de G sobre G,
f(U) = U™ es abierto y e € U™}, asi que V. = U N U™ es abierto,
V3i=UOUnUHYl =U0U'tnUHY =0 NnU =UNnU'=Vy
ecV CU. O

Denotaremos con Ng, la base de vecindades abiertas y simétricas para la
identidad eg de un grupo topolégico G.

Lema 2 [14, Lema 1.9] Sean G un grupo topolégico,

1. SiU € N, entonces para cada n € Nt existe V € N, con V" C U
Vr=v..... V', n factores).

2. 851U € N,

eG’

entonces existe V. € N, tal que V C U. En particular,
las vecindades cerradas de eq constituyen una base local de la identidad

cuyos elementos son subconjuntos cerrados.

Demostracién.

1. Sea U € N,; utilicemos induccién sobre n.

Para n = 1 hacemos V = U NU~!, como en el item anterior.

Sea n € NT fijo y supongamos que el resultado es védlido para n; es
decir, existe W € N, tal que W" C U y queremos encontrar una
vecindad V' de eg tal que V"™ C U. Como la multiplicacién g, (z,y) =
xy es continua y g1(eq, eq) = eq, existen Vi, Vi € N, tales que V4V, C
W.Sea V= ViNV,, entonces V€ N, y V2 C W, ahoracomo V C W
luego por la continuidad de la multiplicacién V"~ C W™~ de donde
Vil = y. .yt CW - WL C U, lo que termina la induccién.



1.1. GRUPOS TOPOLOGICOS

2. SeaV € N tal que V2 CU.Sixz €V, entonces 2V NV # 0 es decir,
existen v1, vy € V con zv; = vy, por lo cual z = vy ' € VV 1 = V2 C
U. Asi que V C U. O

Para més detalles de estas propiedades, revisar [25].
Ahora exponemos una caracterizacion propia de los grupos topolégicos.

Teorema 2 [1/, Teorema 1.13] Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff.
Existe una base local V para e tal que cumple las siguientes condiciones.

1. ﬂ V= {GG}.
2. Si U,V son dos elementos arbitrarios de V, entonces existe W €V tal

que W CUNV.
3. Para cada U €V existe V €V tal que VV 1 C U.
4. Para cada U €V y para cada x € U existe V€V con xV CU.
5. Para cada U €V ya € G existe W €V con aWa' CU.

Reciprocamente, si tenemos un grupo G y una familia V no vacia de sub-
conjuntos de G que contienen a eq, tales que se satisfacen las condiciones
(1) a (5) para V, entonces cada una de las familias {xU : U € V,z € G} y
{Uz :U € V,x € G} es base para una topologia de grupo T para G. Ademds
V es una base local para eq en (G, ).

Demostracién. (=) Sea G un grupo topolégico Hausdorff y considere-
mos la familia V = {VNV~:V € N,.}, demostremos que V es base local
para eg.

Sea U un abierto con eg € U, luego tomando W = UNU ! el cual pertenece

a V, tenemos que
e EW=UNU'CU

luego V es base local para eg.

1. Supongamos que [V # {eq}, puesto que {eg} C [V, esto implica
que V€ {ec}. En efecto supongamos que (V € {ec}, luego existe
x € (1 V, donde paratodo V € V, x € V y x # e, por ser G Hausdorff,
existen vecindades V, y U € V, de x y eq, respectivamente, con x € V,
y eq € U, tales que V, N U = (), lo cual es absurdo pues z € V para
todo V €V

19
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE DUALIDAD
2. Sea U,V €V, luego existen Uj, V; elementos de N, tales que
U=UnU7Y V=vinyh
como Uy N'V; € N, entonces
W=Unwv)nUnWtey

por tanto W C U NV.

3. Sea U € V. Por lema anterior existe V € N, tal que V2 C U; entonces
W =V NV~! pertenece a V y es simétrico, luego tenemos que W =
WL, por lo que

WW-l=Ww?CV?CU.

4. Sean ahora U € V y x € U. Como la multiplicacion de grupo es
continua y xeg = x, tenemos que existen abiertos V,,W que contienen
a x y al elemento eg respectivamente tales que

V,.W CU.
Ya que W € N(eg), V=W NW~! pertenece a V, finalmente se tiene
oV =a(WnNWHCaW CV,WCU

lo que prueba (4).

5. Sean U € V y a € G, por la continuidad de la multiplicaciéon y usando
el hecho de que
T aega’l =eq,

existen abiertos W,, V, W,-1 de a, e, a~' respectivamente, tales que
W, VW,—1 CU.

Ya que V € N,. tenemos que W = V N V™! pertenece a V, por

consiguiente
aWa'=a(VNV Ha'!CaVa ! CW, VW1 CU

lo que implica (5).



1.1. GRUPOS TOPOLOGICOS

(«<=) Sean G un grupo (en el sentido algebraico) y V una familia de sub-
conjuntos de G que contienen a eg que satisfacen las condiciones 1) —5) del

teorema.

a) Debemos verificar que
f={2U:2€GU eV}

es una base para una topologia 7 del grupo G. Es claro que siz € G y
U €V, entonces x € xU; ya que zU € f3, se tiene asi una parte de la
definicién de base. Sean zU, zV dos elementos de fy = € xUNzV, ya
que U,V € V, por la hipdtesis 2), existe W € V tal que W C U NV,
de tal manera que zW € Sy

zexW Cx(UNV)=zUnNzV

Asi, [ satisface la definicién de base y por tanto es una base para una
topologia 7 del grupo G.

b) Verifiquemos que la operacién (a,b) — ab™! es continua. Elijamos puntos
a,b € G y un abierto U de ab~!. De acuerdo a la condicién 4) existe
V eV tal que ab™'V C U, y por 5) y 3) existen Wi, W, € V tales que

Wbt CV y WoWyt C Wy,

Entonces aWW, y bWW5 son abiertos de los puntos a y b para los cuales
se tiene

(aW2)(bWo) ™" = aWo W5 o™ C alWib™!
=ab t(OWib ) Cab 'V CU

de donde, la operacién considerada es continua. Por tanto G es un

grupo topoldgico.

¢) Probemos que V es una base local para eg.
Sea U € 7 con e € U, puesto que (3 es una base para G, existen x € G
y V €V tales que
eqg € xV CU;

en particular 7! € V. Por 4) podemos encontrar W € V con z7'W C
V', de donde
eqg €W CzV CU,
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por lo tanto V es una base local para eg.

d) Para terminar la demostracién, probemos que
{Uz:2€G,UeV}

también es una base para la topologia 7.
Sean a € Gy U € 7 tales que a € U. Por la condicién 4) existe V € V
tal que aV C U, y por la condicién 5) podemos encontrar W € V tal
que

a'Wa CV;

entonces a € Wa CaV CU. O

Definicién 2 Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Al con-
gunto G/H = {aH : a € G} le introducimos una topologia de la manera
sigutente. Sea B una base del grupo topologico G, para cada U € B defina-
mos U* ={Hz:x €U} yB*={U*:U € B}. El espacio topoldgico G/H
ast construido recibe el nombre de espacio cociente de G entre H, o grupo

cociente de G entre H, si H es cerrado y algebraicamente normal.

Se define la funcién canénica 7: G — G/H, que asigna a cada = € G la
clase lateral xH.

Proposicién 1 [14, Proposicion 1.31] Sean G un grupo topolégico, H un
subgrupo cerrado de G ym: G — G/H la funcion canénica dada por w(x) =
Hx para todo x € G. Entonces w es continua y abierta.

Demostracién. Sean z € G y U un abierto en G tales que Hx = 7(z)
pertenece a U* = {Hy : y € U}. Para probar la continuidad de 7 debemos
encontrar un abierto V' 3 x en G tal que m(V') C U*. De hecho, el conjunto
V = HU es un abierto en Gy x € V; ademés n(V) = n(HU) = n(U) = U*
y, por lo tanto, 7 es continua.

Sean U un abierto en G y 8 una base para la topologia de G; entonces U =
UjesBj, donde B; € B. Tenemos que 7(U) =7 (Ujej Bj> =Ujesm(B;)) =
Ujes Bj» ¥ por tanto, m(U) es un abierto. O

Definicién 3 Diremos que un homomorfismo entre grupos topologicos X e
Y, es un homomorfismo de grupos que también es continuo, denotaremos

por Hom(X,Y) el conjunto de homomorfismos entre X e Y.
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Lema 3 [14, Lema 1.20] Sea ¢: G — H un homomorfismo entre grupos
topoldgicos. El homomorfismo ¢ es continuo (respectivamente abierto) si
lo es en el elemento neutro eq, es decir, si ¢ satisface la condicion (1)

(respectivamente 2) siguiente:

1. Para toda W wvecindad de ey en H, existe U vecindad de eq en G tal
que p(U) € W;

2. Para toda vecindad U de eq en G, existe W wvecindad de ey tal que
W C o(U).

Demostracién. Suponiendo que se cumple la condicién (1), debemos pro-
bar que ¢ es continua en todo punto de GG. Basta demostrar quesig € Gy
W es una vecindad de ¢(g) en H, entonces existe una vecindad U de g en
G tal que p(U) C W.

Sean g € Gy W una vecindad de h = ¢(g) en H. Podemos expresar a W co-
mo W = hW’ donde W’ es una vecindad de ey, por la condicién (1), existe
una vecindad U’ de eg tal que o(U’) C W’; entonces gU’ es una vecindad
de gy o(gU") = p(9)p(U") = hp(U") C hW', como se querfa demostrar.
Para la segunda afirmacién debemos probar que dado un abierto O en G,
su imagen respecto a ¢ es abierta en H. Asi pues, sea O abierto en Gy
h € ©(O); entonces h = ¢(g) para alguna g € O; por lo anterior, g~ 'O es
una vecindad de eg y segin la condicién (2), existe una vecindad W de ey
que cumple con W C ¢(g7*0) = ¢(g) " '¢(0), de donde se desprende que
©(g)W C p(O). Resta observar que ¢(g)W = hW es una vecindad de h. OJ

Definicién 4 [14, Definicion 1.5] Decimos que una funcidn biyectiva f: G —
G’ entre dos grupos topoldgicos G y G' es un isomorfismo topoldgico si f y
f~t son homomorfismos continuos. Si G = G', el isomorfismo f se llama
automorfismo topoldgico. Dos grupos topoldgicos son topoldgicamente iso-
morfos st existe un isomorfismo topolégico de uno al otro. Ulilizaremos el
simbolo G = H para indicar que los grupos G y H son topolégicamente

1somorfos.

Es facil ver que un isomorfismo topoldgico y su inverso son homomorfismos
abiertos. En el siguiente teorema podemos observar que un grupo topolégico

no abeliano admite muchos automorfismos.

Teorema 3 Si G es un grupo topoldgico y a € G estd fijo, entonces la

1

funcion g(x) = axa™" es un automorfismo topolégico.
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Demostracién. Simplemente observe que g(z) = 04(@q-1(x)), donde o,
y @q-1 se han definido en el Teorema 1. Asi, g es la composicién de dos
homeomorfismos, y es por lo tanto un homeomorfismo. Es facil verificar
que g es un homomorfismo ya que g(zy) = arya™' = (axa™)(aya™') =

9(7)g(y). O

1.1.1. Compacidad

Ya que cada grupo topoldgico posee una topologia y una estructura de
grupo, presentamos algunos resultados en la estructura topoldgica tomados
de los textos [2,11,24,31,32] y [5].

Definicién 5 Un espacio topolégico X es localmente compacto si cada x €

X tiene una vecindad compacta.

Luego un grupo topoldgico es localmente compacto si y sélo si tiene una
vecindad compacta del neutro.

Proposicién 2[5, Proposicion 7.15] Sea X un espacio Hausdorff. El es-
pacio X es localmente compacto si y solo si todo x € X tiene una vecindad

abierta U tal que la cerradura de U es compacta.

Demostraciéon. Supoéngase que X es localmente compacto y sea V' una
vecindad compacta de x € X, entonces existe U, abierto en X, tal que
x e U CV.Como X es Ty, el subespacio compacto V de X es cerrado en
X. De este modo, U CV =V, y por ello U es compacto.

Para el reciproco, sea x € X y V una vecindad de x. Por hipdtesis existe U,
vecindad abierta tal que U, es compacta en X. Si U, C V ya lo tenemos.
Podemos suponer que U, ¢ V. Para todo y € U, \ 'V, existen V, y Vi
vecindades abiertas disjuntas de x e y respectivamente. Entonces, como

c| U vw|uv,
yeUL\V

por ser compacto, existen yi,--- ,y, € U, \ V tales que

U,CV,U---UV, UV
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Sea C =U,\ ((V,, U---UV, )NU,) C V. Se tiene que C es cerrado en U,
que es compacto, lo que implica que C' es compacto en U, y por tanto en
X. Entonces C' es una vecindad compacta de x contenido en V. 0

Cada uno de los grupos topoldgicos mencionados en el Ejemplo 1 son local-
mente compacto y Hausdorff. Para una vecindad compacta de la identidad
en R, podemos elegir el intervalo de unidad cerrado [—1,1]. En cualquier
grupo discreto, el conjunto {e} es una vecindad compacta del elemento iden-
tidad, e. El grupo T es de hecho compacto, por lo que el conjunto T es una

vecindad compacta de la identidad.

Proposicién 3 [14, Teorema 3.9] Sean G un grupo topolégico y U una
vecindad abierta y compacta de eq. Entonces U contiene un subgrupo H de

G, que es compacto y abierto.

Demostracion. Dado que U es compacta y abierta, podemos encontrar
una vecindad simétrica V' de eq tal que UV C U. Entonces V C U, asi tene-
mos que VV C UV C U vy, por lo tanto, V2 C UV C F. Usando induccién
para n € N, obtenemos

Vr=V"ly CUV CU.

Entonces H = |[J{V" : n € N} es un subgrupo abierto de Gy H C U. El
conjunto H también es cerrado en G, ya que cada subgrupo abierto de un
grupo topolégico es cerrado. Por lo tanto, H es compacto. 0]

1.1.2. Conexidad

Dentro de la conexidad veamos algunas propiedades en los grupos topolégi-
Cos.

Definicién 6 Dado un espacio topoldgico (X, T) se llama componente co-
nexa, a cada uno de los conjuntos conexos mazximales.

Ahora definimos para un grupo topolégico la componente conexa.

Definicién 7 Sea G un grupo topolégico con elemento neutro e. La compo-
nente conexa de G es la union de todos los subconjuntos conexos de G que

contienen a €.
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Dado que la union de cualquier familia de subespacios conexos que conten-
gan un punto dado es conexa, la componente conexa de G puede describirse
como el mayor subespacio conexo de GG que contiene a e.

En la componente conexa, tenemos el siguiente resultado debido a que el
producto es una aplicacién continua en un grupo topoldgico G y que la

operaciéon z — z~! también es continua.

Proposicién 4 [14, Proposicion 3.1] Sean G un grupo topolégico y N la

componente de eq. Entonces N es un subgrupo normal y cerrado de G.

Demostracion. El conjunto N es cerrado en G por ser una componente
conexa. Sea a € N. Como N es conexo, también lo es aN. Note que N~}
también es conexo y contiene la identidad, por lo que N=' C N. Asf, a™! €
N. Por lo tanto, alN contiene a la identidad y entonces aN C N. Al ser a un
punto arbitrario de N, deducimos que N? C N, asf que N es un subgrupo
de G. Si a € G, entonces aNa~! es un subgrupo conexo de G, de donde
aNa™' C Ny, por lo tanto, N es un subgrupo normal de G (recuerde que

Va(r) = aza™' es un automorfismo continuo de G, ver 3). O

Corolario 2 [14, Corolario 3.2] Si G es un grupo topolégico y N es la
componente de eq, entonces para toda g € G, gN = Ng es la componente
de g en G.

Para probar que gN = Ng es la componente conexa de g basta recordar
que las aplicaciones * — gr y x — xg son homeomorfismos.

Veamos algunos resultados de los grupos topolégicos y los espacios total-
mente disconexos.

Definicién 8 Un espacio es totalmente disconexo si los unicos subconjuntos

conexos estan formados por conjuntos unitarios.

Tal espacio es evidentemente Hausdorff, y si tiene més de un punto es disco-
nexo; notemos que un espacio de un punto es a la vez totalmente disconexo
y conexo. Los espacios discretos son los espacios totalmente disconexos mas
simples.

Para los grupos topoldgicos se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 4 [14, Teorema 3.19] Sea G un grupo topoldgico localmente com-
pacto totalmente disconexo. Si U es una vecindad de eq, entonces existe un
subgrupo H de G abierto y compacto tal que H C U.

Demostracién. Primero observe que {eg} es una componente de G, luego
existe un subconjunto abierto y compacto P tal que eq € P C U [14, Pro-
posicién 3.18]. Sea @ el conjunto de todos los elementos ¢ € G para los
cuales Pqg C P. Mostraremos que H = (Q N Q™! es un subgrupo compacto
abierto de GG y contenido en U. Observe que eg € () por la definicién de @,
esto es, Q # 0.

Primero probaremos que () es abierto. Sea ¢ un punto arbitrario pero fi-
jo de Q y = un punto arbitrario de P. Como zq € P y P es un abierto,
existen vecindades W, y V, de los puntos z y ¢, respectivamente, tales que
W,V, € P. Las vecindades W, constituyen una cubierta de P. Dado que P
es compacto, existe una subcubierta finita W,,,--- , W, de P. Definimos
V=V, NnV,N---NV,; entonces PV C P y por lo tanto V' C ). Ademas
de contener a ¢, el conjunto () contiene toda la vecindad V' de ¢. De esto se
deduce que (@ es abierto.

Ahora probaremos que H es un subgrupo de G. Sabemos que eg € P, por
lo que y = egy € P para todo y € ) y por lo tanto () C P. Dado que
eq € Q, tenemos que eg € QNQ~ = H.

Considere hi, hy € H; entonces hy € Q y hy " € Q, y tenemos P(hihy ') =
(Phi)hy' C Phy' C P, es decir, hihy' € Q. De la misma manera se prueba
que hihy' € Q7' y, en consecuencia, hihy' € H y H resulta ser un subgru-
po de G. Por definicién, H es la interseccion de dos conjuntos abiertos @) y
Q™! de G y un subgrupo abierto siempre es cerrado [14, Proposicién 1.25].
Puesto que H C P, el grupo H es cerrado en Py por lo tanto es compacto. [

Ahora miremos algunas propiedades en conexidad para grupos topolégicos.

Teorema 5 [14, Teorema 3.4] Sea G un grupo topoldgico y H un subgrupo
cerrado de G. Si el grupo H y el espacio cociente G/H son conezos, entonces
G es conexo.

Demostraciéon. Suponga que G = U UV donde U, V son abiertos ajenos
no vacios en G. Como H es conexo, cada clase lateral izquierda de H es
un subconjunto de U o de V. Sea m: G — G/H la funcién canédnica. De lo
anterior obtenemos la igualdad G/H = 7(G) = n(U) Um(V'), que expresa a
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G/H como la unién ajena de conjuntos abiertos no vacios. Esto contradice
la hipétesis de que G/H es conexo. O
El caso donde se consideran H y G/H totalmente disconexos, se supone que
si C' es un conjunto conexo en G, entonces 7(C') es un conjunto conexo de
G/ H, luego segun nuestra hipétesis, 7(C') es un singulete. Esto significa que
C esta contenido en alguna clase xt H. Como xH también es totalmente dis-
conexo, concluimos que C' es un singulete. Esto prueba que G es totalmente
disconexo. 0

Ahora exponemos un resultado en los grupos topolégicos acerca del con-
cepto de espacio cero-dimensional o de dimensiéon cero. El siguiente resul-
tado revela una propiedad fundamental de espacios localmente compactos
totalmente disconexos Hausdorff. Recuerde que un espacio X se dice que es
cero-dimensional (notacién: ind X = 0) si tiene una base B que consiste de
conjuntos que son tanto abiertos como cerrados en X.

Proposicion 5 Cada espacio X Hausdorff compacto totalmente disconexo

es cero-dimensional.

Demostraciéon. Como X es regular, podemos suponer que X es compac-
to. Fijemos un punto x € X, y sea 3 la familia de todos los subconjuntos
abiertos y cerrados de X que contienen a x. Sea P = (3. Claramente, P
es cerrado en X y x € P. Observe también que la familia 3 es cerrada bajo

intersecciones finitas.

Afirmacion Para cada subconjunto cerrado F' de X disjunto de P, existe
W e tal que WNF = (.

De hecho, de lo contrario n = {UNF : U € P} es una familia de subcon-
juntos cerrados no vacfos de F. Como F' es compacto, tenemos (1 # 0, lo
que implica que P N F # (), una contradiccién.

Ahora mostraremos que P = {z}. Asumamos lo contrario, entonces P es
disconexo, ya que X es totalmente disconexo, por lo tanto, existen subcon-
juntos cerrados no vacios disjuntos Ay Bde P talque P=AUByx € A.
Como X es normal, podemos encontrar conjuntos abiertos disjuntos U y V
en X talque AC Uy B C V. Entonces F'= X — (UUV) es cerrado en X,
y PNF =4.

Segtin nuestro afirmacion, existe W € B tal que W N F = (). El conjunto
abierto G = U N W también es cerrado en X. De hecho, G c UNW C
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X —(FUV) C U, por lo tanto, G C UNW = G, que implica que G = G.
Dado que z € G, tenemos G € B. Sin embargo, G N B = (). Luego, G' no
contiene a P, una contradiccién. Por lo tanto, P = {z}.

Ahora se sigue de la afirmacion anterior que cada vecindad abierta O de x

contiene algunos V' € P, ya que el conjunto X — O es compacto y disjunto
de P = {z}. O

El siguiente resultado amplia la relacion entre los espacios totalmente dis-

conexos y los cero-dimensional.

Teorema 6 [1/, Teorema 3.21] Sean G un grupo localmente compacto de
dimension cero y H un subgrupo cerrado de G. Entonces el espacio cociente
G/H es de dimension cero.

Demostracién. Sea V una vecindad del punto {H} en G/H. Podemos
encontrar una vecindad U de eg tal que 7(U) C V, donde 7 es la funcién
canénica de G a G/H. Esta vecindad U contiene un subgrupo abierto y
compacto L de G (Teorema 4). El conjunto 7(L) es abierto en G/H y w(L)
es cerrado pues es un subconjunto compacto del espacio cociente Hausdorff
G/H. De aqui se deduce que el punto m(eg) tiene vecindades abiertas y
cerradas arbitrariamente pequenas. Como G/ H es homogéneo, la afirmacién
del teorema resulta cierta. U

Lema 4 [1/, Teorema 3.153] Si G es un grupo topolégico y N la componente

de la identidad eq. Entonces G/N es un grupo totalmente disconezxo.

Demostracién. Sea 7: G — G/N el homomorfismo canénico. Sabemos
que 7 es abierto. Sea Y algtin subconjunto de G/N que contiene propiamente
a{N}ysea X C G tal que 7(X) =Y. Mostraremos que Y es un subespacio
disconexo de G/N. En efecto, sea A cualquier subconjunto de G. Observe
que T(AN(XN)) = 7(A)NY. Como el conjunto X N contiene propiamente a
N, es disconexo; en efecto, por ser [N conexo se tiene que es abierto y cerrado,
ademas N es no vacio, abierto y cerrado, ahora como XN C NUN¢, ya que
NNXN =Ny N°NXN = N¢ luego X N es disconexo. Por lo tanto, existen
conjuntos abiertos U y V en G tales que XN = (UN(XN))U (VN (XN)),
donde (UN(XN))N(VN(XN)) =0, y ninguna de las partes es vacia.
Asi que
Y=n(X)=n(XN)=(#xU)nY)U(#(V)NY),
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donde 7(U) y w(V) son abiertos en G/N. Para x € X, tenemos zN =
(UN(xzN))U (VN (xN)). Dado que N es conexo, se tiene que tN C U
o bien N C V. En consecuencia, U N (XN) y V N (XN) son uniones de
clases laterales de N y por lo tanto tienen imagenes disjuntas respecto a .
Asi, los conjuntos 7(U) NY y w(U) NY, abiertos en Y, son disjuntos no
vacios y Y resulta disconexo. 0

1.2. El dual de un grupo topoldgico

Continuamos con el estudio de la estructura del dual de un grupo topolégico
y se exponen algunos resultados los cuales pueden ampliarse en [8,13,21,23,
26] y [10].

Definicién 9 Sean X e Y espacios topoldogicos, definimos
CX,)Y)={f: X =Y : f escontinua}

como el conjunto de las funciones continuas entre X eY.

Dado un subconjunto K compacto en X y U abierto en Y, notemos con
(K,U), el conjunto de todas las f € C(X,Y), tales que f(K) C U, esto es,

(K, U) ={f € C(X,Y): f(K) C U}

La familia de los (K,U) constituye una subbase para una topologia en
C(X,Y), llamada topologia compacto abierta. Denotemos por C.(X,Y) a
C(X,Y) dotado con esta topologia. Si G y H son grupos topolégicos, el
subespacio de todos los homomorfismos continuos de GG, en H, con la topo-
logia heredada de la topologia compacto abierta de C.(G, H), lo notaremos
por Hom.(G, H).

Teniendo Y estructura de grupo, podemos dotar a C(X,Y’) de estructura
de grupo, con la operacién, fg(x) = f(x)g(x) para cada x € X. Vemos que
la inversa de f € C(X,Y) es la funcién * — (f(z))™!, la cual notaremos
por f~1. El neutro serfa la funcién constante z — ey. Si Y es abeliano,
Hom(X,Y), que nota el conjunto de los homomorfismos continuos de X en
Y, es un subgrupo de C'(X,Y).

Dados dos espacios topologicos X e Y y x € X podemos definir una aplica-
cién & : Co(X,Y) = Y, dada por z(f) = f(x).
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Proposiciéon 6 1 es continua para cada x € X.

Demostracién. Sea Vj() una vecindad de f(xz) = (f). Note que U =
(z, Vi) = {9 € C(X,Y) : g(x) € Vj)} es una vecindad de fy 2(U) C
V@), luego & es continua. ([l

El siguiente resultado se encuentra propuesto en [2, Ejercicio 1.9.d, inci-
so (#ii)], aqui presentamos una solucién a dicho ejercicio.

Lema 5 Sea X un espacio e Y un grupo topoldgico, entonces C.(X,Y) es

un grupo topologico.

Demostracién. Probaremos las propiedades 1) a 5) de Teorema 2.

1. Sea A un subconjunto compacto de X y V el conjunto de vecindades del
neutro en Y, ey, tomemos las vecindades subbdsicas (A,V) con V €
V. Iniciemos verificando que (), c,(A4,V) = {(A,ey)}, notemos que
{(A,ey)} € Nyep(A, V), por lo que debemos ver que [)),(A4, V) C
{(A, ey )}, notemos que para cada (A, V') vecindad del neutro en C.(X,Y),
V' es una vecindad de ey, dado que Y es un grupo topoldgico, se tiene
MNveyV = {ey}, de donde

(A, V) C (A, N v) C {(4 ev)}
Vey Vey

Luego, (N ep(A, V) = {(A4,ey)}.

2. Sean (A1, V1) v (As, V) vecindades subbasicas del neutro en C.(X,Y).
Note que (A1 U Az, Vi N V3) es un vecindad del neutro en C.(X,Y) y
ademds (A1 U Ay, V1 NV4) C (Ay, V1) N (Ag, Va).

3. Sea (A, V) una vecindad del neutro en C.(X,Y), luego V' es una vecin-

dad de ey, dado que Y es un grupo topolégico, podemos encontrar una
vecindad U de ey, tal que UU! C V, asi (A, U)((A,U))"* C (4,V).

4. Sea (A, V) una vecindad del neutro en C.(X,Y) y f € (A,V). Dado
a € A, como f(a)ey = f(a) € V y Y es un grupo topoldgico, podemos
hallar una vecindad del neutro, ey, V2 , y una vecindad de f(a), Vi),
tal que Vi)V, C V. La continuidad de f, permite encontrar una
vecindad de a, V,, tal que f(V,) € Vj,). Note que {Vi}sca, es un
cubrimiento para A, dada la compacidad de A, podemos hallar una
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cantidad finita de puntos de A, a1, as, - ,an, tales que A C |J_, V..
Sea W =, V%. Obviamente (A, W) es una vecindad del neutro en
C.(X,Y), veamos que f(A, W) C (A,V), esto probaria iv). En efecto
sea g € (A,W), si a € A, existe a;, i = 1,2,--- ,n, tal que a € V,,,
asi g(a) € W C V2, por tanto (fg)(a) = f(a)g(a) € Vi)V CV, es
decir fg € (A,V), luego f(A, W) C (A, V).

5. Sea (A,V) una vecindad subbédsica del neutro en C.(X,Y) y f €
C.(X,Y). Dado que la aplicacién inversién en Y es un homeomorfis-
mo, luego para a € A, como f(a)ey(f(a))™' = ey € V, la continuidad
de la operacién en Y, nos permite encontrar una vecindad de f(a),
Vi) y una vecindad de ey, V2, tal que Vi)V (Vi)™ C V. Por
la continuidad de f, podemos hallar una vecindad de a, V,, tal que
f(Va) € Vi@). Ahora el conjunto {V,}.ca, es un cubrimiento para A,
por la compacidad de A, podemos hallar una cantidad finita de puntos
de A, ay,as,- -+, ay,, tales que A C [J;_ 1 Va,- Sea W =, V. Con-

sidere g € (A, W), si a € A, existe a;, i = 1,2,--- n, tal que a € V,,,
ast g(a) € W C Vi, por tanto (fgf™')(a) = f(a)g(a)(f(a))™" €
Vi) ViiViay € V, es decir fgf™' € (A V), luego f(A,W)f™!
(A, V). Ahora probemos que f(A,W)f™' C (A, V);seage (A, W), s

a € A, existe a;, i = 1,2, - -,n,talqueaEVai,asig()EWCV;;Z,
por tanto (fgf~)(a) = F(@)9(@) (F(@) " € Via) Vi Vigay1 C V, o5
decir fgf™' € (A,V), luego f(A,W)f~1 C (A, V). O

Continuamos con el siguiente lema que se encuentra propuesto en [2, Ejer-

cicio 1.9.d, inciso (77)] del cual se presenta una solucion.

Lema 6 SiG y H son grupos topoldgicos, entonces Hom.(G, H) es cerrado
en Co(G, H).

Demostraciéon. Por brevedad, denotemos la operacién de H y G por + y
sus elementos neutro por 0, sin que signifique que H y G sean abelianos. Una
funcién f de G en H es un homomorfismo siy solosi f(x—y)—f(z)— f(y) =
0. Definamos S,, = {f € C.(G,H) : f(x —y) — f(z) — f(y) = 0}. Sea
rey(f) = (x - y)(f)—z(f)—9(f). La Proposicién 6 y el Lema 5 garantizan
que 74, es continua, dado que Sy, = ./ ({0}) tenemos que S, es cerrado.
Como Hom (G, H) = ({Suy : x,y € G’}, entonces Hom.(G, H) es cerrado
en C.(G, H). Note que si Y es un grupo abeliano entonces Hom,.(X,Y) es
un subgrupo cerrado de C.(X,Y). O
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Denotemos por Hom(G,T) el conjunto de todos los homomorfismos con-
tinuos de un grupo topolégico abeliano G en el grupo del circulo T. Los
elementos de Hom(G, T) son llamados caracteres de G.

Expondremos algunos resultados elementales sobre el grupo topoldgico T.
Note que geométricamente, T es la circunferencia de la unidad en el plano
complejo, con el centro en 0, y la multiplicaciéon en T por un arbitrario o € T
se puede interpretar como la rotacién de T por un dngulo representado por
a.

Por otro lado, algebraicamente T es topolégicamente isomorfo al grupo de
cocientes del grupo topolégico R de nimeros reales con respecto al subgru-
po discreto Z de todos los enteros en R, que es, T = R/Z. Denotamos p la
aplicacion cociente natural de R en T. Considerando estas dos interpreta-
ciones de T, podemos establecer facilmente algunas propiedades basicas de
los subgrupos de T.

Proposicién 7 [2, Proposicion 9.5.1] Cada subgrupo cerrado H de T coin-
cide con T.

Demostracion. Claramente, H es compacto. Como H es infinito y com-
pacto, H no puede ser discreto. Por lo tanto, para cada n € N, podemos
encontrar h, € H — {1} tal que |h, — 1| < 1/n, donde |z| denota el médulo
de z € C, es decir, la distancia entre el origen y z en el plano complejo
C. Sea H, = {(h,)* : k € Z}. Entonces H, C H, y es inmediato de la
descripcion geométrica de T que, para cada z € T, existe h € H, tal que
|z — h| < 1/n. Por lo tanto, el conjunto A = |J{H,, : n € N} es denso en T.
Como A C H y H son cerrados en T, se deduce que H = T. 0

Proposicién 8 [2, Proposicion 9.5.2] Cada subgrupo propio cerrado H de
T es un grupo ciclico finito.

Demostraciéon. Por la Proposicion anterior, H es finito. Sea h el elemento
de H — {1} mas cercano a 1 con respecto a la métrica habitual del plano
complejo C, y sea M = {h™ : n € Z}. A partir de la descripcién geométrica
de T, queda claro que, por cada z € T, existe y € M tal que |z —y| < |h—1].
Por otro lado, M C H, y, como H es un subgrupo de T, la distancia entre
dos elementos distintos de H no es menor que |h—1|. Se deduce que H = M.

Por lo tanto, H es un subgrupo ciclico finito de T, con elemento generador
h. O
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CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE DUALIDAD

Proposiciéon 9 [2, Proposicion 9.6.9] Los tinicos subgrupos conexos cerra-
dos del grupo topoldgico T son {1} y T mismo.

Demostraciéon. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicion 8. OJ

Lema 7 [2, Lema 9.6.10] Supongamos que f es un cardcter continuo no
trivial en un grupo abeliano compacto G. Entonces f es de orden infinito en

G si y solo si f(G) es un subespacio conexo de T.

Demostracién. Supongamos que f(G) es conexo. Dado que f(G) es un
subgrupo cerrado de T (por ser G es compacto), se deduce de la Proposicién
9 que f(G) = T. Por lo tanto, f*(G) = T, para cada entero positivo n, ya que
{z™: 2z € T} =T para cada uno de tales n. Se deduce que el homomorfismo
f™ no es trivial. Por lo tanto, f es de orden infinito.

Supongamos ahora que f € Hom(G,T) y n € N satisfacen la condicién de
que f"(z) = 1, para cada x € G, y que f es distinto del elemento neutro
de Hom(G,T). Sea K,, = {z € T : 2" = 1} y H = f(G). Claramente,
H C K, y H contiene a 1 y al menos un elemento mas de T. Como K,
contiene exactamente n elementos, concluimos que H es un espacio finito

que contiene mas de un elemento Se deduce que H = f(G) es disconexo. O

Definicién 10 El grupo dual de un grupo topoldgico abeliano G, denotado
por G, es Hom.(G,T).

Ejemplo 2 Observemos los siguientes ejemplos:

1. Si G =R, tenemos que G = R.
En efecto, considere la aplicacion ¢ : R — R definida por p(x) = @q,

— emet

donde @, es el cardcter de R dado por p,(t) , para cada t € R.

Veamos que ¢ es un isomorfismo topolégico

i) ¢ es un homomor fismo. ©(x +Yy) = Yuiy, luego para todo t € R,
Oriy(t) = e(@ty)2mit _ (2mizt)+(2miyt) _ (2mizt) | (2miyt)

= 2(t) -y (t) = (pz - ) (t)

Luego o(x +y) = o(x) + p(y) demuestra que ¢ es un homomor-

fismo.
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i1) @ es inyectiva. Supongamos que o(x) = ©(y), asi @, = @, asi pa-
ra todo r € R, tenemos que @, (t) = @, (t), es decir,

2mixt —

e XMWt s izt =2miyt — x =y

Por tanto ¢ es inyectiva.

iii) @ es sobreyectiva. Sea @, € R. Entonces existe y=—-x€Ry
para todo t € R, sea d = —t € R, luego ¢(y) = ¢, y se sigue que

0y(d) = p_o(—t) = DD = rist — g (1)

Asi @ es sobreyectiva.

iv) @ es continua con inversa continua. Para ver que ¢ es continua,
sea T, una sucesion en R, convergente a, digamos, x € R. Enton-
ces, para cada y € R, tenemos

2MITnY e27rizy‘

|02 (¥) — 02(y)| = |e

/ 27Tz'ye2”tydt’ < 2my|z, — z|.

Esto implica que en cada intervalo acotado la sucesion de funcio-
nes ., convergerd uniformemente a la funcion y,; por lo tanto,
tenemos que @,, converge a @, localmente de manera uniforme en
R. Concluimos que ¢ es continua.

L es continua. Para

A continuacion, demostramos que la inverso @~
esto sea x, una sucesion en R tal que p,, es convergente en R a,
digamos, @,. Veamos que x,, converge ax enR. Seay € R, |y| < 1.
Entonces ¢, (y) = e*™ Y converge a ™Y uniformemente en y.
FEsto implica que ezisten k, € Z tal que (x, — )y = k, +€,, donde
la sucesion €, tiende a cero en R. Como esto es cierto para cada
y # 0, la sucesion x, debe estar acotada. Por lo tanto, hay una
subsucesion convergente x,, . Sea x' su limite. Luego, en la primera
parte, sabemos que @y, tiende a oy, lo que implica que = x.
Dado que esto es vdlido para todos las subsucesiones convergentes,

se deduce que x, converge a x como Se afirmaba.
2. Tx~7Z [13, Ejemplo 2.7].
Consideremos el grupo T. Entonces todo cardcter x de T puede expre-

sarse de la forma x(x) = mx, donde m es un entero que caracteriza al

homomorfismo x y, por lo tanto, T es algebraicamente isomorfo a Z.
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En efecto, sea x un cardcter de T y denotemos con K al nicleo de x.
Entonces K es un subgrupo cerrado de T, lo cual implica que K =T
o K es un grupo ciclico finito.

Si K = T, entonces para todo v € T, x(z) =0, asi x : T — T se
define trivialmente por x(x) = 0 -z para todo x € T. Y, en este caso,
el isomorfismo T entre Z. y T estd definido por ['(m) = xo(m), para
todo m € Z, donde xo(x) =0z, para todo x € T.

Si K es un grupo ciclico finito de T, entonces x(T) = T pues si
X(T) = {0}, entonces K = T lo cual contradice el hecho que K es
un grupo ciclico finito de T.

Ahora, consideremos la aplicacion x, : T — T, dada por x.(z) = rz,
para cada v € Z. Veamos que X, es un homomorfismo continuo y so-

breyectivo. En efecto,

i) Xr es un homomorfismo: Sean xq,xs € T. Entonces
Xr(T1 + 22) = r(x1 + x3) = 1y + rag = X (21) + X (22).

ii) X, es continua en T: Por tratarse de un espacio homogéneo, bas-
ta ver que x, es continua en cero. Sea U una vecindad del cero.
Queremos hallar una vecindad V' del cero tal que x.(V) C U.
Como U es una vecindad del cero, sin pérdida de generalidad, po-
demos considerar U = (—¢,€), para 0 < € < 1 Entonces existe
V= (_76, ;) tal que x.(V) CU. En efecto, si x € V | entonces
— <z < E, ademds, x,(r) = rx; asi, —e < rx < €, lo cual
z';;v,plica que X (x) =1z € (—€,€) = U.

En resumen, para todo x €V, x,.(z) € U. Por lo tanto, x,(V) C
U.

iii) X, es sobreyectiva: Sea y € T. Entonces y = a + Z, para algin

a € R, luego, existe x = ; + 7Z €T tal que

Xr(x):ratzr(gjLZ) =a+Z=y.
r

1 —1
Finalmente, keryx, = kerx. Sabemos que kery, = {0,—,--- ,T 1

r r
ademds, kerxy = {0,a,2a,--- ,(r—1)a}, para algin a € T. Si hacemos

a = —, tenemos que kery, = kery.
r L, . .
En conclusion, x, y x son homomorfismos continuos y sobreyectivos
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tales que kery, = kery, entonces existe un automorfismo continuo «
de T tal que aox, = x; ¥y, por ser a un automorfismo de T, tenemos que
a =1t 0 a = —1g. De aqui, x(x) = (o x,)(z) = a(x () = a(rz).
En consecuencia, x(x) =rx o x(x) = —rz para cada x € T.

Por lo tanto, cada cardcter x de T es de la forma x = Xm, para algin
m € Z, donde xm(x) = mz, para todo x € T. Ademds, Xm=+Xn = Xm-tn,
pues si x € T, entonces

(Xm + X0 ) (#) = X (2) + Xn(2) = mz + nz = (M + 1)z = Xntn(2).

Ast, existe un isomorfismo I : 7 — T, dado por T'(m) = xm, para cada
m € 2.
Por lo tanto, Z. es algebraicamente isomorfo a T.

En este capitulo por brevedad utilizaremos la siguiente notacién:
Grupo ALC : Grupo topoldgico abeliano localmente compacto Hausdorftf.

Teorema 7 [13, Teorema 3.4] Si G1,Gy, -+ , G, son grupos ALC, enton-
ces G = [, Gi, donde G =T}, G:.

Demostracion. Es suficiente probarlo para el caso n = 2. En efecto,
sean (G; y G9 grupos ALC. Supongamos que G = G x G5. Veamos que
G = él X G}.

Primero, veamos que G es topoldgicamente isomorfo a G1x Gs. Sea 0: Gy x
Gy — G4 x Gy dada por 0((x1,x2)) = [x1, X2), donde [x1, x2]: G1 x Gy — T
es la aplicacién definida por [x1, x2/(91, 92) = x1(91)x2(g2).

i. 0 esta bien definida, puesto que [x1, x2| es un homomorfismo, por ser x;
y X2 homomorfismos; ademas, es continuo, puesto que el producto de
aplicaciones continuas es una aplicacién continua. Y usando ésto, se

prueba que € es un homomorfismo.

ii. 0 es inyectiva: Sean (x1, x2) v (X}, X5) elementos de Gy x G tales que
0(x1, x2) = 0(x}, X3). Veamos que (x1,x2) = (X1, X2)- Como [x1, X2] =
(X1, X5), entonces [x1, Xx2](91,92) = [X1,X5)(91, 92) para todo (g1,¢2) €
G1 X Gy, en particular, para (¢1,€eq,) v (eg,,92); lo cual implica que
x1(g1) = x1(91) ¥ x2(g2) = x2(g2) para todo g1 € G1y g2 € G. Por lo
tanto, y; = X’1 Y X2 = X/27 como se queria demostrar.

ii1. 6 es sobreyectiva: Sea ¢ € G % G>. Entonces ¢: G; X Gg — T es
un homomorfismo continuo, ademds, para todo (g1,¢92) € G1 X G,

37



CAPITULO 1. INTRODUCCION A LA TEORIA DE DUALIDAD

0(91,92) = @((g1.€c,) + (€61, 92)) = @91, €c,)9(€c,, g2). Definamos
x1: Gi = T por xi(g1) = ¢(g1,€c.) ¥ x2: G2 = T por xa(g2) =
v(eq,,92). Entonces x; € G1 v x2 € Gs, ademés, ¢ = (X1, Xx2]. Por lo
tanto, existe (x1, x2) € G1 x Gy tal que 0((x1,x2)) = [x1, X2] = ¥, con
lo que tenemos la sobreyectividad.

iv. 0 es continua: Es suficiente mostrar la continuidad de # en la identidad
(eg,-eq,) de Gy X Gy. En efecto, sea (K, V.) una vecindad de € %Gy
donde K C Gy XG5 es compacto. Veamos que existe una vecindad W de
(eg, eq,) en Gy x G5 tal que (W) C (K, V.). Si hacemos K, = py(K)
y Ky = po(K), donde p; y po son las proyecciones de G; x Gy sobre
G1 y Go, respectivamente, entonces W = (K1, V) x (K, Vz) es una
vecindad de (eg ,eq,) tal que O((K1,Vz) x (Ka, Ve)) C (K, Vz). Sean
X € 0((K1, Ve )x (K, Ve)) y k € K. Por demostrar, que x(k) € V.. Sean
X1 € (K1, Ve) vy x2 € (Ko, Ve) tales que x = 0((x1, x2)) = [X1, X2, k1 €
Ky y ky € K, tales que k = (kq, ko). Entonces x(k) = [x1, x2](k1, k2) =
X1(k1)xz2(ka) C VeVe C V.. Por lo que x(k) € VL, para todo k € K, lo
cual implica que y(K) C V., esto es, y € (K, V), y ésto, para todo x,
con lo que queda demostrada la afirmacién.

v. 071 es continua en Ca xa,: Sea W una vecindad de (eg,,eq,). Veamos
que existe W’ vecindad de e ;, tal que §~'(W') C W o, equivalen-
temente, W' C 0(WW).

Sin pérdida de generalidad, tomemos W = (K, V) x (K, V.), vecin-
dad de (eg,,eq,). Entonces W' = ((Ky U {eg, }) x (Ko U{eq,}), Vo) es
una vecindad de eg ;. tal que W' C 6(W). En efecto, sea x € W’
y definamos: x1: G; — Ty x2: Go — T por x1(g1) = x(91,eq,) ¥
x2(92) = x(eq,,g2). Entonces x; € Gi v x2 € G, ademds, y1 €
(K1, Vo) ¥y x2 € (K3, Vz). Finalmente, x = [x1, X2, pues x((g1,92)) =

X((gla 6G2))X((6G1792)) = [Xb XZ](917 92) ASL existe (Xh XQ) € (K17 ‘/5) X
(K2, V) = W tal que x = 0((x1, x2)), por lo que x € 6(W).

De 114,124, 1v v v, concluimos que # es un isomorfismo topoldgico. Por lo
tanto, el dual del producto de un ntimero finito de grupos topoldgicos es el

producto de sus respectivos duales. 0

Proposicién 10 /23, Proposicion 1] Sea G un grupo ALC, G su grupo
dual y K cualquier vecindad compacta de e en G. Si U es una vecindad
“pequena”de 0 en T mds precisamente si U C {exp(2mix) : —i <z <3},

entonces (K,U), la clausura del conjunto (K,U), es un vecindad compacto
de 0 en G.
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Corolario 3 5i G es un grupo ALC, entonces G es un grupo ALC.

Demostracion. Puesto que G es un grupo topolégico abeliano Hausdorff,
ya que sus imagenes se encuentran en T. La Proposicion anterior dice que
G tiene una vecindad compacta de e y por lo tanto también es localmente

compacto. 0

Corolario 4 [23, Corolario 2] Si G es un grupo topoldgico abeliano dis-

creto, entonces G es un grupo compacto.

Demostracién. Como G es discreto, el conjunto K = {0} es un vecindad
de 0. Desde luego K también es compacto, ya que es finito. Sea U una
vecindad “pequena’de 0 en T. Luego, por la Proposicion 10, el conjunto
(K, U) es compacto en G. Pero cada homomorfismo de G a T aplica K = {0}
en U. Por lo tanto, (K,U) = G, de ahi G = (K,U), y asi G es compacto. (]

Proposicién 11 /23, Proposicion 2] Si G es un grupo topoldgico abeliano
compacto Hausdorff, entonces G es discreto.

Demostracion. Como G es compacto, la definicién de la topologia de G
nos dice que (G, U) es un vecindad abierta de 0 en G , para cualquier vecin-
dad U de 0 en T. Si elegimos U para ser una vecindad “pequena’de 0 en T,
entonces (G,U) = {0}; ya que si existe f € (G,U) con f # 0, se tendréd que
existe x € G tal que f(z) # 0, luego existe n € Z tal que (f(x))" ¢ U, es
decir, f(z") ¢ U, como z™ € G, contradice el hecho de que f € (G,U). Por
consiguiente, cualquier homomorfismo que asocie todo G a U, debe asignar
G a 0. Por supuesto, el iinico homomorfismo que asigna G' a 0 es el homo-
morfismo trivial, asi (G, U) = {0}. Entonces {0} es un subconjunto abierto
de G. Por lo tanto, G es discreto. 0

Recordemos que un elemento g de GG es un elemento de orden finito o,
de forma equivalente, un elemento de torsion si g" = e, para algin n € N,
entonces el menor n € N para el cual ¢g" = e se llama el orden de g y se

denota por o(g).

Definicién 11 Sea G un grupo abeliano. El subgrupo de elementos de tor-
sion de G es t(G) y paran € N

t(G)={geG:g" =e}.
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Luego

» Sit(G) = G, es decir, si todos los elementos de G tienen orden finito,

decimos que G es un grupo de torsion.

» Si t(G) = {e}, es decir, si el grupo G no tiene elementos de orden
finito, excepto e, entonces se llama libre de torsion.

Teorema 8 [2, Teorema 9.6.11] [L. S. Pontryagin/ Un grupo abeliano

compacto G es conexo si y sélo si el grupo dual G es libre de torsion.

Demostraciéon. Supongamos que G es conexo y toma cualquier caracter
continuo no trivial f en G. Entonces f(G) es conexo y, por lo tanto, f es de
orden infinito en GG, por el Lema 7. Reciprocamente, supongamos ahora que
GG no es conexo, entonces, existe un subconjunto propio abierto y cerrado U
de GG que contiene el elemento neutro e de G. Por la Proposicién 3, existe
un subgrupo abierto y cerrado H de G tal que H C U. El grupo cociente
G/H es discreto, compacto y contiene mas de un elemento. Por lo tanto,
existe un caracter continuo no trivial ¢ en G/H. Pongamos f = ¢om, donde
m: G — G/H es el homomorfismo cociente natural; luego f es un carédcter
continuo no trivial en G, y f(G) = ¢(G/H) es un subconjunto finito de
T, que contiene mas de un elemento. Por lo tanto, f(G) es disconexo. Del

Lema 7 se sigue que f es de orden finito en G. U

Teorema 9 [2, Teorema 9.6.12] Un grupo abeliano compacto G es total-

mente disconexo si y solo si G es un grupo de torsion.

Demostraciéon. Supongamos que G es totalmente disconexo, luego por
la Proposicién 5, G es cero-dimensional. Tomemos cualquiera caracter con-
tinuo no trivial f en G, y sean F' = f(G) y H = ker f. La aplicacién f
es cerrada, ya que G es compacto. Por lo tanto, el subgrupo F' de T es to-
polégicamente isomorfo al grupo cociente G/H, y la aplicacién f de G sobre
el subespacio F' de T es abierta. Dado que, segin el Teorema 6, el grupo
cociente de cualquier grupo compacto totalmente disconexo es siempre de
dimension cero, se deduce que F' es cero-dimensional y, por lo tanto, F' # T.
Como f no es trivial, se tiene que |F| > 1. Por lo tanto, F' es disconexo y,
segtn el Lema 7, f es de orden finito.

Supongamos ahora que G no es totalmente disconexo, entonces existe un
subconjunto conexo A de G tal que |A] > 1. Claramente, podemos suponer



1.2. EL DUAL DE UN GRUPO TOPOLOGICO

que el elemento neutro e de G esta en A. Fijemos a € A distinto de e, y
sea f un cardcter continuo en G tal que f(a) # 0. Luego B = f(A) es un
subconjunto conexo de T que contiene mas de un elemento. Ademés, f(G)
es un subgrupo cerrado de Ty B C f(G). Por lo tanto, f(G) es un subgrupo
cerrado finito de T, y segun la Proposicién 9, f(G) = T, es decir, f(G) es
conexo. Por lo tanto, por el Lema 7, f es de orden infinito en G. 0

Veamos un resultado sobre los grupos metrizables, primero recordemos el

concepto de k-espacio.

Definicién 12 Un espacio topologico X es un k-espacio si tiene la siguiente
propiedad: Un conjunto F' es cerrado en X siy solo si, para cada subconjunto
compacto K de X, el conjunto F'N K es cerrado [11, Teorema 3.3.18].

Una propiedad que caracteriza las funciones continuas en los k-espacios es
que, una funcién f de un k-espacio X, a un espacio topoldgico, es continua si
y solo si, su restriccién a cada subconjunto compacto de X es continua [11,
Teorema 3.3.21].

Teorema 10 [6, Teorema 1] Si G es un grupo topoldgico abeliano metri-

zable, entonces G es un k-espacio.

Demostracién. Sea F' un subconjunto de G tal que F N K sea cerrado
para cada subconjunto compacto K de G. Supongase que y € F. Se mos-
trard que existe una vecindad de y disjunta con F'. Se puede asumir que y
es el caracter nulo, es decir, y = 1. Es suficiente encontrar un subconjunto
compacto S de G tal que (S,V)N F = (), siendo V un subconjunto abierto
de T.

Dado que G es un grupo metrizable, podemos tomar una secuencia fun-
damental decreciente (U,),>o de vecindades de cero en G, de modo que
Up = G. Usando induccidn, es posible encontrar otra secuencia (X,,),>o de
conjuntos finitos tales que se cumplan las dos condiciones siguientes

1. X, C U,, para todon > 0,
2. M (Uogpgn X, v) A (U1, V)N F =0,
Primero determinaremos Xj.

Por el supuesto, el conjunto F'N (U3, V') es cerrado en G. Note que G induce
en el conjunto compacto (Uy, V) la topologia de convergencia puntual, que
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se denotard por o(G,G). Entonces se tiene que F N (Uy,V) es cerrado en
o(G,G)y1e (U, V)\(FN(Uy,V)). Luego, como los (U,, V)n>o describen
una base de vecindades de 1 en la topologia U(G, (), existe un conjunto
finito Xy en G tal que (Xo, V)N (U, V)N F = 0.

Supongase que los conjuntos finitos X, - -+, X,,_1, m > 1 se han construido
de manera que 1) y 2) se satisfacen. Sea x € Uy, y

Fx - ( ﬂ Xp?‘/) ﬂ({m}av)m(UmH,V)mF

0<p<m

entonces se tiene

N Fx=< N Xﬂ) N V) F =0,

€U, 0<p<m

Dado que cada F}, es un subconjunto cerrado del conjunto compacto (U411, V),
es compacto en G. Sea X,, C U,, un conjunto finito, tal que Neex,, Fo=0.
Es facil comprobar que X, satisface las condiciones requeridas.

Sea S = |J,, Xin. Para cada p fija, X,, C U, para toda n > p; por lo tan-
to, S es el conjunto de puntos de una secuencia que converge a cero. Pero
S,VINU, VINEF =0y U, (Upg1, V) = G. En consecuencia, se obtiene
que (S, V)N F = 0. O

A continuacion se definird el homomorfismo dual.

Definicién 13 Sean G y H grupos topologicos y p: G — H un homomor-
fismo continuo. El homomorfismo dual $: H — G, definido por o(x)(g) =
X(p(g)) para todo x € H yg € G, es continuo. Ademds existe un homo-
morfismo candnico

a:G— G
Dado por
alg) =g

Donde §: G — T estd dada por g(x) = x(g9). St a es un isomorfismo
topolégico, se dice que G es reflexivo y « es la llamada evaluacion candénica.

Proposicién 12 [13, Proposicion 3.11] Sean G y H grupos ALC'y f: G —
H un homomorfismo continuo. Si f: H — G es la aplicacion dada por
F0)(9) = (x o f)(g), para todo x € H y g € G, entonces f es un homo-
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morfismo continuo. Ademds, si f es suprayectiva, entonces f es inyectiva;
y si f es abierta e inyectiva, entonces f es suprayectiva.

Demostraciéon. Supoéngase que f: H = G es la aplicacién definida por
F0)(9) = (x o f)(g), para todo x € H y g € G. Veamos que f es un ho-
momorfismo continuo. Sean x1,x2 € H y g € G. Entonces f(x1 + x2)(g) =

A ~ A

O +a x2)(£(9)) = Dalf )] (F(9)] = [FOxa) @ () (9)] = [F(x1) +a
f(x2)(g)- Por lo que f(x1 +5 x2) = f(x1) +¢ f(x2)-

Para ver la continuidad de f consideremos (K, U) un abierto subbésico de
G. Entonces (f)"1((K,U)) = (f(K),U) es un abierto subbésico de H. En
efecto, sea x € (f)"L((K,U)). Entonces f(x) € (K,U), lo cual implica que
FOOK) C U, esto es, f(k) € U, para todo k € K; por lo que x(f(k)) € U,
para todo k € K. Asi, x(f(K)) C U, por lo tanto, x € (f(K),U), lo cual
demuestra que (f)"Y((K,U)) C (f(K),U). En forma ansloga se demuestra
que (f(K),U) C (f)"1((K,U)), con lo que se completa la igualdad.

Ahora, supongamos que [ es suprayectiva. Por demostrar que f es inyectiva.
Sean X1, y X2 en H tales que f(x1) = f(x2). Entonces f(x1)(g) = f(x2)(9),
para todo g € G. Asi x1(f(g9)) = x2(f(g)), para todo g € G vy, por la su-
prayectividad de f, x1(h) = x2(h), para todo h € H. Por lo tanto, x; = xa,
con lo que tenemos la inyectividad de f .

Finalmente, supdéngase que f es abierta e inyectiva, se probara que f es
suprayectiva. Sea y € G. Queremos ver que existe ¢ € H tal que f(p) = x,
esto es, po f = x. Como f es una aplicacion inyectiva, existe una aplicacién
v: H — G tal que yo f = eq. Si hacemos ¢ = 7 [y, entonces 9 es un
homomorfismo, por lo que ¢ = y o : Imf — T es un homomorfismo. Asi,
existe un homomorfismo p: H — T que extiende a o, tal que po f =xy ¢
es continuo. En efecto, si g € H, entonces (po f)(g) = ¢(f(g)) = a(f(g9)) =
(x o ¥)(f(9)) = x((f(9))) = x(v(f(9))) = x(g), con lo que tenemos la
igualdad entre ¢ o f y x. Para ver la continuidad de ¢ en H, basta probar
dicha continuidad en egy. Sea U € T una vecindad de er. Veamos que existe
V vecindad de eg tal que (V) C U. Como x es continua, en particular, en
ey existe W vecindad de eq tal que x(W) C U, esto es, (po f)(W) C U; de
donde, p(f(W)) C U. Como f es un homomorfismo y W es una vecindad
de eq, entonces f(W) es una vecindad de ey, si tomamos V = f(W), com-
pletamos lo que querfamos ver. Por lo tanto, p € H y f(go) =ypof=x,lo
cual demuestra la suprayectividad de f . 0]

Es un hecho esencial en la teoria de los grupos ALC que « es inyectiva.
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Por lo tanto « es una inyeccién continua para cada grupo ALC. Ademas,
segun el teorema de la dualidad de Pontryagin-van Kampen, « es un isomor-
fismo topoldgico para cada grupo ALC G [23]. Este teorema nos permite

identificar un grupo ALC G con G. Para la significacién de la dualidad
de Pontryagin en otra parte de las matemadticas, se debe consultar a [20].
Parte de la historia del teorema de la dualidad Pontryagin-van Kampen:
la dualidad discreta compacta para grupos compacto metrizable se debe a
Pontryagin, mientras que van Kampen demostro el caso general.



Capitulo 2

El dual de la reflexion

En este capitulo iniciamos con la definicion de algunas reflexiones y sus
caracterizaciones; luego se presentan resultados y casos puntuales de gran
relevancia en la tematica del dual de la reflexién de un grupo topoldgico.

2.1. Algunas reflexiones

Iniciamos con el concepto categérico de reflexion.

Definicién 14 Sea D wuna categoria, C' una subcategoria de D y X un
objeto de D. Una reflexion para X en C es un objeto £(X) de C junto
con un morfismo nx: X — &£(X) de D, que satisface la siguiente propiedad
universal: dado un objeto Y de C' y un morfismo ¢: X — Y de D, existe
un unico morfismo X: £(X) — Y de C tal que Aonx = ¢.

X — = ¢(X)
14 A
Y

Por la unicidad de A, cualquier dos reflexiones para X son isomorfas en
asi denotaremos la reflexién por (£(X),nx) (o £(X) para abreviar).

Si existe la reflexién para cada X en D, se dice que C' es una subcategoria
reflexiva de D; en caso de que nx sea un epimorfismo, se dice que existe una
epireflexion para cada X en D y C' es una subcategoria epireflexiva de D.
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Presentaremos algunos ejemplos de reflexiones de grupos topolégicos como
son la reflexién sobre los espacios totalmente disconexos, la reflexién sobre
los espacios libres de torsion, la reflexién sobre los grupos abelianos, la refle-
xion sobre los grupos precompactos o totalmente acotados, la reflexion sobre
los grupos Np-acotados, la completacion de Raikov y sobre los compactos,
la compactacion de Bohr. Para luego observar como es su comportamiento
con el dual.

Proposicién 13 Sea G un grupo abeliano y ¢(G) la componente conezra
de G. Dado cualquier grupo totalmente disconexo K y un homomorfismo
f: G = K, existe un homomorfismo g: G/c(G) — K tal que gom = f.

G— "~ G/e(G)

K

Donde 7 es el homomorfismo candnico.

Demostracion. Notemos que g esta definida como,

Veamos que g esta bien definida. En efecto.
Si 7(x) = 7w(y), entonces, xc(G) = ye(G).

Asf zy™! € ¢(G), luego f(xy™') € f(c(G)), como e € f(c(G)) y K es to-
talmente disconexo, entonces f(c¢(G)) es un conjunto unitario, por tanto

flay™") = e, de donde f(x) = f(y), ast g(m(z)) = g(x(y)). B

Ahora consideremos la reflexion sobre los espacios libres de torsién. Sobre
la torsién de un grupo topoldgico, veamos antes los siguientes resultados.

Proposicién 14 Sea G un grupo abeliano y t(G) el subgrupo de torsion de
G. Entonces G/t(G) es libre de torsion.

Demostracién. Se 7 : G — G/t(G) el homomorfismo candnico. Su-

pongamos que (7(z))" = e, luego m(z") = 7(e), esto es equivalente a
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que z" € t(G), luego existe k tal que 2™* = e, asi x € t(G), por tanto

m(x) =7w(e). O

Proposicién 15 Sea G un grupo abeliano y t(G) el subgrupo de torsion de
G. Dado cualquier grupo libre de torsion K y un homomorfismo f: G — K,
existe un homomorfismo g: G/t(G) — K tal que gom = f.

G— "~ G/HG)

K

Donde 7 es el homomorfismo candnico.

Demostraciéon. Notemos que g esta definida como,

Veamos que g esta bien definida. En efecto.
Si m(z) = 7(y), entonces, xt(G) = yt(G).
Asi zy~! € t(GQ), luego existe n € N, tal que (zy~)" = e, por tanto

Fllay™)") = (flay™)" = fle) =e.

Como K es libre de torsién, debe ser f(xy~!) = e, de donde f(z) = f(y),
ast g(m(z)) = g(7(y)). B

Ahora para la reflexiéon sobre los grupos abelianos, recordemos antes a que
le llamamos el subgrupo conmutador de un grupo G.

Definicién 15 El subgrupo conmutador de un grupo G, denotado como

|G, G| se define de la siguiente manera:

= Fs el subgrupo generado por todos los conmutadores, o elementos de la

forma [z,y] = zyz~ly~! donde z,y € G.

Luego se sigue la reflexion sobre los grupos abelianos o comunmente llamada
la abelianizacion de un grupo.
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Definicién 16 La abelianizacion de un grupo G se define de la siguiente

manera:

= Fs el cociente del grupo por la clausura de su subgrupo conmutador: en
otras palabras, es el grupo G/C, donde C' es la clausura de |G, G].

Proposicién 16 Sea G un grupo y C la clausura de |G, G, siendo [G,G] el
subgrupo conmutador de G. Fxiste un homomorfismo sobreyectivo f: G —
G/C con la siguiente propiedad; siempre que ¢: G — H sea un homomorfis-
mo y H sea un grupo abeliano, hay un homomorfismo inico ¢: G/C — H
tal que ¢ = o f.

Se observa de la siguiente manera,

Denotamos la abelianizacion de un grupo G, por A(G).

Demostracion. Notemos que 1 esta definida como,

Veamos que 1) esta bien definida. En efecto.

Si f(xz) = f(y), entonces, zC = yC.

' = aba='b~!, por tanto

Asi 2y~ € C, luego existe a,b € G, tal que zy~
teniendo en cuenta que H es abeliano y ¢ es un homomorfismo, se sigue

que,

p(xy™') = plaba™'b™") = p(a)e(b)p(a) o)™ = p(e) =e.

Por consiguiente p(zy~1) = e, y asi p(z) = p(y), en conclusién ¥(f(z)) =
(). -

Continuemos con la reflexién sobre una clase mas amplia que los grupos
compactos, hacemos referencia a la constituida por los grupos precompac-
tos o totalmente acotados.
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Definicién 17 Se dird que un grupo topologico G es precompacto si para
cada vecindad abierta V' de eq, existe un subconjunto finito F de G tal que
G=FV.

En los grupos precompactos la propiedad se preserva en subgrupos, bajo ho-
momorfismos continuos y en productos. Dentro de esta particular definicion

encontramos los grupos Ng-acotados o w-estrechos.

Definicién 18 Un grupo topologico G es Rg-acotado si para toda vecindad
U de la identidad de G existe un conjunto numerable K C G tal que G =
KU.

La clase de grupos Np-acotados es cerrada al tomar subgrupos o productos
cartesianos.

Teorema 11 La clase de los grupos topoldgicos Ng-acotados, es una cate-
goria epireflexiva de los grupos topoldgicos.

Demostracién. Sea (G, 7) un grupo topoldgico y sea I' la familia de to-
das las topologias de grupos topoldgicos Rg-acotado contenidas en 7. I' # (),
ya que la topologia indiscreta estd en I'. Sea p la topologia en GG genera-
da por T, [14, Lema 1.2 y Proposicién 5.5] garantizan que (G, p) es un
grupo topolégico Np-acotado, ademas dado que 7 es mas fina que p, te-
nemos que id: (G,7) — (G, p) es continua. Veremos que ((G, p),id) es la
reflexién de (G, 1) sobre la clase de los grupos topoldgicos Rg-acotados. Pro-
baremos la propiedad universal, consideremos un homomorfismo continuo
de grupos, f: G — H, siendo H un grupo topologico Ny-acotado. Sin pérdi-
da de generalidad podemos asumir que f es sobreyectiva. Podemos probar
que la topologfa inicial generada por f, 7/, es una topologia de grupo para
G [14, Ejercicio 1.32]. Veamos que (G, 77) es Ny-acotado, en efecto, sea U
una vecindad del neutro en H, luego existe K C G, siendo K numerable,
tal que KU = H, para cada k € K, elijamos z; en G, tal que f(x) = k.
Sea L = {x : k € K}, vemos que G = Lf~}(U), dado que L es numerable,
tenemos que (G, 7/) es Rg-acotado. Por la forma como se eligié p, tenemos
que 7/ C p y por ende f: (G,p) — H, sigue siendo continua. Por tanto
(G,1id) es la reflexién deseada. O

La construccién de la reflexion sobre los grupos precompactos, se realiza
de forma analoga a la anterior.
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Dentro del estudio de los grupos topoldgicos, en su estructura de espacio
se evidencia que existen espacios métricos en los cuales las sucesiones de
Cauchy no necesariamente son convergentes y para ello se desarrolla el con-
cepto de complecion de un espacio y se demuestra que dicha estructura
contiene de manera densa a un subespacio homeomorfo al espacio original
y, ademas, dicha complecion es tinica salvo homeomorfismo. Ahora hacemos
una introduccién en los espacios completos, particularmente en la llamada

completacién de Raikov.

Definicién 19 Sea A un conjunto y § una familia no vacia de subconjuntos
de A. La familia § es un filtro cuando:

1. 0 ¢ 3.
2. 8i A1, Ay € §, entonces A1 N Ay € F.
3. SiAeF yACB, entonces B € §.

Un filtro § en A es un filtro maximal o un ultrafiltro si para todo filtro §’
en A tal que §F C §’ se cumple § = F'.

Definicién 20 Sea G' un grupo topologico; un filtro § de subconjuntos no
vacios de G es un filtro de Cauchy st para cada vecindad abierta U del neutro
en G existe un elemento F € § tal que F~' - F CU y F-F~ 1 CU.

Definicién 21 Un grupo topolégico G se dice completo Raikov, si todo filtro

de Cauchy en G, converge.

En el siguiente teorema presentamos una de las mas importantes propie-
dades de grupos topolégicos completos Raikov, no presentamos la prueba

porque consideramos que es una prueba bastante extensa y técnica.

Teorema 12 (D. A. Raikov) Para cada grupo topoldgico Hausdorff G,
existe un grupo topologico completo Raikov oG y un isomorfismo topologi-
co canonico i de G en un subgrupo denso i(G) de oG, con la siguiente
propiedad; siempre que f: G — H sea un homomorfismo y H sea un gru-

po completo Raikov, f admite una extension a un homomorfismo continuo

ffr0G — H.
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Para la lectura y estudio de la demostracion de este Teorema ver [2, Propo-
sicién 3.6.12].

Ahora el resultado a considerar es aquel que implica que un grupo topolégico
oG como en el Teorema 12 es, en un sentido natural, inico y una ampliacion

de este tépico podemos consultarlo en [2] y [3], entre otros.

Recordemos unos conceptos antes de finalizar esta seccion.

Definiciéon 22 Siendo G un grupo topolégico. U € N, se dice invariante
si xUx~t = U, para todo x € G.

G se dice balanceado, si G tiene una base local en ey, formada por vecindades
mvariantes.

[2, Corolario 3.7.8] garantiza que todo grupo topoldgico precompacto es
balanceado.
Veamos el siguiente resultado.

Lema 8 Sea G un grupo topologico balanceado y § un filtro en G. St dado
U € N, existe a € G, tal que aU € §, entonces § es de Cauchy en G.

Demostracién. Sea V € N7, luego existe U € N,, invariante, tal que
UU~! C V. Por hipétesis, existe a € G tal que aU € §. Sea F = aU, luego

FF' = (aU)(aU) ' =aUU 'a™ ! = (aUa M (aU ta™)
= (aUa ") (aUa ) ' =UU T CV.
Por otro lado,

F'F=(U) aU)=UtataU=UUCV =V

Lema 9 FEn cada grupo precompacto, todo ultrafiltro es de Cauchy.

Demostraciéon. Sea G un grupo precompacto y § un ultrafiltro en G.
Sea U € N, luego existen ay,aqg,- - ,a, tales que G = U ,q;U € §. Dado
que § es un ultrafiltro, existe i € {1,2,--- n} tal que a;U € §; por ser G
precompacto, G es balanceado, siguiendo el Lema 8, tenemos que § es de

Cauchy. ([l
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El siguiente corolario nos ofrece una caracterizacién de los grupos com-

pactos.

Corolario 5 Todo grupo Hausdorff precompacto y completo es compacto.

Demostraciéon. Sea G un grupo Hausdorff precompacto y completo, to-
memos § un ultrafiltro en G, por el Lema 9, § es de Cauchy y por ser G

completo, § converge en G. O
La precompacidad se preserva sobre el operador clausura.

Lema 10 Sea H un subgrupo de un grupo topologico Hausdorff G. St H es
precompacto, H también es precompacto.

Demostracion. Sea H precompacto en G. Dado U € N,, tomemos una
vecindad simétrica V tal que V2 C U. Por ser H precompacto, existe un
subconjunto finito F' de H y por consiguiente de H tal que H = FV.
Afirmamos que H = FU, en efecto, tenemos que FU C H, puesto que para
todo x € FU,y V, € N,, se tiene que V, N FU # () y en consecuencia
V.NEFV # 0, luego € FV = H. Ahora si # € H, entonces para la
vecindad de z, 2V, se cumple que 2V N H # (), luego si y € 2V N H,
entonces y € xV N FV, esto implica que y € xV e y € FV, por tanto
existen vy,v9 € V 'y 2z € F, tal que y = zv; e y = 2vq, asi xv; = 20, Se
sigue que
r =200, € FVV ' = FVV = FV? C FU.

Por lo tanto, H = FU, es decir, H es precompacto. 0

Teorema 13 Si G es precompacto y Hausdorff, oG es compacto.

Demostracién. Como G = oG, el Lema 10 nos dice que oG es precom-
pacto y por el Corolario 5 se tiene que oG es compacto. 0

Ahora dentro de los espacios compactos, también se define una reflexién,
llamada la compactacién de Bohr; este reflexion lleva el nombre de H. Bohr,
quien fue un precursor en el estudio de funciones casi periddicas. Por medio
de la introduccién de la compactacion de Bohr, la teoria de funciones casi
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periddicas en grupos se puede reducir al estudio de funciones continuas en
grupos compactos.

Teorema 14 La categoria de los grupos topoldogicos compactos y Hausdorff

es una subcategoria reflexiva de los grupos topoldgicos.

Demostracién. Sean r = 22 y F la clase de todos los homomorfismos
continuos f: G — Hy, tal que |Hf| < K, y Hy es compacto.

Definamos en F la siguiente relacion, dados f,g € F, decimos que f ~ g,
si existe un isomorfismo ¢: Hy — H, tal que g = v o f; de esta forma
tenemos que |F/ ~ | < 22" = ), luego podemos obtener una familia de
representantes { f; }ier, con [I| < A. Sean L = [],., Hy,, definamos b: G — L
por b(g) = (fi(9))ies para cada g € G. Sea bG = b(G).

Sea f: G — K un homomorfismo continuo, con K compactoy Hy = m,
luego |Hy| < K, en efecto, por ser Hy = m cerrado en K compacto, se

tiene que H; = f(G) es compacto, luego por el inciso a. de [2, Corolario
5.2.7] tenemos que

7@ =227

se sigue por el inciso b. que,

/(G| = 2wV (@) = (@)

por ser f(G) denso en f(G), [2, Lema 1.4.15] implica que x(f(G)) = x(f(G)),
de esta manera queda

17(G)] = 20U (E) = x(F(G) — ox(F(@))

luego aplicando [11, Teorema 1.4.16],

1f(Q)] = u(f(G)) — ox(f(G)) — ox(f(G)) < ox(G)

por [2, Teorema 5.2.5] obtenemos que w(X) > x(X), asi nos queda

(@) = 220 — 9x(F(@) — gx(1(@) < 9x(@) < u(@)

y como w(G) < 2! concluimos que

17(G)| = 2@U @) = ox(F(@) = ox(F(G) < 9x(@) < 9u(@) < 92!,
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ya probado esto, se tiene que f: G — H; € F, luego existe ¢ tal que
f ~ fi, es decir que existe un isomorfismo ¢: Hy — Hy, tal que el diagrama
conmuta.

G—1-m,

PN

L_)Hfi

Ter‘
2

En efecto, sea f* =~!o 7w, , ahora

f*ob:wfloﬁHfiob:wflofi:f.

Por lo que consideramos la funcién f = f *|vg, la cual satisface la propiedad

universal de las reflexiones, esto es, f = f ob.

G— @

Proposicion 17 Si G es precompacto y Hausdorff, oG = bG.

Demostracion. Por el Teorema 13, oG es compacto; falta ver que oG
cumple la propiedad universal. En efecto, sea f: G — H un homomorfismo
continuo, siendo H un grupo topoldgico completo Hausdorff. Existe una
extensién continua de f, f: oG — oH, por ser H compacto en oH que es
Hausdorff, tenemos que H = H = pH, asi f: oG — H. La unicidad de bG
nos dice que oG = bG. O

Corolario 6 St G es precompacto y Hausdorff, b: G — bG es un embebi-
miento, y b(G) es denso en bG.

Para la desmostracion del anterior corolario y amplificar este tema nos po-
demos dirigir a los textos [2,10,16,17] y [7].

2.2. El dual de algunas reflexiones

Veamos el dual de algunas reflexiones y su comportamiento.
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Ejemplo 3 Consideremos la reflexion sobre los espacios totalmente disco-
nexos demostrada en la Proposicion 13, en efecto sea G un grupo topoldogico
y ¢(G) su componente conexa, por el Lema 4, G/c(G) es totalmente disco-
nezo; ahora tomando el grupo dual de G/c(G), G/é(G), por el Teorema 9,
G/E(G) es de torsion.

Por otro lado tenemos el dual de G, G Yy Su componente conexa c(é), apli-
cando nuevamente el Lema 4, G / c(@) es totalmente disconexo; notamos que
en los grupos G/é(G) y G/c(G) no se evidencia relacidn entre sus propie-
dades.

Tomemos a G =T, luego ¢(G) = ¢(T) =T, ast

§(G) = G/e(G) =T/T = {1}

y £(G) = {1} = {1}. o )
Ahora G =T =7, de inmediato se observa que G =T =7 # {1} = £(Q).
Sin embargo, consideremos &(G) = §T) = &z) = 2/{1} = Z, luego se
sigue §(G) = §(T) = Z # {1} = ¢(G).

Ejemplo 4 En la reflexion sobre los grupos libres de torsion, se sigue que
siendo G un grupo topoldgico y t(G) su subgrupo de torsidn, por la Propo-
sicion 15, G/t(G) es libre de torsion, de donde su grupo dual G/tA(G) es
divisible.

Tomando el grupo dual de G, G’, y su subgrupo de torsion t(@), tenemos por
la Proposicion 15 que G/t(@) es libre de torsion; luego los grupos resultantes
no reflejan relacion entre sus propiedades.

En este caso sea G = Z, de donde £(G) =&(Z) =Z y f(AG) =7Z=T.
Luego G = 7 = T, se sique de [14, Definicion 1.38] que &( A) = S(A) =
£(T) = £(R/Z) = (R/Z)/(Q/Z) = R/Q, luego se sigue &(G) = R/Q # T =
¢(G).

El siguiente Lema nos dice que si T € &, entonces los grupos G y & (C’) son

algebraicamente isomorfos.

Lema 11 Sea & una categoria y G un grupo topologico. Si T € £ entonces
¢: £(G) — G es un isomorfismo continuo, siendo ¢: G — £(G) la reflexion
de G en £(G).

Demostracion. De la Proposicion 12, ¢ es un homomorfismo continuo,
veamos que es biyectivo. En efecto, denotemos por £(G) una reflexién de G
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en £, y el morfismo ¢: G — £(G); ahora si T € &, por la propiedad universal
de reflexion, tenemos que dado un morfismo y: G — T, existe un unico
morfismo ¢, : {(G) — T tal que ¢, o p = x.

G——=¢(G)

T

Tomemos el homomorfismo dual de ¢, ¢: & (C) — @G, definido como sigue,
para cada A: £(G) — T, ¢(X) = Ao ¢; el cual es continuo.

Definamos ahora el homomorfismo ~: G — & (C’) donde para cada elemento
X € é, Y(X) = ¥y, es decir, que v envia cada elemento de G, X, en un
unico ¢, que hace que el diagrama anterior conmute. Veamos que ¢ y v
son aplicaciones inversas, en efecto, para A € f(AG), vop(A) =y(p(N) =

V(A 0 @) = Yaop, ast Yrop hace que el siguiente diagrama conmute.

G——=¢(G)
Aow Thog
T

Puesto que A también hace que el diagrama conmute y 7o, €s Unico, se
debe tener que vy, = A, por tanto vy o ¢(A) = A. Se sigue que para x € G,

P oy(x) = o(v(x)) = @(%c) =, 0 p = X, por la propiedad universal de
reflexién. O

Los ejemplos 3 y 4 evidencian que la hipotesis de que T € & es necesa-
ria en el Lema 11.

Entonces siempre que T € &, tenemos que el homomorfismo dual de la apli-
cacion del grupo a la reflexién, ¢: &€ (C) — @, es un isomorfismo y por tanto
v G—¢ (C) también es un isomorfismo. Puesto que, para que ¢ sea un iso-
morfismo topoldgico, basta demostrar que tiene inversa continua; por lo que
nos proponemos estudiar bajo que condiciones la aplicaciéon v es continua.

Corolario 7 Sea G un grupo topolégico y C la categoria de grupos precom-
pactos, entonces G es continuamente isomorfo a C(G).
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Demostracion. Puesto que T es compacto y por tanto precompacto, lue-
go T € C y por el Lema 11 se tiene que siendo id: G — C(G), id: C(G) — G

es un isomorfismo continuo. O

Corolario 8 Sea G un grupo topologico y C, la categoria de grupos Ng-
acotados, entonces G es continuamente isomorfo a C,(G).

Demostracion. Puesto que T es compacto y por tanto Rg-acotado, luego
T € C, y por el Lema 11 se tiene que id: G — C,(G) es un isomorfismo
continuo. O

Teorema 15 Si G es un grupo compacto y T € &, entonces G = §(C)

Demostraciéon. Dado que T € &, entonces ¢ es una biyeccion. Notemos
que, como G es compacto entonces G es discreto por la Proposicién 11, por
consiguiente la aplicacién v: G — ¢ (AG), es continua. Como el homomor-
fismo ¢ es biyectivo y continuo con inversa continua, tenemos que ¢ es un
homeomorfismo y por tanto un isomorfismo topolégico. 0J

Un resultado relevante se obtiene en los espacios Céch completo.

Definicién 23 Un espacio Tychonoff X, se dice Cech completo si existe
una compactacion de X, cX, tal que cX — X = N2, F;, donde los F; son
cerrados en cX, 1 < w.

De la compactacién de Alexandroff, tenemos que si X es localmente com-

pacto y Ty, entonces X es Cech completo.

Teorema 16 Si f: X — Y es una funcion continua abierta y sobreyectiva,
de un espacio Cech completo X en un espacio Hausdorff Y, entonces para

K compacto en'Y, existe W compacto en X, tal que f(W) = K.

Demostracién. Para la demostracién, ver [4, Teorema 1.31]. O

Teorema 17 Sea G un grupo topoldgico Cech completo. SiT € € y¢: G —
&(G) es sobreyectiva y abierta, entonces G £(G).

o7
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Demostracién. Como T € &, concluimos que ¢: & (C’) — G es una bi-
yeccion, teniendo a «: G — £ (AG) como funcién inversa, Veamos que vy es
continua. Para ello, sea (K,U) una vecindad de e, en § (C’), siendo K
compacto en {(G) y U abierto en T. Por el teorema 16 existe W compac-
to en G, tal que p(W) = K, veamos que v((W,U)) C (K,U). En efecto,
sea y € G, tal que x(W) C U y probemos que v(x) € (K,U), es de-
cir que y(x)(K) C U. Siy € K, luego y = ¢(t), con t € W, por tanto
YO)(y) = v(x)(p(t)) = x(t) € U, es decir v(x)(K) € U. O

Corolario 9 Sea G un grupo topolégico localmente compacto. S1 T € £ y
©: G — £(G) es sobreyectiva y abierta, entonces G = £(G).

Demostracién. Dado que cada espacio localmente compacto es Cech
completo, aplicando el Teorema 17, se obtiene el resultado. 0

Con este resultado se sigue el corolario.

Corolario 10 Sea G un grupo topoldgico Cech completo y A la categoria

de grupos abelianos, entonces G = A(G).

Demostraciéon. Puesto que T es abeliano, luego T € A y por la Propo-
sicién 1 se tiene que ¢: G — A(G) es sobreyectiva y abierta, ya que por
la Proposicién 16 es una aplicacién cociente; entonces aplicando el Teorema
17, G =~ A(G). 0

Para grupos metrizables consideremos el siguiente teorema extraido de los
texto [6] y [4].

Teorema 18 [6, Teorema 2] Sea G un grupo topoldgico abeliano metri-
zable. Supongamos que H es un subgrupo denso de G. Entonces los grupos
duales G Yy H son topoldgicamente isomorfos.

Demostracién. Esté claro que H y G son algebraicamente isomorfos. Pa-
ra ver que ellos son topolégicamente isomorfos, primero probamos que los
dos grupos duales H y G tienen los mismos conjuntos compactos.

Toma un subconjunto compacto K de H. Evidentemente K es cerrado en G.
Como H es metrizable, K es equicontinuo. Por lo tanto, existe una vecindad
UdeeeGtal que K C (UNH,V), siendo V un subconjunto abierto de T.
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Sea W una vecindad de e € G tal que W+W C U. Observe que W C U N H.
(Si x € W, podemos tomar una red (z,)aeps C H tal que z, € x + W C U,
para todo a > ag; por lo tanto, z € U N H.) Observe que (U N H,V) =
(UNH,V)c (W,V);loque asu vez implica que K C (W, V) y por lo tanto
K es compacta en G. Esto muestra que H y G tienen los mismos conjuntos
compactos. Ahora, por el Teorema 10, H y G son k-espacios, asi concluimos
que tienen los mismos conjuntos cerrados y en consecuencia son topologica-

mente isomorfos. O

Caso conocido de este hecho, es la completacion de Raikov.

Corolario 11 Sea G un grupo topoldogico abeliano metrizable y o la subca-
tegoria de los grupos completos, entonces G =~ gC’, donde oG es la comple-
tacion de Raikov de G.

Demostracion. Debido a que oG es la completacion de Raikov de G, te-
nemos que G es denso en oG, esto es G = oG, por ser G metrizable, [2, Pro-
posicién 3.6.20] nos garantiza que G’ = oG también es metrizable y aplicando
nuevamente el Teorema 18, G y QC son topologicamente isomorfos, es decir,
G = oG. OJ

Corolario 12 Sea G un grupo topologico abeliano precompacto metrizable,
entonces G = bC’, donde bG es la compactacion de Bohr de G.

Demostracion. Dado que bG es la compactacién de Bohr de G, se sigue
que G es denso en bG, es decir G = bG; como G metrizable, [2, Proposicién
3.6.20] implica que G = bG es metrizable y aplicando el Teorema 18, G y

b( son topolégicamente isomorfos, es decir, G =G, U

El siguiente resultado ya es conocido (ver Proposiciéon 11), que es una ge-
neralizacién del hecho de que todo grupo abeliano compacto y Hausdorff,
tiene dual discreto, sin embargo esta es una prueba alternativa usando la

compactacion de Bohr.

Teorema 19 Si G es precompacto abeliano y metrizable, G es discreto.

Demostraciéon. Por el Corolario 12, ex= G, pero por ser bG compacto,
la Proposicién 11 nos dice que bG es discreto, luego asi mismo es G. O
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Conclusiones

La teoria de dualidad en el rol de ser una herramienta de gran ayuda para
el analisis y estudio de la estructura de los grupos, en su extenso listado de
aplicaciones en este trabajo se reduce al dual de la reflexiéon de un grupo
topoldgico; verificando en primera instancia, la importancia que tiene en la
caracterizacion del mismo el hecho de que T € &, esto es, que T este en la
subcategoria de reflexién ¢ a considerar, debido a que cuando esto no se da
no se evidencian relaciones entre el dual y la reflexion del dual, como es el
caso de la reflexién sobre los espacios totalmente disconexos y la reflexion
sobre los espacios libres de torsién.

Los resultados obtenidos en esta teoria para grupos topoldgicos, ayudan a
darle forma al proceso de caracterizacién debido al comportamiento particu-
lar que los grupos topolégicos presentan, en general notamos que el teorema
de Pontryagin sobre dualidad de grupos abelianos permite identificar un
grupo G con G , hecho que en el caso de la reflexién de un grupo topoldgico
se ha verificado que G~ ¢ (G), donde = denota un isomorfismo continuo y
£(G) es la reflexiéon de G en & con la condicién de que T € &; ahora para
que esto se consolide como un isomorfismo topoldgico consideramos en los

resultados las siguientes condiciones:

1. G un grupo topoldgico compacto y T en la subcategoria de reflexion &.

2. G un grupo topoldgico Cech completo, T € € v p: G — &(G) es
sobreyectiva y abierta.
3. G un grupo topoldgico localmente compacto, T € £y ¢: G — £(G) es

sobreyectiva y abierta.
4. G es abeliano metrizable y un subgrupo denso de £(G).
En cada unos de estos resultados se presentan casos conocidos y de relevancia
como son la abelianizacion, la compactaciéon de Bohr y la completacién de

Raikov, citando este trabajo como antecedente a futuras investigaciones
sobre esta tematica para caracterizar el dual de otras reflexiones.
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Preguntas abiertas

1. Sea G un grupo topoldgico. Si G es un k-espacio, T € £y ¢: G — &(G)
es sobreyectiva y abierta, entonces ;G = & (G)?

2. Sea GG un grupo topoldgico abeliano pseudometrizable. Supongamos
que H es un subgrupo denso de G. ;Son los grupos duales G y H
topoldgicamente isomorfos?
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