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Resumen

En este trabajo se construye la resonancia de la funcién de onda asociada por la ecuacién
de Schrodinger en el caso contintio y discreto para una barrera de potencial regular,
para el caso continuo utilizaremos la funcién Green, la transforma de Fourier y la serie
de Neumann para resolver el problema. Para el discreto utilizaremos la interpolacién

de Whittaker-Kotelnikov.
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Introduccion

A principios del siglo XIX surgieron una serie de fenémenos y experimentos cuyos re-
sultados no pudieron ser explicados por las teorias existentes, en el caso de las leyes
fisicas conocidas hasta entonces eran aplicables a cierto tipos de sistemas y con condicio-
nes muy restringidas. Entonces fue necesario establecer una nueva teoria que modificara
conceptos y crear nuevas ideas. Asi, el postulado més importante resulto ser la ecuacién

Schrodinger, la cual esta dada:

(4 V(@) 1) = i (1), )

La ecuacién (1) es uno de los pilares de la fisica contemporanea y es llamada la “ley
de la dinamica” que obedece a los sistemas cuanticos a bajas energias. La construccién
de las soluciones 1(z,t) de esta ecuacién que son funciones complejas, son llamadas
funciones de ondas que tienen validez en el estudio de los sistemas cudnticos, donde
V(z) es una funcién real que se carecteriza por ser una funcién potencial o un campo de
fuerza potenciales. En el transcurso del tiempo se han establecidos diferentes criterios de
aproximacién de estas soluciones, entre estos muy conocidos estan el método variacional
y el WBK. Una técnica normal para resolverla ecuacién (1) es proponer que la soluciones
se puedan separar las variables, entonces se transforma la ecuacién (1) de la siguiente

forma
—Ap(z) + V()p(z) = Ep(v), (2)

que es llamada ecuacion de Schrodinger estacionaria o independiente del tiempo, donde

V(z) es de soporte compacto, es decir, que V(z) € C§°(R), consideremos que es una
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barrera de potencia, esto es, que f V(z)dz > 0y E es una constante que representa la
energia del sistema. Los valores de la energia que resultan seleccionados se denominan
valores propios, y las correspondientes soluciones se nombran funciones propias. Los va-
lores de E pueden resultar discretos o continuos en determinados intervalos. Determinar
los valores reales de E' que satisface la ecuacién (2), nos permite identificar estados de
energia de una particula cuantica y bajo cierta condiciones descomponer el operador

Hamiltoniano H = —A + V.

La ecuacion estacionaria de Schrodinger permite encontrar todos los estados estacio-
narios del sistema, no obstante, deben imponerse algunas condiciones complementarias
en el infinito y en los puntos singulares del potencial V(z) acordes con el significado
fisico de la funciéon de onda. Esto trae como resultados que en general no todos los
posible valores de la energia sean permitidos, similar como ocurre con las frecuencias
propias de una cuerda con sus extremos fijos. De esta forma la ecuacién (1) garantiza
la cuantizacion de la energia y los valores que selecciona corresponden a las energias
de los estados estacionarios. La cuantizacién de la energia surge como consecuencia de
las condiciones complementarias que se le imponen a la funcién de onda. La funcién de
onda y sus primeras derivadas espaciales deben ser, funciones continuas, uni evaluadas
y finitas en todos los puntos del espacio, incluso en aquellos puntos, lineas o superficie

donde el potencial V(z) es una funcién discontinua.

La construccién de las soluciones de la ecuacién (2) se remontan a 1958 en el libro
de Landau and Lisfhsitz (ver [6]) donde se imponen las primeras condiciones para
solucionar el problema, luego en 1976 buscando soluciones ¢ tales que ¢ € Ly(R), se
demuestra que cuando el problema es homogéneo este posee un espectro continuo que
coincide con el intervalo [0,00), si [ V(x)dz < 0 la distancia que hay del valor propio al

espectro continuo es de orden e? y cuando [V (z)dx = 0 tiene orden * (ver [18], [22]).

Lamentablemente para una familia extensa de funciones V el problema de valores pro-

pios planteado en la ecuacién (2) no admite soluciones cuadrado intregrales. En este
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trabajo consideremos que V' es de soporte compacto, es decir, que V' € CP(R) y el
concepto de resonancia referente a la frecuencias dispersivas que hace relacion a las so-
luciones de la ecuacion de Schrodinger cuyo comportamiento asintético es de crecimiento
exponencial con el objetivo de encontrar resonancia para la ecuacién de Schrodinger de

una barrera de potencia regular para el caso continuo y discreto.

Para llegar al objetivo de este trabajo, en el primer capitulo presentaremos algunos re-
sultados conocidos de la ecuacion de Schrodinger, tales como el operador Halmiltoniano
asociado a la ecuacion Schrodinger de la cual encontramos el valor propio del operador
Halmiltoniano, se aplica la funcion de Green ala ecuacién de Schrodinger, se define el
concepto de resonancia desde el punto de vista de frecuencias dispersivas y construye

la resonancia.

En el capitulo dos se aplican las diferencias centradas finitas ala ecuacién de Schrodin-
ger unidimensional para transformarla al caso discreto, luego se aplica la interpolacion
Whittaker-Kotelnilkov para suavizar el problema, se define el operador Halmiltoniano
discreto el cual se encuentra el espectro esencial y por tultimo construimos la resonancia

para este caso.
En el capitulo tres se realiza una comparacién de la funcién de onda que modela la

resonancia de la ecuacion de Schrédinger para un potencial regular en el caso discreto

y continuo.
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Capitulo 1

Resonancia Caso Continuo

En esta seccion tenemos como objetivo construir una funciéon de onda que modele la
resonancia de una particula asociada a la ecuacién de Schrodinger para un potencial
regular, para esto, partiremos de la ecuaciéon de Schrodinger unidimensional continia,
definimos el operador Halmiltoniano asociado a la ecuacién y todo lo referente con
respecto a este operador, también conceptos importante para cumplir con el objetivo
de este capitulo, tales como transformada Fourier, series de Neumann, método de Green,

espectro de un operador y la definicién matematica de la resonancia.

1.1. Ecuacién Unidimensional de Schrodinger

La mecanica clasica tiene su cuna a mediados del siglo XVII de la mano de Isaac New-
ton, esta nueva teoria resulta importante en el desarrollo que tendra la humanidad en
las décadas posteriores. Pero para finales del siglo XIX, los cientificos europeos se dan
cuenta que dicha teoria no logra dar respuesta a los nuevos problemas que el hombre se
estaba planteando. Lo que da surgimiento a la mecénica cuantica que fue descubierta
paralelamente por Werner Heisenbergen en 1925 y por Erwin Schrodinger en 1926, el
primero se basé en matrices, y el segundo en el sistema conocido como funcién de onda,
poco después Schrodinger demostré que ambos métodos eran equivalentes, de forma

que cualquier de ellos se puede deducir a partir del otro.
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Schrodinger postulé una formulacién funcional del fendmeno cudntico, si p(z,t) es una
funcion de onda asociado al fenémeno cudntico, ésta debe satisfacer la ecuacién dife-

rencial

@%w(x,t) = (—A + V(2))e(z, 1) (1.1)

La ecuacién (1.1) se denomina ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo, la cual

modela la interaccion de un electrén libre con una fuerza de potencial V.

El estado dindmico de un sistema cudntico se describe con el conocimiento de la funcion
de onda 1, la cual puede ser obtenida al solucionarse la ecuacién de Schrodinger, es decir,

conocer la funcién ) nos permite establecer el valor de la densidad de probabilidad.

En la fisica cuantica, una consecuencia del principio de indeterminacion, es que no todas
las variables dinamicas de un sistema pueden ser determinadas exactamente en cada
momento del tiempo. La descripcién de un sistema dado solamente puede verse a través
de diferentes mediciones que se complementan unas con otras, y en un instante ¢ se pue-
de determinar un conjunto de observables del sistema. El establecimiento de las reglas
para obtener este conjunto de observables a partir de la funciéon de onda constituye la

esencia del método operacional.

Es importante para la mecénica cuantica los estados estacionarios, en los cuales las
magnitudes fisicas observables no varfan en el transcurso del tiempo, la ecuacién (1.1),
puede ser transformada en una ecuacion estacionaria, utilizando el método de separacién

de variable, esto es, consideremos que ) se puede expresar de la siguiente forma

(1) = u(t)p(x),
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sustituyendo en (1.1) obtenemos

p(e) 1T = (D)~ A g(r) + V()e(a)
% (D) V@)
u(t) () ’

esta relacion depende sélo de t en el miembro izquierdo y de x en el derecho por tanto,

debe ser igual a una constante que denotaremos por E. Para u(t) se obtiene
i (t) + Eu(t) =0, (1.2)
entonces la solucién de la ecuacién (1.2) es u(t) = Ce'Pt. Para ¢ la ecuacién es

— D)+ V(x)p(r) = Ep(r), (1.3)

es denominada la ecuacion de Schrodinger estacionaria o independiente del tiempo,
donde la constante E, constituye la energia del sistema. Esta ecuacién es lineal y ho-
mogénea, por lo que se satisface el principio de superposicién. Sin embargo, la super-
posicién de dos estados estacionarios con diferentes energias no constituye un nuevo
estado estacionario debido a las diferencias en la dependencia temporal de las funciones
de onda. Determinar los valores reales de E para los se cumple la ecuacién (1.3), es
uno de los problemas importantes tanto para la fisica como para la matematica. La
ecuacion estacionaria de Schrodinger permite encontrar todos los estados estacionarios
del sistema, no obstante, deben imponerse algunas condiciones complementarias en el
infinito y en los puntos de singularidades del potencial V' (z), acordes con el significado
fisico de la funcién de onda. Esto trae como resultado que en general no todos los po-
sibles valores de la energia sean permitidos, similar a como ocurre con las frecuencias
propias de una cuerda con sus extremos fijos. De esta forma, la ecuacién (1.2) garantiza
la cuantizacion de la energia y los valores que selecciona corresponden a las energias
de los estados estacionarios. La cuantizacién de la energia surge como consecuencia de
las condiciones complementarias que se le imponen a la funcién de onda y sus primeras
derivadas espaciales que deben ser, funciones continuas, uni evaluadas y finitas en todos

los puntos del espacio, incluso en aquellos puntos, lineas o superficie donde el potencial
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V(z) es una funcién discontinua.

En esta seccion simplificaremos la ecuacién continua de Schrédinger en todo la recta

real, la cual estara formulada asi,

(—d—2 + EV(x)) o(z) = Bp(x), (1.4)

dz?
donde, E es la energia y V' es un potencial de soporte compacto, es decir, V' € C§°(R),
e — 0y representa una barrera de poca altura. Cuando [ V(z)dz > 0 estamos indicado
que corresponde a una barrera, en caso contrario es un pozo. Si consideramos que

V(z) = 0 para x en la recta real, la ecuacién (1.4) toma la forma

las soluciones para la ecuacién anterior, son llamadas planas y son de la forma p(z) ~

et cuando |z| — oo.

1.2. Operadores

Los espacios de Hilbert, se definen como un espacio con un producto interior que esta-
blece la norma del espacio, el cual es completo con respecto a esta norma, es decir, que,
cualquier sucesién de Cauchy de elementos del espacio converge a un elemento en el
espacio. Cada espacio de Hilbert es asi también un espacio de Banach (pero no vicever-
sa), nos sirven para clarificar y para generalizar el concepto de series de Fourier, ciertas
transformaciones lineales tales como la transformacion de Fourier, y son de crucial im-
portancia en la formulacion matematica de la mecanica cudntica. Aqui presentaremos
algunos ejemplos de espacios de Hilbert que son importantes para este trabajo como

SOo1:

1. Si B es un conjunto, definimos {?(B) como el espacio de las sucesiones sobre B,

de la siguiente forma:



1*(B) = {x:B—>C:2|x(b)|2 <oo},

beB

este espacio, se convierte en un espacio de Hilbert con el producto interior

(x,y) = Zwy(b) para todo z,y € I*(B).

beB

Si el espacio B = N, entonces el espacio lo denotamos por 2.

2. Espacios de Lebesgue son espacios funcionales asociados a espacios de medida
(X, M, i), donde M es una o -algebra de subconjuntos de X y p es una medida
contable aditiva en M. Si tomamos X = R", denotaremos a LZ>(R") como el
espacio de funciones medibles cuadrado integrables, el producto interior en este
espacio se define asi, sean f, g : R" — K dos funciones con K = R o C, entonces

el producto interior

(fr9) = [ [f(x)g(z)dz,

Rn

también podemos definir la norma para cualquier f € Lﬁ(R”) la cual esta dada

de la siguiente forma:

o= ([ v 2ar) <o

En los espacio de Hilbert, se pueden definir simbolos matematicos cuyas acciones sobre
una de las funciones del espacio nos conduce a una nueva funcién del mismo espacio,
estos simbolos constituyen los operadores en el espacio dado. Para definir los operadores
consideremos X, Y dos espacios normados, denotaremos ambos espacios con la misma
norma, salvo que este lleve alguna confusién. Comenzaremos con un resultado que

motive la definicién siguiente

Teorema 1.2.1. Sea T : X — Y wuna aplicacion lineal, las siguientes afirmaciones

son equivalentes



1. T es continuo en x = 0.
2. T es uniformemente continuo en X.

3. Existe una constante C' > 0 tal que ||Tz|| < C'||z|| para todo x € X .

Observacion 1.2.2. La demostracion de este teorema, la podemos ver en [5].

Definicién 1.2.3. Una aplicacion lineal y continua entre dos espacios normados
T:X —Y sedenomina operador de X en'Y . El conjunto de todo los operadores de X
en Y lo denotamos como L(X,Y) y de igual forma al conjunto de operadores de X en

X como L(X) = L(X, X). Este espacio lo dotamos con la siguiente norma

|IT|| = inf{C > 0:||Tz|| < C|z| para todo x € X} = sup{||Tz| : ||z] < 1}.

Ejemplo 1.2.4. Sea X = L[P(Q), 1 <p < o0, e Y = LYQ). Dado f € L,() para

% + % =1, definimos el operador multiplicacion por

M;: LP(Q) — LY(Q)

dado por My(g) = fg, podemos observar que el operador M; € L(LP(2), L'(Q2)) y que
M|l = [1£1,

Proposicion 1.2.5. Sean XY espacios de Hilbert sobre un campo K, sea T €

L(X,Y). Existe un unico operador T* € L(Y, X), tal que
(Tx,y) = (z,T"y) para todo v € X,y €Y.

Ademas, ||T*[| < [|T-

Definicién 1.2.6. Dados X,Y dos espacios de Hilbert sobre el campo K. Para cada
T € L(X,Y) se define el operador adjunto de T al inico T* € L(Y, X) tal que

(Tx,y) = (z,T"y) para todo v € X,y €Y.



Definicién 1.2.7. Se dice que un operador lineal acotado T : H — H, es autoadjunto

(o Hermitiano) si T* =T.
Mencionaremos algunas propiedades de los operadores autoadjuntos.
1. Cualquier valor propio de un operador autoadjunto es real.

2. Los vectores propios de T', forman una base ortogonal para el espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.8. Sea H : L*(Q) — L*(Q), un operador autoadjunto, es llamado

operador Hamilton, si tiene la siguiente forma:

H(p) = (- A+V)p

El Hamiltoniano cuéntico H es el observable que representa la energia total del siste-
ma, formalmente se define como un operador autoadjunto definido sobre un dominio
denso en el espacio de Hilbert del sistema. Dependiendo del sistema fisico, el operador
Hamiltoniano puede no estar definido sobre todo el espacio. Si no existe el limite para
el valor maximo de la energia de un sistema entonces el operador Hamiltoniano sera un
operador no acotado y en general no estara definido en todo el espacio de Hilbert de

todo el sistema sino sélo en un dominio denso de él.

1.2.1. Series de Neumann

La convergencia de series infinitas de operadores »_ T, puede ser definida como se
realiza con las series infinitas de vectores, y preservan algunos conceptos, tales como
una serie absolutamente convergente siempre y cuando la serie Y ||7},|| sea convergente

para alguna norma.

Definicién 1.2.9. Sea T' un operador, una serie de Neumann para T, es una serie

de la forma
2T
n=0
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donde, T" simboliza la aplicacion del operador T n- veces, para que la serie de Neumann
S>T™ sea convergente, debemos garantizar que si |>_T™ < S |T"| v D_IT"| es

convergente, entonces Y, T™ es convergente.

Ahora, si consideramos que el operador T es acotado y la serie de Neumann de T es

convergente, entonces el operador 1 — 7' es invertible y su inversa es la serie:
o
1-7)"'=> 1"
n=0

1.2.2. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es ampliamente utilizada en la matematica pura y aplicada
como en algunos campos de la ingenieria, ademas es una herramienta para resolver
ecuaciones en derivadas parciales. La idea basica de la transformada de Fourier en
lo referente a las ecuaciones diferenciales parciales es la misma que en el caso de la
Laplace, esto es, transformar un problema complicado en otro mas facil de resolver y
luego obtener la solucion del problema original como la transformada de Fourier inversa
de la solucion del problema transformado. La transformada de Fourier puede ser vista

desde operadores.

Definicién 1.2.10. Definimos el operador transformada de Fourier como una apli-

cacion F : LY(R) — L' (R) tal que para todo f € L'(R) se tiene que

(w) = F(f) = %Q_ﬁ / f(x)e P, (15)

en realidad, la integral que aparece en (1.5) no se entiende en el sentido de Riemann
impropio sino en el sentido de Lebesgue. Lo mismo sucede en la definicion del espacio
L'(R). Sin embargo, si f es continua a trozos y si existen los siguientes limites y son

finitos

a——00 b—o00

0 b
lim / \f(z)|dz y h’m/0 |f(z)| dx,

es decir, si |f| es integrable en el sentido de Riemann impropio, entonces f € L'(R)

y por tanto existe la transformada de Fourier de f la cual viene dada por (1.5). En
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este capitulo entenderemos que las funciones que consideramos son absolutamente in-
tegrables en sentido de Riemann impropio. Tomemos un ejemplo donde se aplica la

transformada de Fourier

Ejemplo 1.2.11. Consideremos la funcion caracteristica en el intervalo |a, bl la cual

estd definida de la siguiente manera

1 siz€la,b

X[a,b]<x) = )
0 sixz¢la,b

aplicando la transformada de Fourier a la funcion caracteristica se tiene que

[~ } 1 efipb _ 67ipa
ab]| \P) = :

Xias)] (P) T ip

siempre que, p # 0 y cuando p = 0 se tiene que [X[a,b]} (0) = 5’/;2%

Un caso particular es cuando tomamos a = —b, con b > 0 entonces

senpb .
o SID #0

\/% sip=20

Enunciamos a continuacion algunas propiedades basicas de la transformada de Fourier.

X[a,b} (x) =

Proposicion 1.2.12. Sean f,g € L'(R) y a, 8 € C, entonces
a. [af + B9 = af + 53.

b. Sean a,b € R, con a # 0, entonces la funcion g(x) = f(ax+0b) pertenece a L*(R),

ademds,

c. ¢ f(x) € L'R) y [ f ()] (p) = f(p — a).

d. Sif,f,...f*eL'(R), entonces

[f"] (p) = (ip)" f(p),

donde, f™ representa la n-esima derivada de f.

9



e. Six"f(zx) € L*(R),con n > 0, entonces

(2" f ()] (p) = ()" 5= f (p)-

Nos ocuparemos ahora del problema de recuperar la funciéon f a partir de su transfor-
mada de Fourier f. Para ello, dada f € L'(R) se define su transformada inversa de

Fourier como

= e i (p)dp.

o0

Un primer resultado de inversién es el siguiente Teorema de Inversién de Fourier.

Teorema 1.2.13. Sea f € L'(R) y supongamos que f € L'(R). Entonces f = (f)~",

es decir

f(z) = / eipr(p)dp, para todo x € R.

—0o0

Hasta ahora hemos desarrollado parte de la teoria de la transformada de Fourier en
el marco del espacio L'(R). Sin embargo, sugiere que el espacio L*(R) también ha de
jugar algin papel importante en toda esta teoria de la transformada de Fourier. Esto
es efectivamente cierto. Como veremos enseguida, es L*(R) y no L'(R) el espacio en
el que la transformada de Fourier tiene un mejor comportamiento. Veamos, en primer
lugar, que la identidad de Parseval de las series de Fourier tiene también su andlogo

para la transformada de Fourier, esto se resumen en el siguiente teorema

Teorema 1.2.14. La transformada de Fourier, definida en principio sobre L' N L?,

se extiende de manera Unica a una aplicacion de L? en L?. Ademas se cumple que

112 1 )
|7, = 5= 1715
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1.2.3. Valores Propios

El espectro de un operador es un conjunto de valores complejos que generaliza el con-
cepto de valor propio (autovalor) a espacios vectoriales de dimensién infinita, y es muy
importante tanto en analisis funcional como en la mecanica cudntica. Los posibles valo-
res de la energia de un sistema fisico vienen dados por los valores propios del operador
Hamiltoniano el cual tiene dos significados distintos, aunque relacionados. En la mecani-
ca clasica, es una funcién que describe el estado de un sistema mecanico en términos
de variables posicion y momento, y es la base para la reformulaciéon de la mecanica
clasica conocida como mecanica Hamiltoniana. En la mecanica cuantica, el operador
Hamiltoniano es el correspondiente observable de la energia del sistema. Dependiendo
del sistema fisico, el espectro de energias puede ser discreto o continuo. Se da el caso
de que algunos sistemas presentan un espectro continuo en un intervalo de energias,
y discreto en otro. Un ejemplo es el pozo finito de energia potencial, que admite es-
tados ligados con energias discretas, negativas, estados libres con energias continuas y

positivas.

Definicién 1.2.15. Sea T : D(T) C X — X un operador lineal. el conjunto resol-
vente T', es el conjunto p(T) de todos los A € C, tales que A\ — T tiene un rango denso
en X y tiene inverso continuo. Para X € p(T), operador (A — T)™! que denotamos por
R(X\;T), lo llamaremos operador resolvente. El espectro de T es el conjunto o(T) de los
elementos que no se encuentran en p(T), es decir, valores donde el operador resolvente

puede estar no definido, ser no acotado o no tener un dominio denso.

Definicién 1.2.16. Un wvalor propio A de un operador T se dice aislado si existe

§ > 0 tales que o(T) N (A =6, A+ 9) = {\}.
Definicién 1.2.17. Se denomina espectro discreto ogso(T) de un operador T al

conjuntos de los valores aislados de T de multiplicidad finita.

Definicién 1.2.18. Se denomina espectro esencial o.s5(T) de un operador T' al con-

Junto oess(T) = 0(T) — 04ise(T).
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Definicién 1.2.19. Sea (u,)e D(T), v — 0 una sucesion de Weyl del operador T y
A si

1. ||uy|| = 1 para todo v.
2. ||(T = Nuy|| — 0 cuando v — 0.
3. U, — 0 cuando v — 0.

Teorema 1.2.20. Sea T' un operador autoadjunto. Entonces
0ess(T) = {\/ existe una sucesion {u,} € D(T) para T y \}

Teorema 1.2.21. Si 11,15 son operadores autoadjuntos donde Ty es compacto en-
tonces Oess(T1 + To) = 0ess(Th)

Observacion 1.2.22. La demostracion de los teorema 1.2.20 y 1.2.21 la podemos
ver [23].

Lema 1.2.23. FEl espectro esencial del operador Halmitoniano H es el intervalo
[0, +00)

Demostracién. Sea A € (C — [0,+00)), consideremos v € L*(R) una funcién tal que
(M — H(u)) = (M + D?)(u) = 0. Aplicando la transformada de Fourier obtenemos
(M + D?*)a = (A — p?)u = 0, como (A — p?) no se anula esto implica que u = 0, por lo

tanto A\l — D? es uno a uno.

Ahora para cada v € L*(R) existe un u € L*(R) tal que (A + D?)(u) = v, aplicando el

teorema de inversion para la transformada de Fourier obtenemos

) 1 +o0o zp:p
u= (AN + D*)” /
( ) o

Veamos que el operador (A + D?)7! es acotado

\ D2 . 9 +oo sz
1 +oo B ) )
< —/ 5(7) dp:ﬁnvn ,

m? J_
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donde, m es la minima distancia entre A y los puntos del conjunto [0, +00), por tanto
(M + D*)7! es acotado, de esta forma cualquier A € (C — [0, +00)) esta en la resolvente
de p(D?).

Ahora tomemos un A € [0,400) y consideremos la sucesiones de funciones w, =
%e*“‘tzﬂpox donde v > 0y r, = \/g, veamos que sucesiones de funciones u, son

sucesiones de Weyl. En efecto, primero veamos que u, es de norma 1, para todo v, esto

2 oe
= |
—0o0

1
= +oo
2 .
= v / G_QUIQ ‘e’poxf dx

es,

2

dx

_efv:r2+ipgx

2
/r.’l) o0
1
= J,-oo
V2 _ 2
— _2/ e 2 d, (1.6)
r’l} —0oQ

tomando 7% = 2vz? y j—%} = dx remplazando en (1.6) obtenemos que

it =2 [
|luy||” = / e Tdr=1
b r2v20 J s ’

esto indica que ||u,|| = 1 para todo v. Ahora calculamos la transfomada de Fourier de

tales funciones

1
= o0
~ v ipT —vz? ipoxd
Uy = erre e X
21 J o
1
v o0

e 0@ +i(p=p0)T) 11

V2T ) oo
1 2 2
vi o |:<x+2 (P;:(D) Jr(1?*1?20) }d:p
== (&

4v
V2T ) oo

1
v —(p—pg)®
= m / e’gdé‘
V2m\/v Ry 2—p0)

2vv
-1
VI —-p)?
= —5¢ X (1.7)
v

donde, § =z + 22 y £ = 1. Calculando el cuadrado de la norma de (A + D?)u,
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2

2
H()\JrDQ)uU = H(A—me
2
= w5 - w2
1 &0 —(p—po)2
=—— [ (p5—p)’e = dp
il

donde, A = p3, ya que A € [0,00). Acotando la integral anterior separadamente en los

intervalos (—oo,pg — 1], [po — 1,p0 + 1] ¥ [po + 1, 00). Observemos primero que

e —(p—pg)> X —(p—pp)?
A e e e A (18)
D ¥4

0+1

o0 2
:/ e (21711) dp/
1
o

oo —p !
< / ez dp = —2Bez
1 1

, —p =1
= —21}[ lim e2v — e2v]
p'—o0

-1
= 2uezv,

La desigualdad (1.8) se obtiene de la observacién 1.2.24, p' = p — py, Cfl—’; =1, u= _2—5)’/,

du

— =1 {
= 5 Asi, tenemos que

1 & 2 —(p—pg) -1

1 1
— (pp—p?e” 2 dp< —=-2vex =+vez =0,
2\/B p0+1 0 2\/5

cuando v — 0. Analogamente, en (—o0, py — 1] la integral tiende a cero, cuando 8 — 0.
Por el lema de Hadamard, (ver, [14], Secc. 2.2 y [15], Secc. 20) se tiene

1
P2 _p?) = (p —po)/ (52),5 |§:p0+5(p—po) ds,
0

Ahora, consideramos la integral en [py — 1, po + 1],

14



po+1 —(p—pg)? po+1 —(p—pg)?
/ (P2 —pH)%e = dp:/ (p—po)’F(p,po)e” = dp
D p

0—1

—(p—pg)?

po+1
< M/ (p—po)® e 2 dp (1.9)
po—1

1

-
= M\/?U/ ’ wt? e dt

v

1

=M 2V2 v? /ﬁ 2 e dt (1.10)
~m
~1 7 v

=922 M v} [_ <t A e_tZdtﬂ (1.11)
2 - .

_1
_ 1

V2v

2 _
e dt — \/j eTv1> — 0,
v
dt 1

cuandov — 0, cont = p\;%’, b= Tao Por la observacion 1.2.25 tenemos la desigualdad
(1.9), ademads aplicando integracién por partes a (1.10) tomando u = ¢ y dv = te " dt

obtenemos (1.11). Luego

1 po+l 2 2\2 —(p—p)? 1 3 \/% 2 \/5 -1
— — e m dp < ——V2 M a( Ry %)—>0,
2\/5p0_1<p0 p*)%e p_Qﬁf v /_16 ~ e

cuando v — 0.
Asi, tenemos que ||u,|| es constante no nula y que ||[(A + D?)u,|| — 0, cuando v — 0

si A € [0,00). Es decir, hemos comprobado que efectivamente las funciones u, son

funciones propias aproximadas para A € [0, 00), lo cual concluye la prueba.

Observacién 1.2.24. Debido a que pi < p?, tenemos que

—(p—pp)> < —(p—p)>

(p(Q) —_ p2)e 2v < [ 2v ’

Observacién 1.2.25. Dado que F(p,py) = p + po tomando p € [py — 1,po + 1]

tenemos
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2p0 — 1 <p+po <2py+1=M,

ast, M es mdzimo de funcién F en el intervalo [py — 1, po + 1.

1.2.4. Funcién Delta de Dirac

La “funcion” delta de Dirac puede definirse en términos de la funcién

> sifz[<a
do(z) = 4 ™
0

si |z| > a

Notese que para cada a > 0 se tiene

oo a 1
/‘dgw _ /}Zﬂx:L

Si se toma el limite de d,(x) cuando a — 0 y se define ésta como la delta de
Dirac, es decir,

d(z) = lim d,(x),

a—0

entonces puede decirse de manera informal que

ocosiz =0

6(z) =
Osiz+#0

y ademads que se tiene la propiedad

/ié@ﬂmzl

De manera maés general, si se aplica una traslaciéon x — x — xg, se tiene

1 .

=8l |x — x| < a
dH,(x_xO) = 2a | 0’ -
0 si|z—x]>a

es decir que
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00 sl =xg

0 six#xg

Sz —x) =

y que claramente preserva la propiedad

/ d(z — xo)dx = 1,

un resultado importante, que generaliza el anterior es

/_OO f(z)d(x — xo)dx = f(x0).

Siempre que f sea una funcién continua en zy y acotada en todo R. Se encuentra
que hay una infinidad de representaciones para esta funcién. En particular, cualquier
densidad de probabilidad unimodal en el limite en que la varianza tiende a cero dara una

representacion legitima. Por ejemplo

i. Pueden darse otras formas en términos de funciones como la exponencial:

, 1 jz—=gl
Iz —xo) = (lllg[l)%e a

ii. Apartir de la transformada de Fourier puede encontrarse la representacion integral

1 o
5($ _ CB()) _ %/ ezk(z—mo)dk

Otras representaciones, pueden darse en térrminos de series de Fourier

iii. Serie de Senos:

Ly sen("ag)sen(®Tx)  si 0 <a <1
Oz —x) =
0 si z<0yax>I
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iv. Serie de Cosenos:

_ % + % 2211 COS(%%) COS(¥x) sio<zx <l

0 sizx<Oyax>1

v. Serie de Exponenciales Complejas:

1 Nhoo i (@—20) )< 7 <
5(z — 20) = 57 Dm0 €1 si0<zxz<l
0 sie<0yax>1

1.3. Funcion de Green para la ecuacion Schrodinger

La ecuacion (1.4) la escribimos de la siguiente manera .

—¢ () + BPo(x) = —eV(x)p(x),

el operador lineal diferencial de la ecuacion anterior, esta dada por

la funcién de Green asociada G(z, () satisface

~G + G =6z Q).

Utilizando la transformada de Fourier y las propiedades adecuadas de al funcién Delta

de Dirac, se obtiene que

esto es,

o~ (k) ()

Aplicando la tranformada inversa de Fourier a (1.12) se tiene que
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G(r,() = \/%—W/e‘i”cé(p, ¢)dp,

por otro lado ecuacién (1.12) observamos que G(x,() = (s * ¢)(x), donde

_1 1 I T
s(r) = F (p2—|—52) = 5\/;6 Blal, (1.13)

qz) = F! (\/LQ_W&M) = §(z — Q). (1.14)

De las expresiones (1.13) y (1.14) se obtiene la funcion de Green, esta dada por

6.0 = s+ = —= [ st~ a(oyi

_ \/% / %\/ge-blx—tla(t—g)dt

20
Apartir de lo anterior, se quiere construir soluciones de la ecuacién (1.3) que tenga la

forma

o) = —e(G*x V) (x). (1.15)

1.4. Resonancia

El fenémeno de resonancia, en la mecanica cuantica, ha sido intensamente estudiado
desde el punto de vista de sus efectos fisicos y desde la formulaciéon matemética (ver [4],
[14] y [18] ). La resonancia hace alusién a un fenémeno de la fisica de particulas cudnti-
cas que permanecen un largo periodo de tiempo en una region del espacio. Esta idea
se refleja en concentracién de la amplitud de probabilidad, en una regiéon acotada del

espacio, o decaimiento exponencial de la medida de probabilidad en la variable temporal.

En la mecanica clasica la dindamica esta dada por la ecuacién de Newton. Cuando

una particula clasica se ve enfrentada a una fuerza potencial, su trayectoria dependen
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directamente de la posiciéon y el momentum en un instante dado. Pero la trayectoria
de la particula puede ser o no acotada. A diferencia del caso clasico, una particula
cuantica con energia mayor que el infimo del potencial, siempre se escapa al infinito.
Este fenémeno es conocido como el efecto tinel.

En la fisica matematica, innumerables autores han tratado de presentar una defini-
cién formal para el fenémeno de resonancia, siendo éste el principal problema, inclusive
ciertas definiciones resultan contradictorias o no representan el fenémeno fisico. Ac-
tualmente son tres las definiciones més utilizadas por los investigadores: (i) Polos de la

Resolvente, (ii) Decaimiento Exponencial y, (iii) Tripleta de Gelfand.

Nosotros abordaremos el fenémeno de resonancia via el concepto de frecuencias dis-
persivas (o también conocidas como frecuencias de Scattering), que hace relacién con
soluciones a la ecuaciéon de Schrodinger cuyo comportamiento asintético es de creci-
miento exponencial. Este comportamiento define a las que se conocen como soluciones
salientes, o soluciones outgoing. Esta alternativa esta basada en el trabajo realizado por
Loe (ver [8]), en el caso cldsico para la ecuacién de onda, donde asocian resonancia a

frecuencias de scattering (ver[5]).

Definicién 1.4.1. Una solucion ¢ de la ecuacion (1.4) es llamada resonancia si ¢

satisface

o(z) o Pl |z| — oo (1.16)

con >0y E=—3%

Teorema 1.4.2. Sea ffooo V(z)dz > 0. Entonces para € suficientemente pequeno, la

ecuacion (1.4) tiene un resonancia para E = —[%, donde

B==V(0)+O(?) (1.17)

DO ™

Demostracion. Primero construiremos una solucién del ecuacién (1.4) que tenga la for-

ma
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p(z) =[G * (=eVp)|(z),

aplicando la transformada de Fourier

B0 = Ve l0), (118)

donde G(p) = ﬁ

(" + 8%)2(p) = A(p). (1.19)

Debido a que V(z), es de soporte compacto cuando |z| > r, la solucién en este caso
tiene la forma ¢(z) = Aje™5% + AyeP?.

Para la ecuacién (1.19) se tiene que la resonancia buscada en todo el real tiene la forma

p(x) = %/_Ooep mderAle + Ase, (1.20)

para |z| — oo. Miremos el comportamiento de (1.20), definimos los siguientes contornos

de los polos simples

Dy = (=00, ]U{p+ig:p°+¢°=1,¢>0}U[l,00)

D_ = (—co,1JU{p+iqg:p*+¢*=1,¢<0}U[l,0).

Aplicando el teorema del residuo de Cauchy (1.20), se tiene que para x > 0

1 pe_AP) A(iP) .
= — ip d Ay ) e P 4 Ayer. 1.21
o) = 5 [ s (0 ) e (121)
Consideramos el lado derecho de la (1.21) y A; = —Agﬂﬁ ) obtenemos
1 e?A(p +1)
= A+ —e | — " p.
olo) = e 3o [ o

Asi, o(z) = AgeP® + O(e™®), cuando z — .
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A(=if)

Analogamente, p(x) = Aje 5% + O(e), cuando x — —c0 y Ay = — 23

Por tanto,

QD(QZ) _ 1 /oo ez‘px A(p) dp — A(Zﬂ) e—Bz . A(_Zﬁ) eﬁz. (122)

o 2+ TT B 23

La transformada de Fourier de (1.22) tiene la forma

A(p)

o(p) = PR

Sustituyendo la ecuacién (1.23) en (1.18), se obtiene

A =5 [ Vo-9g

2T
Aplicando el teorema del residuo de Cauchy a la ecuacién (1.24), se obtiene

dé — eA\V ( ZB)—GAQ (p+1ip). (1.24)

A(p) = —% V(p 5)52 (Qﬁgd@rc <%ﬁl5)) Vp+iB). (1.25)

Definimos €2 el conjunto de funciénes acotada en By = {z € C': |I,| < 1}, con la norma

| © ||= sup.ep,|¢(2)], y el operador Tp : 2 — €2 por

1A = [ V-G Lde pen (1.20)

Podemos reescribir la ecuacion (1.25)

1+ ea@w) =< (252 ) Vo) (1.27)

Puesto el operador T es acotado, por tanto €T3 es pequenio, corresponde a un operador

contraccion y se puede hallar el inverso, asi:

A(—i ~
Ap) = ¢ (2 (04 et e+ i), (1.28)
Ahora, evaluando la ecuacién (1.28) en p = —if3, obtenemos
1= 55 (-1 TV (€ +i8))(if). (1.20)
n=0
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Tomando los primeros términos de (1.29) tenemos

1= %W& +iB)]e—ig + O(%).

Finalmente multiplicando por (3, obtenemos (2.8), esto es
B=5V(0)+0().

Esto concluye con la demostracion.
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Capitulo 2

Resonancia Discreta

Las ecuaciones en diferencias finitas centradas surgen frecuentemente en analisis numéri-
co, cuando se busca aproximar sistemas continuos por discretos y en modelo de apli-
cacion que incluyen a la mecénica cuantica, en este capitulo presentaremos la funcién
de onda que modela la resonancia asociada a la ecuacién discreta de Schrodinger pa-
ra un potencial regular. Para eso, primero aplicamos diferencias finitas centradas a la
ecuacion (1.4), luego se busca una interpolacién para suavizar el problema, definimos
el operador Hamiltoniano para el caso discreté al cual estudiamos su espectro y por

ultimo construimos la funcién de onda que modele la resonancia para esta ecuacion.

2.1. Ecuacién Discreta de Schrodinger

Sea Q = {Z+ jh:j=0,£1,42, ...} una red uniforme con el paso h > 0, en la recta
real y ¢(z) una funcién con derivada finita y continua. Consideremos ¢(jh) = ¢; y la

primera derivada de ¢(x), entonces tenemos
/ Pi+1 — Pj-1
~ DT 2.1
Pla) ~ B 21)

de igual forma podemos aproximar la segunda derivada de la funcién ¢(z), obtenemos

que
905, .
@ () ~ FH =0 e (2.2)
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estas dos ecuaciones (2.1) y (2.2) son llamadas aproximaciones por diferencias finitas
centradas (ver [20] sec 3.5.4). La ecuacién (1.4) se transforma en una nueva ecuacion al

sustituir las derivadas correspondientes, se obtiene

1

3 (j+1 — 205 + pj_1) + €Vjp; = Ey;, (2.3)

donde, j €Z ,e— 07y V; es un potencial discreto de soporte compacto, es decir,

V;=0, |j|>R ReR" (2.4)

2.2. Interpolacion en el Caso Discreto

La teoria de operadores en espacios de Hilbert tiene multiples aplicaciones en fisica y
especialmente en la mecdnica cudntica, en esta seccion se establecen las propiedades

mas importantes de los operadores

Definicién 2.2.1. Sea el operador E, : Ly(R) — Lo(R) es llamado el operador

traslacion para y € R, se define por
[Eyu] () = u(z +y), para todo u € Ly(R).
Aplicando la transformada de Fourier a el operador se tiene que
[Byu](p) = e™i(p).

A partir del operador traslacion podemos definir el operador diferencial discreto (ver

[16]) el cual se define por:

Definicién 2.2.2. Sea Dy, : Ly(R) — La(R), el operador diferencial discreto, dado

por
(En —E_1)
Dh = 2 z,
h
De lo anterior tenemos que
2t h ~ 4 h
Dy, = ﬁsengp y [Diu](p) = —ﬁsen??pﬁ(p).



Definicién 2.2.3. El operador pseudodiferencial L(x,p) : Ly(R) — Ly(R), p = —i-L

estd definido por su simbolo L(x,p) (ver en [23])de la siguiente forma

Lz, Pl (z) = J% / ¢ Lz, p)ii(p)dp. u(z) € Ly(R).

. 2 2 2 2 4 2hp
Observe que el simbolo—d*/dz* es p®, mientras que Dj es ;5sen”=L.

Ahora, nos ocuparemos en la interpolacion de la ecuacién (2.3), de tal manera que dicho
integrando se anule fuera de un intervalo finito, de tal forma que sea equivalente hacer
el calculo de la integral sobre tal intervalo exclusivamente y sélo posee dos polos. Por

la forma de la ecuacién para los polos, a saber (ver en [21]),

4 h
ﬁsen27p + 3% =0. (2.5)

Como tenemos que £ = —fB2, 3 — 0, ¢ — 0, entonces el intervalo que debemos
tomar es [—7m/h, 7w/h]. Es decir, nos ocupamos de una interpolacién ¥y (z) de la sucesién

1, € Iy referida en (2.3) que esté en Ly(R), cuya transformada de Fourier tenga soporte

[—7/h,m/h]. Para esto definimos lo siguiente

Definicién 2.2.4. El subespacio My, de Ly(R) de las funciones de bandas limitadas

con frecuencia f = = tales que f < i, (ver en [2]) se define como

M, = {u(:c) € Lo(x) :supa(z) C [—%, %] } :

El espacio M), es cerrado en Ly(R), entonces M), es un espacio de Hilbert y es separable.

Luego podemos encontrar una sucesién ortogonal completa (ver en [17]).

Consideremos ¢;(x) con j € Z y una sucesién v; € ly, entonces por el teorema Riesz-

Fischer (ver en [19]), la serie

> vyl

j=—o00
converge a un elemento de My, por lo tanto converge en Ly(R). Esto permite generar
una interpolacién de la sucesién v; € Iy, de la ecuacion (2.3), si las funciones ¢;(z) son

tales que @;(kh) = d;x, j, k € Z donde d;;, es el simbolo de Kronecker.
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Por otra parte, ya que u(p) € Li(R) N Ly(R) para toda u(x) € M, se sigue (ver en
[5]) que u(x) € Mj, es una funcién continua acotada y que lim, 1 u(z) = 0; de hecho
u(z) € C§°(R) por tener u(p) soporte compacto (ver en [5]).

Introducimos la funcién seno cardinal

S siz#£0
0 six =0

SEN CX =

Si tomamos b € RT, la transfomada de Fourier de la funcién seno cardinal

—_~— 1 T

[sen cbz|(p) = 3\ X (p)-

El conjunto de todas las traslaciones de las funciones seno cardinales dadas por

{sener (5 -7)]
sencrm | — — ,

no Y jez
constituyen una base ortogonal para M.

Definiciéon 2.2.5. Para una sucesion v; definimos la interpolacion de Whittaker-
Kotelnikov v (x) por
vp(z) = [Koty {v;}] (z) = j;oo vjsen cw(% — 7).
Podemos aplicar la interpolacion de Whittaker-Kotelnikov al primer término de la ecua-
cién (2.3) obtenemos

00
T

1 1 .
Kotniz{wjn — 205 + %‘—1}] (x) = Y. 731951 = 295+ pjafsencr(s —j)

j=—00
1
= ﬁ(‘ﬁh(w + h) = 2pp(x) + ep(z — h)).
De igual forma debemos aplicar la interpolacién de Whittaker-Kotelnikov para Vj, pri-

mero definimos

Definicién 2.2.6. Definimos el operador Vj, : La(R) — M), de la siguiente forma
[Vau] (z) = [Kotp{Vju;}] (x), € La(R), u; =u(jh).
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El operador V}, puede ser representado en forma integral de esta forma

(Vhul ( /Khxa: uj(x )d

con el nucleo,
/

T

Ky(z,z) ZVsencw(E - j)SenCﬂ'(ﬁ — 7).
Ahora la interpolacién de los términos de la ecuacién en todo R, esta dada por
(=Dj + Vi) ¢n = Ey,.

Definicién 2.2.7. FEl operador discreto de Schrodinger Hy, : M, — M, estd dado

por

H,=—D?+¢Vj,.

El siguiente lema, nos indica el paso a la transformada de Fourier sobre interpolacién

de Whittaker-Kotelnikov en la ecuacién Schrodinger.

Lema 2.2.8. La funcion ¢n(p) satisface la ecuacion

4 h . € i -
<ﬁsen27p — E> on(p) = _\/—2_77 Wi(p—p")en)dpy

~h
con p € [~7, 7], donde W(p) denota la 7 -continuacion periodica a todo R de Vi(p) y

esta dada por
h -
W(p)=—=) Ve i 2.6
= 2 2.6
Demostracion. La interpolacién de la ecuacién (2.3) en todo el eje real, esta dada por
(—Dj + eVa)pn = Eopn,

esta ecuacion la podemos escribir como

(=Dp — E)gn, = W (p— p)/ e " iy (z)da'dp dp

\/ Gy g ) 0
- / / / ZVjeipx*”h(p*p,)’ip/x/dp'dpwh(x')dﬂf/
TR

£ s . .',Ul . ’ ’
= - /R(; Vjsenmr(ﬁ - j)sencw(ﬁ —J))en(z )dx

=3 [

=3
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Aplicando la transformada Fourier se obtiene

4 th ) ~ € i N o~ / /
—sen*— — K = —— Wip— dp’,
<h2 5 &n(p) Var ) - (p—p)en(p)dp

donde
h -
W(p) = —s=>_ Ve .
27 Z

2.2.1. Espectro en el Caso Discreto

Definicién 2.2.9. El espectro esencial de un operador son todos los puntos del es-
pectro excepto valores aislados de multiplicidad finita, es decir, si \ esta en el espectro
esencial del operador H si y solo si existe un sucesion v; de vectores linealmente inde-

pendiente (o mutuamente ortogonales) tales que ||[Hv; — Av;|| — 0, cuando j — oo.

Ahora tenemos por teorema de Weyl que el espectro esencial operador Hj, coincide con
el operador Dy, es decir que, 0ess(Hp) =0ess(Dy). El siguiente lema muestra el espectro

esencial del operador Hy,.
Lema 2.2.10. El espectro esencial del operador Hy, es el intervalo [0, %]

Demostracion. Debido a la observacion anterior, demostraremos que el espectro esencial
de D, es el intervalo [0, 75].

Sea A € C\ [0, %]), veamos que A € p(D3), es decir que, veamos el operador A\I — D3
tiene inverso y es acotado.

En efecto, consideremos u € L(R) una funcién tal que (A — D3?)(u) = 0, aplicando la
transformada de Fourier obtenemos

(M — D)t = (A — iserﬂ@

12 5 )i =0,

como A\ — %senQ% no se anula, esto implica que u = 0. Por lo tanto AI — D7 es uno a

uno.
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Ahora para cada v € M, existe un u € M, tal que (A — D?)(u) = v, aplicando el
teorema de inversion para la transformada de Fourier obtenemos

zpw

o(p)

dp.
\/27T/;§ )\—ﬁsen2(%)

Veamos ahora que el operador (A — D3)~! es acotado

u= (N —-Dj) 'v=

2
H()\_D}QL)_1U||2 _ ey ) dp
2 ,)\——senﬂ”p
L >
< [ wa = .

al

donde m es la minima distancia entre A y los puntos del conjunto |0, hg] por tanto
(M — D?)~! es acotado. De esta forma cualquier A € C \ [0, %]) esta en la resolvente
de p(D7) .

Ahora tomemos un A € [0, };%] y consideremos la sucesiones de funciones u, = v1evEFipor

con v > 0, veamos que u, es una sucecion de Weyl para A. En efecto, si tenemos que
™
, "

Jus|” =

1 Copw? | x| 2
— v2/ e~ v |e’p°x| dx

1 _ 2
= v?/ e 2 dy

tomando 72 = 2uz? obtenemos que

1
e

h

2
dx

’Ui 6—v$2+ip0;t

esto indica que la norma de todas las funciones u, son constantes, ahora calculamos la

transfomada de Fourier de tales funciones

1 pis
1 n . o
U, = vt e—U(I2+Z(P—p0);)dx
V2m oz
B L T

V2r

|
>3
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Calculando el cuadrado de la norma de (A + D3 )u,, tenemos que

2
IO+ D2y = H)\——sen "),
hpo 4 hp, |17
2 2
= Hh o Tt )
16 hp hp. .
= ety et
16 h h 2
= o . (sen2%—sen 2]9) iy (p)
svz [* h h p-r)?
= hzz /}(senQ%—senQTP)Qe_(%wdp
Ty J_x
h

Tomando py = 2a7’csen(§) con A € [0, 75]. Acotando las integrales anteriores separa-
damente en los intervalos (—oo, pg — 1], [po — 1,po + 1] v [po + 1, —00). Primero miramos

que

us

h h h (p—p0)? n )2
/ (36712ﬁ - senQ—p)2e_ = dp < / e 2 dp
P po+1

0+1 2 2
7 +Po 2
= / e 2vdt
1

_ 1
= e 2o

donde t = p — py, luego

B h h (r=r0)* 8ve
/ (sen? 200 _ senz—p)ze_ 2 dp < ( )21)6_%
P

i1 2 2 htr,
1607

= v e % — 0, cuando v — 0.
htr,

De forma anéloga realizamos el proceso para la integral cuando (—o0, py], de igual forma
concluimos que la integral es 0 cuando v — 0. Por otro lado teniendo en cuenta el lema
de Hadamard (ver en [14] y [15]) el cual nos indica que

hp() 2 ]’L

1
D h§
sen®—= — sen’— = (p — po) / (sen®=2)e le=po-+s(p—po) ds

2 2 0 2

tomando F(p, po) fo (sen®™);, ¢ le=po+s(p—po) ds donde este integrando es de clase C*,

podemos observar que
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po+1 h h 2 po+1 2
Do p _ (p=pg) _ (p—pg)
/ (sen” == — sen®-)%e” > Tdp = / (p—po)’F(p,po)e” 2 dp
po—1 Po

-1
po+1 2
_ (p—pq)
< M/ (p—po)e” 20 dp
po—1

1
vV av

= 27}M\/2v/ T 2eat
v

1
—1 1 Ner
= QUM\/ 2v [7 (te_t2 |ﬂ — ’ €_t2dt>]

I
1
V2o 2
= Mvgx/i</ Y et —\/je_;v)
~m !
donde M es el méximo de F(p,po) en [—7, 7] v t = p\;%’, luego como
vr 2
2v
Mvzv/2 (/ e Pdt — \/je_;v) — 0 cuando v — 0.
! v
NeT

Entonces

-1
8 -5 po+1 h h (- )2
hz : / (s 2% - 86712?1))26_ 2 dp — 0 cuando v — 0.
Ty po—1

por tanto como [|u,|| es constante no nula y que si A € [0, 5], entonces |[(A 4+ D3 )u, | —

0, cuando v — 0, es decir que u, son funciones propias aproximadas para A, en conclu-

cién el espectro essencial del D} es [0, 75).

La siguiente definicién es similar a la definicién (1.4.1) pero en el caso discreto.

Definicién 2.2.11. Una solucion ¢, de la ecuacion (2.3) es llamada resonancia si
v satisface
Bnrlihl.

Op X € |7] — o0 (2.7)

Teorema 2.2.12. Sea ) V; > 0. Entonces para € suficientemente pequenio, la ecua-

cidén (2.3) tiene un resonancia para E = —f2, donde

B = % D Vi+0@E). (2.8)
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Demostracion. Consideremos la ecuacién (2.3) con £ = —f32 y V; = 0. Aplicando la

interpolaciéon Whittaker-Kotelnikov obtenemos que

o (onla + ) — 2pu(x) + gu(z — ) = ~Fhgn(z). (2.9

La transformada de Fourier de la ecuacién (2.9), obtenemos

&n(p) = 2mCL0(p — py) + 2m0(p — p-), (2.10)

donde
ok 2isinh™! (%)

Py = N + s ) (2.11)
son ceros de la ecuacion (2.5), entonces
on(z) = C1e™P+ 4 Che™-",
Ahora, por el lema (2.2.8) tenemos que @y, se cumple que
o) = ——= [ W - )t (2.12)
r\P) = \/% _x p—Dp)pn\p )ap, .
donde, W (p) = 4= >- ; Viem". La expresion anterior tiene la forma
4 h
(s 4+ 8) o) = 4G (2.13)
Nosotros estamos buscando resonancia de la siguiente forma
L[i An(p) A -
on(x) = —/ e'® dp + C1ePt* + Coe'-7. (2.14)
37 )1 s (lp) 4 2

Tomaremos los contornos de integracion en el plano complejo

ry = [—%7—1}U{p+qi:p2+q2=1vq>0}u[1’%}’
Poo= | -fufpta P+ =1g<0juL]|.

Aplicando el teorema Cauchy a la ecuacién (2.14), obtenemos

P) Ay (p+)

1 - Ay
r)=— [ & dp+ | C) + — 22
on(z) 27T/r+ 2sen2(%)+52 P ' Ba/1 + 282
4

e 4 Che- (2.15)
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para x > 0.

Consideremos el lado de derecho de la ecuacion (2.15) €} = ——"aE0)_

se tiene que
h2p2 ?

on(z) e_x/eipx Ap(p+1)

= . dp + Cye’?*.
o %serﬂ(h(p; )) + 32
Puesto esta tltima integral es acotada, entonces () = Che?* + O(e™®) cuando
T — +00. Similarmente ¢y, (x) = C1eP+* + O(e”), cuando Cy = —% y T — —00.
B 1+ 4

Por tanto,

on(x) = —/ e'Pr dp + C1eP+* 4 Coe'P-7,

2 Jg gesen’(F) + 87

Aplicando la transformada Fourier a la ecuacién (2.14) se obtiene que

8 An(p)
= +21C16(p — py) + 278(p — p-).
én(p Tzl 5 g2 T 2O (p—p4) +2m0(p — p-)

Remplazando (2.16) en (2.12), obtenemos

(2.16)

e [h W (p—p/)Ah(p/) ,
S —eCW(p —py) —eCoW (p—po). (21
An(p) o . }?2 sen2(th) e p —eCiW(p—py) —eCoW(p—p_) (2.17)

Aplicando el teorema del residuo Cauchy a la ecuacién (2.17), obtenemos

Ah(p) _ _i W(p - pl)Ah(p/)

dp' — eCosW (p — p-). 2.18
2m Jr, & sen?(%2) + 32 g Wip=p-) (2.18)
definimos el operador Ty : H — H como
1 W(z = QAn(C)
Ts A z) = — dg, 2 € B, 2.19
Q1) = 51 | 5 o ; (2.19)

donde, H es el espacio de funciones analfticas acotadas en Br = {z € C": [Imz| < 7},

con la norma || ¢ ||= SUPzeBy l(2)].

La ecuacién (2.17) la podemos reescribir

1+ T An(O)] (=) = W (= — p_), (2.20)

donde, I es el operador identidad. Como T}, es analitica y acotado, entonces es un

operador contraccién, por lo tanto posee inversa, tomando la inversa de (2.20) se tiene
que
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Ap(2) = —eCy [T + €Ty, ' W(z —p_),

. Ap(p_
usando la series Neumann con z = p_, y Cp = — 22 %, obtenemos

ET
fn = Wz =) ey +O(),
L+ g

con esto concluimos la demostracién del teorema.
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Capitulo 3

Comparacion entre el Caso

Continuo y Discreto

En este capitulo se realizara una comparacién entre la resonancia asociada a la ecuacion
Schrodinger para un potencial regular en el caso continuo y discreto, cuando conside-
remos h — 0 y ¢ fijo suficientemente pequeno. Primero compararemos el valor propio
dado en el caso continuo y el discreto, de igual forma funcién A y por tltimo compara-
remos la funcién de onda que modela la resonancia establecida para el caso continuo y

discreto. Para esto necesitamos las siguientes afirmaciones

1. A la ecuacién (2.6), le aplicamos la férmula de sumacién de Poisson (ver en [2])

obtenemos la siguiente forma

W(¢) = V(¢ +2mj/h). (3.1)

J
De aqui, tenemos que W (¢) = V(¢) + O(h™) para (| < Z.
2. La solucién de la ecuacién (2.5) tiene forma
zgn = iB(1+ O(h?) (3.2)
3. El operador Tj), definido en (2.19) es acotado uniformente con respecto a h, es
decir que,
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[Tanell < Cllell,

con C independiente de h. En efecto

1 [ W= QelQ)d

4 2 h¢ 2
21 Jr, zsen’ 4+ [

< const||g0||/T (W (z = Q)] ]dc]

ITanp(ON) =

remplazando en la ecuacién (3.1) se tiene

TN < constlell (] (V= O] +[7e = ¢ 2m/m)| +
V(2 = ¢ —2n/m)) lac) +
/ S|Pt~ 2t i
Ahora como tenemos que |z — ;\ <2n/hy
Cn Cyh"

- < .
(14 208=Dy = 2m(j — 1)

‘f/(z +¢+ 27rj/h)) <

por tanto las dos integrales anteriores son acotadas uniformente por h.

Utilizando las ecuaciones (3.1), (3.2) y remplazando en la (2.2) obtenemos

=[5 [0 1) V=il + 00)].

Haciendo la diferencia entre 5 y (), tenemos que

ey/H|(1+£Tp) V(¢ = B)EB) + 02| -
[(1+ £Tp) V(¢ =i |z 25D + OB}

e/Z{—(eTp)[(1 + Tp) V(¢ — iB)(iB)]—
[—(eTpn) (1 + T3,) V(¢ — iB) (i |2,4])] + O(h?)}
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por la ecuacion (3.2) tenemos que

V(¢ — i l2al) = V(C — i8) + O(8 — ) + O,
remplazando en la ecuacién (3.3) se obtiene que
Bt = oy I-CTI0+ TV - 96
[ (L) (L + T3) V(= i) |zal)] + 2003 — 1) + O}
Ahora bien
{1 +2Ty)™ = (14 <T) PV (C—iB)](2)

=[{(1 +eT)"e(Ts — Tpn) }Us()](2)
=(O(8 — B) + O(h?))

donde
Us(¢) = [(1 +eT) "'V (¢ —iB)](2),

debido a que ((Ts — Tsn)p(Q)](2) = OB = Br) v [(Ts — Ton)e(Q)l(2) = O(h?), para
e(p+10) € S(R) y Ug(p+ 0i) tambien pertenece a S(R)

(L +eT5,) V(¢ = iB)](2) = Us(2) +£(0(8 = B) + O(h?)),

por la tanto se tiene que

B—Pn=c¢ g{g[TﬂUB(C) = TUs(O)(i|25n]) +£0(8 — Bn) + O(h*)}

De aqui, se tiene

(i — C (iBr — ¢) m 2
B—0n = /( N CQJhrﬁh )UB(C)dC—i—s\/;(sO(B—ﬁh)—i—O(h )

:gvg@ow—ﬁm+ow%y

Finalmente, podemos decir que 8 — 3, = eO(h?) para e suficientemente pequeno. De

forma andloga podemos decir que
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Alp) — An(p) = %ow?) con  |p| < w/h.

Podemos decir que la resonancia se comporta de manera similar para el caso continuo
y discreto. En conclusion la funcién de onda que modela la resonancia para el caso
continuo y discreto se aproxima tanto como se quiere, siempre y cuando h tienda a

cero.
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