INVARIANTES CARDINALES EN GRUPOS
TOPOLOGICOS

TRABAJO DE GRADO PARA OBTENER EL TiTULO DE
MAGISTER EN MATEMATICAS

Presentado por
JOSE PEREZ SANTANDER

Asesor
JULIO HERNANDEZ ARSUZA

Coasesor
CONSTANCIO HERNANDEZ GARCIA

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
MAESTRIA EN MATEMATICAS
Cartagena de Indias, D. Ty C
2018



Este trabajo estd dedicado a mis padres Libia y Ainaldi quienes con su
amor, paciencia y esfuerzo me han permitido llegar a cumplir un sueno
mds, gracias por inculcar en mi el ejemplo de esfuerzo y valentia, de no

temer a las adversidades porque Dios estd conmigo siempre; a mis
hermanos por su carifio y apoyo incondicional durante todo este proceso.
En general, se lo dedico a toda mi familia porque con sus oraciones,
consejos y palabras de aliento hicieron de mi una mejor persona y de una u
otra forma me acomparnian en todos mis suernios y metas. Una dedicatoria
muy especial a mi novia Grey por apoyarme cuando mas lo necesito, por

extender su mano en momentos dificiles y por el amor brindado cada dia.



AGRADECIMIENTOS

Quiero expresar mi gratitud a Dios, quien con su bendicion llena siempre
mi vida, y a toda mi familia por estar siempre presentes.

Mi mds profundo agradecimiento a la Universidad de Cartagena, a toda la
Facultad de Ciencias Fxactas y Naturales, a mis profesores quienes con la
ensenanza de sus valiosos conocimientos lograron que pueda crecer dia a dia
como profesional, gracias a cada uno de ustedes por su paciencia, dedicacion
y apoyo incondicional.

Finalmente, quiero expresar mi mds grande agradecimiento al profesor Julio
Herndndez y al Dr. Constancio Herndndez (d.e.p), principales colaboradores
durante todo este proceso, quienes con su direccion, conocimientos, ensenan-

za, 1y colaboracion permitieron el desarrollo de este trabajo.






Indice general

I uccionl

|1. Nociones topologicas y algebraicas

[1.1. Cardinales topologicos| . . . . . . . . ... ... ... ... ..
|1.2. Espacios compactos|
[1.3. Compactificaciones|
|1.4. Compactificacion de Alexandroff] . . . . . ... .. ... ...
[1.5. Algunas desigualdades fundamentales| . . .. ... ... ...
[1.6. Grupos topoldgicos|

2. Cardinales en Grupos Topologicos|

iConclusion

13
14
16
21

27

35

37






Introduccion

Uno de los problemas de la topologia es la clasificacion de los espacios to-
poldgicos y una herramienta de gran importancia para este fin son los inva-
riantes cardinales topologicos. Un invariante cardinal asigna a cada espacio
topolégico un niimero cardinal de tal manera que el valor de esta funcién se
preserva bajo homeomorfismos. Esto es, si dos espacios son homeomorfos,
entonces el valor de la funcién es el mismo en cada uno de ellos. El ejem-
plo mas sencillo es el peso que denota al cardinal mas pequenio que puede
alcanzar una base del espacio topoldgico. Si dos espacios son homeomorfos,
entonces el peso de cada uno de estos espacios es el mismo. En la topologia
moderna, las funciones cardinales han adquirido gran importancia. Esto lo
podemos constatar por la gran cantidad de articulos de investigacion que han
aparecido sobre el tema y el esfuerzo que le han dedicado los més prestigio-
sos investigadores. Una caracteristica notable de los invariantes cardinales
es que su comportamiento cuando trabajamos en el ambito de los grupos
topoldgicos es mas sencillo y estable. Por ejemplo, en un grupo topolégico
siempre coinciden el peso con el m-peso y el cardcter con el w-cardcter. Més
atun, muchos de los teoremas de la topologia en los que intervienen los car-
dinales se simplifican de una manera considerable. Por ejemplo, un grupo
topoldgico es metrizable si, y sélo si, tiene una base local numerable. En
contraste, para espacios topolégicos las condiciones para la metrizabilidad
son mucho mas complejas. Este hecho resalta la importancia de hacer un
estudio comparativo de las propiedades de las funciones cardinales poniendo
en un lado los espacios topolégicos y en otro los grupos. Mas aun, existen

funciones cardinales que en grupos son muy faciles de definir y estudiar vy,
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por el contrario, en espacios topoldgicos su definicién y estudio resulta, si no
imposible, mucho més dificil de lograr. Un ejemplo es el indice de acotacion
o indice de precompacidad. Nuestra tarea serd estudiar algunos métodos
de trabajo en grupos topoldgicos que aprovechen toda simplificacién que se
pueda lograr gracias a la interaccién de una estructura de grupo con una

estructura topolégica.

En este trabajo se pretende mostrar algunas desigualdades entre las funcio-
nes cardinales, asi como ver que algunas funciones cardinales se comportan

)

“mucho mejor” en grupos topolégicos que en espacios topoldgicos mas gene-
rales. En particular, se mostrara que algunos de estos invariantes coinciden
sobre las clases de los grupos topoldgicos, mientras que son distintas en di-

chos espacios.

En el primer capitulo de este trabajo se daran algunas definiciones prelimi-
nares, tales como las de funciones cardinales, los cardinales topolégicos bési-
cos (peso, densidad, celularidad, dispersién, nimero de Lindeloff, carédcter,
m-cardcter, pseudocaracter, entre otros), espacios compactos y localmente
compactos, la compactificacién de Alexandroff, grupos topoldgicos, etc. Se
enunciaran y mostraran algunos resultados sobre espacios y grupos topoldgi-
cos, tales como el Teorema 2, el cual da condiciones para que un espacio sea
localmente compacto y Hausdorff, el Teorema 6, el cual nos muestra condi-
ciones necesarias para que un espacio topoldgico tenga una compactificacion
de Husdorff, el Teorema 7, que nos muestra la forma de compactificar un
espacio topoldgico por un punto, el Lema 2 que nos presenta algunas de-
sigualdades que se obtienen entre los cardinales topoldgicos bésicos o los
Teoremas 15 y 16, los cuales nos muestran algunas cotas sobre la cardinali-
dad de un espacio X . También podemos ver en el Corolario 3 que prueba que
todo grupo topoldgico es homogéneo, o el Teorema 20 que nos muestra una
base local para la identidad de un grupo topolédgico formada por vecindades

simétricas.

En el segundo capitulo, se pretende alcanzar los objetivos propuestos. Se
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empieza enunciando las definicién de grupo 7- estrecho e indice de estrechez
de un grupo topoldgico, luego se muestra que en todo grupo topolégico su
peso es igual al producto del indice de estrechez por el cardcter de este.
Posteriormente mostraremos algunas relaciones entre el indice de estrechez,
el nimero de Lindel6ff y la celularidad. Se prueba que en todo espacio ho-
mogéneo (particularmente, en grupos topoldgicos) el cardcter local es igual
en todos sus puntos y a continuaciéon vemos un contraejemplo, que muestra
que el resultado anterior no se satisface en espacios topolégicos mas genera-
les. Un resultado importante, demuestra que el peso de un grupo topolégico
es igual a la densidad por el caracter, sin embargo, en un contraejemplo pos-
terior veremos que en un espacios topolégicos no numerable, con la topologia
del punto incluido, el peso es igual al Xy y el producto de la densidad con
el caracter es Ny. En otro resultado de trascendental importancia de este
trabajo se muestran dos relaciones fundamentales: la primera, que en todo
grupo topolégico el caracter es igual al w-caracter, y la segunda, que en gru-
pos topoldgicos el peso es igual al m-peso. Luego, para verificar que estos
resultados no se satisfacen en grupos topoldégicos tomaremos, para la prime-
ra, la Recta de Sorgenfrey, la cual es la recta real dotada con la topologia
limite inferior, es decir, la topologia generada por la base {[a,b) : a,b € R}.
En este espacio, el peso es Ny y el m-peso es menor o igual que el cardinal
de {[a,b) : a,b € Q}, la cual es numerable. Para la segunda, tomamos la
Compactificacién de Alexandroff de un espacio discreto no numerable. En
este espacio compacto el caracter es no numerable y el m-caracter si lo es.
Finalmente, se demuestra que en un grupo topolégicos G infinito compactos
el w-cardcter, el caracter y el peso coinciden, asi como la cardinalidad de G

es igual 2%(©),






Capitulo 1

Nociones topoldgicas y

algebraicas

En esta seccién se hara un resumen con definiciones y resultados topoldgicos
que seran necesarios para el desarrollo de la teoria sobre cardinales topologi-

Cos en espacios y grupos topoldgicos.

1.1. Cardinales topolégicos

Definicién 1. Una funcion cardinal (cardinal topoldgico) es una funcion
f definida en la clase de los espacios topoldgicos que toma valores en la clase
de todos los cardinales y asigna a todo espacio topolégico X un niumero
cardinal f(X) tal que f(X) = f(Y) para cualquier par X,Y de espacios

homeomdorficos.
A continuacién definiremos los cardinales béasicos en espacios topoldgicos.
Definicion 2. Sea X un espacio topolégico.
1. El peso de X se define como
w(X) =min{|B| : B es una base de X } + Ny.

Si w(X) = Ro, entonces decimos que X es segundo numerable o

2-contable.



. La densidad de X se define como
d(X) =min{|D|: D es un conjunto denso en X} + Ny.
Si d(X) = Ng, entonces decimos que X es separable.

. Una coleccion de conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos se

llama familia celular. Se define la celularidad de X como
c(X) =sup{|€| : € es una familia celular de X'} + Ny.
Si c¢(X) = Ng, decimos que X tiene la propiedad de Souslin.

. Un subconjunto D de X se denomina discreto si dado p € D, existe
una vecindad V,, de p tal que D NV, = {p}, o dicho de otra manera,
sip € D — D? donde D% es el conjunto de los puntos limites de D, o
lo que es lo mismo que decir que D consta exclusivamente de puntos
aislados. El minimo numero cardinal m > R tal que todo subconjunto
de X que consta exclusivamente de puntos aislados tiene cardinalidad

< m se llama dispersion y se denota por he(X) o s(X).

. El minimo nimero cardinal m > Rg tal que todo subconjunto cerrado
de X que consta exclusivamente de puntos aislados tiene cardinalidad

< m se llama extension y se denota por e(X).

. La nocion de espacio de Lindelof da lugar a una nueva funcion car-
dinal, el nimero de Lindelsf de X, denotado por L(X), y definido
como el cardinal mads pequeno k tal que todo cubrimiento abierto de X

tiene un subcubrimiento de cardinalidad no mayor que kK.

. Una red en X es una familia A de subconjuntos de X tales que todo
conjunto abierto no vacio en X es la union de elementos de AN . El

peso de red de X estd definido como
nw(X) =min{|A| : A es una red en X } + No.
. Una w-base en X es una familia ¥ de abiertos no vacios en X tales

que si U es abierto y no vacio en X, entonces V. C U para alguna
Vev.



El m-peso de X se define como

mw(X) =min{|¥|: ¥ es unam-base en X } + No.

9. Sea V" una familia de abiertos no vacios en X yp € X. Entonces, V es
una w-base local en p si para cada vecindad U de p existe V € ¥ con
V CU. Si ademds se cumple que p € V para toda V € ¥V, entonces ¥V
es una base local en p. Finalmente, si "\ {V : V € ¥} = {p}, entonces
YV es una seudobase para p. Ahora podemos definir las siguientes

funciones cardinales:

X(p, X) = min{|¥| : ¥ es una base local enp}
wx(p, X) = min{|¥| : ¥ es unam-base local enp}
Y(p, X) =min{|¥|: ¥ es una seudobase parap}

El cardcter, el m-cardcter y el seudocardcter se definen, respecti-

vamente como sigue:

X(X) = sup{x(p,X) :p € X} + No;
X (X) = sup{mx(p, X) : p € X} + Ro;
Y(X) = sup{¢(p, X) : p € X} + No;

10. La estrechez en un punto x en X es el cardinal infinito mds pequerio
m > N tal que si v € C, existe Cy C C, tal que x € Cy y |Co| < m.
Este nimero cardinal se denota como t(x, X). La estrechez o el ajuste
de un espacio X es el supremo de todos los cardinales t(x, X) para

x € X; se denota como t(X).

1.2. Espacios compactos

Definicion 3. Diremos que un espacio topolégico es compacto si todo cu-

brimiento abierto de X, contiene un subcubrimiento finito.

El siguiente es uno de los teoremas més importantes de la topologia, puesto

que garantiza la compacidad del producto arbitrario de espacios compactos.
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Teorema 1. (Tychonoff, [5],pdg 406) Supongamos que

X=][{Xa:acA}#0.
Entonces X es compacto si y solo si cada X, es compacto.

Definiciéon 4. ([9], pag 208) Un espacio X se dice que es localmente com-
pacto en x si existe un subespacio compacto C' de X que contiene un en-
torno de x. Si X es localmente compacto en cada uno de sus puntos, diremos

que X es localmente compacto.

Ejemplo 1. La recta real R es localmente compacta. El punto x estd con-
tenido en un intervalo de la forma (a,b), el cual a su vez estd contenido en
el subespacio compacto [a,b]. El subespacio R de los nimeros racionales no

es localmente compacto.

Teorema 2. ([9], pag 209) Sea X un espacio. X es localmente compacto
y de Hausdorff si, y solo si, existe un espacio Y que cumpla las siguientes

condiciones:
1. X es subespacio de'Y .
2. El conjunto Y — X consta de un solo elemento.
3. Y es un espacio compacto y de Hausdorf f.

SiY y Y’ son dos espacios que satisfacen estas condiciones, existe un ho-
meomeorfismo de Y enY' que, restringido al subespacio X, es la identidad
en X.

Teorema 3. ([9], pag 211) Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es
localmente compacto si, y solo si, dados x € X y un entorno U de x, existe

un entorno V de x tal que V es compacto y V C U.

Corolario 1. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff y sea A
un subespacio de X. Si A es cerrado o abierto en X, entonces es localmente

compacto.

El siguiente teorema expone algunas propiedades fundamentales de los es-

pacios Hausdorff. Probaremos primero el siguiente lema:
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Lema 1. Sea X un espacio topoldgico, V' abierto y A un subconjunto de X,
entonces
VNACVNA.

Demostracién. Sea x € VN A, y U un entorno de x, entonces z € intU.
Ahora, z € int U NV y como la interseccién de abiertos es abierta se sigue
que int UNV es un entorno de z. Como = € A, tenemos que int UNVNA # 0,
lo cual implica a su vez que U NV N A # (), esto quiere decir que z € V N A

yva que U es un entorno cualquiera de x. ]
Teorema 4. ([5], pag 421) Sea A C X, donde X es un espacio Hausdorff:

1. Si X es localmente compacto y A = F NG, siendo F cerrado y G

abierto, entonces A es localmente compacto.

2. Si A es localmente compacto en X, entonces A es abierto en su clau-

sura.

3. Si A es un subespacio localmente compacto en X, entonces A = FNG,

donde G es abierto y F' es cerrado.

Demostracion. (1) Veamos que si F' es cerrado y G es abierto en un espa-
cio Hausdorff localmente compacto, entonces son localmente compactos. Si
x € F, podemos tomar un entorno compacto V de x, entonces como X es
Hausdorff se sigue que V es cerrado. Luego, V N EF C V es un cerrado con-
tenido en un compacto, en consecuencia, es un compacto y un entorno de
x. Si x € G, por ser abierto es entorno de todos sus puntos, asi que existe
un entorno compacto V de x tal que V' C G. Por lo tanto, GG es localmente
compacto.

Pongamos ahora A = FNGy x € A, entonces ¢ € F'y x € GG, los cuales son
localmente compactos, luego existen compactos U y V talesque x € V C F
y « € U C G. La interseccién de dos compactos en un espacio Hausdorff es
compacto, por lo tanto A es localmente compacto tomando como base de

entornos compactos de z la familia

{UNV :Uentorno compacto dexzen Gy V entorno compacto dezen F'}.
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(2) Sea a € A y sea K un entorno compacto de a en A. Entonces a €
IntxA = U. Como A es Hausdorff se tiene que K es cerrado y por la
definicién de clausura tenemos que UA C K , entonces UA es compacto.
Como U es abierto en A, existe V abierto en X tal que U = ANV y
tenemos que

ANVNA=UnA) =UACA.

Entonces A N VN A es compacto y por lo tanto cerrado por ser X Hausdorff.
Como ANV CANVNAy ANV NV es cerrado, tenemos que ANV C
Wﬂ A. Teniendo en cuenta que V es abierto, por lema anterior se tiene
que VNACVNA Tomando W =VNACVNAC(ANV)NA C A.
Entonces a € W puesto que este contiene a U, W C A y A es abierto en A.

En conclusién A es abierto en A.
(3) Como A es localmente compacto, por el apartado (2), A es abierto en A,

entonces A = AN G para un cierto G abierto en X y tomamos F' = A. [

Corolario 2. Un espacio X es homeomorfo a un subespacio abierto de un
espacio compacto y Hausdorff si, y sélo si, X es localmente compacto y
Hausdorff.

Culminamos esta seccién dando algunas definiciones que seran de gran uti-

lidad a lo largo de este trabajo.
Definicion 5. Sea X un espacio topoldgico.

1. Se dice que X cumple el primer axrioma de numerabilidad, o que
es 1AN, si cada punto de X posee una base de entornos con cardinal

numerable.

2. Se dice que X cumple el segundo axioma de numerabilidad, o que

es 2AN, si posee una base con cardinal numerable.
Definicién 6. Sea (X, T) un espacio topolégico.

1. X se dice regular si para todo F cerrado y todo x ¢ F, existen U,V
abiertos disjuntos tales que x €U y FF C V.

2. X se dice que es T3 si es regular y 1.
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3. X se dice que es completamente regular si cada F' cerrado en X y
x ¢ F, existe f € C(X) tal que f(x) =0y flr =0.

4. X se dice Tychonoff si es completamente reqular y T .

5. X se dice normal si para cualesquiera F' y C cerrados disjuntos, exis-
ten abiertos disjuntos U y V, tales que F C U yC C V.

6. X se dice Ty si es normal y T7.

Definicién 7. Un embebimiento es una aplicacion [ : (X, 7) — (Y, 7')

entre dos espacios topoldgicos tal que

frXm) e (F(X), 7))

es un homeomorfismo.

1.3. Compactificaciones

Los espacios compactos son de mucha utilidad en topologia ya que por sus ca-
racteristicas tienen propiedades que facilitan trabajar sobre ellos. Por tanto,
es especialmente 1til “convertir” espacios topoldgicos que no son compactos
en espacios compactos. El objetivo es insertarlo en un espacio compacto que

se comporte topolégicamente igual.

Definicién 8. Una compactificacion de un espacio topoldgico (X, T) es
un par (X', 7), f) donde:

1. (X', 7") es un espacio compacto.

2. f(X,7)— (X',7") es un embebimiento.

3. f(X) es denso en X', es decir, f(X)=X'.

Dos compactificaciones ((X1,71), f1) y ((X2,72), f2) de X se consideran to-

polégicamente equivalentes si existe un homeomorfismo h : X; — Xs tal

que ho fi = fa.
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Definicién 9. Diremos que una compactificacion es Hausdorff cuando X'
sea Hausdorff.

Teorema 5. Toda compactificacion Hausdorff de un espacio compacto (X, 1)

es equivalente a ((X,7),1x).

Demostracion. ((X',7), f) una compactificacién de (X, ), entonces f(X)
es subconjunto compacto de X', el cual es Hausdorff, por tanto es cerrado.

Por otro lado, f(X) = X', asf que f(X) = X' y f es un homeomorfismo.
Ademss f~lo f =1x. O

El siguiente teorema muestra una condicién necesaria para que un espacio

tenga una compactificacién Hausdorff.

Teorema 6. Sea X un espacio topolégico. Si X tiene una compactificacion

Hausdorff, entonces es Tychonoff.

Demostracion. Si X tiene una compactificacién Hausdorff, entonces X es
homeomorfo a un subconjunto de X', siendo X’ un espacio compacto y
Hausdorff. Luego, X’ es Ty, por lo tanto es Tychonoff, y como ser Tycho-
noff es una propiedad hereditaria, cualquier subconjunto con la topologia

inducida sera Tychonoff y como consecuencia, X es Tychonoff. O

1.4. Compactificacion de Alexandroff

El siguiente es un método para construir, a partir de un espacio topolégico

X, un espacio compacto X* que contenga a X como un espacio inmerso.

Teorema 7. Sea (X, 7) un espacio topolégico localmente compacto, Haus-
dorff y no compacto, oo un elemento que no pertenece a X. Se define el
conjunto X* = X U {oo} y

TF=7U{AC X" : X" — A es cerrado y compacto en X }.

Entonces (X*,7*),1) es una compactificacion de X, donde i es la aplicacion

inclusion.
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La compactificacion ((X*,7%),i) se denomina compactificacion de Ale-

zandroff.

Demostracion. El punto oo sélo pertenece a los abiertos del segundo tipo, y

por otra parte, todos los abiertos que no estan en 7 contienen a oo.

1. Veamos que 7% es una topologia en X*. Claramente () € 7 C 7*. Por
otra parte, () es cerrado y compacto en X y X* = X* — 0 € 7*.
Sean A1, As € 7. Si ambos pertenecen a 7, su interseccién también
pertenece a T por ser una topologia, luego la interseccién pertenece
a7 Sioo€ A; N Ay, entonces X* — Ay y X* — As son cerrados y
compactos en X, luego su unién es cerrada y compacta en X. Por leyes
de Morgan, A1 N Ay € 7*.
Falta ver el caso en el que co € A1 y Ay € 7. Entonces oo ¢ A; N Ay,
de donde

A1NAy = Alﬁ(Ag—{OO}) = Alﬂ(A2mX> = Alﬂ(X—(X*—AQ)) €T.

Sea ahora {A;};c; una familia de abiertos en 7x. Si para todo i € I,
A; € 7, la unién estd en 7. Supongamos ahora que existe iy tal que

oo € A;,, entonces el conjunto X* — A;; es cerrado y compacto en X.

U4i=Japu 4.

iel jed keK
donde 0o € A;,Vj € Jy oo ¢ Ay, Vk € K. Entonces

X*—UAZ: m(X*—AJ)ﬂ ﬂ(X*—Ak)

el jeJ keK

Adems3s

es un cerrado en X. Como X* — (J;c.; A; C X* — A;), tenemos que

X* —U,er Ai es compacto.

2. Probaremos ahora que la inclusion ¢ : X — X* es un embebimiento.
Veamos que 7 = 7%|x. Sea A € 7 C 7*, entonces A = AN X € 7¥|x.
Por otro lado, sea A € 7*|x, entonces existe A* € 7* N X. Hay dos
posibilidades: si A* € 7, entonces A* N X € 7. La otra posibilidad es

que co € A*. En este caso

A=A —{oo)NX =X — (X* — A eT.
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3. Veamos que (X*,7) es compacto. Sea {A; };c; un cubrimiento abierto
para X*. Sea ig € I tal que oo € A;,, entonces X* — A;, es compacto

en X y puesto que (X,7*|x = 7) es compacto en X*, existe n tal que
X*_Aio CAil U"'UAin,

luego
X*:AZ’OUAZ'IU'--UA

in -

4. Por tltimo, probemos que i(X) = X es denso en (X*,7%). Si no fuera
denso, existirfa A € 7* tal que AN X =0, luego A ¢ 7y oo € A. Lo
cual implica que X C X* — A, es decir, X = X* — A. Esto muestra

que X es compacto, lo cual es falso.

1.5. Algunas desigualdades fundamentales

El siguiente lema nos muestra una relacion entre algunas funciones cardinales

basicas.

Lema 2. Sea X un espacio topoldgico, entonces se verifican las siguientes

desigualdades:
1. d(X) < w(X);
2. ¢(X) < d(X);
3. s(X) <w(X);
4. e(X) < s(S);
5. ¢(X) < s(X)

Demostracion. (1) Sea w(X) = | 9|, donde £ es una base para X, entonces
para todo U € %, tomemos zy € U, luego el conjunto D = {zy : U € A}
es claramente denso en X y ademads |D| < |4|, por lo tanto, d(X) < |D| <
|B| = w(X).
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(2) Sea C € € y d(X) = |D|, para algin subconjunto denso en X, entonces
como C # (), existe z € C, luego x € D por ser D un conjunto denso,
asi C N D # 0, luego existe yo € C N D, Es decir por cada C € ¢, existe
por lo menos un yo € D y ademads ese y¢o pertenece a uno y solo un C, lo
cual prueba que || < |D|. Asi vemos que |D| es una cota superior para el

conjunto {|%| : ¥es una familia celular deX }, por lo tanto
¢(X) = sup{|%| : ¥es una familia celular deX} < |D| = d(X).

(3) Sea # una base de X tal que w(X) = |%| y sea D un conjunto discreto
en X, entonces dado x € D, existe V, € £ tal que V,ND = {z}. Esto define
una funcién inyectiva ¢ : D — 2 con p(z) = V,. Por lo tanto, |D| < |2| =
w(X). De donde, el conjunto {|D| : Des discreto en X} tiene como cota
superior a w(X), lo cual implica que sup{|D| : D es discreto en X } < w(X)
y por tanto, s(X) < w(X).

(4) Segun la definicién tenemos que
e(X) = sup{|D| : Des discreto y cerrado en X } + Ro.

Note que {|D| : Des discreto y cerrado en X'} C {|D| : Des discreto en X }.
Asi, sup{|D| : Des discreto y cerrado en X } < sup{|D|: Des discreto en X },
lo cual implica que e(X) < s(X).

(5) Sea € = {C;}ier una familia celular de X, entonces para cada i € I tome-
mos z; € C;. Sea D = {z; : i € I}. Claramente D es discreto y |D| = |%|. Por
lo tanto, |¢'| = |D| < s(X). Es decir, |¢| < s(X) para toda familia celular
¢ de X. En consecuencia, sup{|%¢| : € es una famila celular en X} < s(X)
y por tanto, ¢(X) < s(X). O

Teorema 8. Si un espacio topoldgico Y es la imagen continua de un espacio
topoldgico X, entonces c¢(Y') < ¢(X).

Demostracion. Sea f : X — Y una funcién sobreyectiva y continua. Sea
M ={|€|: € esuna familia celular deY'} y k € .#. Tomemos una familia
celular ¢ de Y tal que || = k y pongamos ¢’ = {f~1(U) : U € ¢}.
Entonces ¢’ es una familia celular de X y |¢”’| = k. Por lo tanto, .# C
H ={|€|: € es una familia celular de X}, asi ¢(Y) = sup # < sup & =
c(Y). O]
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Teorema 9. Sea X un espacio topoldogico. Para todo x € X, tenemos que
t(z, X) < x(z, X) y t(X) < x(X).

Demostracion. Se define
t(p,X) =min{k :VC C X, sip € C,3Cy C Ctal que|Cy| < kyp € Co}

vy x(p,X) = min{|#| : Pes una base local enp}. Veamos que t(p, X) <
X(p, X). Sea # = {B;}icr una base local en p tal que |#| = A y sea C un
subconjunto de X tal que p € C, entonces para cada i € I tenemos que
B;NC # 0, por lo que existe z; € B;NC. Definamos Cy = {x; € BiNC :i €
I}; claramente Cy C C' y |Co| < |%B| = Ay por la forma como fue definido
Cy se tiene que B; NCy # () para todo i € I, lo cual implica que p € Cp. Asi,
Ae{k:VOCX,sipe C,3C) C Ctal que|Cy| < kyp € Co}, por lo tanto
t(p, X) < XA = | 4| para toda vecindad local Z en p y en consecuencia,

t(p, X) < min{|%| : A es una base local en p} < x(p, X).

Por otra parte, t(X) = sup{t(p,X) : p € X} < sup{x(p,X) :p € X} =
X(X). -

Teorema 10. Sea X un espacio topoldgico.
1. w(X) < 2X;
2. Si X es Ty tenemos que | X| < 2@(X)

Demostracion. (1) Sea k = w(X), existe una base Z tal que k = |4)|.
Definamos la funcién ¢ : B — P(X) por ¢(B) = B. Entonces ¢ es uno a
uno, luego w(X) = x < 21X1,

(2) Sea X un espacio Tp y sea % una base para X tal que |#| < w(X).
Definamos ¢ : X — P(%A) por ¢(p) = {B: B € #A,p € B}. Como X es Ty

se tiene que ¢ es uno a uno, luego | X| < 2w(X), O

El teorema anterior nos muestra una cota natural para el peso de X y una
cota para | X| siempre que X sea Tjp.
Teorema 11. [Pospisil]. Si X es un espacio Ty, se cumple que | X| < 92!%)

d(X)
y w(X) < 2% Y
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Demostracion. Sea k = d(X) y D un subconjunto denso en X tal que |D| <
k. Para cualquier dos puntos distintos xg,z1 € X existe A C D tal que
r9 € Ay x ¢ A. Por tanto, la funcién ¢ : X +— P(P(D)) definida por
o(z) ={A: AC D, x € A} es uno a uno, en consecuencia, | X| < 22/ 1

segunda parte es consecuencia del resultado anterior y el Teorema 10.  [J

El teorema anterior nos prueba que todo espacio separable Hausdorff tiene

cardinalidad a lo sumo 22,

Teorema 12. Sean ¢(X) = Kk y ¥ una coleccion de abiertos en X. Existe
una subcoleccion W de V¥ tal que | W | <k yU¥ CU¥

Demostracion. Sea ¢ la coleccion de todos los conjuntos abiertos no vacios
en X, los cuales son subconjuntos de algin elemento de ¥'. Por el lema
de Zorn, podemos obtener una familia celular maximal ¥’ C ¢. Entonces
19| < e(X)=ry ¥ CUZ por la maximalidad de ¢’. Ahora podemos
usar ¢’ para obtener # C ¥ con [#|<wyU¥ CU¥. O

Teorema 13. [Lema de Jones]. Si X es normal, entonces 21P1 < 24X) parq

todo subconjunto D discreto y cerrado de X.

Demostracion. Sea S un subconjunto denso de X con |S| < d(X). Para cada
subconjunto E de D, sea Ug un conjunto abierto tal que E C Ug y UpN (D —
E) = 0. Pongamos Vg = Ug N S, se puede ver que para cada subconjuntos
E, F distintos de D se tiene que Vg # Vp. Asi, {Vg : E C D} es una
coleccién de 2/P! subconjuntos de Sy por tanto, 2/°! < 2151 < 2d(X), O

El Lema de Jones implica que si X es un espacio separable normal, no puede

tener un subconjunto cerrado discreto de cardinalidad > 2%,

Definicion 10. Se define la densidad hereditaria y el nimero heredi-

tario de Lindelof, respectivamente por
1. hd(X)=sup{d(Y): Y C X} y
2. hL(X) =sup{L(Y) : Y C X}

Definicién 11. Se define o(X) como el nimero de conjuntos abiertos en X

mads Ng.
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Teorema 14. Para cualquier espacio X, se cumple que o(X) < |X]hd(X) Yy
o(X) < w(X )X,

Demostracion. Sean k = hd(X) y H un subconjunto cerrado de X, entonces
d(H) < K, luego existe S C H con |S| < & tal que S = H. Asi, todo
conjunto cerrado en X estd en la coleccién {S : S C X, |S| < x}, por tanto
o(X) < |X|*. ahora, sea hL(X) = Ky % una base para X tal que Z < w(X),
entonces todo conjunto abierto en X es la unién de < k elementos de 4,
asi que o(X) < |A|". O

Con los siguientes teoremas se pretende obtener cotas sobre |X| en términos

de algunas funciones cardinales elementales.

Teorema 15. Sea X un espacio Ty, entonces | X| < nw(X)¥X). En parti-
cular, todo espacio T con pseudo-cardcter contable y una red de cardinalidad

< 2% tiene cardinalidad a lo sumo 280,

Demostracion. Sea k = 1(X), A4 una red tal que |A4| < nw(X) yp e X.
Puesto que ¥(p, X) < k, podemos elegir .4, C A con |.4,| < k, tal que
N4, = {p}. El numero de subcolecciones de .4 elegidas de esta manera es
< nw(X)", por lo tanto | X| < nw(X)". O

Teorema 16. Sea X un espacio T3, entonces | X| < 2d(X) V(X)) Enp particu-
lar, todo espacio separable T con pseudocardcter contable tiene cardinalidad

a lo sumo 280,

Demostracion. |X| < nw(X)¥X) < (X)) < 2d(X)9(X), O

El siguiente diagrama muestra en forma resumida las desigualdades entre las
funciones cardinales, donde una funciéon que esta por debajo de otra unida

con un segmento, significa que es menor o igual que esta.
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1.6. Grupos topolégicos

Definicion 12. Un conjunto G con una operacion binaria - y una familia

T de subconjuntos de G se llama grupo topoldgico si
1. (G,-) es un grupo;
2. (G, 1) es un espacio topoldgico;

3. las funciones g1 : (G, 7) x (G, 7) = (G,7) y g2 : (G, 7) — (G, 7) dadas

por gi(z,y) = -y y gola) = a !
inverso de x.

son continuas, donde " es el

En ocasiones omitiremos el simbolo de operacién binaria -, y escribiremos
xy en vez de x -y. Usaremos ademaés el simbolo e para denotar la identidad

de un grupo G. Con frecuencia nos referiremos al grupo topoldgico G con
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operacion - y topologia 7 como la terna (G,-, 7). Si no hay ambigiiedad,
usaremos sélo G.

Sea G un grupo topoldgico y denotemos con N, a la familia de vecindades
de un punto x € G, entonces la condicién (3) de la Definicién 12 se puede
escribir de la siguiente manera: si x y y son elementos de G, para cada
U € N,y existen vecindades V € N y W € N, tales que V- W C U, siendo
V-W ={vw:veV,weW}; yparacada U € N1 existe V € N, tal que
V1CU,donde Vi={vl:iveV}

Lema 3. Sean (G,-) un grupo topoldgico y T una topologia en G. Entonces

(G,-,7) es un grupo topoldgico si y solo si la funcion

g93: (G, 1) x (G, 1) = (G,T),

1

donde g3(z,y) = zy~ " es continua.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico, entonces las funciones g; y g¢o
de la Definicién 12 son continuas. Puesto que g3 se puede expresar como
R |
g93(z,y) = xy
Por otro lado, supongamos que g3 es una funciéon continua, debemos ver

= g1(z, g2(y)), vemos que g3 es una funcién continua.

que las funciones g; y g2 también lo son. Observe que g2(y) = gs(eq,y) y
g1(x,y) = gs(x, g2(y)). Por la definicién de topologia producto, obtenemos

que g1 y g2 son continuas. O

Teorema 17. Sea G un grupo topoldgico y g € G un elemento fijo arbitrario,
entonces las funciones py(v) = xg y 04(x) = gz, x € G, de G en si mismo,
son homeomorfismos. La inversion f : G + G, definida por f(z) = z~ !,
también es un homeomorfismo. Las funciones @4 y 04 se llaman traslaciones

por g derecha e izquierda, respectivamente.

Demostracion. Por la definicién de grupo topoldgico, ¢, es continua. Su-
ponga que a,b € G, con gg(a) = @4(b), entonces ag = bg, de donde
agg™" = bgg™!
bgt € Gy py(bg™!) =bg~lg =by p, es sobreyectiva. La inversa de ¢, es
g1 ya que g -1(pg(a)) = ¢,-1(ag) = agg™
nua, por lo que ¢4 es un homeomorfismo.

,asl a = by ¢, es inyectiva. Ahora, sea b € G, entonces

= a. Ademads, -1 es conti-
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La demostracién para el caso o4 es totalmente andlogo.

Si f(x) = 271, entonces f es continua por la Definicién 12. La igualdad
f(x) = f(y), z,y € G implica que x~! = y~!, de donde x = y por ser G un
grupo, lo que prueba que f es inyectiva.

Sea b € G, entonces b= € Gy f(b71) = (b71)"t = b, asf f es sobreyectiva.

La inversa de f es ella misma y, por tanto, f es un homeomeorfismo. O

Definicion 13. Un espacio topologico X se dice un espacio homogéneo

st para todo par de puntos x,y € X, existe un homeomorfismo f: X — X

tal que f(x) =y.
Corolario 3. Todo grupo topoldgico G es un espacio homogéneo.

Demostracion. Probaremos que dados dos elementos arbitrarios g,h € G,
existe un homeomorfismo de G sobre si mismo, que manda un elemento
en el otro. Definamos ¢ = ¢ 1) (véase el Teorema 17), entonces ¢ es un

homeomorfismo y ¢(g) = h. O

Definicién 14. Decimos que una funcion biyectiva f : G — G’ entre dos
grupos topoldgicos G y G’ es un isomorfismo topoldgico si f y f~1 son
homomorfismos continuos. Si G = G’', el isomorfismo [ se llama auto-
morfismo topologico. Dos grupos topoldgicos son topolégicamente iso-
morfos si existe un isomosrfismo topoldgico de uno al otro. Utilizaremos
el simbolo G = H para indicar que los grupos G y H son topoldgicamente

isomorfos.

El siguiente teorema muestra que un grupo topoldgico no abeliano admite

muchos automorfismos.

Teorema 18. Si G es un grupo topoldgico y a € G estd fijo, entonces la

1

funcion g(x) = axa™" es un automorfismo topoldgico.

Demostracion. Observe que g(x) = 04(p,-1(x)), donde o4 y ¢,-1 se han de-
finido en el Teorema 17. Luego, g es la composicién de dos homeomorfismos,
y por tanto es un homeomorfismo. Tenemos ademas que g es un homomor-

fismo puesto que g(zy) = arya™t = (axa™1)(aya™t) = g(x)g(y). o
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Describir la topologia en un grupo topoldgico es generalmente una tarea
méas facil que hacerlo en un espacio topoldgico arbitrario, basta describir

una base local para la identidad e del grupo.

Teorema 19. Sea G un grupo topoldgico y Ne, una base local para la identi-
dad eq del grupo. Entonces las familias {xU} y {Uz}, donde x toma valores
en los elementos de G y U varia sobre todos los elementos de N, son bases

para la topologia del grupo de G.

Demostracion. Sea W un conjunto abierto no vacio en G y a un elemento

12 es un homeomorfismo,

arbitrario de W. Dado que la funcién f(z) = a~
transforma el abierto W en el abierto a='W, el cual contiene a la identidad
e. Como N, es una base local para e, existe U € N, tal que eq € U C
a~'W. Por lo tanto,

a€al Caa W =W,

lo cual implica que {zU : x € G,U € N} es una base del grupo topolégico
G. En forma andloga {Uz : © € G,U € N} es una base. O

El siguiente resultado, nos proporciona una base local para la identidad
formada por vecindades tales que V = V. Estas vecindades reciben el

nombre de simétricas.

Teorema 20. Si G es un grupo topoldgico y U € N, entonces existe
V € Ne,, tal que V=L =V CU. Por lo tanto, las vecindades simétricas de

la identidad e constituyen una base local para eg.

Demostracion. Sea U € N, y f(x) = 271 Como f es un homeomorfismo
de G sobre G, f(U) =U"! es abiertoy eg € UL, asf que V=UNU"" es
abierto, V1=V yeq eV CU. O

En lo sucesivo, denotaremos con N, la base de vecindades abiertas y
simétricas para la identidad e de un grupo topoldgico G.
La identidad de un grupo topoldgico tiene otra propiedad muy importante:

admite una base local formada por subconjuntos cerrados.

Teorema 21. Sea G un grupo topolégico.
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1. SiU € N, para cadan € existe V € N, con VP CU (VP =V ...V,

n factores).

2. SiU € N, entonces existe V€ N, con V C U. En particular, las
vecindades cerradas de eg constituyen una base local de la identidad

cuyos elementos son subconjuntos cerrados.

Demostracién. (1) Sea U € N,; utilicemos induccién sobre n. Para n =1
hacemos U = V. Sea n € N* fijo y supongamos que el resultado es valido
para n; es decir, existe W € N, tal que W™ C U y queremos encontrar una
vecindad V de eg tal que V! C U. Como la multiplicacién g1 (z,y) = zy es
continua y g1(eq, eq) = eq, existen Vi, Vo € N, tales que V; - Vo C W. Sea
V =ViNVa, entonces V € Ne,, y V2CW,dedonde V" =V.V. VL C
W -Wn=1 C U, lo que termina la induccién.

(2) Sea V e N7, tal que V2 C U. Siz € V, entonces 2V NV # (; es decir,
existen vy,v9 € V con xvy = vg, por lo cual x = vgvl_l ceVv-l=v2CU.
Asi que V C U. O

Teorema 22. Sea G un grupo topoldgico, a € G y A, B, O, M subconjuntos
de G. Entonces:

1. Si O es abierto, los conjuntos aO,Oa, O™, MO y OM son abiertos.
2. Si A es cerrado, aA, Aa, A~' son subconjuntos cerrados.
3. Si A y B son compactos, también lo son AB y A™1.

4. Se cumple que
A= (] Aw= [) WA
WeNe, WeNeq

La demostracién de este teorema se puede ver detalladamente en [7].

Sabemos que todo grupo topolégico es un espacio homogéneo. Por lo tanto,
para demostrar propiedades locales en un grupo topolégico (por ejemplo,
conexidad local, compacidad local, cardcter numerable, etc.) es suficiente
con verificar la propiedad en la identidad del grupo. Una de éstas es la

propiedad T5;.
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Teorema 23. Todo grupo topolégico G cumple las siguientes propiedades:
1. G es un espacio T3.

2. 851 A C G es compacto y B C G es cerrado, entonces AB y BA son

cerrados.

Demostracion. (1) Se debe probar que si U € N, existe una vecindad
V e N, tal que
egeVCVCU.

Esto se deduce del Lema 3.

(2) Veamos que BA es cerrado, para ello debemos probar que G — BA
es abierto. Para cada x € A, el conjunto Bx es cerrado, por tanto, existen
vecindades Uy, Vi € N*, con aU,NBx = 0y V.2 C Uy, ast, aV,NBxV, = 0.
Los abiertos V,,, con & € A, cubren a A, asi que existe una subfamilia finita
x¢Vy,, t =1,...,n que cubren a A.

Sea
n

W= Va,
t=1

El conjunto W es abierto y simétrico, y ademas aW N Bx;V,, = () para todo
t < n. Por lo tanto aWW N BA = (), asi alW es una vecindad abierta de a

ajena a BA. De forma andloga se prueba que AB es cerrado en G. O
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Capitulo 2

Cardinales en Grupos

Topologicos

En esta secciéon mostraremos algunos resultados sobre cardinalidad en gru-
pos topoldgicos, probando que algunos de estos resultados se simplifican
significativamente cuando agregamos la estructura de grupo a un espacio, y
veremos ademds algunos contraejemplos que demuestran la importancia de

esta estructura de grupo sobre un espacio topoldgico G.

Definiciéon 15. Sea 7 un cardinal infinito. Un grupo topoldgico G se lla-
ma T-estrecho si para toda vecindad U de la identidad en G, existe un
subconjunto K C G con |K| <1 tal que KU = G.

Definicion 16. Se define el indice de estrechez de un grupo topoldgico

G como el minimo cardinal T > w tal que G es T-estrecho. Se denota ib(G).

Teorema 24. ([I], padg 297) En todo grupo topoldgico G se satisfacen las
desigualdades ib(G) < L(G) y ib(G) < ¢(G).

Teorema 25. ([1], pag 297) La igualdad w(G) = ib(G) - x(G) se satisface

en todo grupo topoldgico.

Demostracion. Las desigualdades ib(G) < L(G) < w(G) son claras. Veamos
que x(G) < w(G). Sea w(G) = |#|, donde A es una base de G y sea
p € G, entonces existe B, € % tal que p € By. Sea &/ = {B, : p € G},
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entonces &7 es una base local en p y ademds x(p,G) < |&/| < w(G) para
todo p € G, asi x(G) < w(G). En consecuencia, ib(G) - x(G) < w(G).
Probemos que w(G) < ib(G) - x(G). Sea 7 = ib(G) - x(G) y sea S una
base local para la identidad e de G que satisface |77 < 7. Puesto que
G es T—estrecho, podemos encontrar, para todo U € 7, un subconjunto
Sy C G, con |Sy| < 7 tal que SyU = G. Para todo U € 5 pongamos

By ={zU : x € Sy}. La familia B = | J{ABy : U € H#°} satisface | 2| < 7.
Veamos que & es una base para GG. Sea O una vecindad de un punto a € G.
Podemos encontrar U,V € J tal que aU C O y V™'V C U, luego existe
x € Sy tal que a € 2V, de donde = € aV~!. Tenemos asi que

2V C (aV YV =a(VV) CcalU c O,

es decir, V' es una vecindad abierta de a y xV C O. Esto demuestra que
xV e A. O

Corolario 4. ([I], pdg 297) Sea G un grupo topoldgico indiscreto y w-
estrecho, entonces w(G) = x(G).

Demostracion. Como G es w-estrecho se tiene que ib(G) = w y como es
indiscreto entonces x(G) = w ya que la unica vecindad de cualquier punto
pde G es G. Asi w(G) = ib(G) - x(G) =w - w =w = x(G). O

Lema 4. ([7], pdg 24) Sea G un grupo topoldgico, D un subespacio denso
de G y U una vecindad de la identidad e de G, entonces DU = G.

Demostracion. Claramente DU C G. Veamos que G C DU. Sea g € G,
puesto que D es un subconjunto denso y gU ™! es no vacio y abierto se sigue

que existe € D N gU~!. En consecuencia, g € xU C DU. Por lo tanto,
G CDU. O

Teorema 26. ([7], pdg 25) Sea G un grupo topoldgico y B una base local
para e. Supongamos ademds que para todo B € & existe D C G tal que
G = DgpB. Entonces {zB:x € Dp, B € #} es una base para G.

Demostracion. Sea g € G y U un abierto que tal que g € U, entonces existe

una vecindad V de e tal que gV = U. Consideremos una vecindad W de
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e tal que W™'W C V y un elemento B € % que cumple B C W. En
vista de que G = DpB, existe un elemento x € Dp tal que g € zB. Por
lo tanto, g € B C gB™'B C ¢gW~'W C ¢V C U, lo cual concluye la

demostracion. O

Teorema 27. Sea f : X — Y wun homeomorfismo, entonces x(z,X) =
X(f(2),Y) para todo v € X.

Demostracion. Sixz € X y £ = x(z,X), existe una base local % en z tal
que k = |%|. La continuidad de f implica que B = {f(U) : U € %} es
una base local para f(z) y la biyectividad de f implica que kK = |%| = | 4.
Por tanto x(f(z),Y) < |%| = x(z,X). Andlogamente, si 7 = x(f(x),Y),

entonces existe una base local ¥ de f(x) tal que 7 = |¥], luego &/ =
{f~1(V) : V € ¥} es una base local para x, tal que 7 = |¥| = |&/|. Asf,
x(z, X) < || = x(f(x),Y), lo cual demuestra el teorema. O

Corolario 5. Si X es un espacio homogéneo, entonces x(z,X) = x(y, X)

para todo x,y € X.

Demostracion. Si x,y € X existe un homeomorfismo f : X — X tal que
f(z) =y, luego x(z, X) = x(y, X). O

Ejemplo 2. Sea X un conjunto no numerable y definamos la siguiente

topologia (topologia del punto excluido)
Ty ={UC X :p¢UyX —Ues finito} U{X}.

El inico abierto que contiene a p es X, luego la wunica base local para p
es {X}, asi que x(p,X) = 1. Por otro lado, si x # p es un elemento de
X, entonces la menor base local % de x tiene elementos de la forma V, =
X —{p, 1,22, ...2,} para algin n, por tanto % tiene la misma cardinalidad

de X. Esto demuestra que x(p, X) # x(z, X) para cualquier x # p.

Definicion 17. El minimo numero de subconjuntos compactos de X que
se requieren para cubrir a X se denota por k(X) y se llama nimero de

recubrimiento compacto de X.
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Teorema 28. ([1], pdg 297) Todo grupo topoldgico G satisface

2. w(G) < k(G) - x(G);
3. w(G) < L(G) - x(G).

Demostracion. (1) Sabemos que d(G) < w(G) y ademas x(G) < w(G),
luego d(G) - x(G) < w(G). Por otro lado, sea D un subconjunto denso de G
de cardinalidad d(G) y sea % una base local para la identidad e de G tal
que |%| = x(G). Por Lema 4 se tiene que G = BD para cada B € £ y por
el Teorema 26 se tiene que ¥ = {zB : x € D, B € %} es una base para G de
cardinalidad < que x(G) - d(G), lo cual demuestra que w(G) < d(G) - x(G).
(2) y (3) Partimos de que en todo grupo topolégico, w(G) = ib(G) - x(G).
Puesto que ib(G) < L(G) < k(G) se tiene que w(G) < k(G) - x(G) y
w(G) < L(G) - X(G). =

Ejemplo 3. El siguiente ejemplo demuestra que la parte 1) del Teorema
28 no se cumple en espacios topoldgicos. Sea X no numerable, p € X y
T ={U C X :p € Ut U{D} una topologia en X (topologia del punto
incluido). Vemos que {p} es denso en X y ademds es el minimo conjunto
denso en X, entonces d(X) = 14+ Ny = Rg. Ahora, para cualquier v € X
figo, {{z,p}} es una base local para x, asi que x(z,X) =1, en consecuencia,
X(X) = sup{x(z,X) : z € X} + No = Rg. Por otra parte, la clase B =
{{z,p} : z € X} es la base mas pequena de X, por lo tanto, w(X) = |X| >
Rg. Tenemos que w(X) > Vg y d(X) - x(X) = Rp - Rg = V.

Teorema 29. ([I], pag 298) Si G es un grupo topoldgico, entonces:
1. x(G) = mx(G);
2. w(G) = mw(G).

Demostracion. (1) Supongamos que G es no discreto. La desigualdad mx(G) <
X(G) es inmediata. Debemos probar que x(G) < wx(G). Sea v una 7-
base de la identidad e de G tal que |y| = mx(G), entonces la familia
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p = {UU!: U € 7} es una base local en e. En efecto, si O es una ve-
cindad de e, existe una vecindad V de e tal que VV 1 C O. Puesto que
v es una m-base de e, podemos encontrar U € v con U C V, entonces
W =UU"'€puyeec W C O. Esto prueba que y es una base local de la
identidad de G. Como |u| < |y| = mx(G) concluimos que x(G) < mx(G).

(2) Note que d(G) < 7w(G) y mx(G) < mw(G), luego por parte 1) del

Teorema 28 tenemos que

w(G) < d(G) - x(G) < mw(G) - 7x(G) < mw(Q) - 7w(G) = Tw(G).

Por otro lado, como toda base es una w-base, se sigue que Tw(G) < w(G).
O

Los siguientes ejemplos prueban que el teorema anterior no se cumple, en

general, en espacios topoldgicos.

Ejemplo 4. Considere el espacio topologico X, con la topoldgia del punto
incluido
T ={UCX:peU}U{d}

tal que p € X y |X| = Ry. Entonces B = {{x,p} : v € X} es una base para
la topoldgia, la cual estd contenida en cualquier otra base de . Asi que
w(X) = |%| = Wy. Por otro lado, {{p}} es la w-base mas pequena de X, en

consecuencia Tw(X) =1+ Ry = Ng.

Ejemplo 5. La topologia del limite inferior, llamada también topologia de
Sorgenfrey es una topologia definida sobre la recta real. Al espacio topoldgi-
co resultante, denotado por Ry, se le denomina Recta de Sorgenfrey. Es-
ta topologia es distinta de la topologia usual, y estd generada por la base
B ={[a,b) : a<b} donde a,b son nimeros reales.

Sea B una base numerable para Ry y sea ot = {[a,0) /o < 0, «v irracional}.
Para cada o < 0, existe U, € B tal que o € Uy, C [, 0). Ademds, si a1 # oo
se tiene que Uy, # Uy,, €s decir, para cualquier dos nimeros irracionales
distintos, existen dos elementos bdsicos diferentes que los contienen, lo cual
es imposible, ya que % es una familia numerable. Por lo tanto, no existe

una base numerable para Ry. Asi, w(Ry) = Ry.
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Por otro lado, sea 7 = {[a,b) : a,b € Q}. Entonces T es numerable y es
una m-base para Ry, ya que para cualquier [a,b) € [, existe [c,d) € T tal
que [c,d) C [a,b). Por lo tanto, mw(Ry) < |.7] < No.

Ejemplo 6. Sea A un espacio discreto Hausdorff no numerable, entonces
es localmente compacto. Consideremos X = AU {oo} con la siguiente to-
pologia: U es abierto en X si U es abierto en A 0 co € U y X — U es
cerrado y compacto en A. Luego, X — U es finito (ya que en un espacio
discreto un subconjunto es compacto si y solo si es finito), asi que X —U =
{ay,a9,...,an}, a; # oo, lo cual implica que U = X — {ay,aq9,...a,}. Ha-
llemos mx(x, X) para x # oo. Tenemos que {x} es abierto en X, luego es
una base local y por tanto una w-base local, asi que wx(x,X) = 1. Para
x = oo, sea {r1,x2,...} C A y consideremos un abierto U que contiene
a 00, el cual es de la forma X — {aj,aq9,...,a,}, donde a; # oo. Enton-
ces, existe x; ¢ {ai,az,...,an}, luego {z;} C X —{a1,aq,...,a,}, es decir,
{{zi} :i=1,2,...} es una w-base local en 0o, asi que wx (00, X) < Xg. Como
consecuencia de esto tenemos que mwx(X) = Wg. Por otro lado, sea PBoo una
base local en oo numerable, Bo, = {U1,Us, ...}, entonces Uy = X — A;, sien-
do A; C A finito. Luego |J;=; A; es numerable y ademds | J;2; A; # A, por
lo que existe x € A tal que x ¢ A; para todo i =1,2,.... Ahora, X —{z} es
una vecindad de oo, lo cual implica que X — A; C X —{z} para algin i. Por
tanto, {x} C A;, lo cual contradice lo anterior. Esto prueba que oo no tiene

una base local numerable, asi x(c0, X) > Ny, en consecuencia, x(X) = Nj.

Corolario 6. ([1], pdg 298) Sea G un grupo topoldgico infinito compacto,

entonces
1. mx(G) = x(G) = w(G);
2. |G| = 2v(©),

Demostracion. (1) La igualdad mx(G) = x(G) se obtiene de de la parte (1)
del Teorema 29. Ahora, como todo espacio compacto es Lindelof, la parte
3) del Teorema 28 implica que w(G) < x(G), por lo tanto w(G) = x(G).

(2) Sea 7 = w(G), como el espacio G es homogéneo y no discreteo, por 1)

el cardcter de G en cada punto es igual a 7. Por lo tanto el Teorema de
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Cech-Pospisil (ver [4], 3.2.11) implica que |G| > 27. Puesto que todo espacio
X que sea Tj satisface | X| < 2°(X) concluimos que |G| = 2. O
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Conclusion

Este trabajo estd desarrollado béasicamente en las areas de topologia y topo-
logia algebraica. Se realiza una comparacién del comportamiento de algunos
cardinales bésicos en espacios generales y en grupos topoldgicos, para ello
se establecen algunos resultados que se satisfacen en dichos grupos. A partir
de estos se dan contraejemplos que demuestran que esos resultados no se
cumplen en espacios topoldgicos.

Fueron mostrados algunos resultados valiosos como las desigualdades que
se presentan entre los cardinales en espacios topolégicos, asi como algunas
cotas para el peso, la cardinalidad o el ntimero de elementos de la topologia
del espacio.

Se hace un especial uso de la topologia del punto excluido para demostrar
que en un espacio topolégico (no numerable) dotado de esta topologia, el
caracter local no coincide en todos sus puntos; asi como en un espacio (no
numerable) dotado de la topologia del punto incluido, el peso no coincide
con el producto de la densidad con el caricter, y el caracter y w-caracter no
son iguales.

Finalmente, se toma como una fuente de contraejemplos la Linea de Sorgen-
frey y la Compactificacion de Alexandroff. Con la primera, logramos probar
que en espacios topoldgicos, el peso y m-peso son diferentes, y con la segun-
da se demuestra también que el caricter y m-caricter no coinciden sobre la

compactificacién de un espacio discreto no numerable.

35



36



Bibliografia

Arhangel’skii A., Tkachenko M., Topological Groups and Related Struc-
tures. Pag. 296-301. Universidad Autonoma Metropolitana de Mexico.

Arhangel’skii, A. V. (1979). Cardinal invariants of topological groups.
Embeddings and condensations, Soviet Math. Dokl. 20, pag. 783-787.
Russian original in: Dokl. Akad. Nauk SSSR 247, pag. 779-782.

Arhangel’skii, A. V. (1978). Structure and classifcation of topological
spaces and cardinal invariants, Russian Math. Surveys 33, pag. 33-96.
Russian original in: Uspekhi Mat. Nauk 33,6, pp. 29-84.

Engelking, R. (1977). General Topology (PWN, Polish Scientific Publ.,

Warszawa).

Freiwald, R. C. Introduction to Set Theory and Topology, St. Louis,
2013.

Harbacek K. and Jech T. Introduction to Set Theory. Pag 129-133.

Hernandez C. and Tkachenko M. Grupos Topoldgicos, pag 1-24; 133-
136.

Kunen K. and Vaughan J. Handbook of Set-Theoretic Topology.

Munkres, J. R. Topologia, 2a ed. Prentice Hall, Madrid, 2002.

37



ANEXO

38



|
UNIVERSIDAD DE CARTAGENA |cﬂmmo: FO-GRO11

RECURSOS PARA EL APRENDIZAJE Y LA INVESTIGACION IVERSION: 0o

1827 o o o . 1 .

[Siempre a la altura }» |

l de ios tiampos! CESION DE DERECHOS DE AUTOR PAGINA: 1
FECHA

Db ‘_ﬁrﬁ TAMAA
10 | 10 | 2018

I I'I‘ES':'I'IIECIWI dtfl llﬂhn[( ) (ra ht]ﬂdt Lradu m\e\h&uuon 0 lesis). __ RO SN, S ]

| Documento de SE=E ' - = - |
Codigo | [dun}tutad ) _ ‘ Apellidos Nombres | Correo electronico
'I'ipu num;m

EH““U‘ €6 Iu%tmﬁ:u*ifw "REZ SANTANDER IT()HI"I*I&J(IIH\IU ‘ Joseps| 23 ahomailcom |

o2 e v —_— et | R

o T

e ey i————— T
}‘I*rmmum I\l\tsmm\ NMATEMATICAS |
Facultad | CIENCIAS EXAUTAS Y NATURALES T e

|
|Tm.m|q.m MAGISTER EN MATEMATICAS J.& i R
| \P|JEnI _____ S % . |
[ Asesor JULIO CESAR [IERNANDEZ — CONSTANCIO HERNANDEZ GARCIA |
" Titulo de i abri: CARDINALES INVARIANTES EN GRUPOS TOFOLOGICOS G —
|

— e ————— e ——— e — it
Palabras claves (materias): TOPOLOGIA, GRUPOS. GRUPOS TOPOLOGICOS

2, Au|ur|;gu,|.m| de publu..n.mn de ve v ersion LIt’.'C'I'OHlLﬂ dLI lmlmju {Il'i!l‘lllju de ;_rmin i utl},acmu a Ieslsj D

Lo sl aurzicion (e cibrega del teabiajo de gradie (nvestigaenn o tesis) v e sus anesos (s eaisben, de lenma arattuita en fonmi digatal o electrime 10 D-RUM,
LIS v ol mmmnzacion i da Uiiversivtad de Cartigenan de oo idelinida, para gue en los lerminos estoblecidos en la lew 23 de 1982, In e 44 de 1993, |q¢sl_
|y nsprudeneia vigente al reapecti, hnga la publicacion de este, con fines educatives, Esta autorizocion, s valida sobre [y obra en fanmino o suporie matertil, digial
ehection e o vamual. ot uses e e, imierner et bibliolees digital .nuuallqulcl Tz eammedo o por donocer

0 ATTTCHE expresa o el nrabager de giadie (nvestagisson o tesisolyens de Ly presente atomzsenn. s ongial v Eelibons sin quebrastor o suphiantar os dereclos de |
aton de terceros. de tal Tormmgque el Trbaoes de seselusivatona s e G ntabandod sobre este En e de guegan o meeiom por parte de i tereens refeenie a los
erechus do o sobre el tabig de g e caestion ELAL TR asummen lnresponsatulidiad ot v sl en defensa de Jos dencehios agun mtongados. pa idos fos |
eledtin, T mversicind de Uintaagend aetud conio o lereveo de buens fe.

Tondin et ~emsin aque Gomsmilie yasea b biblwoteca o en medw electiomen podra cope aparies del iexto gitamdy sempre b fuentes, es deeir el sl deb trabag oy g

st tumtencion o pliceenineii a b facultiad gue tengo de prbiican wl o parcatmente ot Laauionzaenn dee estar respaldada por ls fiemas de ndas s
puitores el b de grado

Sl

3. P T I T A ) ' '



Firma Auhag/d




	Introducción
	Nociones topológicas y algebraicas
	Cardinales topológicos
	Espacios compactos
	Compactificaciones
	Compactificación de Alexandroff
	Algunas desigualdades fundamentales
	Grupos topológicos

	Cardinales en Grupos Topológicos
	Conclusión
	Bibliografía

