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RESUMEN

Exponemos los conceptos basicos mas importantes que necesitamos para alcanzar los
objetivos propuestos. Retomamos textualmente el trabajo hecho por R. Glassey en
su libro The Cauchy Problem in Kinetic Theory en su capitulo 2, en el cual el autor
plantea el problema de Cauchy para la Ecuaciéon de Boltzmann no Lineal encontran-
do solucion unica en el espacio de las funciones continuas tales que multiplicadas por

2 2 .
(12" +1v") son acotadas; lo hace definiendo un operador que,

la funcién de prueba e?
al ser contractivo, demustra la existencia de un tinico punto fijo en dicho espacio, el
cual es la solucién del Problema de Cauchy. Seguidamente definimos la suma de dos
operadores: uno contractivo y otro continuo y compacto con dominio en el espacio de
las funciones integrables tales que multiplicadas por la funcién de prueba e (e +0[?)
son acotadas. R. Glassey encuentra un operador contractivo que tiene punto fijo, el
cual es solucion tnica del Problema de Cauchy para la Ecuacién de Boltzmann no
lineal; nuestro trabajo consiste en estudiar la existencia de un operador que sea la
suma de uno contractivo y otro continuo y compacto, el cual tiene solucién en el

espacio antes descrito, por el Teorema de Punto Fijo de Krasnolseskii.
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1. INTRODUCCION

El estudio de las Ecuaciones Diferenciales y el Analisis Funcional cobra mucho in-
terés en la comunidad matemaética actual. Particularmente la Ecuacién de Boltz-
mann ha acaparado la atencion de una buena parte de la comunidad cientifica por
sus multiples aplicaciones, toda vez que describe el choque que ocurre entre particu-
las o elementos, esto segun el contexto de aplicacion; es por esta razén que la teoria
cinética de los gases y la economia, entre otras ciencias, la emplean para realizar sus

respectivos estudios.

Estamos interesados en abordar el Problema de Cauchy de la Ecuacién de Boltzmann
no lineal y queremos encontrarle solucién via Teorema de Punto Fijo de Krasnosels-
kii; con esta meta expuesta, buscaremos su solucién en el espacio X de las funciones
L' que multiplicadas por una funcién de prueba apropiada son acotadas. Después
el problema se debe transformar en un problema de punto fijo para conseguir una
solucién débil. Seguidamente queremos encontrar dos operadores definidos en este
espacio X, uno que sea continuo y compacto y otro que sea contractivo los cuales
sumaremos de tal forma que garantice la existencia de alguna solucién. A este espa-
cio de funciones X lo dotaremos de una norma de tal manera que sea un espacio de
Banach. Asf las cosas aplicaremos el Teorema de Punto Fijo de Krasnolseskii el cual

garantiza la existencia de por lo menos una solucién local en X.

Por otro lado en el capitulo 3, abordaremos los conceptos basicos apropiados para
nuestro proposito, en el cual recurriremos entre otros, al Principio de Contraccién
de Banach el cual exige un operador contractivo, que mapea el espacio X sobre el
mismo espacio, para garantizar existencia de solucién y particularmente unicidad
de la misma. También el Teorema de Schauder que por su parte exige un operador
continuo y compacto para garantizar existencia de por lo menos una solucién al pro-

blema de punto fijo planteado.
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El capitulo 4, se basara completamente en el capitulo dos del libro The Cauchy Pro-
blem in Kinetic Theory de Robert Glassey, en el cual el autor encuentra un operador
contractivo para el problema de punto fijo correspondiente al Problema de Cauchy
de la Ecuacién de Boltzmann no lineal pasando seguidamente a aplicar el principio
de Contracciéon de Banach garantizando la existencia y unicidad de solucién la cual

es solucién débil al Problema de Cauchy.

Por 1ltimo, en el capitulo 5, encontraremos un operador que consta de la suma de dos
operadores, uno contractivo y el otro continuo y compacto definido en el espacio de
funciones antes descrito y le aplicaremos el Teorema de Punto Fijo de Krasnoselskii
para encontrar una solucién generalizada la cual es solucién al Problema de Cauchy
de la Ecuaciéon de Boltzmann, para consiguir de esta manera el objetivo general

propuesto.



2. OBJETIVO DEL TRABAJO DE GRADO.

2.1 Objetivo general.

Encontrar una solucién débil via Teorema del punto fijo de Krasnoselskii con de-
bilitamiento en el dato inicial fy(x,v) del Problema de Cauchy de la Ecuacién de
Boltzmann no lineal a través de un operador consistente en la suma de uno contrac-
tivo y otro continuo y compacto definido en el espacio de Banach de las funciones
integrables tales que, multiplicadas por una funciéon de prueba apropiada son acota-

das, dotado de la norma del supremo. El operador suma con valores en los reales.



3. PRELIMINARES

En todo nuestro trabajo consideraremos el siguiente espacio:
Sea (€2, %, 1) un espacio de medida de Lebesgue donde Q = ([0, o0) x R3 x R?).

En éste capitulo hacemos una contextualizacion de la teoria que vamos a emplear
en toda la consideracién enmarcada en los resultados ampliamente conocidos del
Analisis Funcional y las Ecuaciones Diferenciales; recordamos algunas demostracio-
nes, las cuales transcribimos y otras por ser mas elaboradas simplemente hacemos

la remisién para mayor ilustracién.Ver [6]

Definicién 3.1 (Espacio Normado). Un espacio normado X, es un espacio vecto-
rial en el cual se ha definido una norma. Una norma (H . H) es a su vez un funcional

definido sobre el espacio X tal que, para todo z,y € Xy a € R se cumple

i) |lz]] =0
i) ||z|| =0siy sélosiz=0
iif) [laz|| = |a] - [||

iv) [lz+ gl < |l=]| +]ly]|

Si (X, | -]]) es un espacio completo, entonces decimos que es un espacio de Banach.

Sabemos que la norma define una métrica en un espacio normado; esto es, si z,y € X

entonces d(z,y) = Hx — y! , donde d(z,y) es la distancia de x a y. También, cuando
tenemos un mapeo continuo entre dos espacios métricos, conseguimos que la imagen
de un espacio compacto es un espacio compacto; dicho de otro modo, la compacidad

es un invariante topolégico. Més precisamente, consideremos el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Sea T' : X — Y un mapeo continuo, para (X, d) y (Y, d’) espacios

métricos. Si M C X es compacto entonces T'(M) es compacto.
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Prueba. Basta verificar que toda sucesién en T'(M ) posee una subsucesién conver-
gente en T'(M).

En efecto, sea (y,) una sucesién en T'(M); entonces para todo n, y, = T(z,) donde
x, € M, para todo n; asi tenemos una sucesién (x,) en M; como M es compacto,
(xy,) tiene una subsucesion (x,, ) convergente en M.

Como T es continua tenemos que T'(zy,, ) es una subsucesién de (y,) que converge

en T'(M), por lo que T'(M) es compacto.. O

Definicién 3.2 (Operador lineal acotado). Sean X , Y espacios normados, y
T:DT)CcX =Y

un operador lineal, donde D(T') es el dominio del operador T" en X. El operador T’

se dice que es acotado si si existe un nimero real ¢ > 0 tal que,

IT@)ly < ell=]x

para todo z € D(T).

De ésta desigualdad vemos que T' mapea conjuntos acotados en su dominio de defini-

cién en conjuntos acotados de su rango. La norma del operador T, ||T||, la definimos
como:
|| = sup Hmu . donde = € D(T) — {0},
T

Como ejemplos de operadores lineales tenemos, para X,Y espacios normados, los

siguientes:

Ejemplo 3.1 (Operador Identidad). I : X — X, definido como I(z) =z, v € X.

() |

el el

HIH:sup =supl=1, x#0.

Ejemplo 3.2 (Operador Cero). 0 : X — Y definido como 0(x) = 0; HOH =0,
reX.

Estos dos operadores anteriores son acotados.
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Ejemplo 3.3 (Operador Diferenciacién). Si X es el espacio de polinomios defi-

nidos sobre [0, 1]; el operador T : X — X definido como T x(t) = %x(t) Se conoce

como Operador Diferenciacion.

Este operador no es acotado con la norma del mdzimo, H:UH = tm[(a;%(] |z (t)].
€0,
En efecto, si z,(t) =1" (n € N), entonces ||z,|| = 1.
También T x(t) = iaﬁ(t) =nt" || Tay| =n, ||| =1y 17 2] =n (x €0,1]).
dt |l

Como n es arbitrario, encontramos que el operador lineal diferenciacion no es aco-

tado.

Ejemplo 3.4 (Operador Integracién). Podemos definir un operador integral
T:C|0,1] — C[0,1]
por
1
Tx(t) = / k(t, )z (T)dT

0
donde k es una funcion dada, llamada kernel de T' la cual es continua sobre [0, 1] x
[0,1] en el plano tT, en consecuencia k es acotada, asi |k(t,7)| < ko para todo
(t,7) €10,1] x [0,1], ko es un real. Asi

1) < A )| =
2(8)] < i [2(6)] = o

}, t€[0,1] y

HTmH = max

1
k(t d
mix /0 (t, 7)x(r)dr

esto es, HTJ:H < k‘on

1
< mix /0 k(t, 7)] |2(r)] dr < Kol||

}, ast T es acotado y sabemos que es lineal, (t € [0,1]).

Definicién 3.3 (Operador Lineal Compacto). Sean X, Y espacios normados,
T : X — Y se dice que es un operador lineal compacto si es lineal y si para todo
M € X acotado, T'(M) es compacto de Y.

Si dicho operador es acotado se tiene que es continuo. Una caracterizacién de la
compacidad de operador lineal compacto seria:

T : X — Y es un operador lineal compacto si y solo si T'(B), es compacto, donde B

es la bola unidad cerrada de X para X, Y espacios normados.

Definicion 3.4. Sean X, Y espacios lineales normados. un mapeo F : X — Y es
llamado compacto si F'(X) esté contenido en un compacto de Y. Un mapeo compacto
F : X — Y es llamado finito dimensional si F(X) esté contenido en un subespacio

lineal finito dimensional de Y.
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Definicién 3.5 (Mapeo Lipschitziano). Sea (X,
mapeo T : X — X se dice Lipschitziano si existe « € RT U {0} tal que

I(T@) = T < oflz -]

: H) un espacio normado; un

para todo z,y € X.

Se sigue de inmediato la continuidad de T si es Lipschitziano. EI menor valor de
a que cumple ésta desigualdad se conoce como constante Lipschitziana de T y la
notamos por L. Si L < 1 decimos que T es una contraccion y si L = 1 el mapeo se
dice que no es expansivo.

Para notacién definimos 77" (z) inductivamente como 7°(z) = z, T(T"(z)) = T"!(z),

n=20,1,2,... donde x € X.

Definicién 3.6 (Punto Fijo). Un elemento u € X se dice que es punto fijo de un
operador
T:X—>X, siTu=u

Teorema 3.2 (Principio de Contraccién de Banach PCB). Sea (X, H : H)
espacio de Banach, T : X — X una contraccion, entonces existe un unico u € X tal
que para todo x € X

Jin 7)<

con

177 (z) = ul| < lz = T(@)]

L
1-L

para L constante Lipschitziana de T'.

Prueba. Seax € X. Veamos que {T"(z)},~ ; es una sucesién de Cauchy. En efecto,
|7 () — T (2)|| < LT (z) = T"(2)|| < -+ < Lo — T(2)]|-
Para m > n tenemos por desigualdad triangular que
17" (z) = ™ (@)
<|T™(z) — " (@)|| + |7 (2) = T2 (@) || 4+ -+ | T @) = T™ ()|
< LYo —T(@)|| +- -+ L™z — T(2)]
S LMo —T@)||[L+L+L*+---+ L™
<Lz —T(@)|[[l+L+ L2+ + L™ " 4]
n

S 1
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Asi {T"(z)};2, es una sucesion de Cauchy en X el cual es completo, por tanto existe
u € X tal que
lim T"(z) = u

n—0o0

Como T es continua tenemos que

w= lim T""(z) = lim T(T"(z)) = T( lim T"(z)) = T'(u)

n—oo n—o0 n—o0

De esta manera v es un punto fijo de T'. Si m — oo tenemos

7)o < 2

Seguidamente si x y y son puntos fijos del mapeo T" tenemos que

lz =] = |17() = TW)[| < L]z =y

lz = T(@)|

Asi Haz — yH = 0. Lo que nos muestra la unicidad del punto fijo de dicho mapeo. [
Observacién:
Si (X, H . H) es un espacio de Banach, y T : X — X es una contraccién, entonces

cualquier bola cerrada en el espacio también es completa, ya que cualquier sucesién
de Cauchy en dicha bola cerrada es también una sucesién de Cauchy en todo X y
al ser éste completo existe el limite de la sucesion en X, y como la bola es cerrada,
contiene todos sus puntos adherentes por lo que la sucesiéon converge en dicha bola
cerrada. Es claro que bajo la hipétesis del Principio de Contraccion de Banach, el
operador tiene un unico punto fijo en cualquier bola cerrada en donde esté definida,

y en consecuencia en todo el espacio.

Teorema 3.3. Si X es espacio métrico compacto yT : X — X tal que

I1T(@) =T < ll= -y

)

conx,y € X, x#y. Entonces T tiene un tnico punto fijo en X.

Prueba. La aplicacién x — HT (z) — xH es continua en X ; como X es compacto
ésta aplicacion alcanza minimo valor en un punto xzg € X, por lo que xg es un punto

fijo de T, ya que de otra forma tendriamos que

HT(T(.%'())) — T({L'())H < HT(:CO) — X

, lo cual es una contradiccion.
Para la unicidad, supongamos que T'(z) =z y T(y) =y, x # y.

Entonces HT(JU) —T(y)” < Hx—y!

lo que x = y. De esta manera se tiene la prueba. O

, luego Hx —yH < Hx —yH lo cual es absurdo, por
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Teorema 3.4. Sean z9g € X,r >0 y B = B(xg,r) = {a: e X: H:z:o — .CCH < r} Yy

(X, || - |I) un espacio de Banach. T : B — X una contraccion tal que
|7 (z0) — zo|| < (1= L)r
entonces existe un tinico u € B tal que T'(u) = u.
Prueba. Sea o € [0,r) tal que ||T(z0) — zo|| < (1 — L)ro, y sea x € B(zo,ro).
Entonces
|7 () — 2o < ||T(x) — T(zo)|| + || T(20) — wol|| < L|| — mol| + (1 = L)rg

ya que T es contractiva. Como = € B(zg, 7o),

|2 = o[ < 7o,

asi

LHZL‘ - $0H + (1 — L)To < Lryg+4+1rg — Lrg = 1o,

en consecuencia

|17(z) = 2ol < ro,

entonces T'(z) € B(xo,ro), esto significa que

T : B(zo,r0) — B(xo,70)

y como B(xzg,7m9) C X, B(zo,7r0) es completa y por el PCB existe un unico u €

B(xo,m0) tal que T'(u) = u. Y como B(zg,r9) C B(zo,r) tenemos el resultado
deseado. O

Teorema 3.5 (Teorema de Schauder). Sea M convexo no vacio de un espacio

normado X y T un mapeo continuo de M en un compacto N C M
T:-M—>N

Entonces T tiene un punto fijo en su dominio.

Prueba. Ver Agarwal, Fixed Point Theory and Aplications, pag 38. Ver [1]. O

Definicién 3.7. Sea F C L!(Q2). F es equiintegrable si
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i) F es acotado en L'(1).

ii) Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que / |f|lduw < € para todo f € F y todo
A
A C Q medible con m(A4) < 4.

iii) Para todo € > 0 existe w € ¥ con m(w) < oo tal que / | fldu < € para todo
N\w
feF

Teorema 3.6 (Teorema de Dunford-Pettis). Sea F' C L'(Q) acotado. Entonces F
tiene clausura compacta en la topologia débil o(L',L>) siy solo si F es equiinte-

grable.

Prueba. Ver Brezis, Functional Analysis Sobolev Spaces on Partial Diferential
Equations.Ver [4] O

Teorema 3.7 (Teorema del Punto Fijo de Krasnoselskii). Sea M un subconjunto
cerrado convero no vacio de un espacio de Banach X . Supongamos que T y A mapean
a M en X tal que:

i) para todo x,y € M, Txz+ Ay e M,
ii) el operador A es compacto y continuo y

ii1) el operador T es una contraccion,
Entonces existe y € M tal que Ty + Ay =y

Prueba. Ver H. Bas, J.F.C. Kingman Fixed piont theorems pag 31.Ver [3] O



4. LA SOLUCION A TRAVES DE UN OPERADOR CONTRACTIVO

4.1 El problema de Cauchy de la Ecuacion de Boltzmann

Objetivo: Resolver el Problema de Cauchy de la Ecuacién de Boltzmann, encon-
trando una funcién f de medida de Lebesgue, f : RT x R3 x R? — RT que satisface

el problema de Cauchy de la Ecuaciéon de Boltzmann:

W(t;av) Fu-Vaf(t ) = Q(f, f)

f(0,$,’U) = fg(l‘,v)

(4.1)

La Ecuacién de Boltzmann describe en el contexto de la Teoria Cinética de los Gases,
la evolucion de la funcién distribucién de un gas en un espacio de fases, en el cual
se consideran choques indeformables binarios entre moléculas del gas.
Abreviaremos f(t,z,v) = f(v), f(t,z,u) = f(u), ...

El operador no lineal Q(f, f)(v) en (4.1) esté definido como:
_”/Rs/sz (0 —w)[F0) () — J(0) ()] dow

el cual podemos reexpresar asi Q(f, f)(v) = Qq(f, f) — Qi(f, f), donde

Qq( —a/Rd/S2 (v —u)f(")f() dwdu

Qu(f, f)(v _U/R3/52 (v—u)f(v)f(u)dwdu

donde o € R es la constante de proporcionalidad del area de la esfera; también

definimos el subconjunto de la esfera S% = {w € S?: w- (v —u) > 0}.
Es claro que Q : Q@ — RT y Q € L}(Q).
Supondremos que v +u = v' +u/, [v|? +|ul? = [v/|* + [«|?, donde v, u,v’, v/, x € R3

Para w € 52 tenemos:
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v=utw-v—uwwy vV=v—w-(v—u)w

De tal manera que v +u = v’ + o/

En (4.1) a‘g(tv) + v -V, f(v) es el operador transporte y f(0,z,v) = fo(z,v) es el
dato inicial del problema de Cauchy.

Lema 4.1. Veamos que

Asi mismo

/Rs /s (v = u)f(u)dwdu = /R o= ulf(u)du

Prueba. Sea S? ={we S*: w-(v—u)>0}
También tenemos w- (v —u) = |w||v —u|cosh, donde 0 es el angulo entre w y (v —u).
Como |w| = 1y |v — ulcosd > 0 tenemos que cosf > 0 , razén por la que,si

dA = rdrdf, conseguimos

/R3 /52 (v —u)f(u)dwdu = /RS [//Af(u)]v —u\cosﬂrdrd&} du
:/3f(u)\v—UI[/_T:r/;cose[/oﬂmdr”dedu

/ fluw)|v— u| i cost [T‘Z/Qﬂdﬁdu

—7/2

/f o —u T [/_W/Qcosﬁde}du

=3 /]R?’ |v —u|f(u) _senQ "2
= g/RS |v —ul|f(u) :Sen(g) - sen(j)}du

2
= 72T/Rs |v —ul|f(u) :QSen(%)}du

= 7'(‘/ v — u|f(u)du
R3
De forma parecida conseguimos

/ / (v —u) f(u)dwdu = 7T/ v — u| f(u)du.
R3 J52 R3

}du

—7/2
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Con lo que tenemos

/R:a /S (v —u)f(v) f(w)dwdu == /R v — ul f(v) f(w)du

y también

/}1@3 /52 (v —u)f(V') f(u)dwdu = 7T/]RS v —ulf(v) f(u)du.

Por lo que inmediatamente conseguimos

‘”Aaéz (0 =) [0 F () ~ (0) ()] dudo

= [ Jo—ul[ f&)f ) = F@) f(u)]du.

RS

Como la ecuacién es no lineal, escribimos (4.1) como un problema de punto fijo; para

esto definimos el espacio, para 3 > 0 un escalar fijo y Q = [0, 00) x R? x R3,

= {f e LY(Q): e >0, \f(t,x,v)|eﬁ(‘x|2+|”|2) < c}

El espacio X #0 ya que f(t,z,v)=0 feX.

Ahora definamos sobre X una norma.

Sea

Il =171y NI = sup |£(t,z, )|l +0P),

t,x,v
Esto estd bien definido puesto que si f € X, entonces |f(t,:n,v)|eﬁ(‘x|2+‘“|2) < ¢,
luego existe el sup |f(t, = v)\e Bl +v]?)
(t,x,v)

Afirmacion:

HfHX = HfH €S una norma.

En efecto, si || f|| = 0, entonces sup |f(t,z ,v)]e Bllal+1ol?) =
t,x,v)

con lo que |f(t,z,v)| =0, ya que si |f(t,z,v)| >0
tendrfamos que | f(t, z, v)|ef=*H1v*) > o
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de lo que HfH > 0;

de esta manera tendriamos una contradiccion con la hipdtesis.
También, si f(t,x,v) = 0, entonces es claro que HfH =0.
Ahora sea « € R, entonces tenemos que

2 332 v
HafH = sup|af(t z v)|eﬁ(‘x| +vl?) = |a|sup |f(t, x v)]e (] +]v]?

, T,V t,x,v
Para verificar la desigualdad triangular, sean f,g € X, entonces
17+l = sup [£(t,2,v) + g(t, 2, 0)[ 0,
t,x,v

como |f(t,2,v) + g(t, 2,0)| < |F(t2,v)| + |g(t,,v)], tenemos que

= lal|f[]

£t 2,0) + gt 2, 0) P < | £ (1,2, 0) [P 4 g 8, 2, 0) A

por lo tanto

sup | f(t, ,v)+g(t, z,v) |l H)

(t,x,v)
< sup [If(t,2,0) P H) p |g(t,,v) o410
(t,z,v)
< sup |f(t, z,v)|e’ Blle>+lvf?) 4 sup |g(t, z,v)|e" 8|22 +]v]2)
(t,z,v) (t,z,v)
Por lo que

sup |f(t,x,v) + g(t’x’v)|6ﬂ(\x|2+\y|2)
(t,x,v)

< sup |f(t,z,0)|PEPH) 1 osup |g(t, @, v) PP

(t,x,v) (t,x,v)

as{ Hf—f—gHX < HfHX + HgHX

Lema 4.2. (X, |- ||) es un espacio de Banach.

Prueba. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en X, n € N. Esto es, para todo € > 0

dado, existe — me <e.

Asi, si n,m > N, entonces

[ fo = full = sup [faltsz,v) = fin(t, z,v) ]P0 <

t,x,v
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Luego, |fn(t,z,v) — fm(t,z,v)| < Ee_ﬂ(‘$0‘2+|”0|2), para todo (t,z,v) € €2, siempre
que n,m > N

Asf para (to, 7o, v0) fijo en Q = [0,00) x R3 x R3 tenemos que

| fr(to, xo,v0) — fn(to, To,vo)| < geBllzl*+lvl?) n,m >N

con lo que existe un tnico f(tg, zg,v9) € R tal que lim fn(to, o, v0) = f(to, o, v0).
n o

Asi, para cada (t,z,v) € Q existe un unico f(¢,z,v) € R de tal manera que

tenemos una funcién definida puntualmente en el dominio, de modo que
lim f,(t,x,v) = f(t,x,v).
n—oo

Veamos ahora que f = f(t,z,v) € X.

|22 +[v]?)

En efecto, si m — oo, en sup |fn(t,z,v) — fm(t,:c,v)]eﬁ( < ¢, para n sufi-

(t7x7v)
cientemente grande

tenemos que sup |fn(t,z,v) — f(t,a:,v)|eﬁ(|x|2+‘”‘2) <eg,
(t,z,v)

entonces |fn(t,z,v) — f(t,x,v)\eﬁ(|x‘2+|”|2) < ¢, para n suficientemente grande.

Pero, para todo n € N, f,,(t,x,v) € X, tenemos que ]fn(t,:r,v)|eﬁ(|x|2+‘“|2) <C.

Asi tenemos:

[f (&, 0)| = [f(t2,0) = fult, 2, 0) + fult, @, 0)| < [F(E2,0) = fult, 2, 0) [+ | fult, 2, 0)],

’

asl

£ (t, 2, 0) PP < (1 2,0) = fu(t,2,0) [P ) £ (8, v) P04
S e+ C = Co.

Esto es, |f(t,z,v)|ePle+11*) < .

Ademas, si m — oo, en sup |fp(t,z,v) — fim(t,x,v)le
(t7x7v)
temente grande; conseguimos que

2 2 .
Blal*+vl*) < €, para n suficien-

| faltz,v) — f(t,a,0)|| < e

de lo que podemos concluir que {f,} — f uniformemente;
como f, € X para todony |f(t,x, U)|ef6(‘x|2+|”|2) < Cy, conseguimos que f € L1(),
por lo tanto f € X y también f € L;(€2). Hemos conseguido mostrar que el espacio

X con la norma definida es de Banach. O
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Lema 4.3. Veamos que

/ e—ﬂ|x+7’(v—u)|2d7_ < ’1) o u’—l\/?
0 B

Prueba. Siwv = u, el resultado es trivial, puesto que

0 0 R 5

En el caso v # u, tenemos

/oo —Blz+7(v—u)|? /OO -3 [|z\2+27'a:~(v—u)+'r2|v—u|2]
e dr = e dr
0 0

_ Bl / B e—ul e 0-u)] g
0

_ 6—5\x|2 /OO 6—/5 [T2|v—u|2+27':c~(v—u)%] dr.
0

(v= ), entonces |n| = 1, ds = [v—ul|dT y s = 7%|v—ul?.

U
v —ul

Hacemos s = tlv—u|yn =

Ahora, sustituyendo

v — | Le Al / Bl rasent @)t —@n)?] gy _ o — [T Bl / = Bl @n)2—(en?] 4

0 0
2
— |o — uf P [ =ler?] / Bl g
0
Sea £ = s+ (x - n), entonces d§ = ds. Como |n| =1 y como también se cumple que
(x-n)? — |z|*> = —|z x n|?, tenemos al sustituir
v — u| el [@m=lal] /OO € 4 — [y — u[~Le~AloxnP /°° 08 g
0 0
oo
<l|v— u|_16_5”"2/ e P de
—0oQ

<|o—ul™ / e g = v~ uf_l\ﬁ
R p

4.2  Problema del Punto Fijo

Definicién 4.1. Sea f(t,z,v) € X. Definimos f#(t,x,v) = f(t,z+tv,v), de donde
f*:Q—= R
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Definicién 4.2. Entenderemos por una solucién clésica de (4.1), aquellas f € L*(Q)

y que satisfacen (4.1) clasicamente.

Definicién 4.3. Entenderemos por una solucién en el sentido de L(£2), aquellas
f € LY(Q) y que satisfacen (4.1) en L'(€).

Ahora, sea f € X, entonces tenemos que

d
@ e

0 dt 0

= ff(t,.%‘ +Ut,’£))£ + m

d 0 d
pr f(t,:c—l—vt,v)a(ﬂc+vt)+%f(t,a:+vt,v)

£U
0 o4 "
= af (t,z,v) +v- -V f7(t,z,v)
= Q#(f’ f)(t7xvv)'
De esta manera tenemos que:
d
17t 2,0) = Q(f, )(t,z,0)
Integrando en [0, ] obtenemos

t
P (t,2,0) = folz,v) + /0 Q*(f, f)dr, para f € X.

Por tanto definimos el operador

F(f*(t,2,0)) = folz,v) + /O Q*(f, f)dr. (4.2)

Lema 4.4. Supongamos que fo(x,v) € X. El operador definido en (4.2) satisface

i) F(f*)e X, si f# € X, es decir F: X — X

it) F' es una contraccion.

Prueba. Sea fo(r,v) € X y f# € X. Sea R? x $2 = A.

Por definicién el operador colisién

Qf, Ht,z,v) = U//Aw-(v—u) [f(t,:c,v/)f(t,:z,u/) —f(tjx,v)f(tjx,u)] dw du
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Por lo que tenemos aplicando Lema 4.1
Q7 (f, f)(t,z,v) —cr// (v—u) f#(t:cv)f#(tfvu) f#(t,x,v)f#(t,x,u)}dwdu
o / o =l [7#(t,2,0) F# (b2, 0) = [H( 2, 0) (12, w)] du
R3

QD < 7o [ o=l A ) + () ()| du

< 7o /]R3 v — ul Hf#(t,x,v')f#(t,x,u') + ’f#(t,x,v)f#(t,x,u)u du

@Dl <70 [ o=l ||t )] |t

| £ )| [t w)| | du
< 70 / o — £, ) |2 = Bt
R3
|FE(t, 2, ) P 0—u )P+ 2) =B (o= P41 )

17 (8, 0) PRI BUE )| (1, ) 0P 1) =Bt 4108 gy

QF (701 < 7o [ o= L # e I g ot
R3

+ || £#|eBllal* 0l Hf#He—6(|x+t(v—u)l2+|ul2)} du

< 7o o v — ul Hf#HQ —B(|lz+t (=) 2+ |2+ |zt (v—u') 2+ ] |?)

|| | P Bt ol )+|w+t(v—u)\2+|ul2)}du

(.0l < me#HZ/ o= [Pt P Pt P )
R3 L

. e—ﬁ(\w|2+|v|2)+|x+t(v—u)I2+\U\2)} du

< no || £#|° /R oo [ =B (@+tv)—t0") 2+ e+ to)—tu) 2+ 2+ )

I e—ﬁ(\r|2+lr+t(v—U)\2+|v|2+\u|2)} du

’Q#(f f ‘ < Wo_Hf#H / ‘U - u| B(|z+tv|? —=2(x+tv)tv' +2 |0 |2+ |z+tv]| 2 —2(z+tv)tu +2 o |24 |2+ |u’|?)
e <\x|2+\x+t<vfu>|2+|v|2+\u\2>}du
< WHf#H / v — u| Blz+tv?=2(a+to)t (v +u) 2 ([0 [P+ ) +o' [P +]u’[?)

e <\x|2+\v|2+\w+t(vfu>|2+\u\2>}du
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Q% (£, f)| < me#Hz/ o — | [eBCla+HtvP=2(et0)t () (o +ul) o+ ul?)
R3 L

4 o= BUaPo+Harto—u) P+ul?) ] gy,

< mo || f#]|° / v — | [e~BlettoP =2t to) ot 2ol ot to 2o+ to) tutt2|ul o2 +ul?)
R3 L

4 o Bl Htto—u) P+ul?) ] gy,

QF (£, f)| < me#HQ/ v — [e—ﬂ(l(z+tv)—tv)l2+\(m+tv)—tu)\2+|vl2+|u|2)
R3

1 e Bl P Ha+tw—w) P+ u)] g,

< mo|#] /3 v — ul |:€_5(|J1|2+|:c+t(v—u)|2+\v\2+|u|2)
R

t e~ Blal+lattw—w) P+ +ul®) | gy,

Q*(f, )| < 270 | /R v uleBlle 2] =Bl —wl+u?] g,
< 2770Hf#H ¢ Bllal+1vl?] /RS v — u|€—ﬂ[|z+t(v—U)|2]e*ﬁlu\Qdu
Integrando en [0, t] conseguimos:
[ 1045110
< 27rng#H2€—5[|$|2+|v\2] /R3 v — [/Ot e—ﬁ[$+7(v—u)|2]d7_:| o Blul g,

T e TR A A
R3 0

/tIQ#(f, At z,v)|dr < 2m}|f#H2\ﬁe—ﬁ[lx2+|vlz]/ e Pl gy,
0 B R?

< 2ol 1P 5 \/gge—ﬂﬂxmw]

’ # # 27T3 75[‘x|2+|v|2]
[1Q* G nie ol < 20| 14 e

Por todo esto hacemos:

t
F#(ta,0) = folw,0) + /0 Q* (1, f)dr

t
P 1#(t,2,v)] = | fola,v) + /0 Q*(f, f)dr|

t
< folw,v)| + /0 Q*(f. f)ldr
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|Ff#(t,2,0)] < |fo<a:,v)reﬂ[“'“‘”'ﬂe—ﬂ“x'“‘”ﬂ + / QH (. pldr
< || fol[e =P +1P] 4 26 Hf#H *ﬁ[|1|2+‘v‘2]
Por tanto conseguimos que:
[ 7% (1, 0) I < 1o+ 20 55

Esto nos muestra que si f# € X y fo € X, entonces Ff# € X. Estoes F: X — X.

Ahora, considerando la bola cerrada en X

Xp={feX:[Ifl <R, R>0}

2
B tenemos que ,

En particular si R es lo suficientemente pequeno, ésto es, R < ;—

[ fol| < &y +20%R <1 porlo que

|F 17 (2,2, o)l < ) +20Hf#l<22 [ foll + 20 25 52

Y seguidamente,

sup |Ff#|e’ e
(t,x,v)

de lo que

1P <R
de lo que observamos que F f# € X, siempre que HfOH < % y —|—20'2sz < %

Para mostrar la segunda parte; tomemos f#, g% € X, entonces:

|F(f#) - F(g%)| = |F(f# — g%)| = i Q7 (£, f) — Q% (g,9)ldr
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De esta manera hacemos:

7TO'/ |U - u| [f#(t,x,v’)f#(t,aj,u') - f#(t,a:,v)f#(t,x, U):|
R3

— o [ o= ul[g# (6w g () g 10 )
]RS

o / o= ul [t 2 ) () = gF (k2,0 g (02
R3

g (b, 0)g# (b, w) — [# (1w, o) (1w, )| du

<o [ o=l ) k) = g ) )
RS

+ g (b, 0)g* (4w, 0) = (b, 0) F () |du

‘Q#(.ﬂ f) - Q#(.gmg)}

< 7o | o —ul|[[F(t o) [F () — g7 (82, 0)g " (8 o))
R3 L

+ | (b, 0)g# (b, w) = FH (6 2,0) 5 (2, 0) | du

< 7T0-/ |’U - U’ _’f#(ta €z, U/)f#(t, €z, ul) - f#(tv Z, U/)g#(ta xr, ul)
R3 L
+ () g (ta ) — g7 (82, 0) g% (2, )| + g (8 2, 0) g7 (8, 2, 0)
—gH (b o) () + g (b, o) () — P00 A ()| du

< 7o /R3 v — ul Df#(t,:):,v’) (f#(t,:r,u') — g#(t,x,u')) + g7 (t,z,u)

(f#(t,x,v’) — g#(t,x,v'))‘ + ‘g#(t,ac,v)(g#(t,a:,u) — f#(t,a:,u))

—|—f#(t,x,u)(g#(t,:1;,v) — f#(t,x,v))”du
< 770/ |v — ul Df#(t,x,v’)(f#(t,a:,u’) - g#(t,x,u'))‘ + {g#(t,m,u')
RS

(f#(t,x,v/) - g#(t,x,v/))’ + |g#(t,x,v)(g#(t,a:,u) - f#(t,x,u))}

+ ’f#(t,x,u) (g#(t,x,v) - f#(t,x,v))udu
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< 770/ v — ul [|f#(t,x,v’)Hf#(t,x,u’) — g (t, 2, )| + | g7 (t, z,4)]
R3
|f#(t,x,v/) —g#(t,x,v/)| + ‘g#(t,x,v)Hg#(t,x,u) - f#(t,x,u)|

+ ‘f#(t,x,u)Hg#(t,x,v) — f#(t,x,v)‘]du

Q7 (f.f) — Q% (g.9)]
< ro / o= U St @, 0| a0 )P+ ) g=Bllati(o—o) P+ ?)
I(F# Hj g*)(t, 3, /) [P =P+ ) =B+ t(o—u!) Pial )
+ |g# (t, @, u) | P(THE=) P+ ) o =Blattlo—u) P/ ?)
|(F# = g#)(t, @, o) | Pt tu=v )P P) g=Blla+t(w—v) P+ P)
+ ‘g#(t’:E’v)‘eﬁ(lz\2+|v|2)e—ﬁ(lw\2+|v|2)’(g# _ f#)(t:E’u)|eﬂ(lx+t(v—u)l2+\u\2)
e Bz +tlv—u)P+ul?) | |F#(t, u)‘eﬁ(|x+t(v—u)\2+|u|2)e—6(|x+t(v—u)\2+|ul2>

(g = 1) (8, 0) Pl ) =P gy

<m/ o —ul|

+ || g#|| e Pt u) P+ )Hf# g#||e~Pla+tte= V)P )+ ||g#|le Ble[+[v[?)

B(lz+t(v—v) 2+ Hf# —B(Jwtt(v—u’) 2 +]u'|?)

||g# — f#]|ePlerto- w)|?+ul?) ) || f# || e Pt u)\2+|u|)Hg# FH#||e ¢ BUzP+101%) | ga,

Q7 (£, ) — Q% (9.9)|
< mo||1# - g#| / v — ul [Hf#He—ﬁ<|m+t(v—v’>|2+\v'|2+\z+t(vfu’>|2+|u’|2>
1| ||e Bl P+ P o ) || g | Bt Pl el o)

|| £# || e Bl el ol )}du

Q% (£, f) — Q% (g,9)|
<770Hf#—9#H/ |v_u| Blla-t(o— P P Ha+o—u) P+ (| 1#]| + (| g#]))

e latom PP ) (| ) 4 g#)) | du
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Q¥ (£, ) — Q*(9.9)

< no f# _g#H/ v _u, Bl t0) =) 2410’ P )~ PP (| 1# | 4 [|g#])

e Pllttlom P (|| ) 1| g# ) | au

Q% (f.f) — Q% (g, 9)

< ﬂ_UHf# o g#H / ’1) o u’ B(|xttv|? —2(z+tv)to' +2 v’ |2+ |z+tv| 2 —2(z+tv)tu +2 o |24 |24 u’|?)

(L] + [lg# ) + e Bl tlomP a0 (| ]| 4| g#])] du

Q7 (£,) — Q% (9.9)]
< 7o f# - g*|| /Rg v — u [efﬂ(2|z+tv\272(w+tv)t(v’+u')+t2(\v’|2+lu’|2)+|u’\2+|v’|2)

(2] + [l ) + e = a4 o) | | 1 g )]

Aplicando las leyes v +u = v/ + ' y |ul? + |[v|? = [«//|? + [v'|?, conseguimos:

Q7 (f, f) = Q7 (9, 9)|

<7T0Hf#—g#H/ v — uy B(2]-+tv]2—2(a-+-t0)t(v-u) +2 (Jo] 24|l 2)+ul2+o]2)

(L] + llg# ) + e Bl tComPul o) (| 1#]| 1 g# )] d

Q% (£, f) — Q% (g,9)

< 7TOHf# _g#H/ v — u] B(|x+tv|? —=2(x+tv)to+t2 [v| 2 +|z+tv]|2 —2(z+tv) tut+t2 [ul 2+ |v] 2+ |u|?)

(121 + []g# ) + et e=lofe=30ef41o) | 1] 1 g# )]

Q% (£, f) — Q% (g, 9)
<me#_g#H/ |U_u, B(|lz+tv—tv]2+|v2+|z+tv—tu)|2+|ul?) (Hf#H + HQ#H)

PO B B (| 1| 1 || g# )] du

Q% (f.f) — Q% (g, 9)
<iﬂaHf#<—g#N%/ Mf—u! Bllal+oP Hatto—n) P+l (|| 1#]| 4 || g#]))

T e*m“Pe*B('I‘QHvP)(Hf#H + Hg#H)}du
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Q7 (£, f) — Q% (g,9)|

< mo|| # - g#| /Rg v — 4l {e—mm(m)\26—6|u|2€—5<|x|2+|v\2>(Hf#H e

+ e Blzttv—u)? ;=Blul? = B(lx[*+[v]*) (Hf#H 4 HQ#H)} du
Q¥ (£, ) — Q% (9.9)|

< mefﬁ(lmlhlv\?)uf# _ Q#H (Hf#H + HQ#H) / v — u@efﬂ\wﬂ(vw)l?efﬂwdu
R3

Integrando de ambos lados y aplicando el Lema 4.3 tenemos

/0 Q¥(f. f) — Q*(g, )| dr

t
< 2mae PR % — g# | (1% + [lo*]) / v — vl (/ e‘5|x+f(”‘“)2dr> e Bl gy
R3 0
< 2moe Sl | £ g (1% + o) / v — ul </°° e—5|z+7—(v—u)|2d7_> —Blul? g,
R3 0

/0 Q¥ (f. f) — Q* (. 9)|dr

e T [ R P IV

3
< 2amoe PRI — g# | (|| + \\Q#H)\/g\/g
3 ) ,
<o T2 1% — g (1) + )

Por lo tanto tenemos:

|F(f# — g#)|e” (e +1of*) < o

30'
= (120 + a® ) 1% - o)

En consecuencia conseguimos finalmente:
17 (# = ™)l < 2* (11 + o™ (1) 115% = o* |
Ahora, SeaXR:{fEX: lf/I<R R>0}

|F(# —g*)l| <277

si f#,g" € Xgr, tenemos que:

3
/32 r (1721 a™1) 1% = o#] < 477 RIL7* — g%

2 3
o
Si R es lo suficientemente pequeno, esto es R < 4B3 , entonces 4——R <1
g

con lo que demostramos que F' es una contraccién siempre que R sea lo suficiente-
mente pequeno.

O
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Teorema 4.1. Sea Xp={f € X :|f|| <R R >0} El operador

F(1#(t,2,0)) = fole,v) + /0 Q* (1, fydr

descrito en (4.2), tiene un inico punto fijo en Xg.

Prueba. El espacio normado (X, || - ||x) es un espacio de Banach, en consecuencia
la bola cerrada Xgr también es completa como subespacio; el operador F es una
contraccién tal que F : Xir — Xgi. Entonces por el Principio de Contraccién de
Banach, existe un dnico  f# € Xp tal que Ff% = f#. O

Conclusién: Al finalizar este capitulo hemos conseguido una unica solucién. El
Teorema de Punto Fijo de Banach 6 Principio de Contraccién de Banach, garantiza
la existencia y unicidad de la solucién de nuestro problema; esto es existe un tnico

f# € Xp tal que Ff# = f# es decir una tinica solucién local.Ver [2]



5. LA SUMA DE UN OPERADOR CONTRACTIVO CON UNO
CONTINUO Y COMPACTO

Ahora, queremos encontrar dos operadores definidos en el espacio de funciones X,
en ese orden de ideas procedemos primeramente a plantear el problema de Cauchy.

El problema de Cauchy para la ecuacién de Boltzmann no lineal es:

{ af(ta’:’v)+v.vxf(t,x,v) =Q(f, )

f(O,a:,v) = f[)((L',’U)

Queremos encontrar una funciéon f, de medida de Lebesgue tal que:

f: (]RJr x R3 x ]Rg) — RT satisfaga dicho problema en el siguiente espacio.

X = {f e L'(Q): Je>0, \f(t,a;,v)]eﬁuxpﬂvp) < c}

Para 3 > 0, 2 = [0,00) x R3 x R3. Espacio dotado con norma

Ifllx = sup |f(t,z,v)|eP=*+10F)

(t,x,v)

Sabemos que (X, | -||) es un espacio de Banach.
Abreviemos las notaciones f(t,z,v) = f(v), f(t,x,u) = f(u), ...

El operador Q“(f, g) esté definido de la siguiente manera,

Qb =57 [ [ o) [76006) + Fa)ae)) = Fuo) = Fe)gtw)] dec
(5.2)
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El operador colisién Q(f, f) esta definido de la siguiente manera

af Ntz = [ /S (=) [FOOF) ~ F@)f )] dodu (53)

Q(fft:z:v—cr/R?)/S2 (u—v) f(v") f( dwdua/Rs/S2 (u—v) f(v) f(u)dwdu

Es decir,

Donde o es una constante proporcional al area de la esfera.

Observemos que

QYL N =Q(f. /)

Aqui
Si:{wGSQ:w-uSw-v}
SQZ{wER?’:HwH:l}
|2

Consideraremos que v’ +u' = v +u y que |v'|? + [o/|? = |v]|? + |u|? se cumplen.

Definimos f#(t,z,v) = f(t,z + vt,v); por célculos directos encontramos que
QF(f. /)= QU7 )

asi: J
%f#(ta :E7U) = Q#(fa f)(t,x,v),

y si integramos con respecto a t;

t
FA(te0) = fole0) + / Q*(f, f)dr

t

Por tanto definimos el operador F f#(t,z,v) = fo(x,v) +/ Q7 (f, f)dr. Tenemos
0

que F: X =+ X.

Definamos los operadores A y T sobre el espacio X de la siguiente manera

Af# t,x,v) / Ql (f, f)d
TF#(t,2,0) = folw,v) + / QF(f, fydr.
Obsérvese que Ff# = Af# + T f#.

Lema 5.1. Los operadores A y T cumplen que A: X - X y T: X — X.
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Prueba. Tomemos f# € X, de lo que conseguimos

t t
\Af#(t,x,v)\z‘—/ QF (f, f)dr s/ QF (f, f)|dr
0 0

Por definicién Q;(f, f) = a// w-(v—u)f(t,z,v)f(t,x,u)dwdu por lo que
R3x 5%

Qi =o [ [ o=ttt e oded
R3x5%
Integrando en S%r y por Lema 4.1 conseguimos que

QF(.0) = onf*ta) [ Jo=ul itz 0)du

‘Q#(f:f)‘ SO’?T‘f#(t,l‘,’U)‘/‘ \v—u\‘f#(t,x,u)‘du
R3

< ont| fH(t, z, v)| PP+ g= B+ 10l)
/ lv — qu#(t, x, u)|eﬁ(|x+t(v_u)|2+\“\2)e—ﬁ(\x+t(v—u)|2+\m2)du
R3
< amlPHIe B [ o e
R3

< or|| f#2 e Plal+ul*) / (v — uleBlert =P +ul) gy,
R3
Ahora, integrando en [0, t] conseguimos

t t
[ 10F G plar < anllg#12 e Hn [ o] [ttt e,
0 R3

0

t o]
/ QF (. f)’dTgaﬂHf#Hze_B("”QH”lQ)/ |U_U|U e—ﬁ(lm+t(v—U)l2)dT]6—5u2du
0 R3 0

SUFH]C#||265(|$2+|0|2)/ [ﬂ Il g,
R LV 0

3
< or| f# 26_5(|”\2+|v|2) [ﬂ [ﬂ
<on|f7 3|1\ 3

[1@H . Dlir < ZZp# P e )
0

Asi 5
124 0|2 o
|AF#( 2,0)| 2T < S 17112

Esto significa que 4 : X — X.
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Similarmente, para el operador T tenemos; si f#* € X y fo € X:

t
\zv#mansLm@wM+]Acﬁ%ﬁfmT

Por definicién: Qq(f, f) = a// (v —u)f(t,z,v") f(t,z,u")dwdu por lo que
]R3><S2

quéﬁ(f7 f) = 0//]Rs o w- (v —w)fF(t, 2,0 7tz 0 ) dwdu

‘Q#(f,f)’ < U//R3 o ‘w . (v—u)"f#(t,x,v/)‘}f#(tja:,u/)’dwdu

<o // }w . (U _ U)Hf#(t, x, v’)‘65(|$+t(v—v')|2+\v'|2)e—ﬂ(\x+t(v—vl)|2+|vl|2)
R3xS2
‘f# (t,z, ul) ‘eﬁ(b«““(”*“')\2+|Ul\2)e*ﬁ(|1+t(vful)|2+\u'|2)dwdu

< U// |w - (v — u)‘Hf#”e—ﬁ(|x+t(v—v’)|2+\v’|2)||f#||e—ﬁ(|x+t(v—u')\2+|u’\2)dwdu
R3x 52

=7 // lw - (0 — w)|[| f#]| e Azttt )4 Pt tiou) 24 P) gy gy,
R3x 5%

=0 // lw - (v — u) ||| f#|2 e AUt )P 4 (o)t 2) gy g
R3x 52

QF (/. 1) <a//‘ w- (0 = wIf#)?

|z+tv\2 2(z+tv)tv' +2 |0 |2+t |2 =2 (x4t ) tu 2 |u’ |2+ [0’ |2 o | )dwdu

<a// - (v — W[ | F#?
R3

|96+1tv\2 2(z+t)t (v +u ) Fatto P2 (10 P+ )+ P ) g du

<a// - (v — W[ F#)?
R3x 52

Bllzttv2=2(z+tv)t(vt+u)+a+to|>+2 ([0 2+ ul*) o2+ ul®) g o de,

<a// - (v — W) F#)?
R3

|x+tv\2—2(w+tv)tv+t2|v|2+|x+tv|2—2(m+tv)tu+t2|u|2+\v|2+|u\ )dwdu

Q7 (f. f)] < a// lw - (v — w)[[| f#]|2 e PUEHD— P+ P+t P+ g gy,
g R3x 5%
< o—// |w - (v —w)|[|£#] o BUzP+ P+ z+tv—w) P +ul®) g a0,
R3x5%

< UHf#H? e Bz>+v]?) // ’w (v — u)‘e—ﬁ(\x+t(v—u)|2)e—ﬁ|u\2dwdu
R3 x 52
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Ahora, integrando en [0,t] y considerando que [0, ¢] C [0, oc], tenemos:
t
| Izt plar
t
< o fH|| e=PlP+P) / / / - (v — w)]e BT BNl gy e
B 0 R3x S2
< J||f#||2 e Blz?+v]?) /Oo // |w (v — u)‘6_6(‘95"'7(”—“)|2)e_5|u|2dwdud7‘
0 R3x 52

< o[ f#|2 e PP +) / > / v — e~ Platromw) e=Blul gy g7
0 R3

t
/0 QF(f. f)|dr

§m\|f#H2e5‘x'2”'2)/ ‘U_u|[/°° o—Bla+ro—)?) g | =Bl gy
0

R3

< mol|#|P e [\ﬂ O
e VB
3
copsenl
< ol £#| diNG

73 2
f#]12 el +v[?)
< 1P
Asi conseguimos:

t
| TF#(t 2,0)] < |fol,v)| +/0 QY (f. /)t v)|dr
2120 1012)  —B(lz24v]2 7T30 _B(lz|24|v|2
< ‘fo(%v){eﬁ(\ I*+[v*) =Bl +v] )+F||f#u2e Blal*+v]?)
IQ v 30- - .Z‘Z ’U2
< | folle” Blle>+[vf?) 4 ng#HQe B(lz[*+v[*)
Por lo que finalmente conseguimos:

’Tf# t,x,v) }eﬂ(lmFHU <l foll + 7||f#||2

De tal manera que T : X — X. ]

Por otro lado, definamos la bola cerrada de radio R en X:
Xp={feX:|IfI<R,R>0}

para demostrar los siguientes lemas.



5. La suma de un operador contractivo con uno continuo y compacto 31

Lema 5.2. Sea T: Xrp — X un operador definido por

t
Tf#(t,x,v) = fo(l‘,v) +/0 Q#(f> f)(t,.l‘,l))d’f, con f# € XR-

Entonces T es una contraccion.

Prueba. Sean f#, g%, fy € Xp, entonces
’T(f# — g#)(t,x,v)‘ = ’Tf#(t,x,v) - Tg#(t,x,v)|

[ @ttt - @f gtz 0)]dr

< /Ot@f(ﬂ £t z,v) = QF (9,9)(t, x,v)|dr
Pero
QF (£.) = Q}f (9.9)]
7o /R3 o ul{ P (L) P () — g (b0 g () Y

7 [ fo = al{#a) # ad) = (g .0

+ f#(t,x,u’)g#(t,x, V') — g#(t,x,v’)g#(t, T, u’)}du

i /R:s v - U!{f#(t,a:, u) [t 2, 0') = g7 (8@, 0]

+ gt (b, o) [ () = g (b )] fdu

Q.0 - Qg <m0 [ o - ul{| ) [ (o) = g (000)
+ |g#(t,x,v’) [f#(t,x,u') — g#(t,x,u’)] |}du

o _ # | f# N g /

<mo [ o= ul{| el #an) - g o)

+ |g#(t, :U,v')Hf#(t,x,u’) — g#(t,x,u’)‘}du

Q¥ (f.f) — Qi (9,9)|
<o / v — u|{, FE(t, 2, 1) | Blatt—) P+ ) g =Blletto—u') P+R|?)
]R3
(f# — g®)(t, 2, 0")[eBUart o) P+ 12) o= Bllott(o—v)) P+ ')
1 1g*(t, z, )[BTt P+ ) =Bz +tw— ) P+ 1)

(f#* = g#)(t, z, u’),eﬁ(lxﬂ(vw’)leU’IQ)efﬁ(\x+t(v7u’)\2+lwl2)}du
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QF (£,) — Qff (9.9)]

SWU/ Iv—UI{Hf#He (ot (o) P 2| # _ #| =Bl HHo—v) 2+’

%)

1 || g# e Pletto— )P+ Hf#_g#He*ﬁ(lﬁt(v*u’)\2+|u’\2)}du

Q7 (f, ) = QFf (9,9)| < 7o /RS v — UI{ [0+ g™ 1]
e~ Blatto—u) P+ )+t oo )P+ g Q#H}du

Aplicando las leyes v +u = v +u' y [v'|? 4 |[u/|? = |v|> + |u|? ¥ procediendo como

anteriormente lo hicimos, conseguimos
Q7 (f.f)— Q¥ (9.9)]
2 2
< mollg# =gl [ o= ul{L#] + L e et e g

Luego tenemos:

t
/0 QF (1, 1) = QF (9. 9)|ar < wollf# — g# | {IF# ] + llg#| fe PP +1oP)
/ v — uy{ / h e6(|x+f(vu>|2)d7}emu|2du
R3 0

t
/0 QF (1, )—Q} (9.9)|dr
#_ ALt #1 L g=B(al2+vl?) Al g
<ma|f* —g H{Hf I+ llg H /R\f !
B Bllzl+of?) [T\ [T
<m0l 7 — gFI{I# )+ lg# | e \fﬁ[\/;}

t
[ 1085 - Qg 0.0ldr < TT1* — g I{I7 1 + g o050

Esto es

| T(r# = g#)[ PP < T2+ g 1% - g

mr‘w

Con lo que finalmente conseguimOS'

Im# - gl < T2 {IA 4 1P - o

Como f#, g% € Xp se tiene que ||f#| vy |lg7]|| son menores o iguales que R. Por lo

tanto 3 3
mo
T I+ lo# Iy <277 R

2 2130 R
53y tenemos que ——5— < 1.
moo

Luego, el operador T es una contraccién, como se queria demostrar. O

Si R es lo suficientemente pequeno, esto es, R <
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Lema 5.3. Sea A : Xr — X el operador definido por

t
At = [[QF .0 eon £ € X,
Entonces A es un operador compacto y continuo.
Prueba. Para demostrar la continuidad del operador A:
Sean f#, g% € X, entonces
|A(f# — g®)(t,2,0)| = |AfF (8, 2,0) — Ag¥(t, 2, v)|

/Ot [Qz‘#(f, £(t,z,0) — Q¥ (g, g)(t,x,u)} dr

t
< [ |et ¢ nitan - @Fw.o)ta)] ar

Seguidamente, tenemos:

QF(f, 1) — QF (9.9) =

7['0'/ lv — u\{f#(t,:c,v)f#(t, xT,u) — g#(t,x,v)g#(t,x,u)}du
R3

o [ |v— u\{f#(t,w, ) f7(t, xu) — [Ttz u)g? (t, x,v)
R3

+ (b, u)g? () — g (42,00 (2 0) du

7'['0'/ lv — u\{f#(t,:n,u) [f#(t,a:,v) - g#(tja:,v)]
RS

+ g#(t,x,v) [f#(t,a;,u) - g#(t,x,u)] }du

‘Ql#(fv f) - Q#(Qag” < 71'0'/]R3 |U _u|{‘f#(t7x7u) [f#(twr’v) —g#(t,x,v)H
+ |g#(t,x,v) [f#(t,az,u) — g#(t,x,u)] |}du
< 71'(7/R3 lv — u|{‘f#(t,x,u)Hf#(t,x,v) —g#(t,x,v)’

+ |g#(t, T, U)Hf#(t,:c,u) — g#(t,x,u)’}du

yQ#(f, - Ql#(g,g)\ < m/ v — u‘{‘f#(t, x,u)yeﬁ(|x+t(v—u)|2+|u\2)e—ﬁ(|x+t(v—u)|2+|u\2)
R3
|(f# _ g#)(uxjv),eﬂ(\m+t(v7v)l2+\v\2)efﬁ(lw+t(va)|2+lv\2)
+ ,g#(t7 z, v),eﬂ(mt(va)lzﬂv\z)efﬁ(lw+t(va)|2+lv\2)

(f#* = g*) (¢, u)|eB(Iert(vfu)lerIUIz)e*ﬁ(lirt(vfu)lerIUIQ)}du
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QF (f, ) — Qf (9,9)| < 7o / ‘ \v—u\ Hf#ue—ﬁ('”“” WP | p# — gt || AP+

+ || g#|e Bl p# g # e Bllotto—w) P+ ul? >}du

QF (£, £)-Qf (9.9)]
< 7ol f# — g#\/ v — u\{”f#H 4 Hg#”} Bllz-+t(v—w) P+uf2)+ 2>+ [v}2) g,

De manera que tenemos:

t
|16t 5.0 - QF (g.9)1dr
0
< wollf# = g# I {ILF#1 + g e 0 /|v—ur{ / —“”“”—“”“df}e‘ﬁ'“du

2 2
< ral# = g {1+ NP L e [ et

< muf# - I {1+ L e, [ [\/;}

< T Ng# = g (I + g} e e

Esto es,
3
2 2 e
A(F# = )P < S LU+ g} 1% — o)
Con lo que en consecuencia conseguimos:

JAG* = )< T2 {15t + I 1% - o#)

| < 52
Luego, el operador A es continuo sobre X, como se queria mostrar.
Para demostrar la compacidad del operador, procedemos:

Sea E C ¥ medible, tal que m(E) <8 y f# € Xg. Tenemos:
# "ok LT
[1artiau< [ [ 1QFG Dl dn < 154 Pm(e),
E EJo p

. g .
Ahora, dado € > 0 existe 0 < § < —4——, conseguimos:
WB20' R2
o

[ 1art i< T2 ) < T ) < TR < =
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Por otra parte, elegimos un conjunto cerrado F' con Q — F = G tal que m(Q — F) <

P Luego tenemos que
=0
52

t 3
# # - T0 \ p4t)12
/GAf \dMS/G/O QF(f. f)ld duS/G o 1#1%d

7'['30' 7T30'
< | = R%du < —R’m(G

7T3O' 2 g .

- =¢&

—ﬁ %RZ

Por tultimo el conjunto Xy = {Af# c ffe XR}, Xy C X es acotado toda vez que

A es un operador continuo y claramente Xg es acotado.

En conclusién el operador A es compacto en la topologfa débil o(L!, L>).

O
2073 1
Por otra parte, tomemos f#, g%, fo € Xp. También sea R tal que UEQR < 3 y
hacemos:
t t "
Tf* + Ag¥ = .o + [ QF( = [ QF(g)ar
t t 4

1% + Agt| = |folw) + | QF1 0= [ QFa.air

t t
<|fola,v) + /0 QF(f, fydr + /0 QF (g.9)dr

t t
< folz,v)| + /0 QF (. Dldr + /0 QF (9, 9)ldr

71'30' 3
2 2 _ 2 2 lindoa
< H fOH(g B(|z[*+]v| )+ Hf#”2€ B(|z|*+|v|?) ”

#H2675(\x|2+|v|2)

2 2 71'30'
T 7% 4 AgHP ) < o]+ 27
3

Ahora, si || foll < % y 257 R < $ tenemos:

+2 =R

R _m¢R_ R
sup |Tf# + Ag#|ellel 1) < 2" 27T502 R< <

(t,x,v)

il
2

| Tf# + Ag#| < R. Por lo que Tf# + Ag* € Xp.
Esto muestra que si f#, ¢# y fo €Xg entonces Tf7 + Ag” € Xp; ademds por
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Lema 5.2 el operador T es una contraccion y por Lema 5.3 el operador A es un
operador compacto y continuo; por consiguiente por el Teorema de Punto Fijo de

Krasnoselskii,ver [7], existe y” € Xp tal que
Fyt = Tyt + Ay# = o#
De tal forma que podemos afirmar que existe y# € Xp tal que
Fy# — Ty# + Ay# — y#
t t 4
= yo(z,v) +/ Q¥ (y,y)dr — / Qf (y,y)dr
0 0

t
=yo(x,v)+/0 Q" (y,y)dr

De esta manera hemos encontrado que el problema débil a través de un operador
que formulado como la suma de uno compacto y continuo con otro contractivo tiene

punto fijo, es decir tiene solucién en un espacio de Banach.Ver [5]

Ahora en la ecuacién
t
y* = Fy* = Ty* + Ay? = yo(z,v) +/ Q*(y,y)dr
0

derivamos con respecto a t y conseguimos

2 — OF
dty (t,x,v)—Q (y,y)(t,x,v)

De manera que conseguimos que
7y#(ta €T, ’U) = iy(tv x + tv, ’U)
dt dt

= Q" (y,y)(t, z,v)

Por tanto, el problema de Cauchy para la Ecuacién de Boltzmann no lineal tiene
solucién a través del Teorema de Punto Fijo de Krasnoselskii; sin embargo no pode-
mos garantizar por éste método que la soluciéon encontrada sea uinica. Para verificar
esta unicidad tendriamos que abordar dicho problema usando otras estrategias las

cuales serfa interesante abordar para futuros trabajos.



CONCLUSIONES

Por todo lo anteriormente expuesto, el Problema de Cauchy para la Ecuacién de
Boltzmann no Lineal, si lo expresamos como un problema de punto fijo, tiene solucion
en el espacio normado de funciones integrables que multiplicadas por una funcién
de prueba apropiada son acotadas. En ese orden de ideas, se define un operador
sobre dicho espacio normado, que resulta ser contractivo, para el cual el Principio de
Contraccién de Banach garantiza existencia y unicidad de solucién sobre una bola
cerrada del espacio normado, es decir una solucién local.

Asimismo, si se define un operador consistente en la suma de dos mapeos, uno
contractivo y otro que sea continuo y compacto con dominio sobre una bola cerrada
del espacio normado, entonces, por el Teorema de punto Fijo de Krasnoselskii, existe
solucién local en dicha bola, pero no se puede garantizar la unicidad de la solucién.
Es interesante seguir investigando acerca de la unicidad de la solucién en préximos

trabajos, pero para hacerlo se precisa imponer nuevas hipétesis.
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