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INTRODUCCION

Una reflexién de una categoria en otra siempre viene acompanada de una pro-
piedad universal, que es en realidad lo que la hace importante. Es muy comun
en matematicas definir nuevas estructuras a partir de unas ya existentes en don-
de siempre se involucran propiedades universales. Esto ocurre en topologia y en
algebra cuando hacemos productos y estructuras cocientes, donde la propiedad
universal que subyace simplifica las ideas y las pruebas. Los detalles concretos de
una construccion derivada de un concepto dado pueden ser muy complicados, pero
si la construccion satisface una propiedad universal, podemos olvidar todos estos
dificiles detalles: todo lo que debemos saber sobre esa construccién esta contenido
en la propiedad universal. Las propiedades universales definen los objetos tinicos
salvo isomorfismos. Por lo tanto, una estrategia para probar que dos objetos son
isomorfos es el probar que satisfacen la misma propiedad universal. Al entender
las propiedades abstractas de una reflexion, obtenemos informacién sobre todas
estas construcciones y asi evitamos repetir el mismo anélisis en cada ejemplo in-
dividual.

Tenemos ejemplos valiosos de reflexiones en todas las categorias de las matemati-
cas. Un ejemplo muy antiguo se encuentra en la Compactificacion de Stone Cech
establecida en 1937, ésta es una reflexion de los espacios de Tychonoff en los es-
pacios compactos. Es un resultado clasico del analisis que cada espacio métrico,
mas generalmente cada espacio uniforme, esta embebido como subespacio denso

en un espacio completo, este hecho permite definir una reflexién de los espacios



uniformes en los espacios uniformes completos. Si queremos combinar algebra con
topologia, podemos ver que cada grupo topolégico admite una completacion que
también es un grupo topoldgico, esta completacion se llama la Completacion de
Raykov. Ademds podemos también considerar la reflexién de los espacios Tycho-
noff en los grupos libres que es estudiada en [5]. Pero en las categorias meramente
algebraicas podemos también encontrar reflexiones, por ejemplo existe una refle-
xion de la categoria de los grupos en los grupos abelianos, mas explicitamente, si
G es un grupo, existe un homomorfismo fo: G — G/H, siendo H el subgrupo
de G generado por los elementos de la forma zyz~ly~!. G/H es abeliano y todo
homomorfismo de G en un grupo abeliano, se factoriza a través de fg. Algunas
veces G/H es llamado el abelianizado de G. Con un poco de esfuerzo se puede
probar que cada semigrupo cancelativo (es decir xy = xm o yxr = maz implica
y = m ) y abeliano genera un grupo (ver [38]), o de manera més general cada
conjunto puede ser empotrado en un grupo libre, y en un grupo libre abeliano.

Aunque una buena parte de los resultados aqui obtenidos son topolégicos, hemos
abordado situaciones en que los espacios en cuestion tienen una estructura al-
gebraica. Este hecho le da un vuelco impensable a las cosas y las hace un poco
mas sencillas. El hecho de tener una estructura algebraica continua hace que por
ejemplo las reflexiones puedan ser caracterizadas en términos de homomorfismos
continuos, como hemos probado en el Lema 2.6. Esta interaccion entre el algebra
y la topologia, es el area de las matematicas que se conoce como Algebm To-
poldgica, que tuvo su origen en los anos 20, debido a Dieudonne y Pontryagin. Un
ejemplo de como la estructura algebraica continua influye mucho en los resultados
topoldgicos, es el hecho de que cada grupo topolégico es un espacio T3 y si ademas
es Tp, entonces es Tychonoff. Por eso no tiene sentido estudiar en la categoria de
los grupos topoldgicos, las reflexiones que provienen de espacios que satisfacen
axiomas de separaciéon T;, con i € {0,1,2,3,r,u, fh,t}, ya que con estudiar la

reflexion sobre los espacios Ty, tendriamos todas las demas.



Uno de los objetivos de esta memoria es el comportamiento de algunos funto-
res reflexivos sobre las estructuras algebraico topolégicas. En particular, abor-
damos la siguiente cuestion: Sea R una subcategoria reflectiva de Top y sea
Fg el funtor reflectivo asociado con R. Si A denota una subcategoria algebrai-
ca (semi)topolégica de Top, investigamos cudndo Fgr(A) es una subcategoria
reflexiva de A. Esta cuestion ha atraido el interés de un buen numero de in-
vestigadores recientemente, aunque con una aproximacion diferente al problema
( [46], [44], [45], [21], [27], [32], [41]), ¥ en buena medida, la motivacién que subyace
en este trabajo es la de presentar una aproximacién unificada a distintas cuestio-
nes que habian sido consideradas separadamente, dependiendo del contexto en
que eran tratadas, cuando todas ellas pueden enfocarse en el marco general de las
estructuras algebraico topoldgicas. No obstante, como aplicacién de las técnicas
desarrolladas aqui, se obtienen diversos resultados que responden total o parcial-
mente a varias cuestiones abiertas propuestas en distintos escenarios especificos.
En este trabajo recogemos muchos resultados en torno a la productividad de refle-
xiones de estructuras algebraico-topoldgicas y de cuando la estructura algebraica
se hereda en la reflexion. Por ejemplo, la productividad de la reflexion de la com-
pactacion de Bohr en estructuras discretas, estudiada por J. Hart, K. Kunnen
en [14], la productividad de la compactaciéon de Bohr para grupos més generales
y la productividad de la reflexién sobre grupos R,-acotados estudiada en [21], la
productividad de la reflexién sobre los espacios Ty, T1 y To estudiada en [44], la
productividad de la completacién de Hewitt estudiada en [5], la productividad
de la reflexion de los grupos paratopoldgicos sobre espacios T3 estudiada en [44],
pueden ser vistas de manera general con los resultados aqui encontrados.

Gran parte de este trabajo esta dedicado a estudiar las propiedades de las refle-
xiones provenientes de espacios que satisfacen axiomas de separacion, mejorando
en buena parte los resultados de M. Tkachenko dados en [46], [44] y [45]. El hecho
de que las reflexiones provenientes de los espacios que satisfacen algin axioma de

separacién existen, es relativamente antiguo, y sus realizaciones ya han sido cons-



truidas. La caracterizacién de la reflexién sobre espacios Ty se puede ver en [3],
donde se probd que ésta se puede construir totalmente a partir del espacio de Sier-
pinsky. El axioma T} se acredita a Riesz y a Frechet. En [1956], S. Mréwka, [29],
demostré que los espacios T; son los E-regulares (donde £ es la clase de todos
espacios con la topologia co-finita) y que la clase de todos los espacios T no es
simple en Top. Que la clase de los espacios 17 es epireflexiva en Top es conse-
cuencia de los resultados de J. F. Kennison, [25], y H. Herrlich, [17]. Como el
nombre lo indica, los espacios de Hausdorff fueron definidos por Hausdorff. En
1939, P. Alexandroff, [2], construy6 para cada espacio topolégico T} un espacio de
Hausdorff maximal y probé que esta construccion es una reflexion Hausdorff. Una
construccién categérica la podemos encontrar en un trabajo de P. Samuel, [40].
Que los espacios Hausdorff no son simples es establecido por H. Herrlich en [20] y
Ramer en [34]. En un trabajo de V. Kannan [24] encontramos una construccién de
la reflexién de Hausdorff por medio de una sucesiéon transfinita de cocientes. Los
espacios regulares son idea de Vietoris, [50], pero que forman una categoria epirre-
flexiva en Top fue probado por J. F. Kennison en [25] y por H. Herrlich en [17,18].
Construcciones explicitas de la reflexion regular (en el a&mbito no Hausdorff) la
obtuvieron E. Cech, [8], y J. P. Thomas, [43]. En 1925, Urysoh defini6 los espacios
completamente regulares, mas adelante, A. Tychonoff, [49] demostrd que estos es-
pacios son precisamente los espacios [0, 1]-regulares. Los profesores E. Cech [8] y
M. Stone [42], construyeron una reflexién completamente regular §: X — X de
un espacio topolégico X y demostraron que para cada funcién continua acotada
f: X — R existe una tunica funcién continua acotada Sf: X — R que satisface
f = 0Bfop. Mas atn, la correspondencia f — [ f induce un isomorfismo entre los
anillos de las funciones acotadas y continuas de valor real, C*(X) y C*(5X). En la
introduccién de E. Cech leemos “En particular, pruebo que un espacio topolégico
arbitrario S determina un espacio completamente regular ¢(S) tal que una bue-
na parte de los asuntos de S se reduce a los esos mismos asuntos de ¢(S). En

particular, esto es cierto para la teoria de funciones de valores reales continuas y



funciones de Baire”. Luego Stone demostré que la construccion T: X — T'X, da-
da por Cech y él mismo, da una reflexiéon completamente regular. H. Herrlich, [17]
y [18] probé que la categoria de los espacios completamente regulares, aunque es
simple en Haus no es simple en T'op. M. Huvsek, [22], probd que, si no existen
cardinales medibles, entonces las subcategorias epireflexivas de T'op son simples en
Haus. T. Tshii, [23], escribié un ensayo sobre el reflector completamente regular,
nombrado Funtor Tychonoff por Morita [28].

Este trabajo lo hemos dividido en dos capitulos. En el primero damos unos preli-
minares topoldgicos, algebraicos y categéricos. En este capitulo solo presentamos
conceptos bésicos y ademads, para fijar ideas, especificamos algunos tépicos, que
aunque puedan parecer triviales, en la literatura son tratados de forma diferente
por algunos autores, como por ejemplo el concepto de compacidad, que algunos
autores exigen la condicién de ser Hausdorff. Uno de los resultados propios de la
investigacion que sustenta este trabajo, es la condicion suficiente para que una
aplicacion cociente entre monoides sea abierta, dada en el Teorema 1.29 y como
consecuencia el Corolario 1.33. La mayoria de los resultados de este capitulo en
relacién a édlgebra topoldgica, pueden ser encontrados en [5], este es un texto re-
ciente que recopila gran parte de topicos en el area.

En el segundo capitulo damos resultados propios de reflexiones, aqui estan la
mayoria de los resultados propios de nuestra investigacion. Empezamos la pri-
mera seccién con la prueba de la existencia de las reflexiones (Teorema 2.1) en
el caso de las clases PS, la cual ya se encuentra en la literatura (Teorema 1.2.1
de [19]), damos adema&s algunas propiedades funtoriales. Como otro de los aportes
de la investigacion, caracterizamos aquellas clases reflexivas en los que el morfismo
canodnico es cociente y aquellas en la que el morfismo candnico es la funcién idénti-
ca (Teoremas 2.9 y 2.11, respectivamente). Ademds probamos que las operaciones
separadamente continuas son reflejadas en los objetos (Teorema 2.4) y que los mor-
fismos que preservan alguna estructura algebraica son reflejados de igual manera

(Teorema 2.8), obteniendo una construccién mucho més general que la ofrecida



en el Teorema 2.3 de [46], ya que no sélo contempla grupos semitopoldgicos, sino
cualquier espacio topologico que tenga una estructura algebraica separadamente
continua. En la segunda seccién materializamos las reflexiones que provienen de
clases PS que satisfacen los axiomas de separacién T;, con i € {0,1,2,3, fh,r,t},
en realidad todas las reflexiones provenientes de axiomas de separacion ya se
encuentran en la literatura, como ya lo hemos anotado, salvo la reflexion sobre
espacios Ty que la caracterizamos para el caso particular en el que el morfismo
canénico es abierto, por ejemplo espacios de Maltsev, monoides semitopoldogicos
con traslaciones abiertas (Teoremas 2.26 y 2.27) y grupos cuasitopolégicos (Teo-
rema 2.23 y Corolario 2.25). Los principales aportes en esta seccién estan dados
en la reflexién sobre espacios T), en la que la mayoria de los resultados dados
en [44] en la seccién 2 son generalizados de grupos paratopoldgicos a espacios
casiregulares. Por ejemplo la Proposicién 2.2 de [44] acerca a la celularidad, es no-
tablemente mejorada por el Teorema 2.42. Una de las aplicaciones més notables
de este trabajo es el Teorema 2.44, en el que damos un aporte a una pregunta
relativamente antigua:;cuando un grupo paratopoldgico es un grupo topoldgico?
Este problema ha sido trabajado por varios investigadores en muchos trabajos, por
ejemplo citamos a [4] y a [47], pero gran parte de ellos son recogidos en la seccién
2.4 de [5]. La reflexion Tj nos permite debilitar la propiedad de ser regular en ser

solo T3, en otros casos nos permitié debilitar la condicion ser Hausdorff por ser T3.

En la tercera secciéon abordamos el semigrupo semitopoldgico de las funciones con-
tinuas, la idea es estudiar condiciones bajos las cuales C(C'(X, X)) = C(C(X),C(X)),
pero solo lo hicimos para el caso en el que C es la clase de los espacios que satis-
facen el axioma de separacion Ty.

La cuarta seccién fue dedicada a uno de los temas que nos propusimos abordar
en este trabajo, y es cuando la reflexién respeta subespacios. M. Tkachenko sélo

centro sus estudios en el caso de los subgrupos, aqui tratamos de darle un toque



mas general, donde los mayores aportes estan dados en las reflexiones sobre los es-
pacios Ty, T1 v Ts. Introdujimos para tal fin el concepto de C-cerrado y C-abierto,
que es una modificacién del concepto de 7-cerrado y 7-abierto utilizado en [2§]
para el Funtor de Tychonoff. Este mismo concepto fue utilizado en el Teorema
2.82 para hallar una caracterizacion de cuando una reflexién respeta productos.
Demostramos que la reflexion sobre espacios Ty respeta subespacios arbitrarios
(Teorema 2.54), generalizando el resultado similar de M. Tkachenko, que prue-
ba que la reflexion sobre espacios Ty respeta subgrupos arbitrarios. El Teorema
2.66 ofrece una condicion suficiente para que la reflexién sobre espacios T} respete
subespacios. Presentamos una caracterizacién para que la reflexién respete sub-
grupos en la categoria grupos semitopoldgicos sobre aquellas reflexiones que son
cocientes (Lema 2.69), particularizamos los casos de la reflexién sobre espacios T}
y Ts, (Teoremas 2.72 y 2.70). El Teorema 2.73 da una condicién suficiente para
que la reflexion sobre espacios 717 respete subespacios en la categoria de grupos
semitopolégicos derechos o izquierdos. El Corolario 2.71 nos da una condicién su-
ficiente para que la reflexién sobre espacios Ts respete subgrupos en la categoria
de grupos cuasitopoldgicos. En esta misma seccién introdujimos un resultado que
nos dice algo acerca del comportamiento de las reflexiones y las sumas de espacios
topoldgicos (Lema 2.61), el cual nos da los Corolarios 2.4 y 2.63, este tltimo es
mucho mds general que la Proposicién 2.7 de [44]. Adema&s a partir de este mismo
Lema obtenemos un teorema muy fuerte acerca de la productividad de las refle-
xiones (Teorema 2.88), que tiene una forma muy parecida al Corolario 4.4 de [28].
La quinta seccion sélo fue introducida para dar respuesta al problema planteado
por O. Echy y S. Lazaar en [11], donde preguntan las condiciones bajo las cuales
Ci1(X) = Ci(X), el Teorema 2.75 da respuesta a esta pregunta. En esta seccién
damos una condicién necesaria y suficiente para que en un espacio, la reflexién so-
bre espacios Ty coincida con la reflexién sobre espacios T} (Teorema 2.76), ademés
damos ejemplos de tales espacios, como los son los espacios de Maltsev, grupos

cuasitopoldgicos y espacios T3.



Estudiar propiedades de productividad de las reflexiones es un problema muy an-
tiguo de la teoria de categorias, en [10] se dan algunos resultados al respecto. M.
Tkachenko prueba que la reflexion Ty, T4, T, respeta productos en la categoria
de grupos semitopoldgicos, en este trabajo hemos generalizado tal resultado en el
Lema 2.26, en el que probamos que sélo basta que los homomorfismos canénicos
de las reflexiones de los espacios en cuestién sean abiertos. En los espacios de Mal-
tsev izquierdos o derechos y en los semigrupos semitopoldgicos con traslaciones
derechas o izquierdas abiertas (Ver Teoremas 2.90 y 2.91), los cuales constituyen
una generalizacién de los grupos semitopoldgicos, esta propiedad se cumple, por
tanto en estas categorias, las reflexiones sobre la clases P.S de espacios topologicos
cerradas por supertopologias, respeta productos.

La productividad de la reflexién sobre espacios T3 es bien tratada por M. Tka-
chenko y O. Ravsky en [46] y [35] para el caso de grupos paratopoldgicos, donde
prueban que la reflexién sobre espacios T3 coincide con la semirregularizacion, y las
propiedades de productividad son estudiadas en [30]. Aprovechando el concepto
de semigrupos topoldgicos con shift abiertos, (shift en este trabajo lo hemos tra-
ducido como traslacién) dado por T. Banakh y O. Ravsky en [6], probamos que la
reflexién sobre espacios T3 respeta productos en esta categoria (Teorema 2.94). El
Teorema 2.83 es muy general, ya que prueba que todas las reflexiones sobre clases
PS que contienen a los espacios T3, respetan productos en la categoria de espacios
compactos. La reflexion sobre espacios de Tychonoff es muy antigua, y estudiada
en [28], donde se prueba en el Corolario 4.4 que Ci(X x Y) = C(X) x C(Y),
para cada espacio de Tychonoff localmente compacto X y cada espacio Y. Este
resultado es generalizado en el Teorema 2.87 con la ayuda de la topologia com-
pacto abierta, donde cambiamos C; por una clase epirreflexiva de Top cerrada por
supertopologias que contenga a los espacios de Hausdorff localmente compactos,
por ejemplo C;, con i € {0,1,2, fh,u}.

Lo bueno de aquellas reflexiones que preservan productos es que se reflejan las

operaciones conjuntamente continuas, como se probd en el Teorema 2.93. Por



ejemplo en Cy(X) se reflejan todas las operaciones continuas de cualquier espa-
cio X, dado que la reflexién sobre los espacios T} respeta productos arbitrarios.
Reciprocamente probamos que si la reflexion refleja operaciones conjuntamente
continuas con neutro, entonces respeta productos finitos, como lo hemos probado
en el Teorema 2.95. El Corolario 2.92 nos da una condicién para que la reflexién
sobre clases PS cerradas por supertopologias respete productos en la categoria de
monoides semitopoldgicos.

En [26] se plantea el problema de cudndo S/R es un semigrupo topoldgico, sien-
do S un semigrupo topdlogico y R una congruencia cerrada en S, en realidad se
pregunta por la continuidad conjunta de la operacién en S/R. Este problema fue
abordado por G. Gonzédlez en [13], y se probé que se cumple cuando S es un semi-
grupo Hausdorff, localmente compacto y o-compacto, el Corolario 1.33 también
da una respuesta a este problema. El Teorema 2.95 es uno de los aportes mas
potentes de este trabajo, pues aqui se recoge la productividad de muchos refle-
xiones, por ejemplo la productividad de la reflexién de los grupos en los grupos
w-estrechos y en los grupos compactos estudiada en [21]. Estos dos dltimos casos
se ven contenidos en un resultado comun segtin el Corolario 2.97 y el Ejemplo
2.13, al igual que la productividad en el caso finito de la compactaciéon de Stone
Cech sobre grupos pseudocompactos. Ademdas este mismo teorema nos permite
encontrar una aplicacion de las reflexiones, manifiesta en el Teorema 2.98, en el
que damos condiciones para que un moniode topoldgico tenga celularidad conta-
ble. En [48] estd probado que cada grupo topoldgico Hausdorff o-compacto tiene
celularidad contable, después este mismo resultado es mejorado en [4] para grupos
paratépodgicos Hausdorff o-compactos y recientemente en el Corolario 2.3 de [44]
se obtuvo el mismo resultado para grupos paratopolégicos o-compactos. Usando
las reflexiones nos permite abordar el problema en monoides topoldgicos cance-
lativos con traslaciones abiertas (segien el Ejemplo 2.11 la clase de los grupos
paratopoldgicos es una subclase propia de la clase de los monoides cancelativos

con traslaciones abiertas), pero en lugar de o-compacidad, ponemos compacidad.



Ademas damos un resultado para la o-compacidad, pero agregamos compacidad

secuencial (Teorema 2.99).

A continuacién presentamos los resultados obtenidos de la investigacion, algunos

se encuentran en [16]. Hacemos una clasificacién por seccidn.

Seccion 1.2: Teorema 1.29 y Coralario 1.33

Seccién 2.1: Teorema 2.89, Corolario 2.5, Lema 2.6, Teorema 2.7, Teorema

2.8, Teorema 2.9, Corolario 2.10, Teorema 2.11 y Corolario 2.12.

Subseccion 2.2.1: Corolario 2.14, Lema 2.16, Teorema 2.21, Lema 2.22, Co-
rolario 2.23, Proposicion 2.24, Corolario 2.25, Teorema 2.26, Teorema 2.27,
Proposicién 2.29, Teorema 2.30, Lema 2.36, TeoremaZ2.37, Teorema 2.38, Le-

ma 2.39, Teorema 2.40, Corolario 2.41, Teorema 2.42, Lema 2.43 y Teorema
2.44.

Seccion 2.3: Proposicién 2.49 y Teorema 2.50.

Seccién 2.4: Proposicién 2.51, Lema 2.52, Teorema 2.53, Teorema 2.54, Lema
2.55, Proposicion 2.56, Teorema 2.57, Corolario 2.59, Corolario 2.62, Coro-
lario 2.60 Lema 2.61, Corolario 2.63, Proposicién 2.64, Lema 2.65, Teorema
2.66, Teorema 2.67, Corolario 2.68, Lema 2.69, Teorema 2.70, Corolario 2.71,
Teorema 2.72, Teorema 2.73 y Teorema 2.74.

Seccion 2.5: Teorema 2.75, Lema 2.77, Teorema 2.78, Corolario 2.79 y Co-

rolario 2.80.

Seccién 2.6: Lema 2.81, Teorema 2.82, Teorema 2.83, Lema 2.84, Teorema
2.86, Teorema 2.87, Teorema 2.88, Proposicién 2.89, Teorema 2.90, Teorema
2.91, Corolario 2.92, Teorema 2.93, Teorema 2.94, Teorema 2.95, Teorema
2.96, Corolario 2.97, Teorema 2.98 y Teorema 2.99.
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Capitulo 1

NOCIONES BASICAS.

En este capitulo presentamos algunas definiciones bésicas y resultados de topo-
logia, algebra y categorias, el objeto es que el lector pueda comprender el proximo
capitulo donde aparecen los resultados principales. Omitiremos las pruebas de re-
sultados que consideremos basicas. La seccion donde presentamos los axiomas de
separaciéon, aunque es demasiado corta, constituye una parte muy importante en
nuestro trabajo. Los axiomas de separacion es un tema muy bésico para cualquier
lector dedicado a la topologia, sin embargo se hace necesario presentarlo, porque

son tomados de diferentes maneras por los autores.

1.1. NOCIONES TOPOLOGICAS

Presentamos en esta seccién construcciones de topologias a partir de funciones,
los axiomas de separacion, los espacios compactos y conceptos relacionados a la
compacidad y la topologia compacto abierta. A menos que se indique lo contrario,
siempre que hagamos referencia a un producto cartesiano de espacios topolédgicos,

éste serd dotado de la topologia producto. A menudo diremos simplemente espacio
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para referirnos a un espacio topoldgico.

1.1.1. GENERANDO TOPOLOGIAS

Nuestro propodsito en esta seccion es construir topologias a partir de otras dadas
y estudiar sus propiedades. La topologia que mas nos interesa es la topolgia débil
generada por una familia de funciones, que en realidad es una topologia inicial y

la topologia cociente que en realidad es una topologia final.

Sean X un conjunto, {Y;};c; una familia de espacios topolégicos, v {fi: X —
Y }ier una familia de funciones. Es posible dotar a X de la menor topologia que
hace a cada f; una funcién continua, a esta topologia la llamaremos topologia

inicial sobre X inducida por la familia {f;}:e;.

Teorema 1.1. Sean X un conjunto no vacio, {Y;}icr una familia de espacios
topolégicos y F = {fi: X — Yi} una familia de funciones. Entonces B =
{f71(V;) : V; € 7,0 € I} es una subbase para una topologia sobre X, la cual
denotaremos por 77 . ™7 es la topologia mds pequeria sobre X que hace a cada f;
una funcion continua, ademds dado un espacio Y y una funcién f: Y — (X, 77),

entonces [ es continua si y solo si f; o f es continua para cada i € I.

Demostracion. La minimalidad de 77 es obvia. Ahora, si f es continua, lo serd ca-
da f; o f. Reciprocamente, supongamos que cada f; o f es continua y veamos que
f es continua. Sea V abierto en (X, 77), sin pérdida de generalidad podemos asu-
mir que V' es un abierto subbésico, es decir que V = f;'(V;), donde V; € 7;, para
algin i € I. Asi f~4(V) = f71(f7 (Vi) = (f; o £)~1(V;), el cual es abierto, por

hipétesis, luego f es continua. O

En el caso en el que F estd formado por una unica funciéon f escribiremos simple-

mente 77.

12



Dada una familia de topologias {7;};cr sobre un conjunto X, podemos tratar de
construir la menor topologia sobre X que contenga a cada 7;, ¢ € I. El siguiente

teorema garantiza la existencia de esta topologia.

Teorema 1.2. Sea {7;}ic; una familia de topologias sobre un conjunto X . Eziste
una topologia T que es la menor topologia sobre X que contiene a cada T;, i €

I, la cual notaremos por \/,.;7;. Ademds el espacio topologico (X,\/,c; ;) es

iel

homeomorfo a Nici(X, 1), aqui Nier(X, 1), representa la diagonal del producto

HieI(Xv Ti)'

Demostracion. Sea B = | J._; 7;. Facilmente se tiene que B es una subbase para

el
una topologia sobre X, la cual es la més pequena que contiene a cada una de las 7;,
i€l Sea f: (X,V,e;m) — Dier(X,7), dada por f(x) = (;)ier, siendo x; =
para cada i € I. Claramente f es una biyeccién continua, si Idy: (X,\/,c; 7)) —
(X, 7,) es la aplicacién idéntica, entonces Id, = p, o f, siendo p,, la proyeccién de
[Lic; Xi en X,. Note que \/,.; 7; es la menor topologia sobre X que hace cada Id;
continua, es decir es la topologia inicial sobre X inducida por la familia {p,o f }icr.
Aplicando el Teorema 1.1, y el hecho de que p, = Id,o f~! es continua para cada

a € I tenemos que f~! es continua y por tanto es un homemorfismo. 0

Consideremos ahora un conjunto X, una familia de espacios topoldgicos {Y;}icr
y una familia de funciones F = {f;: Y; — X };cs. La topologia mas fina sobre X

que hace que cada f; sea continua la llamaremos topologia final sobre X, notada

por Tx.

Teorema 1.3. Sean X un conjunto no vacio, {Y;}ier una familia de espacios

topoldgicos y F = {fi: Yi — X }ier una familia de funciones, entonces
7 ={UCX: fYU) € 7; para cada i € I}

define una topologia sobre X la cual es la mds fina que hace que cada f; sea conti-

nua, la que llamaremos topologia final inducida por F. Ademds g: (X,77) — Y,
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siendo Y un espacio topolégico, es continua si y solo si g o f; es continua para

cada v € 1.

Demostracion. La maximalidad de 7x es obvia. Si g: (X, 77) — Y es continua,
entonces go f; es continua para cada ¢ € I. Reciprocamente supongamos que go f;
es continua para cada i € I y sea U abierto en Y, veamos que g~'(U) es abierto
en X. Note que f; (g7 (U)) = (g o fi)"*(U) el cual es abierto para cada i € I,

esto completa la prueba. O

Definicién 1.1. Sean X un espacio topoldgico y R una relacion de equivalencia en
X. Dado x € X notemos con [x], la clase de equivalencia x y sea m: X — X/R,
la respectiva aplicacion cociente. La topologia final sobre X/R inducida por {r},

la llamaremos topologia cociente inducida por R.
Definicién 1.2. Una funcidn continua y sobreyectiva f: (X, 1) — (Y, p), se dice
que es cociente si la topologia final inducida por {f} coincide con p.
La siguiente proposicion es muy estudiada en los cursos basicos de topologia, por
tanto omitiremos su demostracion.
Proposicion 1.4. Sean f: X — Y y g: Y — Z funciones sobreyectivas entre
espacios topologicos. Entonces

i) Si f y g son cocientes, entonces go f es cociente.

ii) Si f es una biyeccion y cociente, entonces es un homeomorfismo.

i11) Si go f es cociente, entonces g es cociente.

iv) Si f es continua y, abierta o cerrada, es cociente.

v) Si f es cociente, entonces go f es continua si y sdlo si g es continua.
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Definicién 1.3. Sea C una clase de espacios topologicos, C se dice cerrado por
topologias iniciales si dada una familia de funciones F = {f;: X — Y;}, con

Y; € C para cada i € I, entonces (X, 77) € C.

1.1.2. AXIOMAS DE SEPARACION

Presentamos en esta seccion las definiciones de los axiomas de separacion y algu-
nas caracterizaciones, las pruebas de los resultados pueden ser encontrados en su

mayoria en [39].

Definicién 1.4. Sea X un espacio.

i) X se dice un espacio Ty, si dados dos puntos distintos x,y € X existe una

vecindad de x que no contiene a y o una vecindad de y que no contiene a x.

ii) X se dice un espacio Ty si dados dos puntos distintos x,y € X existe una

vecindad de x que no contiene a y.

i11) X se dice Ty si dados dos puntos distintos x,y € X, existen una vecindad

de x, V, y una de y, V, tales que V, NV, = (.

iv) X se dice un espacio Ty si dados un cerrado en X, B, y un x € X, tales
que x ¢ B, podemos encontrar un abierto en X que contiene a B, Vg, un

abierto que contiene a x, V,, tales que V, N Vg = (.
v) X se dice un espacio reqular o T, si es Ty y 1.

vi) X se dice un espacio funcionalmente Hausdorff, o Ty, si dados dos puntos
distintos x,y € X, existe una funcion continua f: X — I = [0,1], (I
dotado de la topologia de subespacio proveniente de la topologia usual de R)

tal que f(x) # f(y)-
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vi) X se dice un espacio Ts5 o funcionalmente Ty si dados x € X y un cerrado

B, que no contiene a x, existe una funcion continua f: X — I tal que

f(z) ¢ f(B).
vii) X se dice un espacio Tychonoff o completamente reqular si es Ts5 y Tp.

viii) X se dice Urysoh o T, si dados x,y € X, puntos distintos, ezisten vecin-

dades V, y V,, de x, ey, respectivamente, tales que V, N Vy = 0.

Tenemos las siguientes implicaciones:

Tychonof f = funcionalmente Hausdorft = T, = T1 = Tj,.
Regular = Ts.
Regular = Tj.

Tychonof f = T35 = Ts.

Proposicién 1.5. Sea X un espacio, X es Ty si y solo si {x} # {y} para cada

par de puntos distintos x,y € X.

Definicién 1.5. El espacio de Sierpinsky es el conjunto X = {0, 1} dotado de la
topologia T = {{0,1},{0}, 0}, el cual notaremos con S.

Note que S es un espacio Tj que no es 77.

Proposicion 1.6. Un espacio topologico X es Ty si y solo si para cada par de

puntos distintos x,y € X, existe una funcion continua f: X — &, tal que

f(x) # f(y).

Demostracion. Supongamos que X es Ty y sean x e y puntos distintos de X. Por
Proposicién 1.5 {z} # {y}, luego sin pérdida de generalidad podemos encontrar

un vecindad abierta de x, V., que no contiene a y. Si definimos f: X — S,
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por f(z) =0siz € V,y f(z) =1, en caso contrario. Claramente f es continua
y f(x) # f(y). Reciprocamente, sean = e y dos puntos distintos de X y sea
f: X — S una funcién continua, tal que f(z) # f(y). Si f(x) = 0, entonces

f71({0}) es una vecindad de = que no contiene a y, esto completa la prueba. [J
Dados un espacio topologico X y x € X, notaremos con N,, el conjunto de todas
las vecindades de .

Proposicién 1.7. Sea (X, T) un espacio. Las siguientes condiciones sobre X son

equivalentes:

i) X esTy.
i) Nyen, V = {2} para cada x € X.
iii) Cada singulete de X es cerrado.
iv) T contiene la topologia de los cofinitos de X .

Proposicién 1.8. En un espacio X las siguientes afirmaciones son equivalentes:

'l) X es TQ.
it) {(z,x) 1 x € X} es cerrado en el espacio producto X x X.

i) Nyew, V = {2}

Proposicion 1.9. Sea X un espacio, entonces X es T3 si y solo si para cada

abierto U en X y x € U, existe un abierto V de X tal que x € V C V CU.

Proposicién 1.10. Sea f: X — Y una funcion continua, sobreyectiva, abierta

y cerrada, entonces st X es T3, Y es Ts.
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Demostracion. Sea V) una vecindad de f(x), la continuidad de f y el hecho de
que X es un espacio T3, por la Proposicién 1.9 podemos hallar una vecindad V,

de z, tal que f(V,) C Vj(,). La continuidad de f, indica que f(V,) C f(V,), como

f es cerrada tenemos que f(V,) = f(V,), as{ f(Vi) € Vjw), como f es abierta,
f(Vz) es una vecindad de f(z), de la Proposicién 1.9 podemos inferir que Y es

T5. [l

Proposicion 1.11. En un espacio T3, la propiedad Ty tmplica Ty

Demostracion. Sea X un espacio T3 y Tp, veamos que es 1. En efecto sean z,y
puntos distintos de X, sin pérdida de generalidad podemos suponer que z ¢ m,
por ser X T3, podemos hallar un vecindad V, de z y un abierto U que contiene a

{y}, tales que V, N U = 0, luego X es T1. H

1.1.3. COMPACIDAD Y ESPACIOS RELACIONADOS

Como en apartados anteriores los resultados clésicos y faciles de probar no seran

demostrados.

Definicién 1.6. Sea X un espacio topoldgico yU = {U;}icr una familia de abier-

U. SiJCl,

tos en X. U se dice un cubrimiento abierto para X, si X = J;¢;
y V = {U; }ies sigue siendo un cubrimiento abierto para X, entonces a V se le
dice un subcubrimiento, si J es finito, entonces a V' se le llama un subcubrimiento
finito. X se dice compacto, si todo cubrimiento abierto tieme un subcubrimien-

to finito. A C X se dice un subconjunto compacto de X, si es compacto con la

topologia heredada de X .

La compacidad no respeta subespacios, pero si respeta subespacios cerrados.

Proposicion 1.12. Sea X un espacio compacto y A C X. §i A es cerrado en X,

entonces es compacto, el reciproco se da si X es Hausdorff.
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La compacidad se preserva por funciones continuas.

Proposiciéon 1.13. Sean X, Y espacios topologicos y f: X — Y wuna funcion

continua. Si A C X, es compacto en X, entonces f(A) es compacto en Y .

Proposicion 1.14. Sean X, Y espacios topologicos compactos y f: X — Y una
funcion continua. Si'Y es Hausdorff, entonces f es cerrada, en particular si f es

una biyeccion, entonces f es un homeomorfismo.

Definicién 1.7. Un espacio topoléogico X se dice localmente compacto si cada

punto x € X tiene una vecindad compacta.

Proposicion 1.15. Un espacio topologico X, Ty, es localmente compacto si y solo

si para cada x € X, existe una vecindad V,, de x, tal que V,, es compacta.

La demostracion del siguiente teorema, se puede ver en [12], Teorema 3.31.

Teorema 1.16. St X es un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto,

entonces X es Tychonoff.

Presentamos ahora una serie de conceptos muy cercanos a la compacidad, el objeto
fundamental es presentar a través de ellos una aplicacion de las reflexiones a
un problema muy antiguo en la teoria de grupos topoldgicos, y es la siguiente
pregunta: ;Cudndo un grupo paratopolégico es un grupo topolégico? En [4] y en
el capitulo 2, seccién 2.4 de [5] se dan una serie de respuestas a esta pregunta, todas
en términos de conceptos relativos a la compacidad, mas adelante daremos una
serie de mejoras a estos resultados. Para estudiar estos conceptos en profundidad
se recomienda estudiar a [12], salvo que aqui al igual que en [4], los espacios en

cuestién, no son considerados Hausdorff.

Definicién 1.8. Una familia U de conjuntos de un espacio X, se dice localmente
finita, si para cada v € X, existe una vecindad de x que intersecta a lo mds una

cantidad finita de elementos de U. Una familia de abiertos no vacios, U de X, se
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dice celular si cada par de elementos distintos de U son disyuntos. La celularidad

de X, notada por ¢(X) se define como
co(X) =sup{| U |: U es una familia celular en X } + N,.
Decimos que X satisface la propiedad de Suslin o es ccc si ¢(X) = Rg.

Definicién 1.9. Un espacio X, se dice

i) Ténuemente compacto, si toda familia localmente finita de abiertos es finita.

it) Secuencialmente compacto, si toda sucesion en X tiene una subsucesion

convergente.
iii) o-compacto si es un unidn numerable de subconjuntos compactos de X .

iv) Numerablemente compacto, si cada cubrimiento abierto numerable de X tie-

ne un subcubrimiento finito.

v) Pseudocompacto, si es Tychonoff y cada funcion continua de valor real de-

finida en X es acotada.

Ahora presentaremos la topologia compacto-abierta, un concepto muy técnico para
este trabajo pero muy tutil para la secciéon 2.6. Todo lo que sigue de esta seccién

puede ser consultado en [31] y [12].

Definicién 1.10. Sean X e Y espacios topoldgicos y denotemos por C(X,Y) el
conjunto de todas las funciones continuas de X en'Y . Dado A compacto en X y U
abierto en'Y, sea S(A,U) = {f € C(X,Y) : f(A) C U}. Los conjuntos S(A,U)
constituyen una subbase para una topologia en C(X,Y') la cual llamaremos topo-

logia compacto-abierta.

Cuando escribamos €(X,Y) quedard por hecho que es C(X,Y) dotado de la

topologia compacto-abierta.
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Definicién 1.11. Dada una funcion f: X x Z — Y, existe una aplicacion

F: 7 — €(X,Y) definida por la ecuacion

(F(2))(x) = f(z,2)

la cual llamaremos aplicacion inducida por f.

Lema 1.17. ( [31]) Si f es continua, F es continua, el reciproco se da si X es

localmente compacto y Hausdorff.

Teorema 1.18. ( [12]) Si p: A — B es una aplicacidn cociente y X es de
Hausdorff localmente compacto, entonces ix X p: X x A — X X B también es

cociente, aqui ix es la aplicacion idéntica sobre X.

Demostracion. Definamos en X x A la siguiente relacién de equivalencia, (x,y) ~
(a,b) siix x p(z,y) = ix x p(a,b). Sea Y el espacio cociente inducido por esta
relacion de equivalencia y m: X x A — Y, la respectiva aplicacién cociente.
Definamos f: Y — X x B por la férmula f(7w(z,y)) = ix X p((a,b)). Por la
forma como f estd definida, es biyectiva y por el Teorema 1.3 tenemos que es
continua. Sean ahora g la inversade f y G: B— €(X,Y)y Q: A — €(X,Y),
las funciones inducidas por g y 7, respectivamente. Para cualquiera € Ay v € X
tenemos que (Q(a))(z) = 7(z,a) y (Gop(a))(x) = g(z,p(a)) = glix X p((x,a))) =
7(x,a), esto prueba que Q = G o p dado que p es cociente y @) es continua, el
Teorema 1.3 garantiza que G es continua, el Lema 1.17 implica que g es continua
y por tanto f es un homeomorfismo, el hecho de que 7 es cociente nos garantiza

que 1x X p es cociente. 0
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1.2. NOCIONES ALGEBRAICO-TOPOLOGI-
CAS

Veremos ahora el comportamiento de aquellos espacios que tienen una estruc-
tura topoldgica y una estructura algebraica que de alguna manera se enlazan.
La relacién entre la estructura algebraica y la topolégica algunas veces produce

resultados inesperados.

1.2.1. GRUPOS Y SEMIGRUPOS CON TOPOLOGIA

Las estructuras algebraicas mas comunes son presentadas en esta seccién: grupos

y semigrupos. Algunos de los resultados pueden ser consultados en [5].

Definicién 1.12. Sea (S,.) un semigrupo, y T una topologia en S. Decimos que S
es un semigrupo semitopologico derecho (resp. izquierdo) si la aplicacionrg: S —
S, (resp. ls: S — S) dada por ry(x) = xs, las cuales llamaremos traslaciones
derechas, (resp. ls(x) = sz, la cual llamaremos traslaciones izquierdas) es continua
para s € S. Si la operacion de semigrupo -: S xS — S, es continua, decimos que
S es un semigrupo topologico. Un semigrupo que es ambos, semitopoldogico derecho
y semiotpologico izquierdo, le llamaremos semigrupo semitopologico. En caso de
que S sea un grupo hablaremos de grupo semitopdlogico en lugar de semigrupo
semitopologico, y de grupo paratopologico en lugar de semigrupo topologico. Un

L es continua lo llamamos

grupo semitopologico en el cual la aplicacion x — x~
grupo cuasitopdlogico. Un grupo paratopdlogico que es cuasitopologico lo llamamos
grupo topologico. Si S tiene elemento neutro le llamaremos monoide en lugar de

SEMIGrupo.

Empezaremos a estudiar la topologia de espacios que tienen un estructura alge-

braica continua.
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Proposicién 1.19. Si G es un grupo semitopoldgico derecho (resp. izquierdo)
entonces las traslaciones derechas (resp. izquierdas) son homeomorfismos.

1

Demostracion. Note que r;* = r,—1, por tanto la inversa de cada traslacién dere-

cha es una traslaciéon derecha, por tanto es un homemorfismo. O

Proposicion 1.20. Si G es un grupo cuasitopologico y e es su neutro, existe una
base local para e, la cual notaremos por N7, tal que V.=V ~' para cada V € N}.
Demostracion. Sea U abierto, que contiene a e, como la aplicacién z — 7! es
h fi Ut bi i dema
un homeomorfismo tenemos que, es un abierto que contiene a e, ademas

V=UNU"'CU. Note que V =V~ es un abierto que contiene a e. O

Proposicién 1.21. Sea G un grupo semitopoldgico izquierdo (resp. derecho), en-
tonces A = ({AU™ : U € N,}. Aqui N, es la coleccion de todas las vecindades

abiertas de e.

Demostracion. Consideraremos sélo el caso en el que G es un grupo semitopoldgico
izquierdo, el caso derecho es andlogo. Probemos primero que A C AU ™! para cada
vecindad abierta del neutro, U. En efecto si € A, dado que zU es una vecindad
abierta de x, entonces U N A # (), luego existe u € U tal que zu = a para algin
a € A, por tanto = au™! € AU™!, por tanto A C ({AU': U € N,}. Para ver
que ({AU! : U € N,} C A, supongamos que x ¢ A, luego existe U € N,, tal
que zU N A = (), se puede ver que z ¢ AU, por tanto x ¢ ({AU': U € N_}.
Esto completa la prueba. O]

El siguiente corolario, prueba que cada grupo semitopoldgico derecho o izquierdo
es un espacio homogéneo, por ende todas las propiedades topoldgicas locales,
(primero numerabilidad, compacidad local, conexidad local, etc.) se estudian en

un solo punto.
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Corolario 1.22. Todo grupo semitopolégico derecho o izquierdo es un espacio

homogéneo.

Demostracion. Sea G un grupo semitopoldgico derecho y a,b € G. La aplica-
cién r,-1;, es un homeomorfismo que aplica a en b. Para grupos semitopoldgicos

izquierdo la prueba es andloga. ]

Proposicion 1.23. Sea U un subconjunto abierto de un grupo semitopoldogico
derecho G (resp. izquierdo). Entonces UA (resp. AU) es abierto para cualquier
subconjunto A de G.

Demostracion. Sea a € A, dado que 1,(U) = Ua es abierto, dado que r, es un

homeomorfismo, entonces UA = |, ., Ua es abierto. O

acA

La prueba de la siguiente proposicion es analoga a la prueba de la Proposicién

1.23.

Proposicion 1.24. Si A es un subconjunto cerrado de un grupo semitopoldgico
derecho G (resp. izquierdo) y B es un subconjunto finito de G, entonces AB (Resp.
BA) es cerrado en G.

Proposicion 1.25. Cada subgrupo abierto de un grupo semitopologico derecho o

1zquierdo, es cerrado.

Demostracion. Sea H un subgrupo abierto de un grupo semitopoldgico G. Note
que G\ H = UMH Hzx el cual es abierto en GG, por Proposicion 1.23, luego H es

cerrado. O

En los grupos semitopolégicos derechos o izquierdos la continuidad de los homo-

morfismos, es garantizada por la continuidad en el elemento neutro.
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Proposicion 1.26. Sea f: G — H, un homomorfismo entre grupos semito-
poldgicos derechos. Entonces f es continuo si y solo si es continuo en el elemento

neutro de (.

Demostracion. Sean eg y ey, los elementos neutros de G y H, respectivamente.
Supongamos que GG es un grupo semitopologico izquierdo, el caso derecho es analo-
go. Supongamos que f es continua en eg y sean x € G, un elemento cualquiera
y y = f(x). Dada un vecindad de y, U,, podemos elegir una vecindad de ey,
digamos V' tal que yV' C U,. La continuidad de f, en eq, nos permite encontrar
una vecindad de eg, U, tal que f(U) C V, luego f(zU) C yf(U) C yV C U,
dado que zV es una vecindad de z, tenemos que f es continua para cada rz € X.

El reciproco es obvio. O

Estudiemos algunos resultados de grupos cocientes.

Dado un grupo GG y un subgrupo H de G, podemos definir la siguiente relacion
de equivalencia en G, x ~ y si y~! € H. La clase de equivalencia del elemento
x de G, es Hx. Si definimos la relacién por, z ~ y si y~ o € H, las clase de
equivalencia de x, serd xH. Al conjunto de todas las clases de equivalencia lo
notaremos por (G/H),, en el primer caso, y por (G/H); el segundo caso. Es de
saberse que G/H tendrd estructura de grupo, de forma que la aplicacién cociente
7 sea un homomorfismo si y solo H es un subgrupo normal de G, es decir que

gH = Hg para cada g € G.

Ahora si H es un subgrupo semitopologico derecho usaremos, el caso en el que
las clases de equivalencia son xH y para el caso izquierdo Hx. Solo probaremos
resultados para el caso derecho, y el caso izquierdo resultara analogo. Si G es un
grupo semitopolégico derecho, y H es un subgrupo de G, dotaremos a G/H de la

topologia cociente inducida por 7.
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Proposicion 1.27. Sea G un grupo semitopologico derecho y H un subgrupo de

G. Entonces

i) m: G — (G/H); es abierta.

ii) (G/H), es Ty si y solo si H es cerrado en G.

iii) (G/H), es discreto si y solo si H es abierto en G.

w) (G/H), es un espacio homogéneo.

Demostracion. Sea G un grupo semitopoldgico derecho.

i)

ii)

iii)

iv)

Sea U abierto en G, luego 7' (7(U)) = UH, el cual es abierto por la Pro-

posicién 1.23.

Supongamos que H es cerrado en G. Note que 7' ({m(Hz)}) = Hzx, el cual
es cerrado por la Proposicién 1.24. Luego cada singulete de (G/H),, es ce-
rrado y la Proposicién 1.7, garantiza que es T7. Reciprocamente supongamos
que (G/H), es Ty. Si e es el elemento neutro de G, como {m(e)} es cerrado

en (G/R),, entonces H = 7~ '({m(e)}) es cerrado en G.

Si H es abierto, entonces la imagen inversa por 7 del singulete { Hx} es Hz,
que es abierto en G, luego (G/H), es discreto. El reciproco es andlogo al

reciproco de i1).

Note que la aplicacién 1, : (G/H), — (G/H),, dada por rq(Hz) = Hxg
es continua y su inversa es rig-1). Ahora la aplicacién rp-1,, es un homeo-

morfismo que aplica a Hx en Hy, completando la prueba.
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Veamos algunos resultados de semigrupos con topologia. En [6], T. Banakh y
A. Ravsky encuentran resultados alrededor de los monoides topoldgicos tales que
las traslaciones = +— axb, son abiertas para cada par de elementos a,b en el
monoide. Obviamente cada grupo paratopoldgico es un monoide topolégico con
traslaciones abiertas, sin embargo existen monoides topolégicos que no son grupos
paratopoldgicos (ver [6]).

Una prueba similar a la de la Proposicién 1.23 nos dice que si S es un semigrupo
topolégico izquierdo (resp. derecho) con traslaciones izquierdas (resp. derecha)
abiertas, entonces si U es abierto y B es cualquier subconjunto de S, tenemos
que BU, (resp UB) es abierto. De esto y de la continuidad de la operacién de

semigrupo tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.28. Sea S un semigrupo y A, B subconjuntos de S. Entonces:

i) Si S es un semigrupo topoldgico entonces A B C AB.

it) Si S es un semigrupo semitopoldgico izquierdo o derecho con traslaciones

izquierdas o derechas abiertas, tenemos que (intA)(intB) C int(ADB).

Definiciéon 1.13. Sea g: X" — X una operacion n-aria en un conjunto X. Una
g-congruencia en X es una relacion de equivalencia R en X tal que si x;,y; € X,
y (zi,y:) € R, para i = 1,2,...,n, entonces (¢(x1, %2, ..., Tn), §(Y1,Y2, -, Yn)) €
R. Cuando no haya peligro de confusion diremos congruencia en lugar de g-

congruencia.

Teorema 1.29. Sea S un monoide semitopdlogico izquierdo (resp derecho), con
traslaciones izquierdas (resp. derechas) abiertas, y R una congruencia en S. En-

tonces la respectiva aplicacion cociente w: S — S/R es abierta.

Demostracion. Sea U abierto en S y veamos que w(U) es abierto en S/R, para

ello basta ver que W = 7= !(m(U)) es abierto en S. En efecto, sea x € W, luego,
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existe u € U tal que (z,u) € R. Dado que la traslacién izquierda [, es continua
y lu(e) = u € U (aqui e es elemento neutro de S), podemos hallar V' abierto
en S, que contiene a e, tal que [, (V) C U, es decir uV C U. Note que zV es
una vecindad de z, ya que las traslaciones izquierdas son abiertas. Veamos que
xV CW. Seat € 2V, luego t = zv, siendo v € V| como R es una congruencia
en S, entonces (zv,uv) € R, es decir 7(t) = m(axv) = w(uwv) € w(uV) C w(U), por
tanto t € W, luego x € £V C W, es decir x es un punto interior de W, como x es

un elemento cualquiera de W, tenemos que W es abierto. O

1.2.2. OTRAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS CON
TOPOLOGIA

Definicién 1.14. Un espacio de Maltsev es un par (X, f) siendo X un espacio
topoldgico y f: X* — X una operacion trinaria continua tal que f(x,x,y) =y
y fly,x,x) = y para cada x,y € X. Diremos que es un Espacio de Maltsev
semitopoldgico derecho (resp. izquierdo)(resp. central) si x — f(a,b, ) (resp. x

f(x,a,b) (resp. si x — f(a,z,b)) es continua para cada a,b en X.

Todo grupo semitopoldgico izquierdo (resp. derecho) es un espacio de Maltsev
izquierdo (resp. derecho). Sin embargo hay espacios de Maltsev que no son gru-
pos, en [36] E. Reznichenko y V. Unspensky construyen ejemplos, mas adelante

presentaremos ejemplos aqui también.

La siguiente proposicién nos dice que una congruencia produce una operaciéon bien

definida en el conjunto cociente.

Proposiciéon 1.30. Sean g: X" — X una operacion n-aria en X y R una g-
congruencia en X. Entonces si m: X — X/R es la aplicacion cociente, existe
una operacion n-aria, gr: (X/R)" — X/R, tal que gr(m(x1), m(22), ..., 7(2,)) =

7(g(x1, T2, .y ).
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El siguiente lema es una clase de primer Teorema de isomorfismo para estructuras

algebraicas mas generales que un grupo.

Lema 1.31. Sean f: X" — X yg: Y™ — Y operaciones n-arias sobre los con-
guntos X eY, respectivamente. Sea ademds ¢: X — Y una funcién sobreyectiva

que respeta las estructuras algebraicas, es decir que satisface la 1gualdad

p(f((@1, 2, 20))) = g(((p(21), p(22), 0 p(20)))-

Entonces existe una f-congruencia sobre X, R, y una biyeccion s: X/R — Y

tal que s(fr(m(21),m(x3), .., w(xn))) = g((0(21), p(22), ., p(2n)).

Demostracion. Defina R sobre X, asi: (z,y) € R si p(z) = ¢(y). Claramente R
es una f-congruencia. Definamos s: X/R — Y, por s(w(x)) = ¢(z), claramente

s es una biyeccién que satisface lo requerido. O

Definicién 1.15. Sean X wun espacio topologico, n € N y f: X" — X, una
operacion n-aria en X . Decimos que f es separadamente continua si la aplicacion
r — f(ay,ag,...,a; 1,2, 041, ...,a,) €s continua para cada i = 1,2,...n y cada

familia ay para k=1,2,..,i— 1,1+ 1,..n.

Proposicién 1.32. Sean X un espacio topologico y f: X" — X una operacion
separadamente continua en X. Si R es una f-congruencia en X, entonces existe
una operacion separadamente continua fr: (X/R)" — X/R tal que el siguiente

diagrama conmuta:

xn—1 _x
(X/R)" 2~ X/R.

AquiT = xXmxXmX...xm, nvees, ym: X — X/R es la respectiva aplicacion
cociente. Ademds si ™ es cociente y f es continua, entonces fr es continua. En

particular si w es abierta y f es continua fr es continua.

29



Demostracion. Si definimos fr((7(x1), m(x2),...,m(x,))) = 7(f((x1, z2, ..., 7)),
dado que R es una f-congruencia, tenemos que fr esta bien definido y hace el
diagrama conmutativo. Ademas del hecho de que 7 es cociente tenemos que f
es separadamente continua. Ahora si 7" es cociente, dado que fr o 7™ = wo f,
tenemos que fr es continua, siempre que f lo sea. Si w es abierta, #” también lo

es y por ende cociente. O]

El Teorema 1.29 y el Lema 1.32 nos dan el siguiente resultado.

Corolario 1.33. 57 S es un monoide topolégico con traslaciones derechas o iz-
quierdas continuas y R es una congruencia en S, entonces S/R es un monoide

semitopologico.

La prueba del siguiente lema aparece en [37], aunque el resultado estd dado para
espacios de Maltsev con operacién separadamente continua, en la prueba solo se

requiere que sea izquierdo o derecho.

Lema 1.34. Sean (X, f) un Espacio de Maltsev derecho o izquierdo y R una

f-congruencia, entonces la aplicacion cociente m: X — X/R es abierta.

Demostracion. Supongamos que (X, f) es un espacio de Maltsev derecho. Sea U
abierto en X, debemos probar que V = {y € X : (z,y) € R para algin = €
7Y (w(U))} es abierto en X. En efecto sea y € V y elijamos x € U tal que
(z,y) € R. Dado que f(z,y,y) = = € U, la continuidad a derecha de f, nos
permite encontrar un abierto U, que contiene a y, tal que f(x,y,2) € U, siempre
que z € U,. Veamos que U, C V, en efecto sea z € U, como (x,y) € R, y R es una
f-congruencia, entonces (f((z,z,z2), f(z,y,2)) € R, es decir (z, f(x,y,2)) € R,
como f(x,y,z) € U, entonces z € V, esto prueba V es abierto. El caso izquierdo

es anélogo. 0
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1.3. NOCIONES CATEGORICAS

Daremos unas definiciones muy bésicas de teoria de categorias. Aunque el concepto
de reflexion es muy categérico los resultados y demostraciones de este trabajo son
todos topoldgicos y algebraicos. Presentamos sélo los conceptos més basicos en
teoria de categorias solo para entender el lenguaje. Las definiciones y resultados

de esta seccion estan contenidos todos en [1] y [33].
Definicién 1.16. Una categoria es una cuddrupla A = (O, hom,id, o) que con-
siste de:

1) Una clase O, cuyos elementos los llamaremos A-objetos.

2) Para cada par de A-objetos (A, B), un conjunto hom(A, B), los cuales los
llamaremos morfismos de A en B. Si f € hom(A, B), lo expresaremos es-

cribiendo f: A — B.

3) Para cada A-objeto, A, un morfismo ida: A — A, llamado la A-identidad
sobre A.

4) Una ley de composicion que asocia a cada par de morfismos f: A — By
g: B— C, un morfismo go f: A — C.
Sugeto a las siguientes condiciones:
a) La composicion es asociativa, es decir si f: A — B, g: B — C y
h: C — D, son morfismos, entonces ho (go f) = (hog)o f.
b) Si f: A— B es un morfismos, entonces foida = f yidgo f=f.
c) hom(A, B), son disyuntos dos a dos.

Definicién 1.17. Una Categoria A, se dice ser una subcategoria de B, si
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i) Los A-objetos estan contenidos en los B-objetos.
it) Para cada A-objeto, ida, es igual a ida, viendo a A como un B-objeto.
iti) Cada morfismo de A es un morfismo en B.

iv) La ley de composicion de B, restringida a A es la ley de composicion en A.

Las categorias que mas nos interesan son las subcategorias de la categoria, T'op,
donde O es la clase de todos los espacios topologicos y para cada par de objetos

espacios topolédgicos X, e Y, hom(X,Y’), consiste de todas las funciones continuas

de X, enY.

Definicién 1.18. Un morfismo f: A — B, es llamado un isomorfismo si existe
un morfismo g: B — A, tal que fog =idg y go f = idy. Tal g es llamado
una inversa de f. Si existe un isomorfismo f: A — B, decimos que A y B son

1s0morficos.

Se puede probar con mucha facilidad que si un morfismo f: A — B, tiene inversa,
ésta es tnica. Debido a esto si f tiene inversa, su inversa serd notada por f~!.
Ademds si f y g tienen inversa, se cumple que (fog) ' =g lof~ty (f) "t =Ff.
Por tanto la relaciéon ser isomorfos, define una relacion de equivalencia en los

objetos de A.

Definicién 1.19. Un morfismo f se dice un epimorfismo, si go f = ko f, implica
g = k, para cada par de morfismos g y k, de forma que las composiciones estén

definidas.

Ahora veremos aplicaciones entre categorias.

Definicién 1.20. Sean A y B categorias. Un funtor F' es una funcion que asigna
a cada objeto de A un objeto de B y a cada morfismo f: A — A, en A, un
morfismo F(f): F(A) — F(A"), que satisface las siguientes propiedades:
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i) F(ida) = idpay, para cada objeto A de A.

it) F(fog)=F(f)oF(g), para cada par de morfismos f,g en A.

Llegamos ahora al concepto de reflexion que es el concepto categérico que més

nos interesa.

Definicién 1.21. Sea A una subcategoria de B. Una A-reflexion (A-epirreflexion)
para un objeto B de B, es un B-morfismo (B-epimorfismo) r: B — A, siendo
A un A-objeto, tal que para cada A-objeto C' y cada B-morfismo, f: B — C,

existe un unico A-morfismo g: A — C, tal que el siguiente diagrama conmuta

B—=A
f g
C.

A es llamada una subcategoria reflexiva (epirrefleriva) de B si cada B-objeto
tiene una A-reflexion (A-epirreflexion).
Como era de esperarse las reflexiones son unicas salvo isomorfismos.

Proposicion 1.35. Las refleziones son esencialmente unicas, es decir:
Siri: B — Ay yre: B — Ay son A-reflexiones para B, entonces existe un

isomorfismo k: Ay — Ag tal que el siguiente diagrama conmuta
B L> Al
T2
As.

33



Demostracion. La existencia de k tal que k o r; = 19, se sigue de la definicion de
reflexion, similarmente existe k: Ay —s A, tal que kory = r,. Ahora (kol;:) ory =
ro = id 4, O T9, por tanto el requerimiento de la unicidad en la definicién garantiza

que (ko l%) = id4,. Analogamente kok= td a,, luego k es un isomorfismo. [
La siguiente proposicién garantiza que las reflexiones se preservan por objetos
isomorfos.

Proposiciéon 1.36. Sir: B — A es una A-reflexion para B y f: A — C es
un isomorfismo, entonces for: B — C es una A-reflexion para B.

Y por tltimo tenemos que las reflexiones son idempotentes.

Proposicion 1.37. Sea B una categoria y A una subcategoria de B. Si B es un
A-objeto, entonces ig: B — B es una A-reflexion de B.

La siguiente proposicion nos dice que cada reflexion define un funtor.

Proposicion 1.38. Sea A una subcategoria reflexiva de B. Para cada B-objeto
B, searg: B — Ap una reflexion. Entonces existe un unico funtor R: B — A,
que satisface:

i) R(B) = Ap para cada B-objeto B.

i1) Para cada B-morfismo f: B — C, el siguiente diagrama conmuta:

B _ C
B rCo
R(f)

Ap——> Ac
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Demostracion. Por definicién, existe un unico gs: Ap — Ac, tal que grorp =
rc o f. Definamos R(f) = gy. Claramente R(idg) = idgp). Ahora si g: C — D

es otro B-morfismo, note que el diagrama
B Lf>- D

B D

AE};%(Q)OR(]?‘XD

es conmutativo, la unicidad, garantiza que R(g o f) = R(g) o R(f). O
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Capitulo 2

REFLEXIONES

En este capitulo presentamos generalidades de las reflexiones, estudiaremos el
comportamiento de las reflexiones sobre estructuras algebraicas. Luego damos

condiciones para que una reflexién sea productiva y respete subespacios.

2.1. EXISTENCIA Y ALGUNAS PROPIEDA-
DES DE LAS REFLEXIONES.

Iniciamos definiendo uno de los conceptos basicos de este trabajo.

Definicién 2.1. Sea C una clase de espacios topologicos. C se llama una clase
PS si es cerrada bajo productos arbitrarios, cerrada por subespacios y contiene al

menos un espacio unipuntual.

El siguiente teorema, el cual aparece en [19] (Teorema 1.2.1), nos indica que todo
espacio topoldgico tiene una epirreflexién en cualquier clase P.S. Mas especifica-
mente nos dice que una subcategoria de los espacios topoldgicos es epirreflexiva si

y sélo si es una clase P.S. Presentamos aqui una prueba muy topolégica.
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Teorema 2.1. Sea C una clase PS, entonces C es una subcategoria epirreflexiva

de Top.

Demostracion. Denote por F la clase de todas las funciones continuas sobreyec-
tivas de un espacio topoldgico X sobre espacios de C. F # (), ya que C tiene al
menos un conjunto unipuntual. Si f: X - Y y g: X — Z estdn en F, decimos
que f y g son equivalentes, f ~ g, si existe un homeomorfismo ©: Y — Z tal que
g =1vo f.Sea k = |X|. Como toda imagen continua de X se puede identificar
como un subconjunto de x, la familia de clases de equivalencia E = F/~ es un
conjunto. Elegimos un representante de cada clase de equivalencia en E y denote

el conjunto resultante por E.

Sea pc,x) = AE: X = [[;cp f(X), el producto diagonal de la familia E. Enton-
ces p(c,x) es una funcién continua de X en el producto II =[], f(X). Observe
que IT € C, por lo tanto p(x,¢)(X) € C. Por la construccién podemos ver que ¢(x c)
es sobreyectiva. Sea C(X) = ¢(x)(X). Afirmamos que (C(X), p(c,x)), satisface la
propiedad universal requerida. Suponga que h: X — Y es una funcién continua
de X en el espacio Y € C, dado que h(X) € C, podemos asumir sin pérdida de
generalidad, que h es sobreyectiva. Por nuestra definicion de E, existe f € F, diga-
mos f: X — Z, tal que f ~ h. Denote por ¢: Z — Y un homeomorfismo tal que
h = o f. Sea ¢ la proyeccién de IT en el factor f(X). Nuestra definicién de f im-
plica que f = mropc x). Porlo tanto, h = o(mropx,c)(X)) = (Yomys)opxc)(X).
Esto completa la prueba de la existencia, para ver la unicidad supongamos que
existen dos funciones g; y g» tales que g10¢(xc) = g20¢(x ¢), el hecho de que ¢(x ¢

es sobreyectiva, garantiza que tiene inversa a derecha, por tanto g; = gs. O

Proposicion 2.2. Sean C y D subcategorias reflexivas de Top tales que D C C,
entonces D(C(X)) y C(D(X)) son homeomorfos a D(X) para cada espacio X .

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién continua con Y € D, existe entonces

g: C(X) — Y tal que g o ¢ x) = f. Ahora podemos hallar k: D(C(X)) —
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D(X) tal que ko ppex)y = g, asi ko pe,x) o ey = f, de la unicidad
tenemos que D(C(X)) es homemorfo a D(X). Ahora como D(X) € C, entonces
C(D(X)) = D(X). O

En lo que sigue, C denotara una clase reflexiva de T'op y (C(X), ¢(c,x)) denotara la
respectiva reflexién. Cuando no haya peligro de confusién escribiremos ¢x, en
lugar de o x). C; denotard la clase de los espacios topologicos que satisfacen el
axioma de separacién T;, para cadai € {0,1,2,3, fh,r,u,t,3.5}. De la Proposicién

1.38 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Sean X e Y espacios topologicos y f una funcion continua de
X en Y. Entonces eziste una tunica funcion continua C(f): C(X) — C(Y) tal

que el siguiente diagrama es conmutativo

x—L .y
(D' PY
c(x) YL ey,

Ademds, si g es una funcion continua de 'Y en un espacio topoldgico Z, entonces
C(go f)=C(g)oC(f), es decir la aplicacion X — C(X) y f — C(f) es un funtor

de la categoria de los espacios topologicos en la subcategoria C.

Hasta el momento solo hemos considerado espacios meramente topoldgicos, ain
no hemos tenido en cuenta el caso en el que X tiene una estructura algebraica
que de alguna manera se relacione con la topologia de X. El siguiente teorema
nos garantiza que si X tiene una estructura algebraica separadamente continua,
entonces ¢ x)(X) también la tiene y ademds ¢px respeta esa estructura, de este
modo damos un resultado unificado a todas las estructuras algebraicas, saliéndo-
nos de los grupos semitopoldgicos, como es tratado en el Teorema 2.3 de [46], y

tomando cualquier estructura algebraica separadamente continua.
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Teorema 2.4. Sean X eY espacios topologicos y x: X XY — X, una operacion

separadamente continua. Entonces existe una unica operacion separadamente con-

tinua xc: pe,x)(X) X pex)(Y) — oex)(X) tal que px(x)*c oy (y) = px(T*y).

Demostracion. Para cada ¢ € Y fijo la aplicacion x +— x % ¢ es continua de X en
X. Por Proposicién 2.3 existe una funcién continua tal que @x(x) — @x(z * ¢).
Andlogamente la aplicacién py (y) — @y (c* y) es continua para cada ¢ € X. Por
tanto la operacion *¢: C(X)xC(Y) — C(X) dada por px(z)*cpy (y) = px(z*y),
estd bien definida, en efecto supongamos que ¢x(z) = px(a) y que ¢y(y) =
@y (), luego por lo ya probado tenemos que px(z xy) = px(a*y) = px(a*xb),

completando la prueba. O]

De este teorema obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces si X es un semigrupo
semitopologico, un monoide, un grupo semitopologico o un grupo cuasitopologico,

entonces asi mismo lo es px(X) y ademds px es un homomorfismo.

Hemos visto que la reflexion sobre un espacio topoldgico esta caracterizada por una
propiedad universal sobre todas las funciones continuas sobre espacios en la clase
reflexiva C en cuestion. Ahora veremos que si el espacio tiene alguna estructura
algebraica separadamente continua (lo que llamaremos Operoide semitopoldgico),

la reflexién estara plenamente caracterizada sobre los homomorfismos continuos.

Lema 2.6. Sea D la clase de todos los operoides semitopoldgicos y C una subcate-
goria epirreflexiva de TOP. Entonces para cada X € D, existe un espacio Co(X)
en C dotado de una operacion separadamente continua A\: Co(X) X Co(X) —
Ca(X), y un homomorfismo continuo Y(xcy: X — Co(X) tal que para todo ho-
momorfismo continuo f: X — Y siendo Y € C, existe un unico homomorfismo

continuo g: Co(X) — Y tal que el siguiente diagrama conmuta
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Pe,x)

X 24X, (X)
f g9
Y.

Demostracion. La prueba es idéntica a la del Teorema 2.1, cambiaremos las fun-

ciones continuas por homomorfismos continuos. ]

Teorema 2.7. Si X es un conjunto con una operacion separadamente continua,

entonces Co(X) es topoldgicamente isomorfo a C(X), para cada clase epirrefleziva

C de Top.

Demostracion. Por Teorema 2.4 C(X) tiene estructura algebraica y ¢(x¢) es un
homomorfismo continuo. Aplicando la propiedad universal dos veces, tenemos
que existen g y ¢, continuas, tales que g o o(xc) = Y(xc) ¥ ¢ ° Y(xc) = P(x.0)-
De aqui que g o g es la aplicacién idéntica y por tanto C,(X) es topolégicamente

isomorfo a C(X). O

Teorema 2.8. Sean X eY espacios topoldogicos, con operaciones x: X x X — X
yo:Y xY — Y, separadamente continuas. Supongamos que f: X — Y es
una funcion continua que respeta tales estructuras algebraicas es decir f(x *xy) =

f(z)o f(y) para cada x,y € X. Entonces C(f) satisface la igualdad C(f)(px(z)*c
ex(y)) = C(f)ex(@)) oc C(f)(px(y)), para todo x,y € X.

Demostracion. Usaremos la Proposicion 2.3 y el Teorema 2.4.
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Sean x,y € X, entonces

C(N)ex(@) *c px(y)) = C(f)(ex(z *y))
= oy (f(z*y))
=y (f(@)o f(y)) (2.1)
= oy (f(@)) oc oy (f(¥))
= C(f)(ex()) oc C(f)(px(y)-

El Teorema 2.8 nos dice que si C' es una subcategoria algebraica de la categoria
de los espacios topoldgicos entonces el funtor dado por la reflexion sobre C aplica

morfismos algebraicos en morfismos algebraicos.

Definicién 2.2. Una clase C' de espacios topoldgicos se dice cerrado por super-
topologias si (X,7) € C' y para cualquier topologia p sobre X que contiene a T,

tenemos que (X, p) € C.

El siguiente teorema nos dice cémo es la topologia de C(X) en algunos casos

especiales.

Teorema 2.9. Sea C una clase PS, entonces @(c x) es una aplicacion cociente

para todo espacio topologico X, si y solo si C es cerrado por supertopologias.

Demostracion. Supongamos que C es cerrado por supertopologias y consideremos
en C(X) la topologia més fina que hace a px continua y llamémosla p, por nuestra
hipétesis (C(X), p) € C ya que p es mas fina que la topologia subyacente de C(X),
como px: X — (C(X), p) es continua, debe existir una funcién continua

f:C(X) — (C(X),p), tal que fopx = ¢x, luego f es la funcion idéntica, asi la
topologia subyacente de C(X) contiene a p, es decir ¢ x es una aplicacién cociente.

Reciprocamente, supongamos que ¢ x) es cociente y veamos que C es cerrado
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por supertopologias. En efecto supongamos que X = (X,7) € C y sea p una
topologia en X que contiene a 7, veamos que, X* = (X, p) € C, para ello basta
ver que C((X, p)) = (X, p). La aplicacion idéntica, ix : X* — X, es continua. Por
las propiedades funtoriales de la reflexién C(ix): C(X*) — C(X) = X, también
es la idéntica. Por tanto px« es inyectiva y por tanto una biyeccion, la cual es
cociente por hipdtesis, la Proposicion 1.4 garantiza que @ x« es un homeomorfismo,

por tanto X* € C. O

Corolario 2.10. 5¢ C es la clase de los espacios topologicos que satisfacen el
axioma de separacion Ty, Ty, Ty, funcionalmente Hausdorff o Urysoh, entonces

©(c,x) es una aplicacion cociente para cada espacio topoldgico X.

Demostracion. Las clases de espacios topoldgicos que satisfacen cada uno de estos

axiomas de separacion es cerrado por supertopologias. O

El siguiente teorema es una mejor versién del Lema 3.9 de [46] que solo es presen-
tado en la categoria de grupos, y del Teorema B de [25], que solo nos dice cuando

©(x,c) €s una biyeccién continua para un espacio topologico X.

Teorema 2.11. Sea C una clase PS que contiene a cada espacio indiscreto, en-
tonces @ x) es una biyeccion continua para cada espacio topologico X. Si ademds
C es cerrada por topologias iniciales, entonces C(X) es X dotado de cierta topo-
logia, y pc,x) es la aplicacion idéntica. Reciprocamente, si (xc) es una biyeccion
continua para cada espacio X, entonces C contiene a cada espacio indiscreto y Si
ademds p(xcy = id, para cada espacio X, entonces C es cerrada por topologias

iniciales.

Demostracion. La demostracién de la primera parte es andloga a la del Lema 3.9
de [46]. Para la segunda parte sea (X,7) un espacio topolégico y Be la familia

de todas las topologfas p sobre X contenidas en 7, tal que (X,p) € C. Bc es
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no vacio ya que contiene al espacio indiscreto X. Sea 7 = \/ p. El Teorema

pEBc
1.2 garantiza que (X,7¢) € C. Sea ahora f: X — Y una aplicacién continua
siendo Y € C. Sea p la topologia inicial sobre X inducida por f, luego p € Be,
y por ende p C 7¢ por tanto f: (X,7¢) — Y es continua. Pero f = f oy,
esto prueba que C(X) = (X,7¢) ¥ ¢ x) = ix, completando la primera parte
de la prueba. Para ver el reciproco, sea X un espacio indiscreto, como ¢ xc)
es una biyeccién continua, tenemos que C(X) también es un espacio indiscreto,
por tanto X = C(X) € C. Finalmente supongamos que ¢xcy = id, para cada
espacio X y sea f: (X,7) — Y una aplicacién continua, tal que Y € C. Veremos
que X; = (X, /) € C. En efecto, como ¢x,; = id, vemos que la topologia de
C(X;) es més gruesa que 7/. La propiedad universal de la proyeccién garantiza
que f: C(Xy) — Y, sigue siendo continua, pero 7/ es la topologia més gruesa en

X que hace a f continua, por tanto 7/ estd contenida en la topologia de C(X}),

por tanto C(Xy) = (X, 7). Esto completa la prueba. O

Dado que la las clases C3 y Cs5 satisfacen las hipdtesis del Teorema 2.11, el si-

guiente corolario resulta inmediato.

Corolario 2.12. Para cada espacio topoldgico X, @, s x) = PCs,x) = ix-

2.2. REFLEXIONES Y AXIOMAS DE SEPA-
RACION.

En esta seccién construiremos algunas reflexiones asociadas a las clases P.S, que
satisfacen los axiomas de separacién Tq, 11, Ty, T3, Funcionalmente Hausdorff,

T55, Regular y Tychonoff.
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2.2.1. La reflexion sobre espacios 1j

Una caracterizacion algo categérica de la reflexién Co(X), fue dada por P. Alexan-
droff en [3], sin embargo aqui presentamos una prueba més detallada y teniendo

en cuenta la clausura.

Proposicion 2.13. Sea X un espacio topoldgico. Definamos en X, la siguiente

relacion x ~y si {x} = {y}. Entonces se cumple que:

i) ~ es una relacion de equivalencia en X.

i) Sim: X — X/R es la respectiva aplicacién cociente, entonces 1 (m(U)) =

U para cada U abierto o cerrado en X. En particular m es abierta y cerrada.

i) Co(X) = X/~ y peox) =

Demostracién. Facilmente obtenemos ). Probaremos que 7 '(7(U)) = U para
cada U abierto en X. Para ello basta ver que 7—!(7(U)) C U, en efecto suponga-
mos que x € 7 H(m(U)), y para llegar a una contradiccién supongamos que x ¢ U.
7(z) = m(u) para algin u € U, como x ¢ U, entonces z ¢ {u} lo que contradice
el supuesto de que 7(z) = 7(u). Ahora sea U es cerrado, si z € 7 (7 (U)), luego
m(x) = m(u) para algin v € U. Si ¢ U, dado que U es cerrado, = ¢ m cC U,
esto contradice el hecho de que 7(z) = 7(u).

Veremos ahora que X/ ~ es un espacio Ty. En efecto supongamos que m(x) # 7(y),
luego {z} # {y}, por tanto = ¢ {y} oy ¢ {x}. Si se da la primera condicién existe
un abierto U que contiene a x y no contiene a y, luego w(U) es un abierto en X/ ~
que contiene a m(x) y no contiene a m(y). Analogamente si y ¢ {z}, entonces po-
demos encontrar una vecindad de 7(y) que no contiene a 7(x). Esto prueba ).
Para ver #i7) consideremos una funcién continua f: X — Y, siendo Y un espacio
Ty, debemos encontrar una funcién continua g: X/ ~— Y tal que gom = f.

Obviamente g debe definirse como g(7(z)) = f(z) para cada x € X. Veamos que
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g esté bien definida, en efecto consideremos que m(z) = 7(y) y supongamos que
f(z) # f(y), luego por ser Y un espacio Ty, sin pérdida de generalidad supongamos
que existe una vecindad abierta de f(x) que no contiene a f(y), la continuidad de
f, nos permite encontrar una vecindad de x que no contiene a y, luego m #+ @
contradiciendo el hecho de que 7(z) = 7(y), por tanto g estd bien definida. Ahora

dada que 7 es cociente y f es continua tenemos que g es continua. O]

Corolario 2.14. Cualquier inversa a la derecha de ¢, x) es continua para cada

espacio topologico X .

Demostracion. Sea f: Co(X) — X una inversa a derecha de ¢(¢, x) y sea U abier-
to en X. Por la prueba de la proposicién anterior f~H(U) = f~ (7=} (x(U))) =
(mo ) Y m(U)) = n(U), el cual es abierto. O

La siguiente proposicion prueba que la reflexién sobre los espacios Ty se puede
obtener solamente sobre las funciones continuas en un espacio especial y que no

es necesario considerar toda la clase Cy.

Proposicién 2.15. Sea X un espacio topoldgico. Entonces o(c,x)(x) # ©(co,x)(¥)

si y solo si existe una funcion continua g: X — S tal que f(x) # f(y).

Demostracion. Si e, x)(x) # ¢co,x)(y), por Proposicién 1.6, podemos encontrar

un funcién continua f: Co(X) — S, tal que f(@ey.x)(x)) # f(@Yco.x)(¥)), si
tomamos g = f o ¢(c,,x), tenemos el resultado. El reciproco es obvio del hecho de

que S es un espacio Tp. n
Por tltimo en esta seccién un lema en relacién con la celularidad, util para apli-
caciones de las reflexiones.

Lema 2.16. Para cada espacio X, se cumple que ¢(X) = ¢(Co(X)).
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Demostracion. Como existe una funcién continua sobreyectiva de X en Cy(X),
tenemos que ¢(Co(X)) < ¢(X). Para ver el reciproco, note que si U es una familia
celular de X, la Proposicién 2.13 ii), garantiza que {¢xc,)(V) : V € U} es
una familia celular de Co(X), por tanto | U |< ¢(Co(X)), asi ¢(X) < ¢(Co(X)),

completando la prueba. O

2.2.2. La reflexién sobre espacios T}

Lema 2.17. Sean X un conjunto e Y un espacio Ty. Entonces toda funcion in-

yectiva de Y en X.of es continua.

Demostracion. Sea f una funcién inyectiva de Y en X,,r. Sea B = {z1, 2, ..., 2, }
un conjunto cerrado en X, , entonces por la inyectividad de f tenemos que f~!(B)
es un subconjunto finito de Yy como Y es T} tenemos que f~'(B) es cerrado en

Y, luego f es continua. m

Al igual que para Cy, veremos que para construir C;(X) no es necesario considerar
todas las funciones continuas de X en los espacios de Cy, sino uno en especial, que

a diferencia de la clase Cy si depende de X.

Teorema 2.18. Sea X un espacio topoldgico, entonces ¢, x)(x) # v, x)(y) si

y solo si existe una funcion continua f: X — Xeop tal que f(z) # f(y).

Demostracion. Si ¢, x)(z) # ¢, x)(y) , entonces existe una funciéon continua
sobreyectiva g: X — Y, con Y € Cy, tal que g(x) # g(y). Por ser g sobreyectiva
existe una inversa por la derecha k: Y — X, la cual por ser inyectiva es
continua por el Lema 2.17. Sea f = k o g, la cual es continua, la inyectividad de
k garantiza que f(z) # f(y). El reciproco es fécil teniendo en cuenta que X.,s es

un espacio 717. ]
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De este teorema obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.19. Sea E = {f : f: X — X,y es continua}. Entonces C;(X) =
(Arerf)(X) y v x) = Aserf

El siguiente lema nos da otra forma de realizar la reflexiéon 7T de un espacio

topologico.

Lema 2.20. ( [11]) Sea X un espacio topoldgico y R la menor relacion de equi-
valencia en X que hace que X/R sea T, entonces X/R = C1(X).

El siguiente teorema generaliza el Teorema 3.4 de [45], el cual estd dado para
grupos semitopologicos y aqui lo presentamos en grupos semitopélogicos derechos
o izquierdos. El Corolario 2.5 no puede ser aplicado aqui ya que en €l se estan

considerando estructuras algebraicas separadamente continuas bilaterales.

Teorema 2.21. Sea G un grupo semitopdlogico derecho (resp. izquierdo), entonces

Ci1(G) = G/H, siendo H el subgrupo cerrado mds pequeno de G.

Demostracion. Sea G un grupo semitopoldgico izquierdo, notemos con ¢ la respec-
tiva aplicacion canoénica de la reflexion. Para cada y € G, la aplicacién continua de
G en G definida por x +— yz, induce una aplicacién continua s,: C1(G) — C1(G),
tal que s,(p(x)) = ¢(yz). Veremos ahora que ¢(e) es un subgrupo de G. Clara-
mente p(e) es no vacio. Sea ahora z,y € ¢(e). Luego ¢(z) = ¢(y), aplicando s,-1

'z € p(e), luego ¢(e) < G.

a ambos lados vemos que p(y~'z) = p(e), es decir y~
Implicitamente hemos probado que ¢(z) = ¢(y) si y sélo si y~lz € ¢(e), por
tanto C1(G) = (G/p(e));. Sea H el subgrupo cerrado més pequenio de G, la
Proposicién 1.27 nos garantiza que (G/H); es Ty, por tanto existe una funcién
continua k: C1(X) — (G/H); tal que k(p(z)) = xH, la cual estd bien defini-
da si p(e) € H. Como ¢(e) es un subgrupo cerrado de G, entonces H C ¢(e),

completando la prueba. O
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A continuacién presentamos un ejemplo que separa la clase de los grupos semito-
pologicos derechos y la clase de los grupos semitopolégicos, ademas damos en él

un un subgrupo cerrado no trivial.

Ejemplo 2.1. Sea X un conjunto no vacio infinito dotado de la topologia TP
definida en el ejemplo 2.6. Sea G el grupo de todas las funciones bieyectivas de de
X dotado de la topologia de la convergencia puntual y de la operacion composicion
de funciones. El Teorema 1.2.3 de [5] garantiza que este es un grupo en el que
las traslaciones izquierdas no son continuas. Sea H el subgrupo de G definido por
H=A{fe€G: f(p) =p}. Claramente H # G, veamos que H es cerrado, en efecto
sea g € H vy supongamos que g(x) = p, como O(x,{p}) es una vecindad de g,

entonces intersecta a H, asi que existe f € H tal que f(x) = p, pero como f € H

es una biyeccion, tenemos que f(p) = p y por tanto x = p, asi g € H.

2.2.3. La reflexién sobre espacios 75

Ya hemos visto que la reflexién sobre los espacios Ty esta concentrada sobre el
espacio de Sierpinsky y la reflexién sobre los espacios T} esta concentrada sobre los
espacios cofinitos, sin embargo no se ha encontrado una forma simple de estudiar la

reflexion sobre los espacios T,. Presentamos algunas consideraciones particulares.

Como hemos visto cualquier grupo cociente de un grupo paratopoldgico es un
grupo paratopoldgico, es decir una operacién de grupo conjuntamente continua,
se refleja de forma conjuntamente continua en un grupo cociente, no ocurre lo

mismo con los semigrupos.

Iniciamos con un concepto técnico, el concepto de ultracerrado.

Definicién 2.3. Sea X un espacio topologico y A cerrado en X. A se dice ul-

tracerrado en X, si dado x ¢ A, x € X, existen abiertos disyuntos U y V' que
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contienen a x y a A, respectivamente.

Lema 2.22. Sea X un espacio topologico y R una relacion de equivalencia en X.
Si X/R es Hausdorff, entonces R es cerrada en X x X y cada clase de equivalencia
de X es ultracerrada. Reciprocamente, si la aplicacion cociente m: X — X/R es

abierta y R es cerrada, entonces X/R es Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que X/R es Ty y veamos que R es cerrada en X x X.
Para llegar a una contradiccién supongamos que existe (z,y) € R tal que (x,7) ¢
R. De aqui que m(z) # 7(y) siendo m: X — X/R, la respectiva aplicacién
cociente. Dado que X /R es T, podemos hallar vecindades disyuntas V() y Vy(y) de
7(x) e w(y), respectivamente. Por la continuidad de 7 podemos hallar vecindades
Ve vy V, de x e y, respectivamente tales que 7(V;) C Vi) v m(Vy) C Vi)
Afirmamos que (V, x V) N R = (). Supongamos que existe (z,y) € (V, x V)N R,
luego existe (z,t) € (V, x V) N R, asi m(2) = 7(t) € Vig) N Vi), las cuales son
disyuntas, por tanto V, x V, N R = (), contradiciendo el hecho de que (z,y) €
R. Veamos que cada clase de equivalencia de X es ultracerrada. Sea y ¢ 7(z),
como X/R es Hausdorff, existen vecindades disyuntas Vi) y Vi) de m(z) e
7(y), respectivamente. La continuidad de 7 nos permiten encontrar vecindades
disyuntas V, y V, de x e y, respectivamente tales que 7(V,) C Vi) v 7(Vy) € Viy)-
Afirmamos que V, N 71 (Vy(p)) = 0. En efecto si t € V, N7 (Vz(s)), entonces
m(t) € m(Vy) N Vaw) € Vi) N Vi) = 0. Note que m(z) € 71 (Vy(y)), esto prueba
que 7(x) es ultracerrado en X para cada =z € X.

Reciprocamente supongamos que R es cerrado en X x X y veamos que X/R es
Ty. Sean 7(x) # m(y) elementos de X/R. Luego (x,y) ¢ R asi, podemos encontrar
vecindades de z e y, V, y V,, respectivamente, tales que (V; x V,) N R = (. Por la
hipétesis, 7(V,) y m(V,) son vecindades de 7(z) y 7(y), respectivamente, ademés

se puede probar que 7(V,) N7w(V,) = 0, esto prueba que X/R es Ts. ]

Corolario 2.23. Sea G un grupo semitopologico derecho o izquierdo, entonces si

G/H es Hausdorff, entonces H es ultracerrado.
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Demostracion. Supongamos que G/ H es Hausdorff, si m: G — H es la respectiva
aplicacién cociente, entonces por Lema 2.22 tenemos que m(e) = H es ultracerrado.

]

Proposicion 2.24. Sea G un grupo cuasitopologico y H un subgrupo de G, en-

tonces si H es ultracerrado H = {HU : U € N*}.

Demostracion. Ya tenemos que H C ({HU : U € N}, veamos la contenencia
inversa. Para ello supongamos que = ¢ H, dado que H es ultracerrado podemos
encontrar U € N7, tal que zU N Vy = 0, siendo Vi un abierto que contiene
H, luego 2U NV = z(U) N Vg = (), por tanto z(U) N H = ). Afirmamos que
x ¢ HU, en efecto, de no ser asf xu™! = h para cierto u € U y h € H. Pero
dado que U es simétrica y la aplicaciéon = — 7! es un homeomorfismo, tenemos
que U-1 = (U)~', por tanto z(U) N H # (), contradiciendo lo supuesto, de donde
¢ ({HU : U € N}, esto completa la prueba. O

La Proposicién 2.24 nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 2.25. Sea G un grupo cuasitopoldgico, entonces Co(G) = G/ H, siendo

H el subgrupo ultracerrado mds pequeno de G.

Demostracion. Como Co(G) es un grupo cuasitpoldgico cociente, tiene la forma
G /K, que por Corolario 2.23, K es ultracerrado y por [41] K = (\{U : U € N,}.
Veamos que es el subgrupo ultracerrado méas pequeno de G, en efecto sea H un
subgrupo ultracerrado de G, por Proposicién 2.24, H = ({HU : U € N*},

claramente H contiene a K, esto completa la prueba. O

La hipétesis de que la aplicacion cociente sea abierta es necesaria en el Lema 2.22,

el siguiente ejemplo lo confirma.
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Ejemplo 2.2. ([13]) Sea S un espacio Hausdorff que no sea Tychonoff y defina-
mos en S la operacion (x,y) — x. S es un semigrupo. Como S no es Tychonoff,
tampoco es mormal, por tanto podemos encontrar dos subconjuntos cerrados A y
B de S, disyuntos tales que cada subconjunto abierto que contiene a A intersecta
a cada subcongunto abierto que contiene a B. Sea R = ASU (A x A)U (B x B).

Se puede probar que R es una congruencia cerrada en S, pero que S/R no es

Hausdorff.

En [46] M. Tkachenko (Teorema 3.4) da una caracterizacién interna de C;(G),
siendo G un grupo semitopoldgico, se prueba que C;(G) = G/K, siendo K el
subgrupo cerrado mas pequeno de G. Ahora daremos una caracterizacion andloga

para Co(X), siendo X un espacio de Maltsev, izquierdo o derecho.

Teorema 2.26. Sea (X, f) un espacio de Maltsev izquierdo o derecho, entonces

Co(X) = X/R, siendo R la f-congruencia cerrada mds pequena de X .

Demostracion. Consideremos la aplicacién cociente m: X — X/R, siendo R la
congruencia cerrada mas pequenia. Dado que ¢, x) es cociente, entonces Co(X) =
X/K, siendo K una f-congruencia en X, la cual es cerrada por Lema 2.22. Ahora,
dado que por Lema 2.22, X/R es T, existe una funcién continua s: Co(X) —
X/R tal que s o ¢, x) = 7. Dado que R C K, podemos hallar una funcién
continua k: X/R — X/K, tal que ko7 = @, x), por tanto s es inversa de k y

asi Co(X) = X/R, como se queria demostrar. O

La prueba del siguiente teorema es andloga a la del Teorema 2.26 si utilizamos el

Teorema 1.29.

Teorema 2.27. Sea S un monoide semitopoldgico izquierdo (resp. derecho) con
traslaciones izquierdas (resp. derechas) abiertas, entonces Co(S) = S/R, siendo R

la congruencia cerrada mas pequena de S.
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El Lema 1.32 y el Teorema 1.29 me dicen que si S es un monoide topoldgico con
traslaciones derechas o izquierdas continuas y R es congruencia en S, entonces S/R
es un monoide topoldgico, es decir la operacién es conjuntamente continua. Un
problema muy antiguo es encontrar condiciones bajo las cuales, dado un semigrupo
topoldgico S y R una congruencia cerrada en S, S/R sigue siendo un semigrupo
topoldgico. Este problema fue abordado por G. Gonzilez y B. Khosravi en [13]
y [26], respectivamente, donde se dan soluciones parciales en términos de la o-
compacidad y compacidad local, aqui se da una solucién parcial asumiendo que

las traslaciones derechas o izquierdas son continuas.
El siguiente resultado es obvio, asi que no presentaremos la demostracion.

Proposicion 2.28. Sea R una relacion de equivalencia cerrada en un espacio

topoldgico X, entonces si A(X) es la diagonal de X, entonces A(X) C R. En

particular si A(X) es una relacion de equivalencia en X, entonces A(X) es la

relacion de equivalencia cerrada mds pequena de X.

Proposicién 2.29. Si X es un espacio topoldgico Ty entonces A(X) es un rela-

cion de equivalencia en X cerrada en X x X.

Demostracion. Para probar que es una relaciéon de equivalencia solo probaremos
que es transitiva, ya que las otras propiedades son obvias. Inicialmente afirmamos
que {z} = {y} si y solo si (x,y) € AX. En efecto, supongamos que (x,y) € AX
pero que m #+ @, asi sin pérdida de generalidad podemos afirmar que existe
una vecindad de x, V,, que no contiene a y. Dada que X es T3 podemos asumir
que y ¢ V., luego existe una vecindad de y, V, tal que V,,NV, = (), por tanto (V,, x
V,)) N A(X) = 0, contradiciendo el hecho de que (z,y) € A(X). Reciprocamente
si (x,y) ¢ AX, existen vecindades V,, V,, de z e y, respectivamente tales que

Ve NV, = 0, luego m #+ @ De esto se tiene que AX es una relacién de

equivalencia. O

93



Teorema 2.30. Sea X un espacio topologico que satisface el axioma de separacion

T3, entonces C,.(X) = X/A(X).

Demostracion. Por Proposicién 2.29, R = A(X) es una relaciéon de equivalencia
en X, sea entonces 7: X — X/ R la respectiva aplicacién cociente. Sea U abierto
en X, probaremos que 7 '(7(U)) = U, solo basta probar que 7! (7(U)) C U.
Para llegar a una contradiccién supongamos lo contrario, es decir que existe x € X
tal que 7(z) = w(u) para cierto u € U, pero que x ¢ U. De aqui se sigue que
(z,u) € A(X). Como u ¢ U¢, el hecho de X satisface el axioma T3 de separa-
cién, nos permite encontrar abiertos disyuntos Ve, v Vi, que contienen a Uy
u, respectivamente. Note que Ve es un abierto que contiene a x, luego Ve x V,,
es una vecindad de (x,u) que no corta a A(x), contradiciendo el hecho de que

(z,u) € A(X), por tanto 7 'x(U) = U. Esto garantiza que 7 es abierta y por

tanto por el Lema 2.22 y el Lema 2.29, tenemos que X/m es T5.

Ahora veamos que Co(X) = X/A(X). En efecto sea f: X — Y una funcién
continua siendo Y un espacio Ty. Definamos ¢: X/A(X) — Y por la férmula,
g(m(x)) = f(x). g estd bien definida, supongamos que 7(x) = m(y), o equiva-
lentemente que (z,y) € A(X) pero que f(z) # f(y). La continuidad de f y el
hecho de que Y es 75, nos permite encontrar vecindades disyuntas V, y V, de
x e y, respectivamente. Luego (V, x V) N A(X) = 0, esto contradice el hecho
de que (z,y) € m, esto prueba que g es bien definida. Por ser m una aplica-
cién cociente y g o™ = f continua garantiza que g es continua, probando asi que

Co(X) = Co(C5(X)) = Co(X) = X/A(X). O

Ejemplo 2.3. Apliquemos el Teorema 2.30 a grupos semitopoldgicos izquierdos
o derechos. Sea G un grupo semitopoldpogico izquierdo que satisface el axioma T3
de separacion, luego por Teorema 2.30 tenemos que C.(G) = G/AG. Si 7 es la
aplicacion cociente y e es el elemento neutro de G, entonces G/AG no es mds
que el grupo cociente G /m(e). Es fdcil probar que w(e) = {e}, lo cual generaliza el

Lema 3.6 de [46] que dice que Reg(G) = G/N, siendo N la clausura del elemento
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neutro de G.

2.2.4. La reflexion sobre espacios 77,

Sea X un espacio topoldgico y definamos en X la siguiente relacién, x ~ y si

f(z) = f(y) para cada funcién continua f: X — I.

Proposicion 2.31. Dado un espacio topologico X, se tiene que:

i) ~ es una relacion de equivalencia y X/ ~ es funcionalmente Hausdorff.

ii) St 7 es la aplicacion cociente de X en X/ ~ entonces Cpp(X) = X/ ~ y

PCpn,X) = T

Demostracion.

i) Féacilmente ~ es de equivalencia. Para ver que X/ ~ es funcionalmente
Hausdorff, tome 7(z) # 7(y), en X/ ~. Luego existe f: X — I tal que
f(z) # f(y), defina g: X/ ~— I por g(w(t)) = f(t), para cada t € X. Por
la definicién de ~ tenemos que g estd bien definida, y ademds g(mw(z)) #

g(m(y)), esto prueba que X/ ~ es funcionalmente Hausdorff.

ii) Si f: X — Y siendo Y € Cy;, es una funcién continua, defina g como en

i), g satisface g o m = f, esto completa la prueba.

2.2.5. La reflexion sobre espacios T}

Exhibiremos dos formas de obtener la reflexiéon de un espacio topoldgico sobre

espacios que satisfacen el axioma de separacién T3. La primera que es indicada
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por el Teorema 2.11 y la otra es presentada por J. Thomas en [43]. Antes damos

la definicién de semirregularizacién de un espacio.

Definicién 2.4. Dado un espacio topoldgico (X, 7). Los conjuntos de la forma
int(U), siendo U un subconjunto de X, constituyen una base para una topologia
en X, la cual llamaremos semirregqularizacion de X y la notaremos por X.. A
los abierto de X, los llamaremos abiertos requlares de X. X se dice casireqular,

cuando X, es T3.

Teorema 2.32. Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces T3 = \[{p : p C
Ty (X, p) es T3} es una topologia Ty sobre X, ademds C3(X) = (X, 3).

Demostracion. Usar los Teoremas 2.11 y 1.2. n

Definicién 2.5. Sean X un espacio topologico y B cerrado en X. Decimos que
B satisface la condicion de reqularidad en X, si dado x € X — B existen abiertos
disyuntos en X U, y Up que contienen a x y B, respectivamente.

Definimos la ultraclausura de A C X, notada por Uclx ry(A) como la interseccion

de todos los cerrados en X que satisfacen la condicion de reqularidad y contienen

a A.

La siguiente proposicion es inmediata.

Proposicién 2.33. Sea (X,7) un espacio topolégico y B C X. Entonces x €
ulc(x+)(B) siy solo si para toda vecindad de x, V;, y toda vecindad de B, Vg se
tiene que V, NV # 0.

Consideremos ahora el operador ulc : 2% — 2% Este operador es un operador
de Kuratosky, por tanto genera una topologia sobre X, mas gruesa que 7, la cual
notaremos por 7. Se puede probar muy facilmente que X es T3 si y solo si 71 = 7.
Definiremos 73, para cualquier ordinal 3, inductivamente asf, 75 = ([, 7a)1-

En [43] J. Thomas probé que existe un ordinal 3, tal que 73 = 7541, por tanto
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debe ser (X, 75) un espacio T3. Ademds (X, 73) es la reflexion sobre los espacios
T3 de X. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, cuando no haya peligro de confusién,

escribiremos Xz en lugar de (X, 75) para cada ordinal f.

Proposicion 2.34. Sean X e Y espacios topologicos y f: X — Y una funcion
continua . Entonces f: Xg — Yp sigue siendo continua para cada ordinal 3,
en particular si Y es un espacio Ty, f: C3(X) — Y, es continua y ademds

f: Xy — Y es continua.

Demostracion. Para ver esto basta probar f(uclix(A)) C ucly,)(f(A)) para
cada A C X. En efecto supongamos que = € f(Ucl(x,7)(A) y que = ¢ ucly,,) f(A).
Seax = f(t) cont € Uclix ) (A). Existe B cerrado en Y, que satisface la condicion
de regularidad tal que x ¢ By f(A) C B. Por la continuidad de f, tenemos que
f7YB) es cerrado en X, que ademds satisface la condicién de regularidad, en
efecto sic € X — f71(B), luego f(c) ¢ B, luego existen vecindades disyuntas Vg y
Vi(e), existe V. abierto en X, con ¢ € V, tal que f(V.) C V() luego f(Vo)NV =0,
por tanto V. N f~1(Vp) = 0, note que f~'(V3) es una vecindad de f~!(B). Esto
prueba que f~1(B) satsiface la condicién de regularidad, ademds t ¢ f~1(B) y
A C f71(B), esto contradice el hecho de que = € ucl(x -)(A). O

Establezcamos relaciones entre X, y Xj.

Proposicién 2.35. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces 11 C T, siendo

Tsr la semirreqularizacon de 7.

Demostracion. Sea U abierto en (X, 1) y x € U. Luego = ¢ U*, el cual es cerrado
en (X, 1), luego existen abiertos disyuntos en (X, 7), V, y W, que contienen a x

y U¢, respectivamente. Asi x € V, C W¢. Por tanto
reV C CZ(X,T)(WC) =WeCU.
Esto prueba que z € int(x ) (clix,-) (V) C U, luego U es abierto en (X, 7). O
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Lema 2.36. X es casi reqular si y solo si Xg = X1 = C3(X).

Demostracion. Supongamos que (X, 7T) es casi regular y veamos que 7, = Tg,
para ello basta probar que 75, C 71. Sea U un abierto regular en (X, 7), luego
U¢ es cerrado regular en (X, 1), por ser (X, 7) casi regular, tenemos que existen
U¢ satisface la condicién de regularizador en (X, 7), luego es cerrado en (X, 7).
Para ver el reciproco note que un espacio es casi regular si y sélo si cada cerrado

regular satisface la condicion de regularidad. O]

El siguiente resultado estd dado en [35] para grupos paratopoldgicos. Ahora lo

damos para monoides topoldgicos con traslaciones abiertas.

Teorema 2.37. Sea S un semigrupo topologico con traslaciones izquierdas o de-
rechas abiertas. Entonces Sy, también es un semigrupo topoldgico, ademds si S es

un monoide, entonces Ss,. es T;.

Demostracion. Supongamos que S es un semigrupo topolégico, sin pérdida de
generalidad supongamos que las traslaciones derechas son abiertas. Sea V,, una
vecindad abierta regular bésica de xy, siendo x,y € S. La continuidad de la opera-
cién garantiza que existen vecindades abiertas V, y V,,, de = e y, respectivamente
tales que V.V, C V,,. La proposicién 1.28 garantiza que intvxintvy C intWy =
Vay, esto prueba que S, es un semigrupo topoldgico. Supongamos que S es un
monoide y sea U, un abierto regular que contiene a z, siendo x un elemento cual-
quiera en S. Si e es el neutro de S, del hecho de que x = ez, existen vecindades
abiertas V, y V. de x y e, respectivamente tales que V.V, C V,. Del hecho de que

las traslaciones izquierdas son abiertas, tenemos lo siguiente

V, CV,Ve = int(V,Ve) Cint(V,Ve) C intU, = U,.

Esto prueba que S, es Ts. O
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La Proposicién 2.35, el Lema 2.36 y el Teorema 2.37, nos llevan al siguiente teo-

rema, que generaliza el dado por Ravsky para grupos paratopoldgicos.

Teorema 2.38. Si S es un monoide topolégico con traslaciones derechas o iz-

quierdas abiertas, entonces C3(S) = S,

Es posible construir monoides topoldgicos (simitopoldgicos derechos o izquierdos)
con traslaciones abiertas, a partir de monoides topolégicos (resp. semitopolégicos

derechos o izquierdos), como lo haremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Sea S un monoide semitopologico ya sea derecho o izquierdo no
necesariamente con traslaciones abiertas. Sea &, el filtro de todas las vecindades
del neutro e. Para cada a € S, sea & = {Va :V € &}. Construyamos en S, la
siguiente topologia, T: U € T si para cada a € U, existe F' C &,, tal que FF C U.
Vemos que (S, T) es un monoide semitopoldgico derecho y ademdas tiene traslacio-
nes derechas abiertas. Si S fuese un monoide topolégico, asi mismo serd (S, T).

Esta construccion anterior es posible aunque S sea un monoide sin topologia, bas-
ta tomar & como una familia de subconjuntos no vacios de S, que satisfaga la

siguientes propiedades:

s S EE,.
» Si By, By € &, existe By € &, tal que B3 C B1 N Bs.

m e

De igual manera T sequird siendo una topologia de monoide semitopologico derecho

para S con traslaciones derechas abiertas.

Al igual que la reflexién sobre espacios Ty (Lema 2.16), la semirregularizacién no

cambia la celularidad.
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Lema 2.39. ¢(X) = ¢(Xs,) para todo espacio X .

Demostracion. Facilmente se obtiene que ¢(X,) < ¢(X). Para ver el reciproco,
sea U una familia celular de X, veamos que R = {intV : V € U} es una familia
celular de X,. En efecto sean V' y W, elementos distintos de U, luego VNW = (),
asi VN W = 0, por tanto intV N W = 0, por tanto intV N W = () y finalmente
intV NintW = 0. Ahora como V C intV para cada V € U, tenemos que los
elementos de R, son no vacios y por ende una familia celular en X, luego se
cumple que | U |=| R |< ¢(X). Como U es una familia celular cualquiera que

X, tenemos que ¢(X) < ¢(X,), completando la prueba. ]

2.2.6. La reflexion sobre espacios 7T,

Construiremos C,.(X) a partir de reflexiones ya conocidas.

Teorema 2.40. Dado un espacio topoldgico tenemos que Co(C3(X)) = C,.(X). En

particular si X es casireqular, tenemos que C.(X) = Co(Xsr).

Demostracion. Dado que ¢(xc,) es abierta y cerrada, entonces la Proposicion
1.10, nos dice que Cy(C3(X)) es T3 y dado que es Tp, entonces por Proposicién
1.11, es T y por ende regular. Sea ahora Y un espacio regular y f: X — Y una
funcién continua. Dado que por el Teorema 2.11 ¢(x¢,) es la aplicacién idéntica
sobre X entonces f: C3(X) — Y es continua, como Y es un espacio Ty, existe
g: Co(C3(X)) — Y, tal que g o p(c,,x) = f, esto prueba que Cy(Cs5(X)) = C(X).

O

El siguiente ejemplo muestra que Cy, no conmuta con Cs.

Ejemplo 2.5. Consideremos el espacio (X, 1,) tratado en el ejemplo 2.6, clara-
mente este espacio es Ty y C3(X) es X dotado de la topologia indiscreta, luego

C5(Co(X)) es un espacio indiscreto, que no es reqular.
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Corolario 2.41. Para cualquier clase PS, C contendida en Cy, y que contenga a

C, se cumple que C(C3(X)) = C.(X).

Demostracion. De la Proposicion 2.2 y el Teorema 2.40 tenemos que C(Cs3(X)) =

C(Co(C5(X))) = C(CH(X)) = Co(X). 0

La Proposicién 2.2 de [44] es un caso particular del siguiente Teorema.

Teorema 2.42. Para cada espacio casiregular X se cumple que ¢(Ci(X)) = ¢(X)
para cada it € {0,1,2,3,u,7}, en particular si X es un grupo paratopolégico, o un

monoide topologico con traslaciones derechas o izquierdas continuas.

Demostracion. Es claro que ¢(C;(X)) < ¢(X) para cada ¢ € {0,1,2,3,r,u}.
Ademés ¢(C,(X)) < ¢(Ci(X)), para cada i € {0,1,2,3,u}, para obtener la igual-
dad deseada, basta ver que ¢(C,(X)) = ¢(X), pero esta igualdad es trivial para los
espacios casiregulares, si aplicamos el Teorema 2.40 y los Lemas 2.16 y 2.39. Para

completar la prueba aplique los Teoremas 2.37 y la Proposicién 1.5 de [35]. O

Las proposiciones 2.4, 2.6, 2.9, 2.11 y 2.12 pueden ser todas escritas para la cate-
goria de monoides topolégicos con traslaciones abiertas, en lugar de la categoria
de grupos paratopologicos, las pruebas en su mayoria son muy parecidas a la del

Teorema 2.42.

Un problema muy antiguo en grupos topoldgicos es encontrar condiciones bajo
las cuales un grupo paratopoldgico es un grupo topoldgico. En [4] y en [5] seccién
2.4 se dan respuestas a esta pregunta. Mostraremos como el estudio de la refle-
xi6én sobre los espacios C, nos permite debilitar las hipdtesis de los resultados ya
conocidos. El Teorema 2.4.1 de [5] (es el mismo Teorema 1.7 de [4]) nos indica
que todo grupo paratopologico regular ténuemente compacto regular es un grupo

topoldgico, aqui debilitaremos la hipotesis de regular por T3.
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La prueba del siguiente lema es parecida a la de los lemas 2.16 y 2.39, por tal

razén no presentamos sus pruebas.
Lema 2.43. Si X es ténuemente compacto asi mismo es Co(X), X y C(X).

Teorema 2.44. Todo grupo paratopologico Ts que sea ténuemente compacto, con-

tablemente compacto o secuencialmente compacto, es un grupo topologico.

Demostracion. Sea G un grupo paratopoldgico ténuemente compacto y T3, luego
por el Corolario 2.41 tenemos que C.(G) = Co(G), el cual es un grupo parato-
poldgico ya que los grupos cociente de grupos paratopolégicos son grupos parato-
poldgicos. Por tanto el Lema 2.43 garantiza que C,.(G) es un grupo paratopolégico
regular ténuemente compacto, que por el Teorema 2.4.1 de [5], Co(G) es un grupo
topoldgico. La Proposicién 2.13 parte i) nos dice que la topologia de G coincide
con la topologfa inicial inducida por ¢, ), €l cual es un homomorfismo segin
el Teorema 2.4. Segun el Ejercicio 1.32 de [15], tenemos que G es un grupo to-
poldgico. La prueba para los casos secuencialmente compacto y contablemente

compacto es andloga si tomamos el Problema 2.4.A y el Corolario 2.4.4 de [5]. O

2.2.7. La reflexién sobre espacios T3 ;

A diferencia de la reflexiéon T3 solo necesitamos las funciones continuas sobre [

para obtener la reflexion sobre los espacios que satisfacen el axioma de separacién

T35.

Proposicion 2.45. Sea X un espacio topoldgico y Xy la familia de todas las fun-

ciones continuas de X en I = [0,1]. Notemos con 135 la topologia inicial inducida

por X1 sobre X y T(X) = (X, 735). Entonces C35(X) =T(X) y p(x,cs5) = idx-

Demostracion. Primero veamos que T'(X) es T35. En efecto sean B cerrado en

T(X)y z ¢ B, luego existen Vi, V5, ...,V abiertos en I y funciones continuas
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fi: X — I, i=1,2,..,n tales que x € N, f; "(Vi) C B Luego = ¢ f~1(Vy)
para todo ¢ = 1,2,...,n. Dado que [ es T35, existen funciones continuas g; :
G — I tales que g;(z) = 0y g;(f (VF)) C {1}. Sea g : G — I definida por
g(t) = maz{fi(t), fo(t), ..., f(t)}, g es continua. Note que B C |J;_, f; '(Vi), por
tanto si t € B, luego ¢;(t) = 1 para algin i = 1,2,...,n, y por tanto g(t) = 1,
por tanto g(B) C {1}. De la definicién g(z) = 0. Esto prueba que T'(X) es
funcionalmente T3. Sea f: X — Y, una funcién continua donde Y € Cs5, dado
que la topologia de Y es generada por las funciones continuas de Y en I, entonces

f: T(X) — Y sigue siendo continua, esto completa la prueba. O

Proposicién 2.46. Para cada espacio topoldgico X se tiene que C35(X) es Ty-

chonoff si y solo si X es funcionalmente Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que X es funcionalmente Hausdorff, y veamos que
Cs5(X) es Tychonoff, bastard con probar que es funcionalmente Hausdorff. En
efecto sean x # y dos puntos distintos de C35(X), que como conjunto es X. Dado
que X es funcionalmente Hausdorff, podemos hallar una funcién f: X — I, tal
que f(z) # f(y). Sabemos que f: C35(X) — I sigue siendo continua, luego Cs 5
es Tychonoff. Reciprocamente supongamos que C35(X) es Tychonoff, y sea z # y
en X, luego existe una funcién continua f: C35(X) — I tal que f(z) # f(y),

pero f: X — [ sisgue siendo continua, luego X es funcionalmente Hausdorff. [

2.2.8. La reflexion sobre espacios T;

La reflexion sobre C; es estudiada en profundidad en [28].

Proposicion 2.47. Sea C una clase PS contenida en Cy tal que el intervalo

I =10,1] € C, entonces C(C35(X)) = Ci(X).

Demostracion. Veremos primero que si X es T35, entonces Co(X) es T35. En

efecto sea B cerrado en Co(X) y @xco)(x) ¢ B, asi « ¢ go(_; ¢y (B). Por ser X
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T35 podemos hallar 7: X — I, tal que f(z) =0y r(go(_;’co)(B)) C {1}. Por
Corolario 2.14, cualquier inversa a derecha de ¢(x ¢, digamos f: Co(X) — X
es continua. Note que r o f(B) C {1} y r o f(p¢xcy(x)) = 0, esto prueba que
Co(X) es T35. Dado que ser T35 implica ser T3, la Proposicién 1.11 nos dice que
Co(C3.5(X)) es Tychonoff y facilmente se puede probar que es la reflexién sobre los
espacios Tychonoff. Ahora sea C una clase PS contenida en Cy y que contiene a
I. Sea f: X — [ una funcién continua, la Proposicién 2.45, nos permite tomar
funciones continuas de X en I, en lugar de funciones de X en cualquier espacios
Tychonoff. Por la Proposicién 2.45 f: C35(X) — I sigue siendo continua, como
I € C existe un funcién continua g: C(X) — I tal que g o p(x¢) = f, dado que
C(Cs35(X)) =C(Co((C35(X))) =C(Ci(X)) = C(X), esto completa la prueba. [

De las proposiciones 2.46 y 2.47 obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.48. Para cada espacio topoldgico X, se tiene que Cs5(Cpn(X)) =
Crn(Cs5(X)) = Ci(X).

2.3. LA RELEXION DE UN MONOIDE SEMI-
TOPOLOGICO ESPECIAL.

Sea X un espacio topoldgico y sea C'(X, X) el semigrupo de todas las funciones
continuas de X en X. Sean Uy, Us, ..., U, conjuntos abiertos de X y xy, 9, ..., 2,

puntos de X, hagamos

O(x1, 29, .0y, U, Uy, .., Uy) = {f € C(X, X) : tales que f(x;) € Up,i=1,2,...,n}

Esta es una subbase para una topologia, la topologia generada por esta subbase

se le llama convergencia puntual.
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En [5] (Teorema 1.2.3) se demuestra que este es un monoide semitopolédgico con

la operaciéon composicion.

Si X € C, entonces C(X, X) € C ya que este no es mas que un subespacio del
producto XX.

En esta seccién probaremos que Co(C(X, X)) = C(Co(X),Co(X)).

Proposicién 2.49. Sea K: C(X,X) — C(Co(X),Co(X)), tal que f — C(f).
Entonces K es un homomorfismo continuo, para todo espacio topologico X y cada

clase PS, C.

Demostracion. El hecho de que K es un homomorfismo se deduce de la Proposi-
cién 2.3, falta probar la continuidad. Para ello consideremos un abierto subbasico
de C(Co(X),Co(X)), de la forma W = O(px(x),V), con V abierto en C(X). Es
facil probar que K~1(W) = O(z, o (V)), el cual es abierto en C(X, X). Esto

completa la prueba. O

De esta proposicion podemos asegurar que existe un homomorfismo continuo
§: C(C(X, X)) — C(C(X),C(X)) tal que S(pogx.x)(f)) = C(f) para toda f €
C(X, X).

Teorema 2.50. S: Co(C(X, X)) — C(Co(X),Co(X)) es un isomorfismo to-

poldgico.

Demostracion. Veamos que K, como se definié en la Proposicién 2.49, es abierta,
esto probaria que S es abierta. En efecto, note que si W = O(z4, x, ..., T, Uy, Us, ...

es un abierto basico de C'(X, X), entonces

K(W) = O(px(z1), ox(22), ...ox(xn), ox (U1), ox (U2), ...ox(Uy))

el cual es abierto en C(Cy(X),Co(X)).

Por tultimo veamos que S es inyectiva y sobreyectiva. Para la inyectividad su-

pongamos Co(f) = Co(f), pero que woix,x)(f) # vcix,x)(g), asi tenemos que
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m #+ @, y podemos hallar, sin pérdida de generalidad, un abierto de la forma

O(z,U) que contiene a f y no contiene a g, luego {f(x)} # {g(z)} o equivalente-
mente gx (f(2)) # ox(9(x)), que es Co(f)(x(2)) # Colg) (x (z), contradiciendo
el hecho de que Co(f) = Co(g), por tanto S es inyectiva. Para ver la sobreyectivi-
dad sea g € C(Cy(X),Co(X)), por Corolario 2.14, cualquier inversa a la derecha
de px es continua, si k es una inversa a derecha de ¢x, sea f = ko g o px,

f: X — X es continua y ademads Cy(f) = g, esto completa la prueba. O]
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2.4. REFLEXIONES QUE PRESERVAN SUBES-
PACIOS

En esta seccién estudiaremos algunas condiciones bajo las cuales las reflexiones
preservan subestructuras. En [44] M. Tkachenko obtiene muchos resultados acerca
de qué funtores respetan subgrupos en la categoria de grupos semitopolégicos
aqui abordamos el problema de una manera mas general.

Dado un subespacio A de un espacio X, tenemos la funcién inclusion A — X.
Esta induce una funcién g: C(4) — C(X), tal que g(p(c,a)(a) = ¢, x)(a), para
cada a € A. Cuando ¢ es un embebimiento, decimos que la reflexién de X sobre C,
respeta al subespacio A. En caso de C sea una clase epirreflexiva de T'op, entonces
g es un homeomorfismo. En otras palabras decimos que la reflexion sobre C respeta

al subespacio A de X, si C(A) es homeomorfo a un subespacio de X.

Ejemplo 2.6. La reflexion C;, donde i € {1,2,3, fh,r,t} no respeta subespacios

densos, ni abiertos ni cerrados.

Demostracion. Sea X un conjunto y p un punto de X. Definamos en X las si-

guientes topologias

»={UCX :p¢UU{X}
P ={UCX:peUU{D}.

Consideremos un punto z en X, z # p. Dado que no existe una vecindad de p
en (X, 7,) que no contenga a x, entonces debe ser ¢, x)(z) = ¢, x)(p) para i €
{1,2, fh,u,r,t} , es decir ¢, x) es una funcién constante y por tanto C;(X) es un
conjunto unipuntual. Ahora consideremos el subespacio A = X —{p}, obviamente
A es abierto y denso en (X, 7,), ademas discreto, luego C;(A) = Ay ¢, x)(A)

es un conjunto unipuntual, luego C;(A) estd muy lejos de ser homemomorfo a un
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subespacio de C(X).

Para ver Cs, note que no existe la posibilidad de que un cerrado esté contenido en
un abierto distinto de X, luego C3(X) es un espacio indiscreto y C3(A) = A, como
todo subespacio de C(A) es también indiscreto, tenemos que C(A) no puede ser
homeomorfo a ningin subespacio de C(X). Esto prueba lo requerido para el caso
de subespacios abiertos y densos, para ver el caso de subespacios cerrados tome

A de igual manera y el espacio (X, 77). O

Ahora daremos una condicién suficiente para que la reflexién C(X) de un espacio

topologico X, respete subespacios.

Definicién 2.6. Sea X un espacio topologico y C una subclase de Top. Un subcon-
gunto A de X se dice C-abierto si existe un espacio Y € C y una funcion continua
f: X — Y, tal que A = f~Y(U) para un subconjunto abierto U de Y. Para el
caso en el que C = C; para algin i € {0,1,2,3,r, fh,t,u}, escribiremos T;-abierto,
en lugar de C;-abierto. Un subconjunto de X se dice C-cerrado, si su complemento

es C-abierto.

Proposicién 2.51. Sean X un espacio y C una clase reflexiva de Top. Un sub-
conjunto A de X es C- abierto (resp. C-cerrado) si y solo si A = go(_; C)(U), para

cierto U abierto (resp. cerrado)en C(X).

Demostracion. Sea A, C-abierto en X. Sean ademéds Y € C, V abierto en Y

y f: X — Y una funcién continua, tal que f~1(V) = A. Por la propiedad de

reflexion, existe g: C(X) — Y continua, tal que gopxc) = f,ast A= f~H(V) =
-1

Yxe)(9 (V)), tome U = g~(V), esto prueba la necesidad de la condicién, la

suficiencia es obvia. El caso C-cerrado es analogo. ]

El siguiente lema nos garantiza que los Ty-abiertos y los abiertos coinciden.

Lema 2.52. Sea X wun espacio topologico, entonces todo abierto de X es Ty-

abierto.
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Demostracion. Sea U abierto en X y & el espacio de Sierpinsky. Definamos
f: X — Spor f(x) =0siz € Uy f(xr) =1, en caso contrario. Claramen-
te f es continua y f~!({0}) = U, por tanto U es Ty-abierto. O

Definicion 2.7. Sean X un espacio topolégico, A C X y C una subclase de Top.
Decimos que A estd C-embebido en X, si cada C-abierto de A es de la forma UNA,
siendo U C-abierto en X.

El Lema 2.52 nos dice que cada subespacio de un espacio en X esta Cy-embebido.

Se puede probar con mucha facilidad que un subesapacio A, de un espacio X,
estd C-embebido si y solo si todo C-cerrado de A es de la forma B N A, siendo B

C-cerrado en X.

Teorema 2.53. Sean C una clase PS contenida en C;, X un espacio topologico

y A C X. Entonces A estd C-embebido en X siy solo si C(A) = ¢xc)(A).

Demostracion. Consideremos la aplicacién ¢xc) [a: A — px,c)(A). Por la
propiedad de la reflexiéon podemos encontrar una funcién continua g: C(A) —
ox.0)(A) tal que g(pce(r)) = pxc)(X), para cada € A. Supongamos que
cada C—cerrado de A es de la forma D N H siendo D un C-cerrado de X y
veamos que g un homeomorfismo, para ello basta ver que ¢ es inyectiva y abier-
ta. Supongamos que @x,cy(x) = @(x.c)(y) Pero que Yacy(x) # ©ac)(y). Luego
T ¢ go(_ic){(go%c)(y)}). Dado que C C Cy, entonces go(_j7c){(g0(,47¢)(y)}) es C-cerrado
en A y por tanto, tenemos que 80(_14170){(%0(A,C) (y)}) = SD(_)éC)(B) N A, para algun B
cerrado en C(X), de aqui que ¢(x¢)(x) # ¥ (x,c)(y), contradiciendo nuestro supues-
to, por tanto g es inyectiva. Para ver que es abierta sea U abierto en C(A), luego
g(U) = g(gp(Ayc)(go(_Al’c)(U)). Por el Teorema 2.51 ga(_Alm(U) = cp(_)éc)(W) N A para
algin W abierto en C(X), luego g(U) = go(X,c)(cp(_;,C)(W) NA))=WnNexce (4,
por tanto g(U) es abierto en ¢(x ¢)(A), esto completa la primera parte de la prue-

ba.
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Reciprocamente supongamos que ¢ es un homeomorfismo y sea W cerrado en
C(A), por ser g un homeomorfismo k(W) es cerrado en ¢(x¢)(A), luego existe
U cerrado en C(X) tal que g(W) = U Nx,c)(A). Es facil ver que go(_j’c)(W) =
ga(_; o) (U)NA. Esto tltimo junto con la Proposicién 2.51 prueba que todo C-cerrado

de A tiene la forma requerida. m

El siguiente teorema, que generaliza de manera total la Proposicién 3.11 de [45],
en la que M. Tkachenko prueba que la reflexién sobre los espacios T respeta

subgrupos arbitrarios.

Teorema 2.54. Para cualquier subespacio A de un espacio topoldgico X tenemos
que Co(A) = p(x,co)(A), es decir la reflexion sobre los espacios que satisfacen el

axioma de separacion Ty respeta subespacios arbitrarios.

Demostracion. Sea g como en la prueba del Teorema 2.53, poniendo Cy, en lugar de
C, veremos que g es inyectiva. En efecto, supongamos que ¢ ¢, 4)() 7 ©(co,4)(y),
con x,y € A. Por Proposicién 2.15 podemos encontrar f: A — S, tal que
0= f(z) # f(y) = 1. Como f~1({0}) es Ty-abierto en X y cada subespacio de
X estd Co-embebido, podemos hallar F': X — S continua, tal que f~'({0}) =
F~1({0}) N A, por tanto F(x) # F(y), asi ¢(co,x) (%) # @(co,x)(y), esto prueba la
inyectividad de ¢. La prueba de que g es abierta es igual a la del Teorema 2.53,

ya que A esta Cp-embebido. m

Lema 2.55. Sean X un espacio topologico, A un subespacio de X y C una cla-
se PS. Supongamos que para cada funcion f: A — Y, siendo Y € C, existe
F: X —Z conZecCyY CZ, tal que F |a= f. Entonces C(A) = p(xc)(A).

Demostracion. Sea B un subespacio C-cerrado en A, luego existe f: A — Y, con
Y € C, tal que A = f~1(C), para algin C cerrado en Y. Por hipétesis podemos

encontrar una funcién continua F': X — Z, con Y C Z tal que F' |4= f. Dado
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que B = F71(C)N Ay como F~}(C) es C-cerrado en X, entonces A estd C-
embebido en X. Sea g como en la prueba del Teorema 2.53, veamos que g es
inyectiva. En efecto, supongamos que ¢(ac)(x) # pa,c)(y), para x,y € A. Existe,
por hipdtesis F': X — Y, conY € C(A), tal que F' |4= f, por tanto F(z) # F(y)
y ast p(x.c) () # @ix,c)(y), esto prueba que g es inyectiva. Probar que g es abierta
es igual a la prueba del Teorema 2.53, dado que A estd C-embebido en X. O]

Proposiciéon 2.56. Sean X un espacio topoldgico y C una clase PS. Todo retracto

de X estd C-embebido.

Demostracion. Sea r: X — A una retraccién siendo A C X. Sea f: A — Y,
con Y € C una funcién continua. Sea F' = f or, note que F |4= f, luego por

Lema 2.55, A esta C-embebido. O

La Proposicién 2.56 y el Lema 2.55 nos llevan al siguiente teorema.

Teorema 2.57. Si A es un retracto de un espacio X, entonces C(A) = p(x,c)(A)

para toda clase PS, C.

Proposicion 2.58. Cada subespacio abierto y cerrado de un espacio X es un

retracto.

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto y cerrado de un espacio X. Si
A = X, es obviamente un retracto, en caso contrario se y € X \ A, y defina-
mos f: X — Apor f(r) =zsiz € Ay f(x) =y en caso contrario. f es una

retracciéon de X. ]

Corolario 2.59. Si A es un subespacio abierto y cerrado de un espacio X, en-

tonces C(A) = ¢(x.¢)(A) para toda clase PS, C.

En un grupo semitopolédgico derecho o izquierdo, cada subgrupo abierto es cerrado,

Proposicién 1.25, y por tanto un retracto, esto nos lleva al siguiente corolario.
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Corolario 2.60. S7 H es un subgrupo abierto de un grupo semitopologico izquierdo

o derecho G, entonces C(H) = ¢cc)(H) para toda clase PS, C.

Es muy fécil construir retractos. Dada una familia de espacios topolégicos, { X }ier,
si tomamos la suma de estos espacios @,.; X; (Ver [12] seccién 2.2). En términos
categdricos la suma de espacios constituye un coproducto en Top ( [33] Ejem-
plo 0.2.11). Usaremos este concepto para obtener un resultado en relacién con la

conexidad.

Lema 2.61. Sean X = EBZ.GI
D, C(X;) € C. Entonces C(X) = D,.; C(Xi) v ve,x) = Dicr Pie.xi)-

X;, y C una subcategoria reflexiva de Top, tal que

Demostracion. Sea f: X — Y, una funcién continua, donde Y € C. Pongamos
como f; la restriccion de f a X;. Asi que podemos hallar una funcién continua
gi: C(X;) — Y, tal que g o ¢ex,) = fi. Pongamos v = @, ; ¢c.x,), luego

v: X — P,;C(X;) es continua. Si tomamos g de @,.;C(X;) en Y, definida
por g(z) = g;(z) siz € C(X;), tenemos que g es continua y satisface que goy = f.

Dado que por nuestro supuesto ,.; ¢ (x,c)(X;) € C, completamos la prueba. [

El Lema 2.61, nos dice que si A es un subespacio abierto y cerrado de un espacio
X, entonces C(A) es homeomorfo a un subespacio de C(X), luego el Corolario 2.59
es valido para aquellas subcategorias C de Top, cerradas por coproductos finitos.
Sin embargo extender los otros resultados en los que se respeta subespacios para
clases PSS, a subcategorias reflexivas de T'op mas generales, no es tan facil. La

sobreyectividad del morfismo candnico juega un papel fundamental en las pruebas.
Del Lema 2.61 obtenemos los dos siguientes corolarios.

Corolario 2.62. Cualquier subcategoria reflexiva C de Top, cerrada por coproduc-
tos en Cy, contiene todos los espacios discretos. Ademds para cada espacio discreto

Y, existe un espacio X tal que C(X) =Y.
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Demostracion. Probaremos la segunda parte del corolario y la primera parte que-
dard implicita en la prueba. Para cada y € Y, sea X, un espacio indiscreto y
hagamos X = @,y X, - Dado que C C Cy tenemos que C(X,) es un espacio

unipuntual digamos y. Por el Lema 2.61 tenemos que C(X) = D, {y} y este

ultimo es homeomorfo al espacio discreto Y. O

Dado que cada clase C;, donde i € {0,1,2,3,3.5,u, fh,t} son cerradas por copro-
ductos (Teorema 2.2.7 [12]), podemos decir que el siguiente corolario tiene mucho
mas alcance que la Proposicién 2.7 de [44]. Por otro lado el Corolario 3.6.5 de [12],
nos da garantias de que un espacio Tychonoff X, es disconexo si y sélo si su com-
pactacion de Stone Cu’ech7 B(X), es disconexo, esto también es un caso particular
de nuestro proximo corolario, ya que la suma topoldgica de una cantidad finita de

espacios compactos y Hausdorff, es compacto y Hausdorff.

Corolario 2.63. Sea C una clase reflexiva de Top cerrada por coproductos finitos.
Entonces si X es un espacio disconezxo, C(X) es disconexo. El reciproco se da si

©e,x)(X) es denso en C(X).

Demostracion. Si X es disconexo, se puede expresar como X = A @ B, para
algunos espacios Ay B. El Lema 2.61 nos dice que C(X) es disconexo. El reciproco
surge de los hechos de que la imagen directa y continua de un espacio conexo es

conexo y que la clausura preserva conexidad. O

Ahora probaremos que los subespacios T-cerrados satisfacen la hipétesis del Teo-
rema 2.53, por tanto la reflexién sobre los espacios T, respeta subespacios T;-

cerrados.

Proposicion 2.64. Sea A un subconjunto de un espacio topoldgico X. Entonces
A es Th—cerrado siy solo si A = f~'(a) siendo a un punto de X y f: X — Xoof

una funcion continua.
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Demostracién. Sea A un subconjunto Ty —cerrado de X, luego A = f~!(B) siendo
Y un espacio topolégico Ty, f: X — Y continua sobreyectiva y B cerrado en Y.
Sea M = (Y — B)U{ag}, siendo ap un punto que no esta en M,y g: X — M¢
definida por g(z) = ap si * € By g(x) = f(x) en caso contrario. g es continua y
sobreyectiva, luego su inversa a derecha k: M.,y — X, €s continua e inyectiva.
Note que (ko g) ' (k(ap)) = g (k™ 'k(ay)) = g '(a) = B. Esto prueba una

implicacion, la otra es obvia. O

Lema 2.65. Sea A un subespacio Ti-cerrado de un espacio X. Entonces cada

subconjunto Ti-cerrado de A, es de la forma U N A, siendo U T1—cerrado en X.

Demostracion. De la Proposicién 2.64 A = f~1({a}), siendo f: X — X,,; una
funcién continua y @ € X. Sea V un Tj-cerrado de A, V = g~ '({b}), con b € A
y f: A — A,y una funcién continua. Sea Y = A Ll X, la unién disyunta de
Ay X. Definamos G: X — Y., por G(z) = g(z),siz € Ay G(z) = f(x)
en caso contrario. G, es continua y ademds G |a= g, por tanto V = g '({b}) =

ANG({b}), como se querfa probar. O

El Teorema 2.53 y el Lema 2.65 nos garantizan el siguiente resultado.

Teorema 2.66. La reflexion sobre los espacio que satisfacen el arioma de sepa-

racion 11, respeta subespacios T -cerrados.

Ejemplo 2.7. En un grupo semitopoldgico derecho o izquierdo, G, cada subgrupo
cerrado es T1-cerrado, en efecto, si H es un subgrupo cerrado de G, entonces
G/H es un espacio Ty, y ademds H = n~'({n(eq}), siendo eq, el neutro de G y
m: G — G/H, la aplicacion cociente. Por tanto la reflexion sobre espacios Th,
respeta subgrupos cerrados en la categoria de grupos semitopoldgicos derechos o

1zquierdos.

Ejemplo 2.8. Sea X un espacio. FEs bien sabido que las componentes conexas

(conjuntos conexos mazximales) de X inducen una particion en X y por tanto una
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relacion de equivalencia dada asi: x ~ y si x ey estin en la misma componente
conezxa. Consideremos el espacio cociente X/ ~ y la respectiva aplicacion cociente
m: X — X/ ~. Dado que cada componente conexa es cerrada tenemos que
X/ ~ es Ty y ademds 7 (n(C)) = C, para cada componente conera de X. Por
tanto cada componente conexa de X es Ti-cerrado, el Teorema 2.66 nos dice que
la reflexion sobre espacios Ty, respeta subespacios conexos maximales en cualquier

espacio topologico X .

La prueba del siguiente teorema es analoga a la del Teorema 2.66.

Teorema 2.67. La reflexion sobre los espacio que satisfacen el arioma de sepa-

racion 11, respeta subespacios T -abiertos.

Finalmente caracterizamos aquellos subgrupos que son respetados por la reflexién

sobre espacios 17 y T5.

Corolario 2.68. Sean G un grupo semitopologico y H un subgrupo de G. Si
C(H) = e (H), entonces kerypcy = kerpg,e) N H.

Demostracion. Sea g como en la prueba del Teorema 2.53. La inyectividad de g

garantiza el resultado. [

Lema 2.69. Sean H un subgrupo de un grupo semitopélogico Gy C una clase PS
cerrada por supertopologias contenidas en Ci. Entonces kerocy = kerpae), st

y solo si C(H) = pce)(H).

Demostracién. Un C-abierto de H es de la forma U ker ¢ ), siendo G semi-
topdlogico, y U abierto en H. U = W N H, siendo W abierto en G. Se pue-
de probar que Uker ey = Wkerpgey N H. Note que Wker o) es un C-
abierto en G, por el Teorema 2.53 se tiene que C(H) = ¢(q¢)(H). Reciprocamen-
te si C(H) = pe)(H) = H/kerpc), entonces H/kerp ey es un subgrupo de

5



C(G) = G/keryc), luego H contiene al ker ), y por Corolario 2.68, se tiene

que kerya ey = keroac)- O

Teorema 2.70. Sea H un subgrupo de un grupo semitopolégico G. Entonces

Yy (H) = Co(H) siy solo si H contiene [y, V.

Demostracién. De [41], [27] y [32], sabemos que Co(G) = G/ ey, V., para cada
grupo semitopoldgico GG, luego
kerom e,y = m{ClH(W) : W es una vecindad del neutro en H} = H N ﬂ V,

VeN.

luego kery(mc,) = kerya,c,) sty solo si H contiene a [\, <y V. O

El Corolario 2.25 y el Teorema 2.70 nos dan el siguiente corolario.

Corolario 2.71. La reflexion sobre espacios Ty respeta subgrupos ultracerrados

en la categoria de grupos cuasitopologicos.

En [45], Lema 3.7, M. Tkachenko demostré que la Reflexién sobre los espacios T}
preserva subgrupos cerrados en la categoria de grupos semitopolégicos, aqui damos
una caracterizacion de aquellos subgrupos en los cuales se respeta la reflexién sobre

espacios T7.

Teorema 2.72. Sean G un grupo semitopologico y H un subgrupo de G. Entonces

Ci(H) = pen(H) siy solo si H contiene un subgrupo cerrado de G.

Demostracion. Sean G un grupo semitopolégico y K un subgrupo cerrado de GG
y H un subgrupo de G' que contiene a K, K = H N K implica que K es cerrado
en H. Consideremos la aplicacién cociente m: H — H/K, este tltimo es T} por
ser K cerrado, ademds H = 7 !(K), es decir H es Tj-cerrado y por tanto por
Teorema 2.66 tenemos que Ci(H) = ¢.c,)(H).

Reciprocamente si C1(H) = ¢(gc,)(H) por Lema 2.69 tenemos que kerymc,) =

kero(mc,) asi H contiene un subgrupo cerrado de G. [
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Pero existen subespacios en grupos que se respetan por la reflexion sobre espacios

T,.

Teorema 2.73. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo semitopolégico derecho

(resp. izquierdo) G. Entonces

i) siU es abierto entonces Cy(UH) = g e (UH) (resp. C(HU) = pce)(HU)).
i) Si B es finito Ci(HB) = ¢(c,c,)(HDB).

i11) Si G es un grupo semitopoldgico abeliano, H es un subgrupo cerrado de G y

K es un subgrupo arbitrario, entonces Ci(HK) = o) (HK).

Demostracion. Sea G un grupo semitopolégico derecho y H un subgrupo ce-
rrado de G. Si m: G — (G/H), es la respectiva aplicacién cociente, note que
ar Y (UH) = UH, por tanto UH es Tj-abierto, por Teorema 2.67 se tiene el re-
sultado. Andlogamente se prueba ii). Para ver iii), note que HK es un subgrupo

de G que contiene al subgrupo cerrado H. O

El Lema 4 de [30] garantiza que la semirregularizacién de un espacio topolégico
X respeta subespacios abiertos y densos, por tanto, el Teorema 2.38 nos lleva al

siguiente teorema.

Teorema 2.74. La reflexion sobre espacios Ty respeta subespacios abiertos o den-
sos en la categoria de monoides topoldgicos con traslaciones izquierdas o derechas

abiertas.

2.5. COINCIDENCIA DE REFLEXIONES

En [11] se plantea el problema de caracterizar los espacios X que satisfacen la

propiedad C;(X) € Cj, cuando C; y Cy son clases PS que satisfacen C; C C;.
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Aqui se estudia las condiciones bajo las cuales Co(X) = C1(X) y Co(X) = C(X) y
ademds se da una condicién suficiente para que un para que C;(X) = C,(X) y se
plantea como problema (Problema 1.6) caracterizar los espacios X que satisfacen
esta igualdad. Damos una respuesta a tal problema, en términos del concepto de

conjunto C-cerrado.

Definicién 2.8. Un subconjunto A de un espacio X se dice reqgularmente separa-

do, si para cada x € X, tal que x ¢ A, existe una funcion continua f: X — 1,

tal que f(A) € {1} y f(x) = 0.

Teorema 2.75. Sea X un espacio topologico y C una clase PS que contiene a
Co. Entonces C(X) = C(X) si y solo si cada C-cerrado de X es reqularmente

separado.

Demostracion. Supongamos que C(X) = Ci(X), y sea B = @(;70)(A) siendo A
cerrado en C(X) y « ¢ B, luego ¢(xc)(x) ¢ A, como C(X) es Tychonoff, podemos
hallar una funcién f: C(X) — I tal que f(pxc)(z)) =0y floxe)(A4)) € {1}.
Sea g = f o pxc), luego g(z) = 0y g(A) C {1}, es decir A es regularmente
separado. Reciprocamente sea B cerrado en C(X) y ¢(z) ¢ B, luego ¢ !(B)
es C—cerrado en X, podemos entonces hallar una funcion f: X — I tal que
flz) =0y f(¢()§7c)(B)) C {1}, como I € C, entonces existe g: C(X) — I tal
que go@xcy = f, luego g(B) C {1} y g(¢(x)) = 0, es decir C(X) es Tychonoff y
C(X) =Ci(X). O

En un espacio T35, cada cerrado es obviamente regularmente separado. El Co-
rolario 4 de [6], garantiza que lo mismo ocurre para monoides topoldgicos con

traslaciones abiertas.

Definicién 2.9. Un espacio X se dice simétrico si para cada x,y € X se cumple

que z € {y} implica y € {z}.
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El siguiente Teorema es ya conocido.

Teorema 2.76. Sea X un espacio topoldgico, entonces Co(X) = C1(X) si y solo

st X es simétrico.

Demostracion. Supongamos que Co(X) = Ci(X) y sea € X, luego ¢(x ¢y ()
es cerrado en X, por la la Proposicién 2.13 sabemos que ¢x ¢, (x) C m, pero
dado que @x ¢, () es cerrado, tenemos que p(x cy) () = m, por tanto siy € m,
tenemos que {y} = {2}, es decir X es simétrico. Reciprocamente si X es simétrico
tenemos que p(x.cy () = {z},, luego Co(X) es Ty, por la Proposicién 2.2 tenemos

que C1(X) = C1(Co(X)) = Co(X), completando la prueba. O

Lema 2.77. Todo espacio de Maltsev semitopologico central es simétrico.

Demostracion. Sea (X, f) un espacio de Maltsev semitopldgico central, y z,y € X.
Supongamos que y € m y veamos que x € {_y}, para ello basta probar que
toda vecindad de = contiene a y. Sea V, una vecindad de x, como f(y,y,x) = =,
entonces existe una vecindad de y, V, tal que f(y, z, z) € V,, siempre que z esté en
Vy. Como y € m, entonces © € V,, luego y = f(y,z,z) € V,, esto completa la

prueba. O
Del Teorema 2.76 y el Lema 2.77 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.78. Si X es un espacio de Maltsev semitopoldgico en el centro, tene-
mos que Co(X) = C1(X).

Dado que todo grupo cuasitopolégico es un espacio de Maltsev central, entonces
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.79. Si G es un grupo cuasitopolégico entonces Co(G) = C1(G).
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Dado que la reflexion sobre espacios Ty respeta subespacios arbitrarios, tenemos
)

que un espacio simétrico la reflexién sobre espacios T} respeta subespacios arbi-

trarios.

El Teorema 2.40 y el Corolario 2.41 nos dan el siguiente resultado.

Corolario 2.80. Todo espacio T3 es simétrico.

En realidad el Lema 3.6 de [46] no solo es vélido para espacios T3, sino para

cualquier grupo semitopoldgico simétrico.

2.6. REFLEXIONES QUE PRESERVAN PRO-
DUCTOS.

En esta seccién comentaremos condiciones bajo las cuales una reflexién preserva
productos. Aunque no es facil construir contraejemplos, no todas las reflexiones
sobre clases PS respetan productos en espacios arbitrarios.

Sean {X };c; una familia espacios en una subclase D de Top cerrada por produc-
tos y C una subcategoria reflexiva de D, la aplicacion [[..; oc.x,): [Lie; Xi —
[L;c; C(X;) es continua, y si cada ¢ x,) es abierta, entonces [ [, ; ¢(c,x,) serd tam-
bién abierta.

Sea X = [[;c; Xi, podemos hallar k: C(X) — [[;c; C(X;) tal que ko @ixcy =

Definicién 2.10. Decimos que la reflexion sobre C respeta el producto [],.; Xi,

cuando k es un isomorfismo.

Lema 2.81. k [, ., (X): pxe)(X) — [lic; pxie)(Xi) es sobreyectiva y uno

a uno.
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Demostracion. Supongamos que ¢(x.c)(Zi)icr # @(x,0)(Yi)ier, donde z;,y; € X,
para cada i € I, pero que (¢(x,c)(%i))icr = (P(x..0)(¥:))icr- Por el principio de
la buena ordenaciéon I puede ser bien ordenado y sea ig su primer elemento.

Existe una funcién continua h: [[,.; X; — Y siendo Y € C tal que h((z;)icr) #

i€l
h((yi)er). Definamos h;,: X;, — Y por h; (z) = h(x X (2;)iz,), claramente h;,
es continua, y por nuestro supuesto debe ser h;,(zo) = hi,(yo), es decir h(z;, X
(2:)isio) = h(Yiy X (€:)isi,). Supongamos, como hipétesis de induccién transfinita,
que h((z:)icg X (x:)i>p) = h((Yi)izp X (:)i>p) v definamos hg: Xz — Y, por
hg(x) = h((x;)icp X T X (2;)i>p). Por el supuesto hg(xz) = hs(ys) luego, haciendo
uso de la hipdtesis de induccién, tenemos que h((y;)i<pX x5 X (2;)i>5) = h((2;)i<p X
xg X (x;)i>p) = h((x:)icp X yg X (;)i>p), esto prueba que la igualdad h((z;)i<p ¥
(x:)isp) = h((yi)i<p X (x:)i>p), luego por el principio de induccién transfinita
tenemos que h((z;)icr) = h((yi)er), contradiciendo lo supuesto, por tanto k es

inyectiva. La sobreyectividad es obvia. O

Teorema 2.82. Sean {X}ier una familia de espacios topoldgicos y C una clase

epirreflexiva de Top. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Z) C(Hie[ X%) = HieIC(Xi)-

it) Para cada U, C-abierto de [[,.; Xi, v (zi)icr € U eziste una cantidad finita

iel
de indices 11,19, ..., 1, en I, y un C-abierto, U; en X;, que contiene a x; para

cada i = i1,z ..., in, tal que (z;)ier € [1i—y Ui ¥ H#il,i%”in X, CU.

Demostracion. Sea k como en el Lema 2.81, supongamos que se cumple (ii) y vea-
mos que k es un homeomorfismo, para ello basta probar que es abierta. En efecto

sea U abierto en X = [[._; Xj, siendo X =[]

iel iel X;. Luego QD(_);C)(U) es C-abierto
en X. Note que k(U) = (I];c; @(Xi’c)(go(_)%’c)(U)). Sea (¢(x,,0)(%i))ier un punto de

k(U), luego (x;)icr € go(’;’c)(U), el cual es C-abierto en X. Por hip6tesis podemos

encontrar un abierto, U;, en C(X;) para cada i = i;,1s, ..., i,, tal que (x;);e; €
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[T ‘P(—)%,Q,C)Uk X Hi;ﬁil,ig,...,in Xi € 90(_)%,0)((]% es decir (p(x; 0)(2i))ier € [T Uy, %
[limy X Tl ..., Px00) © K(U), luego k(U) es abierto en [ [;c; C(X;). En reali-

dad se ha probado la equivalencia. O

Teorema 2.83. 57 C C (s, es una clase epirreflexiva de Top, entonces la reflexion

sobre C respeta productos en la categoria de los espacios compactos.

Demostracion. Sea k como en el Lema 2.81. Sea {X;};c; una familia de espacios
compactos, luego C([[,c; X;) es compacto y [],.; C(X;) es T, por tanto, dado que

k es biyectiva, por Proposicion 1.14 es un homeomorfismo. O

El siguiente Lema estd muy relacionado con el Corolario 2, pagina 181 de [10],
salvo que en lugar de productos finitos, los productos son arbitrarios. Ademas dado
que en la categoria de grupos todas los homomorfismos cocientes entre grupos son
abiertos, el Corolario 2.5 nos indica que el préximo lema es un resultado que

encierra las proposiciones 3.3, 3.4 y 3.5 de [44].

Lema 2.84. Sean { X;}icr una familia de espacios topoldgicos y C una clase epirre-
flexiva de Top tales que p(x, ¢y es cociente para cadai € I y el producto [ [,c; ¢(x,.0)
también es cociente, entonces k es un homeomorfismo, en particular si cada @ (x, c)

es abierta, entonces k es un homeomorfismo.

Demostracion. Para la primera parte note que ¢xc) = ko [Lic; ec.x,)- 1a
Proposicién 1.4 v), probarfa que k™' es continua. Para la segunda parte, note
que cada funcion abierta y sobreyectiva es cociente, ademds que si cada ¢(x, ¢) es

abierta, asi mismo es [[,.; ¥(c.x,)- O

Corolario 2.85. Si C es cerrado por supertopologias, entonces la reflexion sobre
C respeta productos arbitrarios en la categoria de grupos semitopologicos derechos

0 izquierdos.
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Demostracion. Segun el Teorema 2.9, el homomorfismo candnico es cociente, pero
por el Teorema 1.5.1 de [5], cada homomorfismo cociente en la categoria de grupos

es abierto, por tanto el Teorema 2.86 completa la prueba. O

Del Lema 2.84 y la Proposicién 2.13 i7) obtenemos el siguiente resultado, que es

mucho més general que el dado en la Proposicién 3.3 de [44].

Teorema 2.86. La reflexion sobre Cy respeta productos arbitrarios de espacios

topolégicos.

El Teorema 2.76, junto con el Teorema 2.86, nos dicen que la reflexién sobre
espacios T, respeta productos arbitrarios en la categoria de espacios simétricos,
lo que mejora notablemente el comentario hecho en [10], Ejemplo 4, pagina 173,
donde afirma que la Ti-modificaciéon respeta productos finitos en la categoria de
espacios simétricos.

El siguiente teorema es una generalizacion del Corolario 4.4 de [28], que esta escrito
solo para el Funtor Tychonoff, este mismo resultado es expuesto en [10], ejemplo

4, pagina 173.

Teorema 2.87. Sean C una clase PS cerrada por supertopologias que contiene a
la clase de los espacios localmente compactos y Hausdorff, Y un espacio Hausdorff

localmente compacto y X un espacio topoldgico cualquiera. Entonces C(Y x X) =

Y x C(X).

Demostracion. Dado que Y € C, Por Proposicion 1.37, C(Y) =Y, luego ¢,y =
iy. Por Teorema 1.18 la aplicacién iy X ¢(x ) es cociente, y por el Lema 2.84,

obtenemos el resultado. O

El siguiente ejemplo muestra que la condicion de que Y sea Hausdorff localmente

compacto es necesaria en el Teorema 2.87
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Ejemplo 2.9. (Ejemplo 4 de [10], pag. 173) Sea X = w X (w+1), con la siguiente
topologia, todos los puntos de w X w son discretos y los puntos de la forma (n,w)
tiene una base de la forma {(i,k) : i < n,m < m < w}. Co(X) no es mds que
el espacio cociente de X identificando el subconjunto {(n,w) : n € w} con un
punto, sin embargo Co(Q x X)) no es Q x Co(X). Por la construccion tenemos que

{(n,w) : n € w} es un subconjunto ultracerrado de X .

El siguiente teorema es una aplicacién del Lema 2.61, y es un resultado muy

parecido al Teorema 2.87.

Teorema 2.88. Sea C una clase reflexiva de Top cerrada por coproductos. Si'Y

es un espacio discreto, entonces C(X xY) = C(X) XY, para cualquier espacio

X.

Demostracion. Se puede probar muy facilmente que X XY = P, X x {y}.
Cada uno de los espacios X x {y} es homeomorfo a X, luego aplicando el Lema

2.61, tenemos que C(X xY) =P,y C(X) x {y} =C(X) x Y. O

Ejemplo 2.10. Sea X un espacio Tychonoff e Y un espacio discreto infinito,
entonces B(X) x Y, siendo 5(X) la compactacion de Stone Cech de X, no es la
compactacion de Stone Cech de X XY . Aqui el Teorema 2.88 no resulta ya que los
espacios compactos no constituyen una clase cerrada por coproductos, por tanto

la hipotesis de ser cerrado por coproductos se necesita.

Proposicién 2.89. Sea (X, f) un espacio de Maltsev derecho o izquierdo y C una

clase PS cerrada por supertopologias, entonces o x) es abierta.

Demostracion. Sea (X, f) un espacio de Maltsev derecho. Por el Teorema 2.8,
C(X) también es un espacio de Maltsev derecho, digamos (C(X), fc), ademas
©(c,x) respeta las estructuras algebraicas. Por el Lema 1.31 existe una f-congruencia

en X, R y una biyeccién s: X/R — C(X) tal que s om = ¢(c,x), siendo
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m: X — X/R, la aplicacién cociente. Por Teorema 2.9, ¢ x) es una aplica-
cién cociente, dado que 7 también lo es, entonces s es un homeormorfismo, luego

C(X)=X/Ry ¢ec,x) =, el cual es abierto por el Lema 1.34. O

La proposicion 2.89, nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 2.90. Sea C una clase PS, cerrada por supertopologias, entonces la
reflexion sobre C, respeta productos en la categoria de espacios de Maltsev derechos

0 1zquierdos.

Una prueba similar a la del Teorema 2.90 nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 2.91. Sea C una clase PS cerrada por superopologias, entonces la re-
flexion sobre C, respeta productos en la categoria de monoides semitopoldgicos

izquierdos (resp. derecho) con traslaciones izquierdas (resp. derechas) abiertas.

Dado que si S es un submoniode abierto de un grupo semitopolégico derecho
o izquierdo, entonces las traslaciones izquierdas o derechas de S son abiertas,

tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.92. Sean {S;}ic; una familia de submonoides abiertos de grupos se-

matopologicos derechos o 1zquierdos y C una clase PS' cerrada por supertopologias,

entonces C([[,c; Si) = [1,e; C(Si).

Es facil construir submonoides abiertos tanto en grupos paratopoldgicos como

grupo semitopoldgicos, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea G un grupo semitopolégico, y U una vecindad abierta del

neutro. Entonces S =] U™ es un submonide abierto de G, que en general no

neN

es un grupo. En particular si G es la recta de Sorgenfrey, y tomamos una vecindad
del neutro U = [0, 1), vemos que [0,00) = J

nen U, €s un submonoide topoldgico

abierto de G, que no es un subgrupo.
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El siguiente teorema es una variacion del Teorema 2.4, nos indica que si la reflexion
respeta productos finitos, las operaciones conjuntamente continuas se reflejan de

forma conjuntamente continuas.

Teorema 2.93. Supongamos que la reflexion sobre C respeta productos finitos,
entonces dada una operacion continua x: X XY — X, existe una unica operacion

continua x¢c: C(X) X C(Y) — C(X) tal que px(x) *c oy (y) = ox(x xy).

Demostracion. Escribamos la reflexién de X x Y en términos de la reflexion de X,
e Y. Dado que C(X xY) = C(X) x C(Y), podemos decir que ¢ xxy) = @(c,x) X
©(c,x)- i *: X XY — X es continua, la propiedad universal de la reflexién nos
dice que podemos hallar una funcién continua C(x): C(X) x C(Y) — C(X), tal
que (C(*) o (¢e,x) X ¢ey)(@,y) = ¢e.x)(x *y). Basta tomar ¢ = C(*) para

completar la prueba. O

El teorema anterior garantiza que aquellas reflexiones que respetan productos res-
petan estructuras algebraica topoldgicas arbitrarias. Por ejemplo en [35], O. V.
Ravsky, probé que la semiregularizaciéon de un grupo paratopoldgico es un grupo
paratopoldgico, pero dado que la semirregularizacion respeta productos, entonces
tenemos que la semirregularizacién de un grupo paratopoldgico respeta otras es-
tructuras algebraicas diferentes a grupos, como espacios vectoriales, anillos,...,etc.
ademas conservando la continuidad conjunta de las operaciones. La reflexién sobre
la clase PS de los espacios que satisfacen el axioma de reflexion Ty se comporta
mejor, puesto que siempre respeta productos, tenemos que cualquier operacién

conjuntamente continua es reflejada también en la respectiva reflexion.

El Lema 3 de [30] garantiza que la semiregularizacién respeta productos, por tanto

de los teoremas 2.38, 2.40 y 2.86 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.94. La reflexion sobre espacios topologicos Tz y T, respeta productos

en la categoria de monoides topologicos con traslaciones derechas o izquierdas
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abiertas.

Ejemplo 2.12. Sean {G;}ic; una familia de grupos semitopolégicos y H un gru-
po algebraico no trivial. Podemos dotar a H de la topologia discreta, obteniendo
estructura de grupo topologico para H. Para cada i € I, sea A; un subconjunto no
vacio de H, que no sea un subgrupo de G. Hagamos H; = G x A;. Fs claro que
H; es un conjunto abierto y cerrado G; x H, por tanto es un retracto de G; x H.
Si r; es la respectiva retraccion, entonces la aplicacion f: H; x H; x H; — H;,
dada por f(x,y,z) = ri(z,y,2), hace de H; un espacio de Maltsev semitopoldgi-
co a izquierda y a derecha, que no es un grupo. El Teorema 2.90 nos dice que

C(II;e; Hi) = [Lic; C(H;), para cada clase C cerrada por supertopologias.

Si una reflexién respeta productos entonces las operaciones conjuntamente conti-
nua de un espacio topoldgico X se reflejan de igual manera en la reflexién (Teo-
rema 2.93). Ahora si una reflexion refleja operaciones conjuntamente continuas
con neutro, entonces la reflexion respeta producto finitos, como lo veremos en el

préximo teorema.

Teorema 2.95. Sean C una subcategoria reflexiva cerrada por productos, de una
clase D de Top y X eY en D, cada uno con una operacion conjuntamente con-
tinua y con neutro. Si estas operaciones se reflejan conjuntamente continua en
C(X),C(Y) yC(X xY), entonces pxxy(X X Y) = px(X) X py(Y). Si ademds
CCCyp(X), oY) yo(X xY) son densos en C(X),C(Y) y C(X xY), respec-
tivamente, entonces C(X xY) =C(X) x C(Y).

Demostracion. Notaremos con e el neutro de X e Y. La operacién de (X x Y) x
(X xY)en X xY, dada por (z,y)(a,b) = (xa,yb) es conjuntamente continua. Las
aplicaciones = — (z,e) y y — (e,y), inducen funciones continuas, fi: C(X) —
CX xY)y fo: C(Y) — C(X xY), tales que fi(px(z)) = oxxy((z,€)) v
faley (y)) = pxxv((e,y)). De la hipétesis, la operacién inducida de C((X x Y')) x
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C((X xY))en C((X xY)), es conjuntamente continua, por tanto la aplicacién
f:C(X)xC(Y) — C(X xY), dada por f(a,b) = fi(a)f2(b) es continua. Note
que f |¢(X)w(y) es la inversa de la funcién k |,(xxy) definida en el Lema 2.81
para el caso en el que I = {1, 2}, probando asi la primera parte. La segunda parte
se sigue del hecho de la densidad de ¢(X), o(Y) y ¢(X x Y) y del hecho de que
C(X),C(Y)y C(X xY), son todos T. O

Usaremos el Teorema 2.7 para construir la reflexién de los grupos paratopolégicos
en los grupos paratopoldgicos w-estrechos, la cual es presentada en [21] pero de
una forma muy categorica, presentaremos aqui una idea mas topoldgica. Ademds
usaremos el Teorema 2.95 para ver que esta respeta productos, dando una mejora

del Teorema 4.14 de [21], que solo es dado para grupos abelianos.

Definicién 2.11. Un grupo semitopologico G, se dice w-estrecho o Rg-acotado
(resp. totalmente acotado), si para toda U € N,, siendo e el elemento neutro de

G, existe un subconjunto numerable (resp. finito) K de G, tal que KU = G.

Teorema 2.96. La clase de los grupos semitopoldgicos (resp. paratopolégicos)
No-acotados, es una categoria epireflexiva de los grupos semitopoldgicos (resp. pa-

ratopoldgicos)

Demostracion. Haremos la prueba solo para grupos paratopoldgicos, para los se-
mitopoldgicos se procede igual. Sea (G,7) un grupo paratopolégico y sea I' la
familia de todas las topologias de grupos paratopoldgico Np-acotado contenidas
en 7. I' # 0, ya que la topologia indiscreta estd en I'. Sea p la topologia en G
generada por | JI', el Teorema 1.2 y la Proposicién 5.5 de [15] garantizan que
(G, p) es un grupo paratopolégico Ny-acotado, ademéds dado que 7 es mas fina que
p, tenemos que id: (G,7) — (G, p) es continua. Veremos que ((G, p),id) es la
reflexion de (G, 7) sobre la clase de los grupos paratopolégicos Ng-acotados. Pro-

baremos la propiedad universal, que por el Teorema 2.7, podemos considerar un
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homomorfismo continuo de grupos, f: G — H, siendo H un grupo paratopologi-
co Ng-acotado. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que f es sobreyectiva.
Usando la propiedad de Pontrjagin dada en [35], podemos probar que 7/ es una
topologia de grupo paratopoldgico para G (Ejercicio 1.32 de [15]). Veamos que
(G, 77) es Np-acotado, en efecto, sea V una vecindad del neutro en H, luego existe
K C @G, siendo K numerable, tal que KU = H, para cada k € K, elijamos z; en
X, tal que f(xy) =k. Sea L = {z} : k € K}, es facil ver que G = Lf~(U), dado
que L es numerable, tenemos que (G, 7/) es Ng-acotado. Por la forma como se
eligié p, tenemos que 7/ C p y por ende f: (G,p) — H, sigue siendo continua.

Por tanto (G, id) es la reflexion deseada. O

Ahora si C,, es la clase de los grupos paratopolégicos w-estrechos, segin el Teorema
tenemos que para cualquier grupo paratopolégico G, la operacién de grupo se
refleja de forma conjuntamente continua en C, (G), luego el Teorema 2.96 podemos

obtener el siguiente Corolario.

Corolario 2.97. Sean G y H grupos paratopoldgicos, entonces C,(G x H) =
Cu(G) x Cyu(H).

Ejemplo 2.13. (La productividad de la compactacion de Bohr. ) Dado un
grupo G, podemos hallar su compactacion de Bohr, bG (ver [14] pag. 322). Donde
bG es un grupo compacto y Hausdorffb: G — bG es un homomorfismo. Ademds
cada homomorfismo f: G — H, siendo H un grupo compacto, se factoriza a
través de b y b(G) es denso en bG. Si aplicamos el Teorema 2.95, vemos b(Gx H) =
bG x bH , para cualquier par de grupos topolégicos G y H. Por tanto tenemos una

version mucho mds general que el Teorema 4.9 de [21].

El Ejemplo 2.11 nos prueba que la clase de los grupos paratopoldgicos es una
clase propia de los monoides topologicos cancelativos con traslaciones abiertas. El

Corolario 2.3 de [44] nos dice que todo grupo paratopoldgico o-compacto tiene
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celularidad contable, aqui presentamos un resultado analogo para monoides to-
poldgicos cancelativos con traslaciones abiertas, pero en lugar de la o-compacidad
usamos compacidad. Ademas damos un resultado andlogo para o-compacidad,

pero agregando compacidad secuencial.

Teorema 2.98. Todo monoide topoldgico cancelativo, compacto y con traslaciones

abiertas tiene celularidad contable.

Demostracion. Sea S un monoide topolégico cancelativo, con traslaciones abiertas
y compacto. Los teoremas 2.40 y 2.37, garantizan que C,(S) = Cy(Ss;). Veremos
que Co(S,r) sigue siendo cancelativo, para ello supongamos que ¢, s,,)(cx) =
P(Co,5.) (CY), PETO que Y(cys,,)(T) # P(co.s.)(Y), Para algunos x,y,¢ € Sy La
aplicacion t — ct es una biyeccién abierta y continua de S en ¢S, por tanto un
homemomorfismo, luego envia abiertos regulares de S en abiertos regulares de
cS. Como ¢cy.s,,)(T) # Pco,s,) (), sin pérdida de generalidad podemos hallar
un abierto regular de S, V,,, que contiene a y, pero que no contiene a x, por ser
S cancelativo, cx ¢ cV,. Por lo ya dicho ¢V, es un abierto regular de ¢S y este
ultimo es abierto en S. El Teorema 2.74, garantiza que la semiregularizacién se
respeta en espacios abiertos se S, por tanto ¢V, = ¢S N W, siendo W un abierto
regular en S. Como cx ¢ ¢V, luego cx ¢ W. Por tanto W es un abierto en S,
que contiene a cy pero no contiene a cx, luego ii) de la Proposicién 2.13 nos dice
que P(cy,s.)(cr) # Y(co.s.)(cy), contradiciendo lo supuesto. Esto prueba que es
cancelativo a izquierda, analogamente se prueba que lo es también a derecha. Los
Teorema 2.94 y 2.93 nos dicen que la operacion conjuntamente continua de S se
refleja de forma conjuntamente continua a C,.(S), por tanto C,.(S) es un monoide
topoldgico cancelativo, Hausdorff y compacto, el Teorema 2.5.2 de [5] nos dice
que C,.(S) es un grupo topolégico, y por el Corolario 2.3 de [44], tiene celularidad

contable, el Teorema 2.42, nos indica que S tiene celularidad contable. O

Teorema 2.99. Todo monoide topologico cancelativo con traslaciones abiertas

o-compacto y secuencialmente compacto tiene celularidad contable.
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Demostracion. Sea S un monoide topoldgico cancelativo con traslaciones abiertas.
Dado que C,(S) = Cy(S,,), la prueba del Teorema 2.98, nos indica que C,(S) sigue
siendo cancelativo, ademas coma la o-compacidad y la compacidad secuencial se
preserva bajo imagenes de funciones continuas, tenemos que C,.(.S) es un semigrupo
topolodgico cancelativo secuencialmente compacto y o-compacto, que por Teorema
6 de [7] es un grupo topolégico. El Corolario 2.3 de [44] nos indica que C,.(S) tiene

celularidad contable y por Teorema 2.42 asi mismo la tiene S. O]

Con el siguiente ejemplo vemos que la condiciéon de ser compacto en el Teorema

2.98 es necesaria.

Ejemplo 2.14. Sea G = {(z,y) € R* : y > 0}. Obviamente G es un monoide
cancelativo dotado de la suma usual en R?. Para cada v € R, sea V, = {(z,y) :
y > 0}. Se puede ver que {V, : © € R}, constituyen una base para una topologia
en G, que hace de G un monoide topologico con traslaciones abiertas. Ademds
B = {V, : © € R}, constituyen un cubrimiento abierto para G, que no admite
subcubrimiento finito, por tanto G no es compacto. Ademds B es una familia

celular de G no contable, luego G no tiene celularidad contable.
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PROBLEMAS ABIERTOS

Después de desarrollar esta investigacién quedan los siguientes problemas para

futuras investigaciones en el area.

Problema 2.1. ;Fs C(C(X, X)) = C(C(X),C(X)) para cada clase PS, C y cada

espacio X ?
Problema 2.2. Si S un semigrupo topoldgico ses C(S) un semigrupo topoldgico?

Problema 2.3. Caracterizar a la familia de espacios {X;}ier y la clase C, tal que

la reflexion sobre C respeta el producto de los X;.

Problema 2.4. Encontrar una condicion necesaria y suficiente para la reflexion

sobre Cy respete subespacios.

Problema 2.5. ;Bajo qué condiciones es C1(X) = Co(X)?

Problema 2.6. ;Bajo qué condiciones la reflexion sobre Cy respeta subespacios?
Problema 2.7. Caracterizar la reflexion sobre Cyy, y C,.

Problema 2.8. ;Cada monoide topolégico cancelativo con traslaciones abiertas

y o-compacto tiene celularidad contable?
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