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Introducciéon

Sea (G, #) un grupo finito y sean A, B subconjuntos de (7; entonces el conjunto suma
(o conjunto producto) de A y B bajo G esta dado como sigue:

AxB={axb:a€A y be B},

ademss sil A =0 o B = 0, se define A x B = (. Un problema de interés en teoria aditiva
de nimeros, es que dado un grupo G y 7, s enteros positivos tales que 0 < r,s <| G|,
hay que determinar una férmula explicita que permita calcular el minimo del cardinal
del conjm:lto AxB,tal que | A|=ry| B |=s, es decir, se desea hallar una férmula
que calcule el valor de la funcién pg(r, s) dada por:

pe(r,s)=min{| AxB|: ABCG,|A|=r y |Bl|=s}

La funcién pg ha sido determinada completamente para el caso en que G es un grupo
abeliano arbitrario, pero se desconoce si existe una férmula explicita que permita calcu-
lar el valor uc(r, s) para el caso en que G es un grupo finito no abeliano. En (9] Eliahou
y Kervaire, obtienen una cota superior para pg(r, sj en el caso que G es un grupo soluble
finito, y a,lcota.n inferiormente esta funcién para grupos arbitrarios. El objetivo principal
en este trabajo es aclarar como ellos prueban que la férmula para g obtenida en el caso
en que G les un grupo abeliano también se cumple para ciertos grupos diédricos.

Para la ejecucién de este trabajo se llevo a cabo un estudio detallado sobre la teoria
de grupos: diédricos, ademas se hizo un profundo analisis de los articulos de Eliahou y
Kervaire (ver [8],[7], [9]) sobre la funcién g en grupos no abelianos.

El trabajo estd dividido en tres capitulos. En el primero se establecen las definiciones
generales !y la notacion a emplear en el desarrollo del trabajo. En el segundo capitulo se
prea-‘.entemw los lemas y teoremas claves para desarrollar el problema principal, ademas se
comenta la demostracién de la férmula ue para grupos abelianos, obtenida por Eliahou,
Kervaire v Plagne y en el capitulo final se expone de manera clara el problema principal
haciendo enfasis en grupos finitos no abelianos, especialmente en los grupos diédricos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se establecen algunas definiciones y notaciones bésicas, necesarias para
la comprensién de este trabajo.

1.1. Notacién y Conceptos Generales

Definicién 1. (Cardinalided de un conjunto)
El Orden|o Cardinalidad de un conjunto A se denota por | A |. §i A es un conjunto

finito, el orden de A es simplemente el nidmero de elementos de A

Recordemos algunas propiedades:

a. Si A= B, entonces | A |=] B |.

b.Si|A|<|B|y|Al2]B |, entonces | A |=| B |.

c.|0|= 0

Definicién 2. (Grupo Simple) Se llama grupo simple al grupo que solo tiene como
subgrupos normales al grupo trivial y a st mismo.

Definicién 3. (Serie de Composicién)
Sea G un| grupo finito. Se llama serie de composicion a una cadena de subgrupos

{e}=Hy<Hi<H;<.<Hp 1 <H=G

tal que H; < Hiyy, y Hiyr/H; es un grupo simple para todo i = 0,1,2,....k — 1.
Los grupo's cocientes reciben el nombre de factores de composicion.

Definicion 4. (Grupo Soluble)
Un grupo|G es soluble; si existe en él una serie de composicion

{e}=Hy<Hi<Hy<..<H, 1 <H=G

en la cual los factores de composicion Hiry/H;, i=0,1,2,...,k -1, son abelianos.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Definicién 5. (Grupo Simétrico)
Se llama grupo simétrico, S,, al grupo de permutaciones del conjunto {1,2,3,...,n}.

|
Definicién 6. (k - Ciclo)
Una permutacion o € Sy, se llama k - Ciclo, si existen elementos i, ..., % € {1,2,3,...,n}

con
iy ig . igrr iy o(i)=1 para cualquier 1.

Definicién 7. (Transposicidn)
Un 2 - Ciclo se llama transposicién; Este mapeo intercambia dos elementos y deja los
otros ftjos.

Teorema 1. Ninguna permulacion en S, puede ser ezpresada como un producto de un
nimero par de transposiciones, ni como un producto de un nimero impar de transpost-

CIOmeES.

Definicién 8. (Permutacion Par e Impar) Una permutacion es par si es expresada
como el producto de un nimero par de transposiciones y es umpar si se expresa como el
producto de un nimero impar de transposiciones.

Definicién 9. (Grupo Alternado)
Se llama grupo alternado, A,, ol subgrupo de todas las permutaciones pares de S,.

Deﬁniciéln 10. (Grupo Diédrico)
Se llama grupo Diédrico de gradon, (n > 3), al subgrupo Dy, de Sy, que son las simetrias
de un poligono regular de n lados.

Observacién: Se puede probar que:
1. | &, |=|nl
2| An |5
3. | D, |= 2n y debido a esto también se simboliza como Dy,
El grupo |D.,, contiene dos elementos significativos que lo generan: El giro 2'1:- radianes
respecto al centro del poligono regular, que es un elemento de orden n y lo representamos
por r, y la simetria respecto al eje que une al centro con uno de sus vértices, que es de
orden 2 v la representamos por s. En términos de estos generadores, los 2n elementos

de D, se expresan de manera tnica en la forma

n!
7 -

Don = {1,772, ..,7%7 1 5,87, sr2, . sr 1)
Ma.nejandlo esta representacién de sus elementos, la multiplicacién del grupo se deduce
de las siguientes relaciones fundamentales,

m=1 s=1 rs=s"""

o



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

Definicién 11. (Segmento inicial)
Sea G un! conjunto ordenado con elemento minimo ap. Un subconjunto ordenado A =

{ﬂ(), ay, ...
para toda

lai_1} conap < a1 < ... < a1 de G se llama segmento inicial de longitud t si
:z' € {0,1,2,...,t—2} se tiene que el conjunio B = {z€G a; <z <01} =0.

El conjunto A =1 es el segmento inicial de longitud cero (0).

Definicién 12. (Conjunto Suma) Sea G un grupo y sean Ay, Ay, ..., A subconjuntos

no Vacios

de G. El conjunte suma de Ay, A, ..., Ax, esta dado como sigue,

Ay s Agk---x Ag ={ay *ag*---*ay:a; €Ay para todo i=1,2,..,k}

Note que,
También
suma lo 1

si para algin i € {1,2,...,k} se tiene A; =0, se define Ay x Ay x-- - * A =1.
hay que resaltar que en los resultados encontrados con respecto al conjunto
mportante es el cardinal y no la estructura del grupo.

El prclbblema directo: Dado un grupo G y dos subconjuntos no vacios Ay B de G,
la problematica general, de los problemas directos, es encontrar una cota inferior para

[A*B|(—|'ntérminosde|A|y|B|.

Notacion

Funcion

l,uc;i Sean G un grupo y 7, s enteros no negativos tales que r, s <| G |- Entonces

pc(r,s) =min{| AxB|: A, BCG,|Al=r vy | B = s},

ademss se dice que los subconjuntos A y B de G realizan ug(r,s) si | A |=r,|B|=s

v|iA*xB

Funcion

Con base

1.2.

Lema 1.
[_Lg(S,’f‘).

]= “G(T: 3)'

kgt En un grupo G, se define #(G) como sigue
H(G) = {n € N: n es cl orden de un subgrupo finito de G}.

a esto definimos
o=z () [ -) -

Propiedades basicas de la funcién pg¢

Si G es un grupo yr, s son enteros tal que 0 <7,s <| G |, entonces pelr, 8) =

Pruell)a: Para un subconjunto A de G, sea A~ = {a=' :a € A}. Sean Ay B
subconjuntos de G que realizan pg(r, s). Entonces

pa(s,r) <| B+ AV |=| (A« B) " |=| Ax B |= ua(r,s).

Par tanto uc(s,r) < pe(r, s); andlogamente se obtiene pg(r, s) < pg(s, 7). U




CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Lema 2. [Si G s un grupo yr, s son enteros tal gue 1 < 7,5 <| G |, entonces uc(r,s) >
méx{r, s}.

Prueba Si A y B son subconjuntos de G que realizan ug(r, 5), entonces para cada
aeAycadabeBsetlenea*BCA*ByA*bCA*B Por tanto

pelr,s) =| A« B> méx{| Axb|,|axB|} =max{r,s}. O

Lema 3.|Sean G un grupo y v un entero tal que 1 <r <| G |, entonces ug(r,r) =r si
y sélo si G contiene un subgrupo de orden r.

Prueba: Supéngase que pg(r,r) =r y sean A y B subconjuntos de G que realizan
pelr,r). Fljando un elemento a € A y un elemento b € B se tiene

| (@' % A) % (B+b7) |=|a™ " x (A% B) * bl |=| (Ax BYyxb7' |=| A% B |= pelr, 7).

Luego G contiene los subconjuntos A’ =a '« Ay B'= B * b~1 que realizan ug(r,7) y
tales que(l € A’ N B, asi que A', B’ C A"+ B' y dado que

| A’ |=| B |=1 = pe(r,m) =| A"+ B’

se sigue A' = B = A+ B', es decir 1 € A"+ A’; por tanto A’ es un subgrupo de
G de orden r. Reciprocamente si G contiene un subg‘rupo H de orden r, entonces
pe(r,r) <| Hx H |=r, asi pg{r,r) < ry por Lema 2, puesto que max{r r}=r
se tiene que p(r,7) > r. Por tanto pg(r,r) =r. O

Ejemplo: Como ¢l grupo alternante A4 de orden 12 no contiene subgrupos de orden
seis, a la luz del Lema 3 se tiene que p4,(6,6) # 6.

El problema directo de encontrar una férmula explicita para la funcion p¢ es un tema de
estudio en el que, tltimamente se han obtenido resultados significativos. Recientemente,
Eliahou y Kervaire, desarrollaron estudios encaminados a comprender dicha funcién en
un grupo finito no abeliano G. En (8], ellos logran determinar ia(r,s) para algunos
valores particulares de r y s, y en [7] obtienen una cota superior para ¢ cuando G es
un grupo|soluble.

1.3. [El Problema de los Conjuntos Suma Pequenos

El primer resultado que se puede enmarcar en esta problemética de la Teoria Adi-
tiva de Niimeros es el Teorema de Cauchy-Davenport, probado por Cauchy en 1813 y
redescubierto en forma independiente por Davenport en 1935.

&



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

Teorema 2. (Cauchy-Davenport)
Sea p un nimero primo. St A y B son dos subconjuntos no vacios del grupo ciclico Zy,
entonces

| A+ B|>min{p,| A| +]B| -1},

Entre [las numerosas generalizaciones del Teorema de Cauchy-Davenport una de las
mas fuertles, es ¢l Teorema de Kneser, que permite extender el Teorema de Cauchy-
Davenport a grupos abelianos arbitrarios. Para lograr esta extensién, Kneser utilizé la

siguiente definicidn:
Definicién 13. (Estabilizador de un conjunto)
Sea A un subconjunto no vacio de un grupo abeliano G. El Estabilizador de A es el
conjunto
S(A)={geG:9+ A=A}
y se dice que A es un conjunto periddico si S(A) # {o}.

Teorema 3. (Kneser)
Sea G un grupo abeliano y sean A y B dos subconjuntos finitos no vacios de G. §i

S=S(AWB)y| A+ B|<|A|+| B, entonces
|A+B|=|A+S|+|B+S|—-|5].

El Teorema de Kneser (Ver demostracién en [2], pag. 6), implica el Teorema de
Cauchy-Davenport porque en ¢l grupo ciclico Zj, con p primo, el Unico subconjunto
periédico|no vacio de G es el mismo G.

El problema de los conjuntos suma pequeiios, es minimizar el cardinal | A * B |, su-
jeto a las|condiciones A, B C G, | A|=r1y | B |= s; es decir, hallar el valor de ug(r, s).

Ejemplo: En el grupo ciclico G = Zj, con p primo, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4. Sip es un mimero primo y G = Z,, entonces para todo par de enteros vy
s tal quel < r,s <p se liene

pe(r,s) = min{p,r +s—1}.

PruePa: Para probar la desigualdad jig(r,s) < min{p,r + s — 1} considérese los
subconjuntos A = {0,1,..,r —1} y B={0,1,...,s — 1} de G, asi que

pelr,s) <| A+ Bl=|{0,1,..,r+s-2}|=r+s— 1
Sir+s—1>p, entonces A+ B =G, luego

pelr, ) < p=min{p,r +s—1}.
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Sir+s-y1 < p, entonces
pal(r,s) <r+s—1=min{p,r +s—1}.

Por lo tanto en cualquier caso, se tiene ug(r, s) < min{p,r+s—1}. La otra desigualdad
es consecuencia directa del Teorema de Cauchy-Davenport. (]

UNIVERS b \
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Capitulo

La Funcién un en grupos abelianos

En la
clusiones
un grupo

2.1.

En un
presentar

iprimera seccién se comenté que Eliahou, Kervaire y Plagne obtuvieron con-
| ’

iy probaron teoremas que dan una férmula exacta para ug(r, s) cuando G es
abeliano arbitrario, y en sintesis esto lo veremos en este capitulo.

Férmula para ¢ en grupos abelianos

grupo abeliano G se conoce una férmula exacta para la funcién pe. Antes de
la demostracién de dicha férmula se enuncian los resultados mas importantes

que la anteceden.

En el grupo ciclico Z,, con p primo, el Teorema 2 permite escribir la férmula

piz, (7, $) = min{p,r + s — 1}.

En 1996 B. Bollobds y L. Leader (ver [1]) estudiaron la funcién pg donde G es un
P-ETUpPO abeliano finito arbitrario, ellos probaron que pg(r, s) depende tinicamente del
orden de G y no de la estructura particular del p-grupo.

En 1998, lEhd.hOll y Kervaire (ver [4]) mostraron que en el grupo ciclico G = (Z,)", con
P primo se tiene

pe(r, s) = min{k : (z+y)* € (z7,y") en Fyz,yj}.

Plagne (Ver [3]) demostré que si n es un entero positivo y G = Zj, entonces se cumple
la férmula r s

) 3 = mi 3 i 1) } ¥

He(r: ) rﬂﬁ’f{([d] + [d] d
donde [£] denota el menor entero z tal que § < .

Posteriorr

nente Eliahou, Kervaire y Plagne (ver [5|) extendieron el resultado anterior

7




CAPITULO 2. LA FUNCION pg EN GRUPOS ABELIANOS 8

para todo [grupo abeliano finito. Para una mejor comprensién de la demostraciéon de
este resultado es conveniente tener en cuenta que si G es un grupo abeliano finito, en-
tonces existen enteros 11, g, .- M > 1 tales que G = Zn, X Ziny X - X Lin - Por otro lado,
el grupo ciclico Zq, = {0,1,...,n; — 1} se puede ver como un conjunto ordenado segin el
orden natlllral en el conjunto Z de los mimeros enteros y de esta manera es posible dotar
al grupo G del orden lexicografico, es decir, dados dos elementos = = (x1, T2, s T) Y
w = (w1, ws, ..., wg) se dice que T < W, si y sblo si, existe i € {1,2,...,k} tal que se
cumplen las dos condiciones siguientes:

1. z; = w; siempre que j < i.
2, 1 < wy!

Lema 4. |(Desigualdad de Eliahou y Kervaire)

Sea G un|grupo abeliano finito y sea G = Doy X Loy % o X Ly, una descomposicion de
G como producto directo de grupos ciclicos. Si se ordena G seqin el orden lezicogrdfico
y A, B C|G son dos segmentos iniciales (ver definicion 11) no vacios de G, entonces
|A+B|<|A|+]B[-1.

Prueba: El lema se probarad por induccién sobre el miimero k& de factores en la
descompolsicién de G como producto directo de grupos ciclicos.
Sik=1, lentonces G = Z,,, = {0,1,...,n; — 1}. Sean Ay B dos segmentos iniciales no
vacios de G, de longitudes r y s respectivamente, €s decir

A={0,1,...r—1} y B=1{0,1,..,s—1}.

Sir+s—2<n —1se tiene
| A+ B|=|{0,1,...,Tr+s—2} [=r+s-1
Sir4+s—+2>n; — 1 setiene
| A+ B|=|{0,1,...,m1 — 1} |=m <v+s5-—1

Por lo tanto

IA—[—B\ST+S—1=|AI+|B|—1.

Ahora supéngase que k > 2 y que el resultado del Lema 4 se cumple para grupos
abelianos que se pueden descomponer como el producto directo de k —1 factores ciclicos.
Considérese un grupo abeliano G que se pueda descomponer como el producto directo
de k factores ciclicos, esto es G == Zpy X Zn; X ... X Z,,,ysean A, B C G dos segmentos
iniciales <:an G de longitudes r y s respectivamente. Se puede asumir que G = Zy, x H,
donde H| = Zy, X ... X %, con k — 1 factores ciclicos. Por la hipétesis inductiva H
satisface ‘el resultado del Lema 4. Sea h =| H |, por el algoritmo de la divisién se puede
garantizar que existen enteros 7,7z, 81 Y $2 tales que

r=rh+ry, s=5h+s2 Yy 0 <1y, 89 < h.
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Ahora seal A, el segmento inicial de longitud r, en Z,,, Az el segmento inicial de longitud
roen H, B1 el segmento inicial de longitud s; en Zor, ¥ B2 €l segmento inicial de longitud
s9 en H, entonces

= (A]_ X H)U({Tl} X Ag) y B= (Bl X H)U({S]} X BQ)

Dado que 7,5 > 1, no es posible tener ry = r3 = 0 0 5 = s = 0. A continuacion se
consideran los casos restantes.

Caso 1: ISupcmg;ase 7, =5 = 0. Eneste caso A; x H = @ y asi A = {r1} x A,
andlogamente B = {s1} x By, luego | A|=] A2 | y | B |=| Bz |, ademas

| A+ B |=| ({r1} x A2) + ({51} x Ba) |=| ({r1 + 1} x (A2 + By) |=| As + B2 | .
Aplicando la hipétesis inductiva al grupo abeliano H se tiene
|A+ B|<| As |+ | B2 | -1=| A+ | B} -1

Caso 2: Sir, = sp =0, entonces A= {r} x A,y B= B x H. Dado que A2 C H se
sigue A4B C ({r1}+ B1) x H y asi

|A+B|<[{n}+Bi|h=|Bi|h=|B],
pero A #|0, estoes, | A| —1 > 0y junto a la designaldad anterior se obtiene
jA+B|<|A|+|B|-L

Caso 3: Para el caso 71 = 0 y s1,59 # 0 se tiene A = {r1} x Az y dado que A; C H se
sigue
A+BC [({’I‘l} + Bl) X H] U [{?"1 + S]_} X (Ag =+ Bg)]

Pero $110 pertenence a By, lo que implica (r; + 1) no esta en {r1} + B, asi que los
conjuntos ({r} + B1) x H y {r1 + s1} x (A2 + By) son disjuntos, entonces

|A+B|S| ({7‘1}+Bl)XHI+|{T1+81}X(A2+32) Iﬁl B]XH|+|A2+BQ|

Aplicando la hipétesis inductiva al grupo H se tiene | Ap+ Ba |<| A2 |+ B2 | —1. Por

lo tanto

Por otro lado
| B|=| By x H|+|{s1} x Bz |=| Bi{ht | B2 |.

Al sustituir 1a igualdad anterior en la ecuacién (*) se obtiene

|A+B|<| Az |+ | B|-1=|A|+[B| -1
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Caso 4: Siry = 53 =0, entonces A= A; x Hy B = B; X H y se tiene
A+B:'(A1+Bl)XH,

es decir
| A+ B |=| A+ B | h

Dado quelA; y B; son segmentos iniciales de Z,, entonces | A+ By [l AL+ | Bi | -1
esta desigualdad junto a la ecuacién anterior implican

Pero | A|=| A1 | hy | B |=| B1 | h, por lo tanto
|A+B\§|A|+|B|—hS|A|+|B|—l.

Caso 5: Siry = 0y 51,52 # 0 entonces A= Ay x Hy B = (B x H)U{{s:1} x Bs).
Luego
A+BC [(Al + Bl) X Hz] U [(Al + {51}) X HQ] (**)

Pero Al + B] == {0, 1,2, =Tl + 5 — 2} h Al +{31} = {81,81+ ]., vy 1+ 81— 1}, asi que

] si m=1

A+ BN (A =4
1+ B1) N (A1 + {s1}) {{31,31+1,_..,r1+51~—2}, st T > 2

Supéngase r; = 1, entonces el tinico elemento de A; es la identidad de G, de tal manera
que A; + |31 = B, v A1+ {51} = {51}, esto junto a la expresién (**) implican
|A+B]S|Bl><H|+|{31}><H|=|Bl|h+h.

Dado que|| By | 120, A|=hy | B|=| Bi| ht+ | Bz | se tiene

|A+B| < | By | h+ht+| Bz | -1
(|Bi|ht|Bz|) +h~1
= |A|+|B|-1

Ahora supéngase | > 2. Por la expresién (**) se tiene
1A+ B| < | Ay + By ‘ h+|A1+{51}|h— | {51,31+1,...,T1+S1—2}|h
|A1+Bl|h+|A1|h—(r1—1)h

‘A1+Bllh+1'1h—f‘1h+h
= |A1+Bllh+h.

Il
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Pero A; y|B; son segmentos iniciales de Z,,, entonces

|A+B| € (A|+|Bi|=Dht+h
= |Ai| bt | Bk
< | A1 | At | By )b+ 1Bz | -1
= |Al+|B|-1

Caso 6: Si rq, 79, 81, 52 # 0, se tiene

Entonces

A+ B =[(A x H)U ({ri} x A2)] +{(B1 x H)U ({1} x B2)].

A+BC {[(Al + Bl) U(A; -+ {81}) U ({Tl} +Bl)] X H} U [{T‘l + 31} x (As + Bg)]

Pero 4; + By = {0,1,2,...,m1 + 51 — 2}, A1 + {s1} = {si,s1 +1,...,m1 + 81 — 1}y

{T]} + B1

= {r;,r1 +1,...,71 + 31 — 1}, luego

(Al + Bl) U (Al + {31}) U ({7‘1} + Bl) = {0, 1,2, ey Tl + 85 — ].}

Llamando P = {0,1,2,...,mi+s1 -1} x Hy P = (r1 + 51) X (A + By) se tiene

A+BC

Dado que
yporlot

Los casos
prueba.

Lema 5.
Sea G un

entonces

IPIUP;;, ademds P, N P, = 0, entonces
|A+BIS|P1|+IP2 l:(T1+Sl)h+|A2+B2|.

A, v B, son segmentos iniciales de H, se tiene | A + By [<[ A2 | +| B2l -1
anto

|A+B| < |Ai|ht|Bi|ht] 4| +]Ba| -1

(| A1 | h+ | A2 )+ (| Bi| A+ Bz ]) - 1
|A|+|B|~-1. 0O

I

restantes son similares a algunos de los seis casos expuestos, lo que finaliza la

(Desigualdad de Plagne)
grupo abeliano finito de orden n. Sir y s son enteros positivos tal que r,s < n,

e (5] + - )

Prueba: Sean A y B dos subconjuntos de G que realizan pg(r, s). El teorema de

Kneser (t

borema 2) garantiza que existe un subgrupo H de G tal que

|A+B|:|A+H|+]B+H|—|H|.

19
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Con h =|!H | se tiene

|A+H| |B+H|
A = —1]h
| A+ B| ( T h
Pero Mlzl%lﬁgyE:—le%l 2 Ademds, A+ H = U(a—l—H),esdecuA—i—H

a€A
es 1a union de H-clases laterales dijuntas y como todas las H-clases laterales dijuntas

tienen el Jlmsmo ndmero de elementos que el subgrupo H se sigue que M M son
mimeros enteros, luego j#l > [%] y JEEJH > [%] Por lo tanto

T s
> (|- 2] - X
a8z (7] + 7] -1
Ahora, h divide a n ya que h es el orden de un subgrupo deGyn=|G|, ademis Ay
B realizan pg(r, s) entonces

=4+ piz ([]+ [7] - ) rm {5+ [ -4 ©

Teorema 5. (Eliahou, Kervaire y Plagne)
Sea G unlgrupo abeliano finito de orden n. Sir,s son enteros positivos tal que 1,8 < N,

= =l (4 -9

Prueba: Para probar la desigualdad pa(r, s) < rm’n { ([ ] + [ ] - 1) d}, sea h un

entero po|s1t1vo que divida a n =| G | y tal que ,uc;(r s) = ([£] +[2] - 1) k. Como G
€S uI grupo abeliano existe un subgrupo H de G tal que | H |= h. Sea Go = G/H y
péngase 1o = 2 % —~| Gy |, entonces 1 < HE [ ] < ng. Sean Ag y By subconjuntos de Gy
que realizan ugo ([£],[2]) por el lema 4 se tiene

o (5[5 Ao Bl 131 1= ] 5] -1

Sean I : G — Gy la proyeccién natural, A’ = II"1(Ay) y B' = I-1(By). Como todas las
H-clases laterales tienen h elementos, entonces

—~~

He

| A= Ao k=[] A2

|B'|=|Bolh:[%]h>s

Ahora, sean A C A"y B C B’ tales que | Al=ry]| B |=s,seticne, | A+ B |<| A+B'|.
Por otro lado = € (A’ + B"), si y sélo si II{z) € (Ao + Byp), luego
s

pelr,s) <| A+ B |=| Ao+ Bo | h < ([2] + [H] ~1)h.
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Dado que|h es un divisor positivo de n se concluye
T 5
< mi - ey .
potrs) <min {([3] + [3] -1) 4} O

La otra dumgualdad es una consecuencia del lema 5 {Desigualdad de Plagne) y al com-
binar ambas designaldades se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 6. Si G es un grupo abeliano finito, entonces
T e
wotryo) = min, {([] + [7] 1)}

2.2. Teoremas Principales

El CStllldiO del articulo “Sumsets in dihedral groups” escrito por Eliahou y Kervaire
se sintetiza en los siguientes resultados que serdn mds detallados en el siguiente capitulo.

Teorema 7. Para cada entero positivo n se tiene la desigualdad
ED, (T! S) < kp, (T? S)’

para todo|enteros positivos r,s < 2n.

Junto|a este teorema en el siguiente capitulo probamos tambien la desigualdad
reciproca [para n una potencia prima.

Teorema} 8. Sea D, el grupo diédrico de indice ¢ = p°, una potencia prima. Sea 1,58
enteros tal que 1 < r, s < 2q. Entonces

1p,(r,s) > kp,(r,s)-

Luego, combinando los dos resultados obtenemos el siguiente Corolario.
Corolario 1. Cuando n es una potencia prima, entonces
pp.{(r,s) = kp,(r,s).

A conltinuacién en el capitulo final, encontramos una explicacién un poco més clara
de estos resultados y se hallaran conclusiones del problema principal.
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Capitulo 3

La Funcion pg en grupos no
abelianos
En este capitulo se presenta en sintesis los resultados que Eliahou y Kervaire han

obtenido én el estudio de la funcifon e para el caso en que G es un grupo finito no
abeliano.

Segiin el Teorema 5, si G es un grupo abeliano y r,s son dos enteros positivos tales
que T, s <| G |, entonces ug(r, s) = xg(r, s), pero en grupos no abelianos esta igualdad,
en general, no se tiene. Los trabajos de Eliahou y Kervaire en grupos no abelianos han
permitido; establecer que bajo ciertas condiciones es posible tener esta igualdad.

3.1. Desigualdad principal: up, (r, s} < kp,(r,s)

Definicién 14. (Propiedad del conjunto suma pequerio)
Se dice qule un grupo finito G tiene la propiedad del conjunto suma pegquerio si para cada
par de entems positives 1,5 <| G | existen subconjuntos A, B C G tales que | A |=r,
| B|=s ylA*B|<r+3—1

A la luz del Lema 4 {Desigualdad de Eliahou y Kervaire), los grupos abelianos gozan
de esta prlopiedad.

A continuacién mostramos unos resultados que seran muy iitiles, las demostraciones
de tales relsultados se encuentran en el articulo [7] de Eliahou y Kervaire como Teorema
2.2 y Corolario 2.3.

Teorema|9. Si G es un grupo finito soluble, entonces G tiene la propiedad del conjunto
suma pequeno.

Corolarlo 2. 5i G es un grupo finito soluble, entonces para todo par de enterosr y s,
tal que 1 <7‘ s <] G| se tiene ug(r,s) <r+s-—1.

14
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El teOfema siguiente es més fuerte que el Corolario 2, y fue probado por Eliahou y
. Kervaire en [7] como Proposicién 3.1.

Teorema

10. Sea G un grupo finito y sean r,s enteros tal que 1 < r,5 <| G |. Si

G tiene un subgrupo H de orden d > r que satisface la propiedad del conjunto suma
pequenio, entonces po(r,s} <r+s-1.

Lema 6. |Sea G un grupo finito soluble y sean r, 3 enteros tal que 1 < r,5 <| G |. Sea k
el orden de un subgrupo normal K de G. Entonces

(”)<([ ] [k]"l)

Prueba Sean Gy = G/K, ro = [ ] Yy Sg = [ ] Asi 1 € rg,50 <| Gy |, y dado que
G es solublle se tiene que Gy es soluble. El Corolario 2 implica que

Sean Ao y
homomorh

luego | A’

teo{To, 80) < 1o+ 50 — 1.

By dos subconjuntos de Gy que realizan peg,{(rg,sp). Sea 7 : G — Gy el

smo natural y considérese los siguientes subconjuntos de G:

A=rY4) y B =11By),

|=| Ao || K |[=rok y | B' |=| By || K |= sok. Dado que 7o > § y sp > £, se
sigue | A’ |>ry | B’ [> s. Del hecho que 7 es un homomorfismo sobreyectivo se obtlene
"« B |—= — Dk = E] S] -
| A"« B' |= (ro + 50 — 1)k ([k + [k] l)k.

Sean A C

Una co

A'y BC B'talesque | A|=r y | B |= s, se sigue

uc(r,s) <| A+ B|<| A'x B' |= ([%] + [i—] ~1)k O

nsecuencia inmediata del lema 6 es el siguiente corolario:

Corolario

G | Entonl

3. Sea G un grupo finito soluble y sean r,s enteros positivos tal que r,s <|

CES
pelr, s) < ke(r, s).

Ahora observemos el siguiente resultado para los grupos diédricos; entonces enun-

ciemos las

siguientes propiedades que caracterizan este grupo.

9
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Proposicién 1. Sea n > 2 un numero entero y Sea
D,=<a,f:a"=p*=1paf ' =a>,
el grupo diédrico de orden 2n. Entonces:

1. Un subgrupo propio H de D,, es normal en D, si y sélo si cumple uno de los sigu-
ientes enunciados:

a) H es un subgrupo del grupo < a > generado por la rotacion o.
b) H es el subgrupo < o?, > generado por o y B o H es el subgrupo < o, aff >
generado por o y aff. En este caso H es de indice 2 y n es par.

2. Los grupos cocientes de D,, son diédricos y los subgrupos de D, son diédricos o
ciclicos.

3. D, es soluble.

Teorema 11. Sea n > 2 un nimero entero y sean r,s enteros tal que 1 < r,s < 2n.
Sea h el orden de un subgrupo H de D,. Entonces, existen subconjuntos A, B C D,, con

cardinales | Al=7r, | B|=s tal que

T 8
aemis (4[5 -2
Prueba: Supéngase que H es un subgrupo normal de D,. Por el punto 3 de la
propiedad\, D, es soluble y por el Lema 6 se obtiene el resultado deseado. Ahora
supéngase' que H no es un subgrupo normal de D, entonces a la luz de la parte 2
de la propiedad H debe ser un subgrupo diédrico de D, y en tal caso existen i &
{0,1,2, ..!n — 1} y un divisor propio m de n tales que

H=<a™a'f>=Ds.

Sea E =< a™ > el subgrupo ciclico de H generado por a™ y sea e =| E |, de tal manera
que h =| ]H |= 2e. Con el fin de facilitar la demostracion se denota el entero fi(r, s)

como Slglle,
falrs) = ( H + H ~1)d

Para demostra.r el teorema se construirdn subconjuntos A y B de D, talesque | A |=7,
| Bl=s y | A% B |< fae(r, s). Primero supéngase que fe(r,s) < foo(r, s). Dado que E
es un subgrupo normal de D, el Lema 6 permite escribir la siguiente desigualdad:

po. < (] +[2] = 1) e = £ulri8) < faelrs)

€
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Asi al escoger subconjuntos A y B de D, que realicen pp, se obtiene el resultado
deseado. Ahora, supéngase fa.(r,s) < f.(r,s). Llamando u = [%] yu= [i], se puede
garantizar que existen enteros 5, A € {0,1} y 0 < 71,51 < e tales que

r=2eu-—(§e+r1):e[r] -r Yy s=2ev—(,\e+sl)=eE] -s5. (D

e

Luego u = % ([g] + 5) yuv= % ([-:1] + )\), entonces

Asi que

Dado que
ecuacion

faolr, s) = e+ v — 1) = 2e E ([5]+ [—:-] ~1)+ %(5+A - 1)] .

fe(r,s) = fe(r,s) + (6 + A — 1)e.
| fae(r,8) < felr,s) y 6,1 € {0,1} se tiene § = A = 0. Sustituyendo en la.
(1) se puede escribir

r=2u—-1)e+(e—7r1) y s=(2v—1)e+ (e — s1),

donde 1 < e—ry,e—5; < e, ademas 1 < u,v < m. A fin de determinar los subconjuntos

Ay Bde
siguientes

cardinales r y s, respectivamente, tales que | Ax B |< fo(r, 5), se definen los

conjuntos:
XU = 01
X, = {L,a,..,0"'} paratoda te€{1,2,..,m},
E; = {1,a™,..,a¥ Y™} paratoda je< {1,2,..,e},

Y! = {yl:ye¥Y} paratodo Y C< a >

Ahora, sea l = e — 1y, g = e — 51 y considérense los siguientes subconjuntos de D,;:

A = (EX,)U(EX,1UEo* Y15,
B = (EX,)U(EX,1UE;a"")g.

Se puede probar que

asi que

EXy 1 NEa™ ' =EX,_1N Eqa"'l =@,

|A| = | EXy |+ | EXu |+ | Bra |
| BNl Xu |+ E || Xua |+ | B
= eute(fu—1)+1
2eu—e+e—r;

=
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De forma|similar se tiene que | B |= s. Ahora se probard la desigualdad | A * B |<
fge(T‘, .S’).
Sean

Ci = (EX )EX,),

C = (EX)EX,_1UE,a" )8,

C; = (EXy_1YUEo" Mo 18(EX,),

Cs = [(EXyi UE* Do 18|(EXy 1 U Epa® 1)),
entonces

AxB=CUCUCUC,.

Dado que|[EE, = E, B(EX,) = (EX;1)By o1 X! = X,, al desarrollar los productos,
se tiene

Ci = EX.X,,

C, = (BEXuXoo1UEX,o" )8,

C: = (BEXuorXyUEX,0* Va8,

C4 = (EXuL1Xv_1) U (EX,,,la“) U (ElEt;lauul).

Ademés se tiene que Cy C C; vy que C2 UC3 = EX, X, 5. Luego
Ax B=(EX,X,)U(EX,X,5),

de donde
| A+ Bl=| EX.Xy | +| EXuXuB1=2| EX, X, |=2 | EXyjv1 | -

Pero
E{l,a,.,a*" 1} si utv—1<m;

EX v 1=
wto-l {E, st ut+v—1>m.

Luego EX,1v—1 = EXumfutv-1) ¥ POI lo tanto

AxB|=2}1E|(min{u+v—1,m}) <2e(lu+v—1)= folr,s). O

Nota: En| particular, el Teorema 10, muestra que para todo entero n > 2 y para todo
par de enteros positivos r,s < 2n se tiene la desigualdad up, (r,s) < kp,(r,s), lo que
ratifica el Teorema 7 y que se deseaba probar en esta sesion.
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3.2. Desigualdad reciproca: up,(r,s) > &p,(r, s)

A manera de conjetura, la desigualdad pp, (r, 8) > kp,(r, s) se da para todo entero
positivo 7. Sin embargo, sélo se tiene una demostracién completa en el caso en que n es
una potencia prima, es decir; n = p¥ con p primo. Para comenzar probemos unas afir-
maciones preliminares; Usando la representacién D, =< o, 8: a" = 2 = 1, a8} =
a~! >, sea C el subgrupo ciclico C =< a >C D,, de orden .

Notaci61|1

Sean rg, 1, S, 51 enteros positivos tales que rg, 7, 8g, 51 < n; entonces Mg(rg, 71, So, 51)
P, ..,

se llama funcion descomposicién, y esta dada por:

Mc(ro, 71, S0, 1) = max{kc{ro, so), £c(r1, 51)} + méx{xc(ro, 51), Kc{r1, 50)}-

Lema 7.|Dados los enteros positivos r,s,n. Si para cada eleccion de enteros positivos
To,T1, 50, 51 < n se salisface ro + 11 =7 Y S + 81 = § se tiene la desigualdad

M¢(ro,71, 50, 81) 2 K£p, (7, 8),

entonces jip, (r,s) > kp, (7, s).

Prueba: Sean A,B C D, tales que | A |= r y | B |= s. Se quiere probar que
| Ax B |2| £p, (7, $).
En efecto;! Sea A = Ay U A1by B = By U B;b, donde Ay, A,, By, B; son subconjuntos
del grupo letclico C; tales que | Ag |=ro, | A1 |=71, | Bo |= 50y | B1 |= 51
Se tiene que

A*Bz(A()UAlb)*(BOUB]_b):(A(]*BOUAl*Bl_l)U(A()*B]_UA]*Bal)b.

Ademads,
| Ax B |=| Ag* BoU A *B{' | + | Ag* By U A * Bi' | .

De donde se sigue que
| Al B |> méx{| A * By || A1 * Byt [} + méx{| Ao* By |,| 4 « Byt |}

Por el Teorema 5 del capitulo 2 {Ver [5]), se tiene que ue = k¢ en el grupo abeliano C.
De donde,|si ninguno de los subconjuntos Ay, A;, By, B1 es vacio, se tiene que

| A* B |>\méx{sc(ro, 50), kelr1, 81)} + méx{re(ro, s1), ke(r1, 50)} = Me(ro, 71, 50, 51)-

Luego, la desigualdad Mc(ro,71, S0, 81) 2> kp,(r,8), implica que | A* B |> kp,(r,s).
Ahora resta probar, que si uno de los subconjuntos Ag, A1, By, By C C es vacio, también
se tiene | A x B |> kp, (r, 5}, como se desea.

Considere (el grupo abeliano G = C'x < ¢ >, el producto directo de C, de orden n, con

2%
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un grupo ciclico de orden 2, cuyo generador es denotado por ¢. Sea X,Y C G tales que
| X |=7ry|Y |=s, conrs > 1 Por la formula ug = kg en el grupo abeliano G, se
tiene | X ¥ Y |> xg(r, s).

Ademas como G tiene orden 2n y los ordenes de los subgrupos de G son todos los
divisores {)ositivos de 2n, como es el caso para el grupo no abeliano D,, se tiene que

ke (r, 8) = kp, (7, 5).

La 1dea esls demostrar que si cualquiera de los ry,r; 0 sg,5; se hace cero, entonces se
puede construir subconjuntos X,Y C G de cardinales r = rg + 1, y 8 = 89 + §; respec-
tivamente/tal que | X «Y |=| A+ B |.

Ahora para subconjuntos X, Y C G, X = AgUA;cy Y = ByUBy¢, donde Ag, A:, By, By
son subconjuntos del grupo ciclico C; se tiene

X*Y:(AQUA;[C)*(BDUBlC) =(AU*BUUA1*Bl)U(AQ*Bl UA}*B(])C,

| X Y |=| Ag* By U Ay # By | +|Ag * By U A; * By.

Caso 1: Si Ag = 0, se debe tener X = Ajcy Y = By 'UB;'c. Note que | X |=| A, |=r,
| Y |=s. Tomando el producto de X y ¥ en G, se tiene

X+Y = A« BTYUA; # Byle,

| X Y |=| Ay * By |+ | Ay + By! |= |A* B.

Caso 2: Sl A; = 0, se debe tener X = Ay y Y = By U Byc. Note que | X |[=| Ao |= 7,
|Y |=s. Tomando el producto de X y Y en G, se tiene

X*Y=A0*BoUAO*Blc,

| X*Y |=| Ao+ By | + | Ao x By |= |A * BJ.

|
Caso 3: Si By = 0, se debe tener X = A;' U Ajey Y = Br'e. Note que | X |=
A7YUA |=7, | Y |=| B! |= s. Tomando el producto de X y Y en G, se tiene

X xY = A+ BTPU A * Bl ',

UNIVERSID

CENTRO DE INFOX

BIBLIOTECA Fhr\m

Take

ALON ¥ DU

Al BE CART AGEN:

v AORE
TN ERTACIS



CAPITULO 3. LA FUNCION pe EN GRUPOS NO ABELIANGS 21

| X +Y |=| A+ Byt |+ | Ayt = By |=|A* B

Caso 4: Si B; = 9, se debe tener X = A;'UAicy Y = By'. Note que | X |=|
A;'UA =7, |Y |=| By' |= 5. Tomando el producto de X y Y en G, se tiene

X+Y =A;'« By U A, * Byle,

| X «Y |=| A;' *By' | + | A1 * By' |=|A« BJ.

Por tanto! en todo los casos

| Ax B |=| X Y |> ke(r,s) = kp,(r,s). O

Ahora veremos que la desigualdad M (ry, r1, 0, 81) > &p,.(r, 8), es verdadera cuando n
€s una potencia prima.

Teorema 12. Sea p un nimero primo y v € N un entero positivo. Para cada 1 <
70,71, 8¢, 51 < p°. Se tiene

Mg (ro,m1,50,51) = £p(ro + 11,50 + 81),
donde C es el grupo ciclico de orden p* y D el grupo diédrico de orden 2p®.

Prueba: Sea H cualquier grupo abeliano de orden p*. Entonces se sigue que py(z,y) =
kelz, ) para todo 1 < z,y <] H |. Similarmente si G es cualquier grupo abeliano de
orden 2p¥ ; se tiene pa(z,y) = KDy, (2, ¥), para todo 1 < z,y <| G | pues los ordenes
de los subgrupos de G y Dy coinciden. Ambos consisten exactamente de los divisores

positivos de 2p".

Ahora se [fijard especificamente cada grupo H y G. Es decir; H serd ¢l grupo aditi-
vo del campo finito F, de orden g = p¥, y G ser4 el producto directo G = H x Z/2Z.

Sea ¢ = (0,1) € G, el cual es de orden 2; Por un leve abuso de notacién, sc consid-
era a H como un subgrupo de G, y por tanto G como la unién disjunta de dos clases,
HyH+e.

Dados loslsubconjuntos Ay, Ay, By, By C H de cardinales g, r1, Sg, 81 respectivamente y
ahora sealA B C G definimos A = AgU{A,+4¢) y B = ByU(B;+c¢). Como esas uniones
son dlsJuntas |Al=r9+7r1y| B|= 50+ s1. Considere el conjunto suma A+ B CG.

2.5
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Como 2¢c|=0,sea U = (Ag+ B)U (A1 + B)) yV = {(Ao+ B)) U(A1 + By)} + ¢
entonces A+ B =U UV, luego
|UI+|V| = | A+ B |2 palro+ 71,5 + 51)

= Iig(T0+T1,80+Sl)

= kp(ro+r1,5 + 51),

Donde la tltima igualdad se da porque los grupos G = H x Z/2Z y D = D,» tienen
en mismo conjunto de ordenes de subgrupos.

Ahora. elijamos los subconjuntos Ag, Ay, By, By € H tal que [ U | + | V' | es el minimo
de Mc(’l"gl, 71, S0, S]).

Aquf apelamos a la descripcién de H como el grupo aditivo de Fps y para el (recipro-
co) ordenl lexicogrifico en H, es visto como un espacio vectorial sobre Fp,. En [4] este
orden es descrito como el orden natural en el intervalo de enteros [0, p” — 1], donde la adi-
cién del eslpacio vectorial F,, esta dada por la suma p-adica de Nim (Ver pagina 17 de [4]).

Asf, dado 1 < t < p¥, denotemos por IS, el segmento inicial de H de cardinalidad
t, entonces dado cualesquiera dos segmentos iniciales IS, IS, (1 < t,u < p¥}, se sigue
de la prop!osicién (3.1) de [4], que su conjunto suma I15; 4+ IS, es optimamente pequeiio;
esto es | IS + IS, |= pn(t, u). Més precisamente,

IS+ IS, = IS#H(",S)!

como el conjunto suma de dos segmentos iniciales de H, que se probé en [4] ser otra vez
un segmento inicial.

Una simple pero crucial observacién para lo que sigue es que IS; contiene a 1S,, o IS,
contiene a! IS; en efecto, se tiene que 15 U IS, = ISnaxfiu)-

Ahora, nuestra eleccién especifica de los subconjuntos Ag, A1, By, By serd tomar seg-
mentos iniciales de los cardinales requeridos. Esto es, Ag = I5,,, Ay = 15,,, By = 18,,
y Bl =1 Ssl-

Sea pi; = pu(ri,s;) = kelri, s;) para 4,5 € {0,1}. Pero como IS, + IS,, = IS, ,, se
tiene U =!(Ag+ Bo) U(A1 + By) = I Simix{po o 1} ¥ Similarmente, V' = (A4 By }U{A; +
Bﬂ) = ISméx{uo.l,#l.u}'

1

Luego, | U | + | V |= méx{po0, 1,1} + méx{po,, tt10}; por la desigualdad
|U |+ |V |> &p(ro-+r,s0+ 51),

se tiene
méx{ oo, 1,1} + max{po1, a0} > Kp(ro + 11, 50 + 51);

Lo que concluye que

Mc('n"(), 1, So, 81) Z K,D('f‘g + 7,30 + 31). D
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Nota: ElI Lema 7 y el Teorema 11 sintetizan que cuando n es una potencia prima
up.{r,s) > kp,(r, s), que era lo que se deseaba probar en esta sesién.

A manera de concluir, la seston 3.1 y 3.2 dan prueba al corolario 1.

3.3. Comentarios sobre la funcién descomposicion
En esta seccion se discute la validez de la desigualdad

MC(To, 1,80, 81) 2 HD(T‘U + 71, 50 + $51);

en el Lema 7, de la seccion anterior.

Nos dan u:n entero positivo n y un cuadruple de enteros (rg, 71, S0, 51) tal que 1 < 7y, 71y <
n para i,7 € {0,1}.

La funcién descomposicién Mc(ro, 71, S0, $1) €s la exprecion

M(ry, 71, 50, 51) = méx{kn(ro, S0), kn{r1, 1)} + méx{,(ro, 51), Kn{r1, 50) },

donde ,(r,5) =mn {([3] + [3] - 1) ¢}

onde k,(r, s) = min - -l - .

A dig d d

La hipédtesis en €l lema 7, fue la desigualdad
M(ro,71,50,51) 2 2n(To + 71,50 + 51)-
En el Teorema 11, Se probé que la desigualdad anterior se da para todo (rg, 71, g, 1)
con 1 < 1y, 71, 80,51 < 7, 51 72 €5 una potencia prima.

Ahora se [muestra que la desigualdad anterior es falsa para al menos un cuadruple
(ro,T1, S0, 81) con 1 < 1,74, Sa, 51 < 7, 81 0 es divisible por dos primos distintos.

Proposicién 2. Sea n = uv, donde u,v son enteros primos relalivos con u,v 2> 2,
enlonces

max{xn (7o, 50}, Ka(T1, 51} } + MaxX{ ki, (70, 81), K (71, 80) } < Kanlr,8), (3)
PArATE=U,TI =V, S =N—UY S =N—0.
Para la demostracién de la proposicién, se usard de (8], el siguiente resultado,
Corolario 4. 5t 1 <r,s < g — 1, entonces
kg(r,s) = min{r + s — h(ged(r, s}), ke(r + 1, s), ka(r,s + 1) }.

Donde g es el orden del grupo G y h es el orden mds grande de un subgrupo de G.

ks
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En el contexto presente, la férmula anterior queda como sigue,

ko(x,y) = min{z +y — ged{z, v, 9), ko(z + L, y), ko(z, ¥ + 1)}, (2)

paral <z, y<g-1
Y la prueba de la Proposicién 2 se puede observar en [6].

El Lema 7 , implica que es suficiente verificar | Ax B |> kp, (7, s} para los subconjuntos
A= A()UAlb B=DByUBbtalque |A|=r,|Bl=sconr;=| A;|>1,5;=| B; |> 1

y tal que
MC(TOJ 71, S0s 51) 2 l'SD("'FO + 71, So + 31)-

Ademas, para el siguiente lema podeinos tambien restringir la bisqueda del cuadruple
(ro, 71, So,is1) que satisface r; + s; < n para todo i, j.

Lema 8. 5i A = AgUA1b, B = BoUB1b es un par de subconjuntos A, B C D, = CUCH,
tal que | A; | + | B; |> n para algin indice 1,5 € {0,1}, entonces

| Ax B> £p,(r, s),
donder=| A|, s=| B|.
La prueba de este lema es consecuente a la del lema 7 en el siguiente sentido;

Prueba: El conjunto producto A * B de A = Ay U A1b, B = By U B;b esta dado
por

AxB=(Ayp*xByUA; * ByY)U (Ag » B; U A, * By ')b.
segun lo visto arriba. Luego
|AxB|=| Ag» ByU A1« By' | +| Ao« BiU Ay + By |.

Ahora identificaremos las dos copias del grupo ciclico C =< a > de orden n definido en
D,yG.

Sea X,Y |C G = C U Cec los dos subconjuntos X = AgU Ajcy Y = By' U Biede
cardinales|r y s respectivamente . Luego

X *Y = (Ag* By' UA; * B)) U (A4 x By U A, x By)e,
¥y por tanto
| X+Y |=| Ag*By'UA1 * By |+ | Ag+ BiUA, By ' |.
Por el teorema 5, se tiene que

| X *Y |2 ug(r, s) = kon(r, 8) = kpn{r, ).

2.5
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Por tanto, aunque A, B y X, Y estan en diferentes grupos, se ve que si
IAO*BOUAl*Bl_lIEIAU*BEIUAI*Bl I, (4)

entonces
| Ax B |>| X Y |> kpg(r,s).

Obviamente, (4) es verdadero st Ay x By = C.

Esto suce:de si| Ao | + | By |[>| C |= n por lo que se ve en teorema 1.1 de [2]. (Ver
también [§] teorema 4.1).

Si| A | + | Bj |> n para algiin otro par de indices i,5 € {0, 1}, podemos reducir de
nuevo el caso | Ag | + | By [> n pero reemplzando si es necesario, A = Ay U A;b por
A=bA- AT'UAG'S y B = ByU Byb por B' = Bb = B, U Byb. Esto finaliza la prueba
del lema. | [

Note que, en cualquier caso, en la busqueda de contraejemplos para la conjetura up,_(r, s) >

kp, (T, $), !es suficiente examinar subconjuntos A = AgUAb C D,y B=ByUBbC D,
tal que | Ap * By |< n — 1. Esto sigue de la demostracién anterior.

Usando los teoremas en la seccién 4 de [8] y el lema anterior se ha verificado la con-
jetura para el compuesto de n por el calculo de una maquina hasta 15; esto es, n =
6,10,12, 14415,

Resultados importantes de la funcién ug

Finalmentle, se presentaran sin demostracién, algunos teoremas de Eliahou y Kervaire
sobre el estudio de la funcién pg en grupos finitos no abelianos (Ver sus demostraciones
en [8]).

Teorema|13. Sea G' un grupo finito, st r,s son enteros tal que 1 < r;s <| G | y
r+s>| G|, entonces pe(r,s) = ke(r,s) =| G| .

Teorema 14. Sean G un grupo finito y sean 1 y s enteros positivos tal que r+s =| G |,
entonces pg(r,s) = ka(r, s).

Teorema 15. Sean G' un grupo finito y secan r y s enteros positivos tal que r +s =| G |
—1, entonces u(r, s) < ka(r, s).

Teorema [16. Sea G un grupo finito y sean r, s enteros positivos tal que r,s <| G |. St
ka(r,s) <|s+ 5§ o ug(r,s) < s+ §, entonces pg(r,s) = kg(r,s), es decir; se tiene la
siguzente egquivalencia:

pa(r,sy=s+1i s, ysolo si, rg(r,s)=s-+1,

para todoslos enteros i tales que 0 < i < 5
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El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema anterior.

Corolarilo 5. Sea G un grupo finito, sir, s son enteros positivos tal que r,s <| G |, y
ka(r,s) = s+ (5], entonces pg(r,s) > kelr, s).

Teorema 17. Sea G un grupo finito. Si1 <r < 3, entonces ug(r, s) = kg(r, 3).




Conclusiones

Al presentar un panorama general del problema de los conjuntos suma pequenos

en grupos abelianos y finitos no abelianos, se motiva al lector a iniciar investigaciones
tendientes a comprender la funcién p¢ en ciertas clases de grupos.
Se considéra que este trabajo hecho como monografia del articulo {Sumsets in dihedral
groups) ecrito por Eliahou y Kervaire, contribuye a sentar las bases necesarias para
continuar|el estudio del problema de los conjuntos suma pequefios, especialmente para
la clase de p-grupos finitos.

Como se pudo apreciar, para los grupos diédricos que cumplen la condicién de que
n es potencia de un mimero primo, entonces la funcién ip, tiene una férmula explicita.
A manera de coneluir y particularmente se sugiere adelantar investigaciones que den
respuesta [a los signientes problemas abiertos:

a. Probablemente se tenga la igualdad up, (r, s) = xp, (7, 8) para todo entero n > 2.

b. La desigualdad pg(r,s) > kg(r,s) se da para cualquier grupo finito v todo entero
positivo r,l s <| G| (Ver [8]).

c. Para un grupo abeliano finito G esta el problema de caracterizar los pares de sub-
conjuntos|A y B de G que realizan ug(r, s).

d. Haciendo un analisis de los p-grupos finitos y de los grupos de Hamilton, es posibie
encontrar :resultados para la funcién pg, tales como; Si G es un grupo Hamiltoniano de
la forma G = Q x (Z3)" x Zp, con p primo mayor que 2, es posible que se cumpla la
ignaldad plg(r, $) = ka(r, s), para todo par de enteros r y s tales que 0 < 1,5 <| G |.

27
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