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Introduccion

Las matematicas, sin duda alguna son una de las obras mas majestuosas y hermosas
creadas por la mente humana; creaciones como éstas, que de alguna manera u otra, con-
tribuyen a la belleza de la existencia humana son dignas de ser aprendidas no meramente
como una tarea sino para ser asimilada como parte del pensamiento diario, y recordada
una y otra vez con 4nimo siempre renovado, hasta que nuestro espiritu contemple la verdad
v la esencia del ser. E. Galois (1811-1832) desde su tumba se rfe y se asombra al ver que
frecuentemente su nombre es mencionado en libros y articulos recientes de mateméticas,
en topicos que se inspiran en su trabajo original.

Bajo estas consideraciones, en este trabajo se pretende mostrar gue la “filosofia Ga-
loisiana” encarna en muchas sreas de las matematicas, y resaltar la enorme influencia que

ha tenido en algunas construcciones fundamentales de las matematicas contemporé.neas -

tn la obra de Alexander Grothendieck (1928 - hoy).

Una extension de cuerpos K C E es una extensién de Galois cuando todo elemento de
£ es la raiz de un polinomio p(z) € K|z] el cual se escinde en Elz] en factores lineales y
toda su raices son distintas. EI grupo de Galois Gal(E/K) de esta extension es el grupos de
automorfismo de E que dejan invariantes a K puntualmente. El teorema clasico de Galois
asegura que cuando K C F es una extensién de Galois de dimension finita los subgrupos
G € Gal(E/K) del grupo de Galois clasifican exactamente las extensiones de cuerpos
ntermedios K C M C E; y este resultado fue el que us6 Galois para probar su teorema
célebre. :

|engua,je moderno,por E. Artin, Kaplansky, tuvo que esperar mucho tiempo para ser ex-

tendida en mundos matematicos de naturalezas aparentemente distintas. El Diagrama 1.

l(pag V) manifiesta actualmente los contextos de la "teorfa de Galois". Probablemente este
esquema es incompleto si se trata de incluir descensos y cohomologfa de Galois, la dualidad
Grothendieck - Teichmiiller (manejo de teorfa algebraica de nfimeros, automorfismos, su-
perficies de Reimann, para estudiar las conexiones entre Gal(Q, @), y grupos combinatorios
y algunos otros tépicos relacionados.

" Las flechas sélidas en el diagrama representan genera.]izaciones de varias construcciones
y resultados, y las flechas punteadas representan “inspiraciones’

El primer paso de generahzacxén de la Teoria clasica de Galois es reemplazar la.s ex-
tensiones de cuerpos intermedios X C M C E por objetos més generales como son las
K-dlgebras conmutativas. Dada una extensién de cuerpos una K-digebra A es diagonal-

it

Esta teoria que fue presentada por Galois, y que mas tarde fue reconstruida en el

o
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CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Ejemplos de categorfas

Coni Objetos: conjuntos
J Morfismos:  funciones

3 : - D'nUOTECA FERNANS:’: Dol
. o { Objetos: conjuntos parcialmente ordenados CENTRO DE INFORMACIOR Y COCURENRLD'

morfismos: funciones moné6tonas

Objetos: Reticulos
morfismos:  hotomorfismos de reticalos

Objetos: Grupos

G
il 2 morfismos:  homomorfismos de grupos

morfismos:  homomorfismos de R-madulos

Objetos: Espacios topol6gicos

» Modg { Objetos: R-médulos a derecha (R cualquier anillo)
{Morﬁsmos: funciones continuas

GroTo Objetos: Grupos topolégicos
P Morfismos:  homomorfismos de grupos continuos

{Objetos: Anillos nnitarios
= Anu

Morfismos:  homomorfismos de anillos que preservan unidad

= Cualquier conjunto pre-ordenado constituye otro ejemplo de categoria. Sea A un
conjunto no vacfo con una relacion < la cual es reflexiva y transitiva; y denctamos
tal categorfa por (74 donde: Ob(G4) = A, y para cada z,y € A se define:

Morg, (.’I:, y) =

{z—y} si z <y
0 si no

La composicién de morfismo se define por la transitividad de la relacion <, esto es,
pa.raa:—f>y,y—%ésetienequegof:z:—rz, pues <y, y < z implicaz £ z

En teoria de categorias las ideas vienen en parejas, cada una de las cuales es dual de
a ofra, en el sentido de que la definicién o afirmacién de la una se obtienen de la otra
Yinvirtiendo el sentido de las flechas en los morfismos” esta observacién lleva a la consid-
eracion de obtener a partir de una categoria R arbitraria otra categoria R, denominada
la categoria dual (0 categoria opuesta), y definida de la siguiente manera:

(i) OB(R") = Ob(R)
(ii) Para cualquiera A, B en Ob(R®) se tiene Morgo (A, B) = Morg(B, A)




CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

= Sean R una categoria y A en Ob(R) fijo, entonces se tiene el funtor contravariante:

Morg(_,A) : R— Conj

X —— Morg(X, A)
A

a | Morg(e,A):f foo
]

X' — Morg(X', A)

Si R = rMod (la categoria de los R-mddulos a izquierda), entonces para todo X
en Ob(R) : Morp(X,A) = Homg(X,A) = {f : X = A: fla+b) = fla) +
f(®), f(ra) = rf(a),Ya,b € X,¥r € R} es un objeto de zMod (la categoria de los
grupos abelianos), analogamente, si B = Modpg.

Fl funtor Morg(__, A) se suele denotar por Hompg(_, A4)

e En la categoria de los R-mddulos (a izquierda o derecha) el funtorHomp(_, A)
es exacto a izquierda. 7

e un R-médulo P es proyectivo si el funtor Hompg{_, P} es exacto (para mas
detalles ver[12] }

= El producto tensorial de A en Ob{Modg) y B en Ob(gMod) es un objeto A®g B de
la categoria zMod y una funcion bilineal y R-balanceada h: A x B —+ A®g B tal
que para todo G en Ob(zMod) y toda funcion f : Ax B — G bilineal y R-balanceada

existe un {inico homomorfismo g : AQrB -+ G tal que el siguiente diagrama conmuta: -

AxB—LA®RB

P
//
T
S

Se puede demostrar que tal objeto existe (ver[12], teorema 1.4 pag 11)

Sea A en Ob{Modp) fijo, existe un funtor aditivo dado por:
A®R__ : RMOd—“—b—zMOd
B+——A®prB
I
fl 1 ABnfi=148f

\
Cr— A®grC

Similarmente, para B € Ob(rMod) fijo, existe un funtor aditivo:
_®pB:Modg——zMod

A—>=A®pB
o o
) }g®@pB:=g®1p
i )
O—— C®rB

Los funtores A ®g_, _ ®g B son covariantes y exactos a derecha.

™D



CAPITULO !. PRELIMINARES 6

» Un elemento z en el G-objeto X se lama inveriante o G-tnvariante si ¢ queda fijo
bajo.toda transformacién oy : ¢4(z} = z para toda g € G. Un subconjunto M C X
es invariante st og(M) C M para todo g € G

» Sean Gy G' grupos y R una categoria, X un G-objeto de R con respecto a un homo-
morfismo ¢ : G — Aut(X), X’ un G-objeto de R con respecto 2 un homomorfismo
o'+ & 5 Aut(X'). Un morfismo 6-equivariante con respecto a un homomorfismo
6:G — G’ es un morfismo ¢ : X = X’ de R tal que para todo g € G el siguiente
diagrama conmuta:

@
X X’ e SiG=¢
y 8 = idg
%10} solo diremos
una aplicacidn
equiverignte
X ———>X' 7

Ejemplo 2. SI X' es un G-conjunto ¥ X es un G-conjunto con la accién del ejemplo
1. Entonces la aplicacion ¢ : X — X’ es #-equivariante si y s6lo si el siguiente diagrama
conmuta:

GxX—X

[

GX.X'—’X'

morfismos y ¢ : X = X', ¢ : X' = X' morfismos 8, 8"-equivariantes respectivamente,
entonces ¢’ o @ s un morfismo & o #-equivariante.

Para un grupo G fijo, los G-objetos de una categorfa R forman una categoria denotada
RS con los morfismos equivariantes como morfismos. -

Ejemplo 3. Sea R = Conj Fin la categorfa de los conjuntos finitos, se tiene que:
Conj Fin®
Es una subcategoria plena de Conj®

= RS, puede ser considerada como una categorfa de funtores (interpretando a G co-
mo una categorfa constituida de un s6lo objeto y morfismos ¢,9 € G, con la ley
de composicion natural) donde los morfismos equivariantes son las trasformaciones
naturales. ' '

» Sea X un G-conjﬁnto y x € X, el subgrupo de G : E(z) := {g € G : 7y(z) =z} se
llama el grupo estabilizedor de z. ' ‘

Si X, X', X" son G,G',G"-objetos respectivamente, #: G = G’ , 0’ : G' - G” homo- -

<
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Sea X un G-conjunto con respecto a 7: G = Aui(X). La drbite ¢ G-drbita de z € X,
bajo la operacién dada es el conjunto 7(z) := {74(z) : ¢ € G}.

Afirmacién. Si X es un G-conjunto, las diferentes érbitas forman una particién de X
en conjuntos disyuntos, en efecto: como r € n(z), X = Uge xm{z).

S'ea y € n(z)Nn{z’),z,2' € X, entonces y = 74(z), y = 7p¢(2’). Para z € g(z) : z = 1,(z) se
tiene z = (1q07,-1074 )(2') € n(g'), esto es, n{z) C n{a’)- Esto demuestra que n(z) = n{z’).
Dado z € X, se sigue que n(x) es un sub-G-conjunto de X isomorfo a un G-conjunto co-
ciente de (G, esto es: p: G—»ny(z), g — gz

Por lo tanto, tenemos que:

Proposicion 1.2.2. Sea G un grupo. Todo G-conjunto X es la unién disyunta de G-
conjuntos cocientes de G. '

Consideremos otro ejemplo importante de G-objéto.

Ejemplo 4 (G-espacios)
Sea G € Ob(GrpTop) fijo. Un G-espacio X es un espacio topologico el cual es un G-

conjunto con respecto a la aplicacion G x X — X. Ademas esta aplicacién se supone

continua.

Es claro que el grupo G est4 actuando por homeomorfismos sobre X, asi que X es un
G-objeto en la categoria Top.

" Sea X un G-espacio, X’ un G'-espacio y p: G = G' un meorfismo de GrpToﬁ. Un
P

tal que el siguiente diagrama conmuta:

GxX—X

= ‘|

Gl’ e X! —_— X.l'
 es continuo y por lo tanto p x  tambien es continua, esto se sigue por la propiedad
universal de la topologia producto.

= Sea X un espacio topolégicd y G el grupo de homeomorfismos de X. La topologfa
discreta sobre G hace a X un G-espacio

Observacién. Note que dado un grupo topol6gico, un G-conjunto X discreto, ain
finito, no tiene por que ser un G-espacio topolégico, puesto que la accién G x X — X ya

rinorﬁsmo p-equivariante con respecto a p: G — G’ es un morfismo ¢ : X' = X' de Top -

\ O
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Ejemplo. Todo anillo es una Z-glgebra

Ejemplo. Dado un conjunto X, el conjunto K~ de las funciones de X en K tiene
una estructura natural de K-dlgebra, definiendo las operaciones puntualmente. Esta es un
algebra asociativa conmutativa y con unidad, que tambien se denota F{X, K)

Ejemplo. Sea E € Ob(Ezt(K)). Si B es una E-dlgebra cualquiera, entonces B es una
K-dlgebra por restriccion de multiplicacion escalar a los elementos de K.

Ejemplo. Sea F € Ob(Ezt{K)) , y A una K-dlgebra entonces E ®k A es una E-dlgebra
Definida por

(e®a)- (¢ xa') = (ee') ® (ad’)
ele ®a)=(ed) ®a '

Se tiene la siguiente categoria:

Objetos: K-dlgebra

* K-Alg { morfismos: homomerfismos de K-dlgebras.

Proposicién 1.3.1. Sea E € Ob(Ezi(K)) , B una E-dlgebra y A una K-dlgebra.
Entonces ,

' HomE—alg{EﬁAs B) = HO'm'K—aIg(AvB)'

Es decir: { en lenguaje de categorfa)

G
E— Alg K — Alg
F

donde:
F:Al—}E}G;_A

G:B— B

F es adjunto izquierdo de G (con extensiones naturales para morfismos). (ver [12], pag
37)

Demostracién. Dadas B, A y E, K-dlgebras respectivamente, definase
HomE_dy(E %A, B) — HomK_a;g(A, B)

Asi: dado f: E®x A — B, considérese
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Colorario 1.3.5 Sea A una K-dlgebra y I(A) := {M C A: M es un ideal maximal de
A}. Entonces existe una biyeccion entre Hompg _ag(4, K) € I{(A).

Demostracion. Todo K-homomorfisme A 5 K essobrea=a-1=a- f(1)y = fla-1);
uego A/Ker(f) = K. Como K es un cuerpo, entonces por proposiciéon 1.3.4 K er(f) es
ideal méaximal de A.

-

Sea K un cuerpo y A una K-dlgebra. Un elemento a € A es algebraico si existe p(z) en
Klz] tal que p(a) = 0. La K-dlgebra A se dice algebraica cuando todos sus elementos sean
algebraicos sobre K.

Proposicion 1.3.6 Sea K un cuerpo. Toda K-dlgebra de dimensi6n finita es algebraica.

Demostracion. Dado a € A, la sucesién de elementos 1,a,6%,a®,...,a",... conlle-
varén a que la relacion ana”™ + an—16"" 14 ...+ aa®+a1a+ap =0 para algin a; # 0 en
K puesto que dimg(A) < oo (dimensién de A sobre K). Tomando p(z) = Y Gp-iz”
se tiene p(e) = 0.

Proposicién 1.3.7 Sea K un cuerpo, A una K-dlgebra y 0 # ¢ € A un elemento
algebraico. Entonces existe un finico polinomio p(z) € K [a:] tal que:

(i} pl(z) es monico
(ii) p(a)=0

(iii) si g(z) € K[z] con g{a) = 0, entonces p{x)|g(z)-

Este polinomio p(z) se lama polinomio minimal de a.

Ejemplo (Un polinomio ménimal reducible)
Sea K un cuerpo y considerese la K-dlgebre K2, de dimensién 2 sobre K. Dado k € K la
umca raiz del polinomio de primer grado z —k en K 2esk-1,donde 1 =(1,1) es la umdad
de K?. En particular el polinomio minimal del elemento es una raiz en K2 de z° — z, el
cual es su polinomio minimal. Obsérvese que este polinomio es réducible: ez =z{z-1).

Proposicién 1.3.8. Sea A una K-dlgebra y ¢ # 0 en A un elemento algebraico. Si el
ilgebra A es un dominio de integridad, el polinomio minimal de a es irreducible.

Demostracién. Sea p{z) el.polinomio minimal de a. Si p(x) = r{z)g(z), entonces
= r(a)g(a), puesto que A es un dominio de integridad r(a} = 0 o g(a) = 0. Por la

minimalidad del grado de p{z) se sigue que r(z) o g(z) es constante.
_ =
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eVa: Klal/(p()) — B, lola)] — 9(a)

Por otro lado, dado un morfismo f : K{z}/(p(x)} — E de K-dlgebras, escoja o = f([z]),
donde [z} denota la clase de equivalencia de el polinomio z € K [z]. Se tiene que « es una
aiz de p(x) puesto que

‘-’_

ple) = p(f([z])) = f(p(le])} = f([p(z)]) = f(O) =0

Ya que, f es un homomorfismo de K-dlgebras , fija los elementos de K, por tanto los
coeficientes de p(z).

Empezando, con una raiz o de p(x), es inmediato que eV, ([z]) = a.

Luego, con f, como arriba, para todo polinomio g{z) € K [z],

Vi ([9(2)) = 97 ([=])) = f(9([=D)} = S{[9(=)])

Nuevamente, puesto que f fija puntualmente a K, y por tanto a los coeficientes de g(z).

Teorema 1.3.15. Sea B € Ob(Ezt(K)) y A una K-dlgebra. Los homomorfismos de K-
dlgebras A = E son linealmente independientes sobre K, en el espacio vectorial Lg (A, E).

Demostraciéon. Por colorario 1.3.2

Hompg_ay(A, E) & Homg_qg(E Q A, E)

- Por tanto es suficiente probar que para toda E-dlgebra B, los homomorfismos de E-
dlgebras B — E son linelamente independiente sobre E, y por tanto la independencia lineal
sobre K se tiene.

ISi f,9: B—»E son homomorfismos distintos de B-dlgebras, ellos son aplicaciones cocientes
y por lo tanto Ker(f) # Ker(g); por la maximalidad de estos nacleos, ker(f)+ Ker(g) =
B. -

lAhora bien, considerese una familia finita f; : Bi—E de homomorfismos de K-dlgebras
|distintos_. tales que 31 ;¢ @ifi =0, para algin o; € E. Aplicando el teorema chino del
residuo a la aplicacién ~ - .

B — E™, b— (filbi})i<icn

ésta es sobreyectiva. Si al menos un ; es no nulo, se contradice la sobreyectividad. .

1.4. Extensiones de Galois

Se busca estudiar obje;cos muy especiales en la categoria Ext(K) , (K cualquier cuerpo)
que son las extensiones normales y separables y de Galois.

una K-dlgebra escribimos {E : K] para la dimensién de E como K-espacio vectorial.

Si E € Ob(Ezt(K)) (E una extension del cuerpo K}, se denotara E/K; imesto que E es

3
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Proposicién 1.4.5. Sean E/K una extensién normal de dimensién finita. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) aj,a2 € E son conjugados sobre K.

(ii) Existe un K-automorfismo f: E — E tal que f(o) = aa.

Demostracion. (Ver [7] 6 [14] )
n

» Una extensién de cuerpo es de Galois ( o galoisiena) cuando es normal y separable.
Fl grupo Autg(E) se llama el grupo de Galois de esta extension y se denota por:
Gal(E/K).

Proposicion 1.4.6. Sea K C M C E Extensiones de cuerpos. S: E/K £s una exten-
sion de Galois entonces E/M es una extension de Galois.

Demostracibn. Por proposiciones 1.4.2, 1.4.3 .
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f
Lema 2.1. 5i A:B es una conexion de Galois, entonces para todo (a,b) € A x B,
]

0 < g(b) & b< fla).

Demostracion. Si a < g(b), entonces por antitonfa de f, f(a) = f(g(h), f(a) 2
{f © g)(b), y la extensividad de f o g, implica f(a) > b; y analogamente el reciproco.

En realidad, detr4s de una conexién de Galois hay mucha mas informacion estructural,
como se infiere de la siguiente proposicién.

!
Proposicion 2.1. Sean (A, <) y (B, <) conjuntos ordenados. Entonces A:B €5 una
. 9

g
conexitn de Galois & G B:G 4 es una adjuncién categorica, es decir f es un funtor ad-

junto izquierdo de g.

Demostracion. ( ver [13], Seccién 5, Teorema 1, pag 93)

EJEMPLOS

2.1. Teoria de Galois Clasica

El aporte de Evariste Galois al desarrollo de la matematica ha sido fundamental. El
algebra abstracta debe a este cientifico invaluables resultados. Este ejemplo, ha side la
fuente de inspiracién para crear nuevas teorias en matematicas, de ahi radica su importa-
cia histérica y filosofica.

| Considérese E/F una extension de cuerpos. Sea -E:ct(E/F) := {Kcuerpo : F C K C
E K } el conjunto de los cuerpos intermedios entre E y F, y sea Sub(Gal(E/F) := {H : Hes
un subgrupo de Gal(E/F)} el conjunto de los subgrupos de Gal(E/F).

= (Ezt(E/F),<) es conjunto parcialmente ordenado: B < C, para todo B,C en
Ezt(E/F) & B es un subcuerpo de C

K en Sub(Gal{(E/F)) & H es subgrupo de K

El par de aplicaciones:

Ezt(E/F) ﬁ Sub(Gal(E/F))
Fiz }

= (Sub{Gal(E/F)),<) es un conjunto parcialmente ordenado: H < K para todo Hy .

5



CAPITULO 2. CONEXIONES DE GALOIS 20

Demostracion (Ver|7], Teorema 2.3,pag 251).
"

Todo cuerpo F viene acompafado por extension de Galois canénica: F/F, su grupo
clle Galois se llama grupo de Galois absoluto de F. La extension F/F tiene grado infinito
en casi todo los casos. Demostraremos que el teorema 2.1.1 no siempre se tiene para la ex-
tension F/F. Mas precisamente, no es del todo cierto que, dado cualquier subgrupo U en

‘ .Igub(Gal(F/F )), exista un subcuerpo K en Ezt(F/F) tal que U = Gal(K}, como veremos

en lo que sigue. (ver ejemplo 1). '

Definicion 2.1.1 Sea E/F una extensién de cuerpos. K en Ezt(F/F) es llamado an
|;ubcuerpo cerrado si K = Fiz(H) , para algin H en Sub(Gal(E/F)) se dice que es cerrado
si existe K en Ezt(E/F) tal que H = Gal(K).

Sean:
_ iS'ubc(Gal(E/F)) := {H € Sub{Gal(E/F)) : H es cerrado}

y
Bzt (E/F) = {K € Ext(E/F) : K es cerrado}

Luego, tenemos las siguientes afirmaciones:

a)
Suby(Gal(E/F)) —~ Est,(E/[F)
' : Gal

Es una correspondencia de Galois {ver[7}, Teorema 2.7, pag 247)

b)- Si E/F es una extension de Galois, [E : F] < oo entonces cualquier K en Ext(E/F)
es cerrado, y todo H en Sub(Gal(E/F)) es cerrado. (ver[7], lema 2.10(iii}, pag 249).
Asi que, (a) y (b) implican él Teorema 2.1.1. :

c) E/F es una extensién de Ga.lo:is & F es cerrado.

- Ahora bien, invocamos a las éxtensiones de Galois de dimensién infinita: el siguiente
ejemplo-demuestra que el Teorema 2.1.1 no es valido para ese tipo de extensiones.

Ejemplo 1. Para este ejemﬁ]o, sé suponen conocidos los hechos de que: para toda
potencia de primo p?, existe un cuerpo finito GF(p®), lamado cuerpo de Galois de orden
p?, cuando d = 1, GF(p) = Zy; ademas GF(p®) < GF(p") si 'y solo si dlr.(Ver [14], cap 5,
pag 244-247). : ' '

Refiriendenos a la Fig 2.1. (pal.g 21) Sea F := Z, = GF(p), y sea B := Clau Alg(Zp) =
Z, (clausura algebraica de Zp} phesto que F es una cuerpo finito, este es perfecto y por
tantoE/F es una extensi6n separable. : ' L
Puesto que E es algebraicamente cerrada, E es una extension normal de F. por lo tanto

|
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;Como obtener una caracterizacion de los subgrupos cerrados de Gal(E/F) de tal man-
era que exista una correspondencia de Galois?

Este problema fue resuelto en 1928 por Krull publicado en el articulo:

» “Caloissche Theorie der unendlichen algebraischen", Math. Ann., 100{1928) , pp. 687-
698.

El observé que Gal(E/F) puede ser dotado con una topologfa 7 de tal forma que un
subgrupo H de Gal(E/F) es cerrado en el sentido algebraico de la definicién si y stlo
Fi H es topologicamente cerrado con respecto a la topologia 7. Tal topologia es llamada
topologia de Krull.

Una manera, de construir este grupo topoldgico es:

Sea E/F una extension de Galois, no necesariamente finita. En el grupo Gal(E/F) se
define una topologia, de dos maneras equivalentes:

2) Un sistema fundamental de vecindades de idg se forma por los “subgrupos grandes",
esto es por los subgrupos H de Gal(E/F) tal que [Gal{E/F) : H] < oo.(Ver [9],
Teorema 21,pag. 60). :

b) Identificindose cada o € Gal(E/F) con una familia (0(a))ack : Gal(E/F) se torna
en un subespacio del producto cartesiano topologico [acg Ba, siendo E, = E con
la topologia discreta.

Con esta topologia Gal(E/F) es un grupo topologico compacto, Hausdorff y totalmente
disconexo. : '

izacion del teorema 2.1.1 a extensiones galoisianas infinitas.

2.2. Teoria de Galois Infinita

Cracias a la topologia de KRULL, se tiene el siguiente resultado:

- Teorema 2.2.1. (Teorema Fundamental de la teoria de Galois infinita)
Sea E/F una estension de Galots (finita o infinita} con grupo de Galois Gal(E/F).
Entonces existe una correspondencia de Galois entre: , ,

Asi que, hemos invocado, “ a la teoria de galois infinita", que consiste en una general-
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= Sia es un punto en B? {a}* = { rectas que p_asa.ﬁ por a }
» Si A es unarecta en R? 1{a} = { puntos que estan en A }

« Si A= B = G, donde (G,) es un grupo, R la relacion de conmutatividad
aRb&a-b=>b-a) para X C G, X' = Cent{X) (subgrupo centralizador de
Xy . .

B) Sea (H, <) una algebra de Heyting {es decir: un retfculo distributivo con operacion
de residuacion (=) :aAb<cssia< (b= c))

an()
M<) T HI)

a=>()

Es una conexi6n de Galois:

aAz <ysiysolosiz < (a=y)

Casos particulares:

B,) H= ({ proposiciones } , /\ v,F,=), mf deducibilidad intucionista. F'(falsedad).
pAgqin f rsiysolosipin f (g = r) Teorema de deduccién
B,) H = (P(X),N,U,0,=+),C contenencia conjuntista, se tiene que. si A, B,C son sub-

conjuntos de X se debe verificar: ANB € C ssi AC (B = ), (B = C) debe
ser el méaximo subconjunto de X que al intersectarse con B recae en C, es decir

(B = C)=CUB', en efecto:
ANBCCsiysolosiACCUB

B3) Sea (X, 7) un espacio tobologico y sea 7 la coleccién de abiertos en (X, 7).
H = (5,n,U,8,=) ,C contenecia conjuntista.
Se tiene que si A,B,C estan en 7, (B = C) debe ser el méximo abierto que al

intersectar con B recae en C; luego (B = C) = CU FUB (interior de C U B') asi que
:ANBC Csiysolosi ACCUB', en efecto:

ANBCC=>ACCUB = AC Gup {(maximo abierto contenido en C U B’ )
Vlceversa

ACCUB'= ANBC (OUB’ nB) = (CUB)nB° =(CUB)NB=(CUB)CC

C) C1) Sea S un anillo, R un subanillo de S, y sean

T :={I:Iesunideal de R }
I':= {J : esun ideal de S }, considerando T como con_]unto ordenado por la inclusién
y T ordenado por la 1nclu516n inversa { esto es, J € & J; D J), se tiene que
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» Sur Equations Différentielles et les Groupes Algébriques des Transformations (Sobre
las Ecuaciones Diferenciales Lineales y los Grupos Algebraicos de Transformaciones}),
publicado en 1887 por la universidad de Toulouse.

» Traité d’Analyse, Tome 11I (tratado de analisis, tomo 111) publicado por Gauthiers
Villars en 1928.

Vessiot, por su parte, publicé muchos articulos, pero su mds grande contribucién fue su

tesis doctoral titulada L'Intégrations des Equations Différentielles Linéaires {(sobre la inte-

glracién de las ecuaciones diferenciales lineales), publicado en 1892 por parte de la escuela
normal superior de Parfs.

Picard y Vessiot se propusieron crear, para las ecuaciones diferenciales, una teoria como
]«?._ de Galois y Jordan para las ecuaciones polinémicas; hay quienes creen que comparado
con el de Lie, el logro de Picard y Vessiot es més certero. Es posible pensar que la teorfa de

Picard - Vessiot nombrada asi por la influencia de estos matematicos, es Ja més apropiada

I . . . . .
teoria de Galois para las ecuaciones diferenciales.

Vessiot continué su teoria con la colaboracién de Jules Drach, formandose asi la teoria

I. - .
ciales. En esa teoria se utilizan los pseudo-grupos de transformaciones.

braicos para analizar ecvaciones diferenciales; donde las teorfas de Lie, Picard - Vessiot y
Drach - Vessiot son, por el momento, las ramas de ese arbol. En adelante, hablaremos de

' lla teoria de Picard - Vessiot. En 1932, Joseph Fels Ritt (1893-1951) publicé el libro Equa-
tions Differential from the Algebraic Standpoit (Ecuaciones Diferenciales desde el punto
: (Iie Vista Algebraico), libro que le da especial tratamiento a los polinomios diferenciales y
2 las variedades algebraicas diferenciales. En 1950 publicé el clasico Differential Algebra
(Algebra Diferencial) titulo que segin €l fue sugerido por Elis Kolchin . Kolchin pablica
1:.’a.ritas articulos alrededor de este tema, uno de ellos lo escribi6 con Ritt, pero su obra cum-
bre fue el libro Differential Algebra and Algebraic Groups (Algebra Diferencial y Grupos
h]gebraicos), publicado en 1973. Kolchin traslada a la teorfa de Picard - Vessiot el lenguaje
fnodemo de las extensiones de campos diferenciales, demostrando el teorema de existencia
y unicidad de las extensiones de Picard - Vessiot. '

;Kolchin también extendié la teorfa de Galois diferencial a algunas ecuaciones diferenciales
no lineales especiales en un cierto sentido, en donde las extensiones son denominadas fuerte-
'nente normales. Entre 1940 y 1970, la teoria de Galois diferencial fue estudiada solamente

i)or la escuela de Kolchin. En 1976, Irwing Kaplansky publica An Introduction to Differ-

ential Algebra {Una introduccion al Algebra Diferencial) una pequefia monografia que es
considerada muy buena por parte de los entendidos en la materia y que contribuyd en
una forma esencial al desarrollo de este campo. En un sentido homenaje por la muerte de
Kolchin en el otofio de 1991, Andy Magid, quien se desempeiié como instructor de J.F Ritt
len 1a universidad de Columbia, piblica de 1994 su obra Lectures on Differential Galois
Theory { Lecciones en Teorfa de Galois Diferencial).

de Drach - Vessiot que consiste en la teoria de Galois para ecuaciones diferenciales par- ~

fu

En fin, se puede hablar y hacer tratados extensos sobre el estudio de métodes alge- .. .

1
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normalmente escribimos:a’ = §{a), o’ = 5(6(a)), eyl = :Lue(c A esta tltima es la
n-ésima derivada de a.

Ejemplos de Cuerpos Diferenciales.
, -

a) Si F es un cuerpo, F es un cuerpo diferencial en el cual todos los elementos son con-
stantes. :

b) Si F es un cuerpo, podemos ver que F'(X), el cuerpo de fracciones con coeficientes en F

en la indeterminada X con la derivacion formal —R(-)—(J— para, fracciones, es un cuerpo
diferencial.

De ahora en adelante consideraremos solamente los cuerpos diferenciales de caracteris-
- tica cero.

¢) Dado un cuerpo diferencial F, definimos el anillo diferencial F|[X}z de los polonomios
diferenciales en una variable X con coeficientes en e cuerpo F', de la siguiente manera:

FlX]g = FIX, X', X",...,.X™,..]

es el anillo de polinomios con coeficientes en F en infinitas enumerables variables,
para las cuales valen-las relaciones: '

X =xO x' =0 x" = xt™
En general, si P(X)} € F[X]4, entonces

5P
sX(n)’

dnnde P* denota el polinomio obtenido por derivacién de los coeficientes de P (no

P(XY = P*(X) + 3 XD

constantes } y donde 675(%7 denota la derivada parcial en el sentido usual de P con
respecto a la variable X (n). Como F[X]g es un dominio de integridad, existe el cuerpo
diferencial de fracciones, el cual se denota F(X)q4. :

= ;Existe, para los cuerpos diferenciales, el concepto analogo al de cuerpo alge-
braicamente cerrado?, y si la respuesta es afirmativa,

» ;Existe la clausura diferencial de un cuerpo diferencial?

Ecuaciones Diferenciales Lineales en una Indeterminada.

Definicién 2.4.2. (i) Un operador diferencial lineal homogeneo sobre el cuerpo difer-
encial F es un operador L de la forma.

hay que olvidar que los coeficientes de P, elementos de F, no necesariamente son’

70
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. |
.(Ilonsideremos ahora las extensiones apropiadas en la teorfa de Galois Diferencial, las lla-
madas extensiones de Picard - Vesstot, donde este fendémeno no ocurre.

Definicién 2.4.3. Una extension diferencial E/F es una extensién de Picard - Vessiot
para L si

a) E es generado sobre F como un cuerpo diferencial por las soluciones de L =0 en E.
b) Las constantes de E son las costantes de F.

c) L = 0 tiene soluciones en B, las cuales son linelamente independientes sobre las con-
stantes.

Observacién. La definicién anterior es al analogo el concepto de cuerpo de ruptura
para un polinomio , en la clasica Teorfa de Galois.

Lema 2.4.2. Si E/F es una extension de Picard - Vessiot para LyFCKCFEesun
cuerpo diferencial. Entonces E/K es una extencién de Picard - Vessiot para L.

De ahora en adelante se utilizaran las siguientes convenciones:

% C es el cuerpo de las constantes F

:* I es de caracteristica cero
*

C es algebraicamente cerrado.

Nota. Sea B un anillo diferencial con derivacion ’. Un ideal diferencial I de R es un
ideal tal que f' € I para todo f € I.

Fl siguiente resultado nos da una condicién para no admitir nuevas constantes.

Teorema 2.4.1. Suponga que R es una dominio de integridad difeimcial, ROF. S
Q(R), el cuerpo de fracciones de R, tiene una nueva constante, entonces R contiene un
tdeal diferencial primo no nulo. '

Colorario 2.4.2. Sea P C Flyi;] = R, P un ideal diferencial pri_m}) maximal, donde
R es como en la proposicién 2.4.1. Entonces E = Q(R/P) 2 F, donde E es el cuerpo de
fracciones de R/ P, satisface {a) y (b) de la definicion de una extensién de Picard—Vessiot.

Desmostracién. Como R es un anillo noetheriano { por ser un anillo de Polinomios
y F es un cuerpo) existen ideales diferenciales primos maximales. Si P es uno de ellos,
entonces R/P no tiene ideales diferenciales primos nc mulos, luego por.Teorema 2.4.1,
Q(R/P) no tiene nuevas constantes. Tambien se tiene que F diferencialmente generada
sobre F por las soluciones de L = 0, de la misma forma para R/Py E.
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que V = 0;{V;}. Se sigue entonces de la condicion (a) para extensiones de Picard - Vessiot
que 0‘1(E1) = GQ{EQ).

l;Jsa,ndo la propiedad de normalidad de las extensiones de Picard - Vessiot, podemos probar
su unicidad. )

Teorema 2.4.5. Cualguier par de extensiones de Picard - Vessiot de F para L son
1somorfas sobre F.

Demostraci6n. Sean B, F, extensiones de Picard - Vessiot. Considerese el anillo difer-
encial T = Ey ® E, con derivacién dada por: (e; ® esf =€) ®ea+e Qe T esuna
F-algebra finitamente generada, es decir, un anillo noetheriano. Sea M un ideal diferencial
E = Q(T/M) no tiene nuevas constantes, y dadas la inyecciones diferenciales O; : By = E
tales que O1(s) = s®1y Oa(e) =1®e, porla propiedad de normalidad se tiene que
0= 020;1 es un isomorfismo de Ey a E»

]
Ejemplo 1. Las extensiones de Galois finita son extensiones de Picard - Vessiot.
» El grupo de Galois diferencial y la correspondencia de Galois.

Sea (F,6) un cuerpo diferencial. Un automorfismo diferencial « : E = F es un auto-
morfismo de tal forma que el diagrama

-«—?—-—"q
l"
-T-‘"Ij

!
:
"y

es conmutativo

Definici6n 2.4.5. (Grupo de Galois Diferencial.)

S; B es una extension diferencial de F, el grupo de todos los automorfismos diferenciales
lde Een E que dejan fijos { o invariantes) los elementos de F se denomina el grupe de
Galots diferencial de E sobre F y es denotado por Gal (E/F).

EL signiente teorema muestra una pi'opiedad basica de los grupos de Galois diferen-
ciales:

Teorema 2.4.6. Si E es una extension de Picard - Vessiot de F para L entonces
G(E/[F) es un grupo lineal algebraico sobre C.

Supdngase que E/F es una Extension diferencial, y considérense los siguientes conjun-
tos: ) : : ‘

oY

-
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En analogia con el teorema de Galois para ecuaciones algebraicas se tiene el siguiente
resultado. :

Teoremﬁ 2.4.9. Si E es una estension Liouville de F, entonces el grupe de Galois
iferencial Gal(E/F) es soluble.

[~%

2) Se puede hacer una teoria de Galois para un sistema de ecuaciones diferenciales:
}I” = AY donde A € Myyun(K), K cuerpo diferencial, como se hace en {8]. En nuestro
gjemplo, trabajamos con el operador diferencial homogeéneo Lly)=D"+... +t oy =0,
c'lue es equivalente a la ecuacién matricial diferencial y = Cy, donde '

0 1 0 0 ... 0
0 11 0 ... 0
C=
-—a.g-‘..‘ 7-:_0.1 e ’ - —0p-1

La matriz compaiiera de L

9.5. Teoria de Galois de Anillos Conmutativos

La nocion de extension de Galois de anillos conmutatives fue definida primero (inde-

pendientemente de A. Grothendieck) por M. Auslander y O. Goldman( M.Auslander y - -

0. Goldman, The Brauer group of commutative ring, Trans. Amer. Math. Soc. 97, 1960,
1}67-409), v la teoria de Galois de estas extensiones fue desarrollada por 8.U. Chase, D.K.
II-Ia.rriscm y A. Rosenberg (ver{4]) y G.J. Janusz ( G.J. Janusz, Separable algebras over
commutative rings, Trans Amer. Math. Soc. 122, 1996, 461 - 479).

El articulo }4] es citado en cualquier libro reciente sobre este tema y es el articulo que
hemos tomado como guia principal en la elaboracion de este ejemplo.

Los anillos base, en esta teoria de Galois, son anillo conmutativos; las extensiones son
siempre &lgebras conmutativas separables; esto es, si R es el anillo base las extensiones son
R-algebras conmutativas S , con S un S®r S — médulo proyectivo. Una simplificacién
locurre para los anillos en donde 0 y 1 son los inicos elementos idempotentes; puesto que
en la teorfa clasica de Galois (la de cuerpos) esto no es mecesario ; el método usado por

estos matematicos es dar una aproximacion alternativa a esta teoria.

El prerrequisito que demanda esta teoria es un curso de algebra homologica (y co-
homologica) de las K-algebras asociativas y su dimension homoélogica. Para un tema tan
especializado como este, nuestras afirmaciones y resultados, estan soportadas, en un exce-
lente texto como lo es [5]- . '

Extensiones de Galois de Anillos conmutativos

2%
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J; son fuertemente distintas para i # j, se tiene que fi{e;) = ;.

Finalmente , eije; = filei}e; = &;; , asi que €1, €2,...,€n SON ortogonales por parejas. -
Sea A un anillo conmntative, G un subgrupo finito de (Aut{A),0), y el subanilto R de
A, definido como: R = ACG = {a € A: gla) = a para todo g € G}.

Ahora bien, intoduciremos dos R-4lgebras auxiliares.

» Sea D = D(A,G) denotando el producto cruzado tivial de A con G. Esto dice que
D es un A-modulo libre con generador U, (o en G), con estructura de R-algebra
definida por la formula

(sU,)(tU;) = s0(t)Usr(s,t € A;0,7 € G)

La indentidad de A es Uy, y se denotara por el simbolo 1.

= g:D — Hompg(A, A)
sU, +— g(sUs):4 — A
o — g(sU,)(a) :=sa{a)
Para todo s,a en A y o en G es una homomorfismo de R-algebras.

» Recuerde que E = F(G, A) es una A-slgebra. $5iV, : G + Aesla funcion dada
por V,(7) = bqr, se tiene que E =3, .o DAV, y Vo son ortogonales por pareia,
idempotentes en E cuya suma es 1. o

= Recuerde que A ®r A es una A-algebra y se tiene que: b : A®gp A — E, dada por
h(a @ t){c) = ao(t) es un homomorfismo de A-algebra.

Teorema 2.5.1. Sea A un anillo conmutativo, G subgrupo finito de Aut(A}, y R = AC.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) A es una R-dlgebra separable (y los elementos de G son fuerlemente distintas).

(b) Emisten elementos T1,Zo, .- ,Tn} Y1, Y2, -+ Un en A tal que 311 2io(yi) = 61,4, pare
todo o en G,

(c) A es un R-mddulo proyectivo finitamente generado y g es un isomorfismo.

(d) Sea M un D-mddulo o izquierds, el cual tambien es un G-médulo a izquierda con
a(m) = Us(m). :

(e) h: A®r A — E es un isomorfismo de A-dlgebras.
(f) Dado o en G y P un ideal mazimal de A, ezisie s = s(P,0) en A con s — c(s)¢ P.

Definicién 2.5.3. Si G es un grupo finito de automorfismo de un'anillo conmutativo

satisface cualquiera de las condiciones equivalentes del teorema 2.5.1.

Observacién

Ay R = AP, Se dice que A es una extension de Galois de R con grupo de Galois G si .

24
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Correspondencia de Galois

Definicién 2.5.4. Sea A una extensién de Galois de R con grupo de Galois G, y sea
T un subanillo de A. Se dice que T es G-fuerte si la restriccion a T de dos elementos
¢ualesquiera de G son iguales o fuertemente distintos como funciones de T' a A.

« Esta condicién es vacuamente verdadera si A no tiene elementos idempotentes ademés
de Oyl

Proposicién 2.5.1. Sea A una extensién de Galois de R con grupo de Galois G, H
un subgrupo de Gy T = AH Entonces T es una R-algebra separable G-fuerte, A es una
extension de Galois de T' con grupo de Galois Hy H = {o € G : o(t) = t para todo
teT}. Si H < G, entonces T es una extensitén de Galois de R con grupo de Galois G/H.

 Demostracién. Sean zj,Z2,...,Tn;Y1,¥2,---:Ya €0 A satisfaciendo la condicion (b)
del teorema 2.5.1. Entonces 3.0, zio(y;} = 8i,, para todo o en H, esto demuestra que
A es una extension de Galois de T con grupo de Galois H. Luego por el teorema 2.5.1.c,
A es un T-médulo proyectivo finitamente generado. Aplicando [5], IX, 2.5 se obtiene que
!A ®pr A es un T @ T-mbdulo proyectivo. Pero por el teorema 2.5.1.a- A es una R-é&lgebra
separable esto es, A es un A ®g A-médulo proyectivo, asi que, A es un T ®g T-moédulo
proyectivo. ' '

PPor otro lado , T es un T-médulo sumando directo de A, por lema 2.5.2 y por ser A una

A, como A es un grupo T ® g T-médulo proyectivo, y todo sumando directo de un médulo
proyectivo es proyectivo (ver [12], teorema 3.14, pag 63), se tiene que T es un T®@gT-mbdulo
proyectiva. Esto es, T es una R-dlgebra separable. Sea H '={geG:g(t)=tVteT}
H' es un subgrupo de G, donde H C H' y A7 = A¥ =T. ‘

Sean n = o(H) y 7’ = o(H"}. Por lo anterior, A es una extesién de Galois de T con grupos
de Galois H y H'. Por lo tanto, por teorema l.e A®T A es un A-médulo libre de dimensién
n y tambien de dimensi6én n'. Ahora bien, como log anillos conmutativos son dimensionales

(ver[12}, Teorema 3.4 pag 58) entonces n =, y asi H' =H.
|

Nota. Puesto que A es una extensién de Galois de T con grupo de Galois H, aplicando
el lema 2.5.2, es posible obtener que }_ ¢ p(c) = 1.

Veamos que T es G-fuerte: sean 1,22,...,%ni¥LY2---s¥n satisfaciendo el teorema
2.5.1.b para A y G. Haciendo @} = 3 ey pTic), ¥ = 3 pep P(yi) Para i < n. x|,y estan
en A =T y ademss para o en G

. 1, siceH
Zzia(yi) = {0
i=1

, en otro caso

loxtensién de Galois de T. Entonces T es también un T ®@g T-médulo sumando directo de
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Aplicando la funcién fra®1 } el lema 2.5.2, obtenemos que AR CT.

Las proposiciones 2.5.1 y 2.5.2 , conllevan al teorema fundamental de esta teorfa de
(;;‘ralois; pero antes de enunciarlo, se hard la siguiente convencitn: sea A una extension de
Galois de R, con grupo de Galois G, se define:

Ay :={T: T es R-subalgebra separable ( la cual es G-fuerte) de A}
Hy:={s € G:o(t)=tparatodot €T}
Teorema 2.5.2. (Teorema fundamental de la ieoria de Galois de anillos con-

mutativos) Sea A una extension de Gelois de R, con Grupo de Galois G. Entonces eziste
una correspondencia de Galois entre

Ap T SublG)

dada por:
Tr+——Hy y Ki— AF

para todo T en Ay y para tode K subgrupo de G. Esta correspondencia preserva la
accion de G de le sz‘guienté forma: sic € G y T € Ay, entonces Hyry = oTo"!. H4G
si y solo si A¥ es invariante bajo G, en tal caso AP es una extension de Galois de R con
Ig'rupo de Galois G/H.

2.6. Problema Inverso de la Teoria de Galois

;Es todo grupo finito, el grupo de Galois de una extension de Q7
Esto es:

;Cuales son los grupos finitos G, tales que exista una extension E de Q, con Gal(E/Q)
isomorfismo a G ? : - .

{Este problema an no ha sido resuelto completamente!

Se conocen algunos casos particulares, por ejemplo:

(a) ;Para que valores de n existe un polinomio sobre Q cuyo grupo de Galois es Sn(An) 7
(Una prueba para S,, ver: Handock Charles R; Field Theory and its classical prob-
lems, Pag 210)

(b) Salvo isomorfismo existen cinco grupos de orden 8, que son:

Zg, Zyg x Ly, Ly x ZLa X Ly,

Dy (grupo de simetrfas del cuadrado) y (s {el grupo de los cuaterniones)

b
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1) La teoria de Galois de My(K)

Sea L = Mn(K) , K = GF(P!) cuerpo de Galois, p € N primo, y A = Aut(L)

supongasé que:
§* = {S|S es un subanilio simple de L}

G* = {G|G es un subgrupo regular de A}
Auta(R) = {A € A: Ala) = a para todo a en R}
Rngr(G) = {o € L: A{o) = o para todo A en G}

Entonces
Auty
3 G*

Ringr

Es una correspondencia de Galois.
(Ver [3], teorema {VIIL 18) , pag 155).

(2) Teorfa de Galois para anillos de divisidn

- Ver {15]

(3) Teoria de Galois para anillos conmutativos en categorias

(Ver [6] capitulo 111, Seccion 3.6,2)
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3.1. Algebras Diagonalizables

Fn la teoria clasica de Galois, en el caso de una extensién de Galois E/ K, las extensiones
intermedias M pueden verse como:

» K-algebras algebraicas sobre K.

e aquellas en las que los polinomios minimales de elementos M(€ K|z]) se factorizan
en Elz] en factores de grado uno y con raices distintas.

Definicion 3.1.1. Sea E/K una extension de cuerpos y A una K-slgebra. Se dice que
E diagoenaliza el algebra A cuando:

(i) El algebra A es algebraica sobre K.

(ii) Los polinomios minimales p(z) € K[z] de elementos de A se factorizan en E[z] con
factores de grado 1 y raices distintas.

Un caso particular es el siguiente:

Proposicién 3.1.1. Sea E/K una extension de cuerpo. Entonces las signientes condi-
ciones son equivalentes.

{(a) E/K es una extensién de Galois.

(b) E diagonaliza a E (como K-dlgebra).

Dada la extensién de cuerpos E/K se construye la categoria:

Objetos: . K-algebras diagonalizadas por E
Morfismos: Homomorfismos de K-algebras

o Diug(E/K}= {

La categoria cuyos objetos son las K-algebras de dimension finita diagonalizadas por
E y los morfismos son homomorfismos de K-algebras se representaran por( que es una
subcategorfa plena de Diag(E/K)) Diag Fin(E/K).

Definici6n 3.1.2. (Transformacién de Gelfand) Sea A una K—élgébra, se define la
funcién: ' .

Gel: A — K Homyk_ag(4,K)
? a +— Gel(a): Homg_ao(4,K) — K |
) p Gel(ﬂ)((p) = p{a).

| que se le lama Transfermacion de Gelfand.

Proposicién 3.1.2. Sea A una K-é.lgebra

St - -
U\‘I\'F.Rsll).-&!; DE ( \ ”«\{,\E;%
TECA CERMANTT . .‘.“_-(_.‘
?:lea'#lag & nFORMACION A3 LL-mm,uTACiON
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K-espacios vectoriales) si 7 es un isomorfismo, entonces:

mn = dimy(E ® A) = dimg (BI™ESAE)) = m card(Hom{E S A, E))

Asi quer n = card{Homgp(E @k A, E))
ciones
pi:E" — E

forman n homomorfismos distintos de E-slgebras linealmente independientes sobre E, por
el teorema 1.3.15 puesto que dimg(Lg(E™, E)) = n, las p; son todos los morfismos de
l]*:}-z'a.lgebras, por el teorema 1.3.15.

(ii) & (vii). La condicién (vii) expresa la inyectividad de 7, la cual se sabe que es sobreyec-
tiva.

|
Falta ver (i) « (ii), para tal fin, probemos el siguiente colorario.
]

Colorario 3.1.4. En las condiciones del teorema 3.1.3, la clase de estas K-algebras sat-
Iisfa.ciendo las condiciones equivalentes (i) a (vii) son estables bajo subobjetos cocientes,
productos finitos y productos tensoriales. Ademas si una K-algebra A admite dos sub-
'slgebras Ay, Az satisfaciendo las condiciones (i) a (vii), lo mismo se cumple para las
|sub-:&lgebras de A gencradas por elementos de Aj, As.

Demostracién. La condicién (vii) es trivialmente estable bajo subobjetos.

Considerando ahora un cociente A j;  de un K-algebra A de dimensi6n n, el cual satisface
las condiciones de (ii) a (vii) del teorema, tensorizando con E, obtenemos un cociente de
E-algebras:

id®f
e

E"=E®A ExQ
K K

El Ker(id ® f) C E™ es un ideal de la forma:

J:=Ker(id® f} = {h<ica | Vi€eX L= 0},X ¢ {1,...,n}}

Tomando z = Card(X), legamos a E@g Q = E"/J & E"~* y por la condicién (vi) del
teorema, resta probar que @ tiene dimensién n—z sobre K. Puesto que E tiene dimensién
m sobre K y E™/J tiene dimensién n — z sobre E, se sigue que E/J tiene dimension
m(n — z) sobre K. Por otro lado E @k () tiene dimension m - dimg(Q) sobre K, y del
cual, dimyg @ = n — z, puesto que E @k Q = E*/J al tratar el caso de productos finitos,
obsérvese primero que tensorizando con E, el funtor

E?_ : VectK - Vedg

entre categorias de espacios vectoriales, es aditivo, preservando productos finitos, por
lo tanto si A, A’ son K-algebras de dimensiones n,n' respectivamente y satisfaciendo las

(vi) = (iv). Se debe probar que Card(Homg_q4(E™, E)) = n obsérvese que las proyec—r

21
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es una equivalencia contravariante de categorias con Gal(E /K) actuando por composi-
cidn sobre Hompg oA, E) para cualquier A en Ob(Diag Fin(E/K)).

Obsérvese que el hecho anterior seiala que:

Diag Fin(E/K) = (Conj Fin)G“l(E/K)°”

Es decir:
Diagonalizar dlgebras corresponde esencialmente a hacer actuar el grupo el Galots.

Demostracitn

» F esta bien definido.
Si A ests en Ob(Diag Fin(E/K)), entonces F(4) = H omk-alg(A, E) es finito, por
teorema 3.1.3,(v). '
Ademss la accion de Gal(E/K) esta dada por Gel(E/K) x H oMK —ag(A, E} —
Homy_qaq(A, E), (g, f) + go f. Por lo tanto, F(A) es un G(E/F)-objeto de la
categoria Conj FinCal(E/K)

« F es pleno: Esto s, dadas A, B en Ob(Diag Fin(E/K})) para todo P(B) % F(A)

Hom(f, E). Observemos los siguientes traslados de acciones:

{(a) Gal(E/K) actta sobre E naturalmente:

Gal(E/K)xE— E
(g.0) —r g-a:=g(a)
. (b) Gal{E/K) opera sobre E @k A via (a):
Gal(E/K) % E%A — E%A
(g ®a)— g-(A®a):=(¢)) ®a
(c) Gal(E/K) actfia sobre EHomep-ag(E® AE) yia (b) y el isomorfismo de Gelfand:

Gal(E/K) % EHmnE_a:g(E®A,E) —_ EHmE—uig(EtSA,E)

(g0)— [Fr—rglele™of)] B2

morfismo en Conj FinG¥E/K) existe A J, B morfismo de K-algebra tal que g = .

20
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Recordando la forma del isomorfismo
E" S E®K"
n
(o) — Z aj ® e
o k=1
donde g; es el i-ésimo vector de 1a base canonica de K™, obtenemos que:
FZIGa!(E/K)(E®K ) = {Ek; ® et I k; € K}
k=1
n
~{1® (zkiei) | ki€ K}
k=1
~ A -
Abordemos la prueba de (b).
Sea F(B) 5 F(A) morfismo en ConijG“l(E/ K) luego se tiene que:
F(B) 4 F(A4)
| I
HOTnE_a]g(E ®K B, E} ?ld:n;.l_ﬁcva.c:fm) HomE_ajg(E Sk A E)
Definiendo: EF(4) £y EF(B) por: ¢* () := c:o ¢ para todo a en EFtA),
A) 2 E
1>
F(B)
Se tiene que, ¢* es morfismo en Conj Fin®HE/X) via la accion (c):
Gal(E[K) x EHoms-as(B8AE) 2 pHomz_aig(EXAL)
'1id)<(p‘ - [
Gal(E[K) x FHomp_q1g(E®B.E) 2 s pHome_a1s(E®B,E)
en-efecto: _
lof)) =
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Eeor B -G-E—B*EHD"IE atg(E ®x B,E)
A
. n idg(b) :=1® b
tdp i -—
' pyle) = (ah)
(proyeccion)
evaluacion
B E

que es conmutativo:

(pr0 Gelp oidy)(b) = (5 0 Gelp)(1 @) = p=(Gelp(1®b)) = h{b) , para todo b en B.
El siguiente diagrama es coumutativo por deﬁmcaén de@y @

A A, Eorg i Ei.,. FHomE_alg(ERAE)

18 = JKP = lg,-
B—E®xkB —= > pHomp_o1s(E®B,E)
ﬂjB

Gelp

Asi que:

Hom{8,E)(h) =hof
=ppoGelpoidpol
=ppoGelgoPoidy
=ppop'oGelgoidy

=p'§a(_hT°GelA O‘s‘d_,q

=p(h)
s I es fiel:

Sean A, B cualesquieras en Ob(Diag Fin(E/K Vysean @y motfismos de A en B tales
que F(8) = F(a), esto es, Hom(f, E) = Hom(e, E).

Veamos que # = a: '

Para todo h € F(B) = Homg_a,{B, E) se tiene

proGelgoidgod = hof = Hom{§, E)(h) = Hom{a,E)(h) = hoa =proGelp cidgpoa
Como pa(f) = pa(f") para todo h € F(B) se tiene f = f' (puesto que pa(f) = (f(A)) ¥
pr(f7) = f'(R), para todo h, luego f = 1), entonces Gelp oidp 0 8 = Gelp o idp o a como
Gelg o idp es 1-a-1 se tiene que 8 = a.

32
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F(A)»—> F(Ax B) =———F(B)
esto es:

Homp —g(A, E)—> Homg_ay(A x B, E) ~——<Hom(B, E)

ya que F = Hom(—, E).

Luego se tiene que: (por teorema 3.1.3)

Card(Homg _ag{A x B, E)) = Card(Homg_ag(E %{A x B), E)
= Card(HomK_dg((E%A) X (E%B),E)

= Card(Homg_g(E" x E™, E}
=n-+m :
= Caord(Homg (A, E)) + Card(Homg (B, E)}

Esto concluye la prueba del teorema

Observaciéon importante

El teorema 2.1.1 es un caso particular del teorema demostrado anteriormente. En efec-
to: la equivalencia contravariante del teorema, implica en particular, la existencia de un
isomorfismo entre ¢l reticulo de subobjetos M. -.

Ks>—>» M>— FE
En Diag Fin{E/K), y el reticulo de cocientes Homp_ay{M, E)

Gal(E/K) = Homy(E, E) » Homg _ag(M, E) - Homx_ag(K, E) = {id}
en Gal(E/K) - Conj Fin

Por las proposicioneé 1.3.13, 1.2.1 esto es precisamente la correspondencia clasica de
Galois.

3.3. Teoria de Galois Infinita

En este contexto la idea general es invertir la forma de proceder de la topologia alge-
braica (dados cbjetos topologicos, construir adecuados invariantes algebraicos: Top — Alg)
Es decir, dada una situacién algebraica, crear objetos topologicos que permitan razonar
geométricamente (Alg — Top — Georn): '

s Teoria de Galois infinita.
» Teorfa de esquemas (Grothendieck)

« Geometria no conmutativa (Connes)

En este capitulo, desarrollaremos una teorfa de Galois para extension de Galois cua-
lesquiera de cuerpo K C E, no necesariamente de dimensi6n finita.
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» Usando la notacion previa, desde la suposicién, logramos un isomorfismo F-M->M
extendiendo a f. Puesto que E es algebraica sobre K, K C E C K. Falta Probar
que f{E) C E: Dado a € E con polinomio minimo p(z} € Flz], se tiene:

p(F() = Flp(e)) = F(0) =0

Puesto que f, y por tanto f, fijan los coeficientes de p(z). Asi f(a) es una rafz de

p(z), y puesto que E/K es una extension de Galois, f(e) € E .

Colorario 3.3.3. Sea E/K una extension de Galois. Entonces:

K ={ac E|Vfe€Ga(E/K) fla}=a}= Fiz(Gal(E/K))

| Proposicién 3.3.4. Sea E/K una extension de Galois. El cuerpo E es la union filtrada
conjuntista de las subextensiones M € Ext(E/K), donde M/K es una extension de Galois
de dimension finita.

Demostracién. Si a € E tiene polinomio minimal p(z) € K[z] con raices ay, &2, .., 0n
en E, entonces por la proposicion 3.3.1

o€ K(m,o2,...,an) CE

E es en efecto la unién conjuntista de subextensiones de Galois de Dimensién finita.
Falta ver que esta unién es filtrante. Para esto escojase

KCMCE, KCMCE

con M;/K y My/K extensiones de Galois de dimensi6n finita. la K-subalgebra M3 C E
generada por My y M; es de dimensién finita sobre K. Puesto que M; /K es una extensiéon
de Galois, el polinomio minimal de a € M, se factoriza en M), y por tanto tambien en
M; en distintos factores de grado 1; el mismo argumento para M,. Esto demuestra que
M; diagonaliza tanto a M; como a Mp, asf M3 diagonaliza a Ms, por el lema 3.1.4 por
proposicién 3.1.1 se tiene que M;/K es una extensién de Galois. -
Proposicion 3.3.5. Sea E/K una extension de Galois supéngase que F diagonaliza
la K-algebra A. Entonces para toda K-subalgebra de dimensién finita B C A, existe un
subextensién de Galois de dimensién finita M en Ext(E/K) que diagonaliza a B

Demostracion. La subslgebra B es generada sobre K por un namero finito de el-
ementos by, by, ..., by. Cada uno de estos b; tienen un polinomio minimal pi(z) € K [z],
admitiendo en F las raices oi, o, ..., 0}, . La extension

donde K (o, 02,...,0n)/ K €s una extension de Galois de dimensi6n finita. Asi el cuerpo .
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Por otro lado: E = im A, entonces

Gal(E/K) = Homg(E, E)
o HomK'ﬂH AL E)
Jim
~yea Homg(M,E) (ver [12], Teorema 2.2.7, pag 56)
m .
~yies Hompg(M,M) (M es de Galois)
fm

pen Gal{M/K)

Definicién 3.3.7. Sea Ef K una extension de Galois. El grupo de Galois topolégico de
esta extension es el grupo Gel(E/K) dotado de la topologia inducida por las proyecciones
{Topologia inicial)

Gal(E/K) = B Goi(M/K) — Gal(M/K)

fr—rflm

poniendo en Gal{M/K) (finito) la topologia discreta para cada M en A. f|p € Gal(M/K)
lgracias a que M es de Galois.

El grupo de Galois Gal{(E/K) es asf un grupo topologico, que resulta como limite
{co-indutivo) de grupos finitos discretos:

{Gal(M'K) — Gal(M/K) : M C M’ :€ A}

Lema 3.3.8. Sea E/ K una extension de Galois. Los subgrupos Gal(E/M) C Gal{E/K),
para cada M en Ezi(E/K) una subextension de Galois de dimension finita, forman un
sistema fundamental de vecindades abiertas y cerradas de idg. '

Demostracién. Un subconjunto fundamental abierto de Gul{E/K) es de la forma

U =Py (X1)n... N P; (Xa)

donde X; C Gal(M;/K) es un subconjunto (abierto) arbitrario y Py, es la correspondi-
ente proyeccion. Note que U es a la vez abierto y cerrado, puesto que cada X; lo es. Un sub- -
conjunto cualquiera abierto de Gal(E/K } es la uni6én de tales subconjuntos fundamentales
abiertos. Para U siendo vecindad fundamental de idg, se tiene que 1y = Py,(1g) € X;
para todo i = 1,2,...,n. En ese caso U contiene a :

V =P (L)) NN Py ({1 })
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se tiene que:

| P ={h € Ga(E/K): hlu(a) = o}

y por lo tanto

eV {{eo}) = {f € Gal(E/K): g7 o f € P}
= {g och l he P}

el cual es ia.imagen del subconjunto P C Gal(E/K) por el homeomorfismo

Gal(E/K) — Gal(E[K)
h—rgoh *)

heredada de la estructura del grupo topologico puesto que Gal{M/K) est4 dotado con
la topolégia discreta, Gal(M/K(a)) es a la vez abierto y cerrado en Gal(E/ K}, via el
Ihomeomqrﬁsmo (*) , esto implica que eV 1({ap}) es abierto y cerrado, como se queria.
iLa topologia del lema 3.3.9 est4 contenida en la topologia del lema 3.3.8, reciprocamente
:es suficiente probar que las vecindades abiertas fundamentales Gel{E/K) de idg en el
lema 3.3.8 contiene una vecindad de idg para la topologia del lema 3.3.9 en efecto M estd
generada por o, a9, ..., 0n. Dada f en Gal(E/K), la condicitn f € Gal(E/M) reduce a
flar) = e, ..., flan) = an. Esto es equivalente a

feevil{a)n... eV ({an})
y esta es una vecindad de idp para la topologia del lema 3.3.9, puesto que asf lo es

cada eV, {os) .

Colorario 3.3.10. Sea E/K extension de Galois. Para todo f € Gel(E/K}, los subcon-
juntos

Vu(f) = {g € Gal(B/K) : gl = flu} € Gal(E/K)
donde M fecérre las extensiones de dimension finita, constituyen un sistema funda-

mental de vecindades de f.

Demostracion. Si M- es generada por a1, a2, -.,n

Vag(f) = {g € Gal(B/K) : glar) = flaa),---9(ea) = Flan)}
= eV (Fle)) ... NeV (flem))

' "¢l cual es una vecindad de f para la topologia del lema 3.3.9.
Reciprocamente, toda vecindad V' de f contiene por.el lema 3.3.9 una vecindad de la forma.
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Proposcicién 3.3.13. Sea E/K una extensién de Galois cualquiera. Para toda exten-
sion de dimension finita M € Ezt(E/K)

Gal(E/M) = {f € Gal(E/K) : Yme M flm) =m}

es un subgrupo abierto y cerrado de Gal(E/K)

Demostracién. Citando la proposicién 3.3.4 y considerando KCMCNCE,
[IN : K] < oo, N/K extension de Galois se sigue que idg € Gal{E/N) C Gal(E/M), y
por lema 3.3.8 se sabe que Gal(E/N) es una vecindad abierta y cerrada de idg, y por la

].lproposici()n 1.2.3, se concluye la prueba. .

Colorario 3.3.14. Sea E/K una extension de Galois para todo M en Ect(E/K).

Gal(E/M) = {f € Gal(E/K} | Vm & M  f(m)=m}
es un _Subgrupo cerrado de Gal(E/K).

Demostracion. Se tiene que:
Gal(E/M)z{fEGal(E/K) fYmeM f{m)=m}
={f € Gal(B/K)|VmeM f € Gal(E/K(m))}
= [ Gal(E/K(m) |

meM

Como [K (m) : K] < oo, entonces por la proposicién 3.3.13 se tiene que:
|G'r;tl(}:','/}'{ (m)) es un subgrupo cerrado de Gal(E/K) pero la interseccién de subgrupos
cerrados es cerrada (topolégicamente), por tanto G(E/M) es un subgrupo cerrado de

Gal(E/K). i

Lema 3.3.15. Sea E/K una extension de Galois arbitraria y G C Gal{E/K) un

subgrupo cerrado. Ademas, supéngase que .
K=Fiz(G)={a € E|¥geG gla) = a}

entonces G = Gal(E/K).

Demostracién. Primero considerese el subgrupo

Hp = {flm | f € G} € Gal(M/K),
para todo M € A. Luego:
Fig(Hy)={meM|Vhe Huy h{m)=m}
={meM|VfeG f(m)=m}
=K

L
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M C Fiz(Gal(B[M)) C E

y E/M es una extension de Galois, por que asi loes B/K. Dadoa € Fiz(Gal(E[M)),
considérese por la proposicion 3.3.4 una extension de Galois finita M’/M, con MCMC

E, « € M, por la proposicién 3.3.2

E——E

extension y 1 i lrestriccién

M — M’

\

o queda fijado por todo elemento de Gal(E/M), tambien queda fijado por todo elemento
de Gal(M'/M). Por el teorema fundamental de la teorfa clasica de Galois, (caso finito):

a € Fiz(Gal(M' /M)y =M

3.4. G-espacios Profinitos

El estudio de la teoria de Galois infinita para cuerpos a la manera de Grothendieck,
es necesario introducir los espacios topol6gicos profinitos, por tanto recomendamos ver(2],
especialmente las secciones 2.8 y 2.9 del capitulo 2.

Sea {X;} un sistema de conjuntos indizados por un conjunto parcialmente ordenado I,
el cual es dirigido, en el sentido que, dado 4,7 € Iexisteun k€ T talquei <ky i<k
Sup6ngase que para todo par 3,7 € I con i < §, es dada una funcion

f,‘j : Xj — X;
tal que:

(i) fa = idx;, paratodoi €]

(ii) para todo £ < § < k en I, se tiene fiso fix = fix
Entonces el sistema

{-Xi:fij I 31.7 < I}

se lama un sistema proyectivo

todo M-automorfismo de M’ es la restricion de un M-automorfismo de E. Puesto que '



%
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(ii) El espacio topolégico subyacente a G es profinito.

Si estas condiciones son satisfacidas, se dice que G es un Grupo profinito

Consideremos a Grp Prof como la categoria de grupos topologicos profinitos (que es
una subcategoria plena de la categoria GrpTop) y a Grp Fin como la categoria de sistemas

proyectivos de grupos finitos.
Luego, la equivalencia categorica anterior se extiende (coherencia con compatibilidades de
subgrupos) a una equivalencia: '

GrpFin ~ GrpProf
e
(Gi)ier r— im G;

Un ejemplo tipico, de grupo profinito es el grupo de Galois de una extension de Galois:
aqui: :

Cal(E/K) = lm(E;/K)

donde E;/K recorre todos las sub extensiones de Galois de E/K, de dimension finita.
(Ver la proposicién 3.3.6)

Recordemos que, dado un grupo G fijo, y R cualquier categoria, .RGrepresenta la cate-
goria de los G — objetos y sus morfismos equivariantes. Por ejemplo:

» Si G € Ob(Grp), se tiene que Con;jC es la categoria de los G-conjuntos.
s si G € Ob{GrpTop), se tiene que Top€ es la categoria de los ‘G-espacios.

« Si G € Ob(Grp), Conj Fin€ es la categoria de los G-conjuntos finitos.

Ahora bien, Sea G € Ob(Grp Prof), un G-espacio topolégico profinito es entonces el
|limite proyectivo de un sistema proyectivo de G-espacios topoldgicos finitos discretos. Asi

Top Pro fG

es la categoria de los G-espacios topologicos profinitos (o G-espacios profinitos);
y se tiene la equivalencia categorica:

GrpFiﬁG =~ Top Prof%
+.._—
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Esto conlleva a:
HmnK—-ulg(Aa Ey= HomK—aIg(h’_l)n Qa, F)

2 M Homy_ag(B, E)
Ben,

Falta ver que Homy (B, E) es finita para cada B € €. Por la propesicion 3.3.5 existe
I\I/I € A tal que diagonaliza a B. Tode K-homomorfismo f : B = E es tal que, para
tlodo b € B con polinomio minimo p(z) € K[z], p(f(b)) = f(p(B)) = f(0) = 0, asi f(b)
es una raiz de p(z) en E y por lo tanto f(b) € M. Esto prueba que Homg_aq(B, B} =
Homy _qa19(B, M), y este Gltimo conjunto es finito por teorema 3.1.3.

Lema 3.5.3. Sea E/K una extension de Galois. Para todo A en Ob{diag(E/K)), la
fluncién Gal(E{K) x Homg _ag(A, E) % Homg_agfAE), (9. f) 2 go f es una accidn
clontinua. de ¢l grupo topolégico Gal (E/K) (con la topologia heredada de la defnicién 3.3.7)
slobre el espacio topologico profinito Homg_ag(A, E) (dotado de la topologia profinita
heredado del lema 3.5.2)

Prueba. Por la asociatividad de la coniposicién o es una accion de grupo.

Probar la continuidad, se reduce a demostrar que para todo B € §14, la composicién
Py o ¢ es continua, donde Pp es la proyeccién canonica de el limite
D e, LM
Pg : HomK_dg(A, E) ..—_(B—en— HO'm'K—nIg(B7 E) — Homx_atg(B, E)
A .

Por la proposicién 3.3.5 existe M € A tal que diagonaliza a B. Por la demostracién del
ema 3.5.2, se tiene Homg_ag(B, E) = Homg_qq(B,M) y es un espacio finito discreto.
Ahora bien, considerese el diagrama:

" Gal{E/K) x Homg_ag(A, E} —Z > Homg_q4(A, E)
7 Pagxid
' Gal(M/K) x Homg —ag(A, E) ' Pa

ideg\

Gal(M/K) x Homg.—ag(B, M)~ Homy_ay(B, M)

puesto que Py, y Pp son continuos por definicion, la composicién (id x Pg)o(PM x id)

es continua. La flecha @ : (f,g) — fog es continua, puesto que ests definida entre espacios
finitos discretos. Por tanto o es continua.




donde

=1

g (i k;ci) = g kib;

Puesto que Sp, es inyectiva y f es un homomorfismo de algebras, se tiene que g es
un homomorfismo de algebras. El diagrama anterior demuestra que f = o(lg]), probando
que p es sobreyectiva. Para probar la inyectividad de p, considérese un homomorfismo
j’ : C = B, tal que f = p([g']). Por la filtracién, podemos examinar como son los valores
degy g en Bs; como Sp, es inyectiva g = ¢ en By. Esto dice que [g] = [¢] es el limite

directo.
]

Sean A, B € Ob(Diag(E/K)). Por definicién 3.1.1 y lema 3.5.1, se puede escribir

A=1nC,CCA; B=linD, DCB, Cela, Defly

Por la proposicién 3.3.5, para cada par C'y D existen extensiones de Galois finita M¢ y
Mp que diagonaliza a C' y D respectivamente. Por lo proposicion 3.3.4 existe una extension
de Galois finita Mcp que diagonaliza tanto a C' como a D), por tanto:

KCMcCMcepCE,KCMpCMcepCE
Como se observé en la prueba de 3.5.2

Homg_ay(C, E) 2 Homg—ag(C, Mcp) , H omg_aig(D, E) = Homg —ae(D, Mcp)
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Diagl{’,

la categoria de algebras étales sobre pu(B).

Se tiene la siguiente equivalencia contravariante de categorias:

ornd® o ( Digaf™ )T
SupRiem§™ =~ (Dmg#z’;a})

Para mas informacion ver {2}

(2) AR. Magid en (A.R. Magid, the separable Galois theory of conmutative rings,
Marcel Dekker, 1974), desarrolla la teoria de Galois de Grothendieck para anillos conmu-
tativos, en su forma mas general). En [6],se propone una aproximacion a esta teoria de
Ci%alois de anillos, inspirado por A.R. Magid en forma categérica, donde usan el funtor
espectro de Pierce y sus adjuntos,para relacionar la categoria de anillos conmutativos con
la de los espacios topologicos profinitos.
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