ECUACIONES DEL MOVIMIENTO IRROTACIONAL

ALEXANDER MANUEL p}JEONES PINO

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

PROGRAMA DE MATEMATICAS
CARTAGENA D.T.C

2008




B0

=SB

RS
eI A

ECUACIONES DEL MOVIMIENTO IRROTACIONAL

ALEXANDER MANUEL LEONES PINO

TRABAJO PRESENTADO COMO REQUISITO PARA

OPTAR EL TITULO DE MATEMATICO

ASESOR DE TESIS:
RUBEN DARIO ORTIZ

DOCTOR EN MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA

FACUITAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

PROGRAMA DE MATEMATICAS S56\AE
CARTAGENA D.T.C

2008




DEDICATORIA

Dedico |este trabajo con mucho cariio a mis padres, a mis
hermanos, a mi esposa, a mi hija Valeria, y a mis sobrinos
Daniel, Salomé, Luisa y Liz Gebriela por todo su apoyo

condicional




AGRADECIMIENTOS

Doy gracias a Dios por darme fuerzas y sabiduria, a todos mis
familiares por su enorme apoyo, a la Universidad de
Cartagena, a todos los profesores que de una u otra forma
contribuyeron en mi formacidn, en especial al Dr. Ruben Dario
Ortiz por su gran dedicacion, a Pedro Pablo Ortega un gran

amigo, y a todos mis companeros de estudio.




Indice general

Introduccion 1

1. Conceptos preliminares 5
1.1. Definicion de gradientes . . . . . . . .. .. ... 7
1.2. Definicidn de divergencia . . . . . . . .. . .. .. 3
1.3. Ecuacién de Laplace . . . . . . . . ... ... .. 9
1.4. Espacios de Banach . . . . . . ... .. ... ... 9

2. Hidrodinamica basica 11
2.1. Fluyjos wrrotacionales . . . . . . . . . ... ... 11
2.2. Ecuacion de continuidad . . . . . . .. ... ... 12
2.3. Potencial de velocidad . . . . . . . . . .. ... 13

N



2.4. Fcuacion de Navier-Stokes

.............

. Ecuaciones para el movimiento irrotacional

3.1. Condiciones de frontera

..............

3.2. Funcion potencial de la velocidad

3.3. Operadores H(q, &)y J(q.&,0)

. Espacios de funciones

4.1. Normas FEquwalentes

................

4.2. Los E’spacios Vve

...................

Bibliogrsz

16

16

19

24

34

35

37

40



Introduccion

Fl problellna de ondas guiadas para superficies acuaticas apare-
cen a mediados de 1950. La posibilidad de la existencia de una
onda guiada en el caso de ondas de superficies lineales de un flu-
ido pesado fue demostrado por Munk y Artur [2]. Sus estudios
se basaron en la aplicacién del principio de geometria ptica en

aproximacion actstica. En 1957 Lavrent “ev observé que puede

existir una propagacién de onda a lo largo de una sierra sub-
marina que se diferencia de una propagacién de ondas sobre
una regién de agua profunda; en otras palabras las ecuaciones
de Euler de un fluido incomprensible ideal admite soluciones

que son periddicas o cercanas a las periddicas en la direccidn de




la sierra y decrecen rapidamente en la direccién perpendicular.
Parcialmente, esta conjetura se sigue de observaciones de ondas
Tsundmi. Sum’ Tsao experimentalmente estudio la influencia de
una sierra|submarina sobre ondas de superficie e hizo algunos
calculos. El revelé desviaciones cuantitativas y cualitativas de
los calculos de Munk y Arthur. Sum Tsao observé una propa-
gacién casi estacionaria de una onda a lo largo de una sierra
que no se|sigue de la teoria acustica. Sobre aquellos temas, el
concluyé que los principios de geometria optica son poco utiles
para ondas como Tsundmi y otras ondas de agua grandes con
poca profundidad.

En los afio 60 Garipov estudié el problema a fondo de onda guia-
da lineal mo estacionaria. El obtuvo una expansion asintotica
para una solucion en tiempos grandes y demostré que hay una
propagacién de ondas a lo largo de irregularidades del fondo.

Efectos no lineales de este problema fueron estudiados primero




por Bichenkov usando aproximaciones no lineales de teorias de
ondas largas. El demostré que para alguna forma del fondo se
pueden observar una propagacién estacionaria de una onda soli-
taria por encima de una sierra submarina.

En los 70 el problema de ondas gravitacionales capilares por
encima de una sierra submarina fue estudiado por Nalimov y
Plotnikov|. En aproximacion lineal, el problema. representa un
problema |de valores propios irregulares. Nalimov y Plotnikov
demostraron un teorema de existencia para una solucién en es-
pacios pesados de funciones continuamente diferenciables, por
lo tanto establece el decaimiento en potencia de la amplitud en
la direccién perpendicular a la sierra.

En este trabajo se hace uso de la teoria de fluidos como el po-

tencial de velocidad, ecuacién de continuidad para fluidos irrota-

cionales e iincomprensible los cuales nos ayudan a determinar las

dos condiciones de frontera (cinemética y dindmica).




Para el desarrollo de este trabajo se hace uso de las dos condi-
ciones de frontera asi también como el problema mixto de valor

frontera para hallar los operadores.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

En este capitulo veremos algunos conceptos basicos del cédlculo

vectorial extendido a los campos escalares y vectoriales para el

desarrollo

un fluido.

analitico de las representaciones del movimiento de

Los campos escalares y vectoriales definidos en subconjunto de

R? y R3 se representan con frecuencia en las aplicaciones de la

Matematica a las Ciencias Naturales y a la ingenieria. En pro-

blemas de

fisica que tratan con conceptos escalares o vectoriales

es importante saber como varia el campo al pasar de un punto

[



a otro. En

el caso uni-dimencional la derivada es el instrumen-

to matematico utilizado para estudiar tales cambios. Describir

primero las propiedades de esta, especialmente su velocidad, y

las fuerzas

relevantes que actuan sobre las particulas del fluido.

En consecuencia, invocaremos las leyes fisicas que expresan las

leyes de conservacidn de la masa y momentum, en términos de

esta descripcion, obtendremos las ecuaciones que gobiernan el

movimient,

O.

A continuacién analizaremos como pequenos desplazamientos

asociados
perfecto sc
secuencias

fluido clas

con el flujo irrotacional de un fluido incomprensible
on llevados por ecuaciones que no son mas que con-
de 1a linealizacion de las ecuaciones dinamicas de un

1CO.
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1.1. Definicion de gradientes

Si iz, y, z) es una funcién escalar de tres variables, su gradiente
denotado por V

es el vector

_9f 8f of
Donde el operador V se define como :
o d 0
V= (-8—32’(9_9',52-) (12)

Aqui V no es un vector, es un operador.

Si ¢ es un|campo escalar, entonces:

= ¢V es un operador.

» V¢ es una funcién vectorial llamada gradiente.

— —
De igual manera si V es un campo vectorial V -V es un oper-
.| ! g
ador, mientras que V - V' es una funci6n escalar.

i
Algebra de los gradientes




1. V(kf) =

_ kVF.

2.V(f+g)=Vf+Vyg.

3.V(f—9)=Vf-Vyg

4.V(fg)

=fVg+ gVf.

1.2. Definicion de divergencia

Dado un campo vectorial ? = fi+fi+f k.

Lia divergencia de f tiene importantes interpretaciones fisicas,

sif="7
tonces div
fluido.

Propiedad
1. V- ()
2. V-(7)

3.V-(7)

representa el campo de velocidades de un fluido, en-

v representa la expansién por unidad de volumen del

es
< 0 el fluido se esta comprimiendo.
> 0 el fluido se esta expandiendo.

= {), es un fluido incompresible.

[



1.3. FEcuacion de Laplace

Sea
_ raj 07, 05 08
F=graf = 31 +8 J—l—azk.
Luego
BfA af~ 3fn
Vi= Ba: vt J+3z
Por tanto
_ P f f 32fA
V(Vf)_a$22+ +82 .
De donde
32f 32f 82fA
2
Vf—— +8 J+8z2 (1.3)

Cuando V?f=0, la funcién f se llama armdnica y la ecuacién

(1.3) se llama ecuacién de Laplace.

1.4. FEspacios de Banach

Sea X un|R-espacio vectorial.




Definicién 1.4.1. Una funcién |} - }] : X - [0,+00) se dice

una norma St

1 |jz +yl

< |zl + llyll pare todos los x,y € X.

2. | az|| = |A\lz|| para todo x € X, X € R.

izl =0

st y solo si z = 0.

Definicién 1.4.2. Una sucesion {zx}3>, C X se dice de Cauchy

si para todo € > 0 existe ky > 0 tal que ||lzx — x|l < € pare todo

k,1> k.

Definicid

n 1.4.3. X se dice completo si toda sucesion de Cauchy

es convergente, es decir si para toda sucesion {zx}ie; C X de

Cauchy, eriste x € X tal que xp — x.

Definicio

n 1.4.4. Un espacio se dice que es de Banach si es un

espacio vectorial normado y completo.

10
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Capitulo 2
Hidrodinamica basica

2.1. Flujos irrotacionales

Definicién 2.1.1. Un fluido se dice que posee movimiento

irrotacional si

Vx V=0, (2.1)

o en componentes cartesianas:

Bu_@zo(‘?v 6‘w=08w Bu_o

0y Oz 19z By '9r 0z
Ademds,se dice que el fluido es incompresible si su densidad

es constante e ideal si no es viscoso. La circulacion de un fluido

11
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I’ se define como la velocidad tangencial integrada a lo largo de

cualquier

Donde p;

Entonces

contorno cerrado C del fluido, esto es;

r= fc Y pida. 2.2)

es la viscocidad del fluido.

se tiene que

r(t) = ﬁ nyds. (2.3)

En el cual v, es lo componente de la velocidad tangencial del

fluido en

C, y ds es el elemento de la longitud de arco de C.

En el caso de que T = 0 se dice que el flujo del fluido es irrota-

cional.

2.2. Ecuacion de continuirdad

Definicion 2.2.1. En la mecdnica de fluidos, la ecuacion de

continuidad es la ecuacidon diferencial que expresa la conser-

12




vacion de

la masa; y esta dada por:

git’ + V- (pV) =0. (2.4)

Donde p es la densidad del fluido, y V es el vector velocidad.

Pero si se

tiene en cuenta que el fluido es ideal e incompresible,

entonces; la densidad es constante y por tanto la ecuacién (1.3)

se reduce a:

Esta es la

conservact

V3¢ = 0. (2.5)
llamada Ecuacién de Laplace, la cual expresa la

6n de la masa del fluido para fluidos con potencial y

provee la ecuacidén diferencial parcial que gobierna este modelo

para la fu

ncion ¢.

2.3. Potencial de velocidad

Definicio

n 2.3.1. Si el movimiento del fluido es irrotacional,

el vector velocidad V puede ser representado por el gradiente de

un potenc

al escalar ¢ llamado el potencial de lo velocidad.

13




En lo consecuente de nuestro trabajo, nos referiremos al flujo

irrotacional de fluidos, salvo que se haga mencion contraria por
alguna salvedad. Entonces el potencial de velocidad no es mas
que una integral independiente del camino de integracion entre

un punto arbitrario zp y un punto z:

o(z,t) = /Zpid:l:i. (2.6)

Donde V= V¢.

2.4. Fcuacion de Navier-Stokes

Definicién 2.4.1. Para fluidos incompresibles, V x V=0, la

ecuacion de Navier-Stokes viene dada por

oV
pg =vp+ pV*V = p=+p(V - V)V. (2.7)

Sea h la elevacion local del fluido, ahora supongamos que h se
mide en la direccion vertical (positiva hacia arriba ), las compo-

nentes del|la aceleracion debida o la gravedad son

14
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oh Oh

gz = *Q(T)E, Qy — —95;7 g; =

_oh
gaz'

El signo menos se debe a que la aceleracion de la gravedad actua

en la direccion negativa de h. En componentes cartesianas la

ecuacion de Navier-Stokes estan dadas por:

@+u8u+vau+ 8u__g@_18p+ﬁ
ot ox Oy s or pox

o Ov ov Ov oh 10p u
E'f”b +a’y+’w5;=-ga—y“;ay+;

ow ow ow ow ch

—_— e

Pu P Pu

p[3w2 + oy? + 6752]

[620 v N Bzv]
Ox? + Iy? = 022

19p p 0w 0*w 0*w

3t+u6:f:+v tw -

15
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Capitulo 3

Ecuaciones para el movimiento

irrotacional

3.1. Condiciones de frontera

Ejemplos de condiciones de frontera para superficie son muy im-

portantes

para nuestro trabajo en el cual S es la superficie de un

cuerpo rigido en contacto con el fluido, ejemplo de ello el fondo

del mar 6

Dadauna

la superficie libre del agua en contacto con el aire.

superficie § por ejemplo por una ecuacion 7(z, y, 2, t)=0,

16
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de donde

El vector

puede ser

d
d—z =y + ung + vy +wn, = 0. (3.1)

gn dn o .
(72, 35, 52) €s un vector normal en S, la ecuacion (3.1)

escirta de la forma

8—¢ = — i = Up, (3.2)

N A -

donde v,, denota la velocidad comiin del fluido.

Un caso importante es en el cual S es la superficie libre, esto es,

una superficie en el cual la presion p es prescrita pero la forma

de la superficie no es prescrita apriori.

Asumamos en general que la superficie esta dada por la ecuacién

Luego

Por tanto

d

ey 5t =55 Yoot Toz0t ator

2 = (2, 5. (3.3)

WIZ—C(I,yat) ‘:Oa

9n oz on Oy + On 0z + ozt 0.

17

%



Luego
ademas
De las ecu
Pero

En efecto
a3

Jy |
Donde 5

Por tanto

ox dy Oz ot
"7(3:: Y, z, t) - —Cz—ét— - C’y_a_i' + 'é'_t" - Ct—aqz - O:

_d—n(ma Y, Zz't) = _C$¢$ - Cyd—')y + gbz - Ct =0,

\dt

laciones inmediatamente anteriores se desprende que

(bzgx + ¢yCy - ¢z + Ct = 0 en S (34)

Ct = —‘O‘Cy:

0T dy ot Oy ot
:vast)—Cx“a}“i‘Cyb_t‘i“Ct"a“t'—Cy'gi—FQat =0

—n es la velocidad de la onda.

Ct = _agy:

18
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Por tanto

la ecuacién (3.4) puede ser escrita como

¢;v<:n + ﬁbyCy - d’z - G'.C-y = en S (35)

3.2. Funcién potencial de la velocidad

Sea ¢(z,y

,2) cualquier funcién escalar con primera y segunda

derivada continuas, entonces

Por tanto

rot(Vo) =V x (V¢) =0 (3.6)

en un flujo irrotacional, donde VxV =0, existira una

funcién escalar ¢ cuyo gradiente es igual al vector velocidad

V. Es conveniente definir la direccién positiva del flujo, en la

direccién en la cual la funcién escalar decrece, entonces

Ya que el gradiente negativo de ¢ es igual al vector velocidad, ¢

es conocida como la funcién potencial de la velocidad, y el flujo

19



irrotacional es frecuentemente llamado un flujo potencial. Los

fluidos, ya

. sean compresibles o incompresibles, pueden estar en

un movimiento irrotacional, y, en tal caso, existird siempre una

funcién potencial para ellos.

En un fluido incompresible, de acuerdo con la ecuacién (2.1) se

requiere que

Por lo tan

V. V=0 (3.8)

v (—=Vp) =-V¢=0 (3.9)

Esta es la ecuacién de Laplace, y el operador V? es conocido

como el L.

aplaciano. En coordenadas cartesianas

2 2 2
_ 0% 3¢+3¢

=+ 57 T o (3.10)

Vi

Si las componentes cartesianas de la ecuacién (2.1) se susti-

tuyen en las componentes cartesianas de la ecuaciones de Navier-

Stokes (2.

7) para fluidos incompresibles se obtienen €l siguiente

20
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conjunto de ecuaciones (usando la componente x)

Qg-ku%—!—v@—}- @.. _Qﬁ_l@+ﬂ[62u 62U +62w]
6t '0n ' "oz Yor = 98z por | p'oz®  Oydr  0z0x"

Gu 0 ut v Wl Oh 19p pd 0u Ov Ow

G e s 2T 2T Y pde  pdos By 07
Entonces ya que
V2=u2+’u2+w2,

y de la ecuacién de continuidad

du Ov Ow .

"——"‘EE-!—ay-l‘—a-;——O.

V-V

Obtenemos

@.}..‘9_(1_/_2_)—_%__1_@
ot "oz 2’ oz pOz’

Agrupando términos con respecto al operador 3%, tendremos
et —|—+gh+==0 3.11
a5t p] (3.11)

Haciendo un procedimiento andlogo obtendremos las ecuaciones

paray y z.

21




2.5

En efecto
@+u6q+vﬁv w@_w_ (‘?h_l@p p[ 82'0_*_ 8210]
ot ' Jy Jy By pay (:?:vc')y E)y 020y
o0, 0wt W wh Oh 10p pd ou v o
ot oy'2 2 27 g@y pdy  pdy'dxr Oy 0z’
Entonces ya que
VZ=u?+ %+ vl
y de la ecuacion de continuidad
du Ov 8w
V== = 0.
v-v ox * oy 8y oz
Obtenemos
Ov + a V_Q) 8h 1 dp
ot  Jy 2 6y pOy
Agrupando términos con respecto al operador -(%, tendremos
|
| o 8 V? b P,
! — 3.12
5 ay[2+g +p} 0, (3.12)

similarmente con respecto a z, obtenemos

22




Ow ou v ow Bh 18p pu, H%u v w
+ Ut U W= =

a0 YU ta T = Y5, 55 T o aes T y0s T a2
ow [0 w2 ¥ uw? Oh 10p ud Ou Ov ?i”_

E+6Z(“2_+"2"+""2“) :‘95'552 paz(am +3y oz’
Entonces ya que

V2=u2+v2—l—'w2,

y de la ecnacién de continuidad

du Ov OSw
Obtenemos
ow 8 V? oh 10p

S () = g — o

Agrupando términos con respecto al operador , tendremos

ow 8V
5;’ ——[—+gh+] 0. (3.13)

Usando el potencial de velocidad, podemos substituir las igual-

dades

Ou O¢? ov 8(!)2 ow O¢?

ot ot ot otoy ot 0Otdz

23




Sustituyendo en las ecuaciones (3.11),(3.12) y (3.13), y efectuan-

do la integracién obtenemos

¢ V2
SRS, Y
5 T3 Tt (t)

(3.14)

Podemos tomar la cantidad F'(t)=0, como producto de la condi-

cién de su

la forma

Que es la

Donde

B¢ B
at+7+gh+;_0

conocida ecuacién de Bernoulli.

o9 _
Bt

Luego la ecuacién (3.15) puede ser escrita como

1
C“a¢y+%+§lv¢!2 =0.

3.3. Operadores H(q,{)p Y

Aqui y en

to a las v

24

ady, gh=(, V=Vo

perficie libre, por tanto la ecuacién (3.14) puede tomar

(3.15)

(3.16)

(3.17)

J(q,¢,9)

lo que sigue los operadores V y A actuan con respec-

ariables (z,y, z), @ es la velocidad de la onda, p es el

%O



mimero capilar, y % es la curvatura media sobre la superficie li-
bre. La cantidad % = 721—1 + —é—z, donde R; y Ry son los radios de la
curvatural principal, admiten la representacién :—) = A( + % (6,
donde %1(( ) es una funcién analitica en las derivadas de primer
y segundo orden de la funcién ((z,y); mas atin, la expansion en

serie de potencias de -’1; comienza con términos cuadrados.

Para este trabajo, introduciremos el operador tomando la deriva-

da normal por la regla

8
K{q,Q)p = 513, para  z=((z,y).

Donde ¢ es una solucién del problema mixto de valor de frontera

A¢ = 0) (I)yj z) E Q'»‘

(D) §  ¢=u.¢zy) =e(,y),

9 — z=—1+¢h(z)

25




Los operadores H y J estan definidos por

H{g,{)p = 0l + 0yGy — (G + C)K (g, Q)p (3.18)

y
1
J(@,¢,0) = —%(4)+—;~(1+c3+<§)(ff(q, Q) =5IVel’, (3.19)
respectivamente.

Teorema 3.3.1. Dada la superficie libre siempre se cumple que

be = 0o — GK(0, O, ¥ Oy =0y —GK(g,Op.  (3.20)

Demostracion. Por la condicién de frontera sobre la superficie

libre, se tiene que
$(z,y,¢(z,y)) = ¥(z,9)-

Derivandoe se obtiene

ar

17,
_""(qj(x: Y, C(l‘, y))) = ¢’:c£ + ¢y5‘% + ¢.C = Vs

26




Pero

Luego

Por hipote

oz Oy _
¢:1:“6_:E + fﬁy% + ¢z<as - (b:c + (ngm

¢x + fasz:c = Pg. (3.21)

esis se tiene que

¢. = K(q, (). (3.22)

Remplazando (3.22) en (3.21), obtenemos:

Analogam

En efecto] por la condicién de frontera sobre la superficie libre,

se tiene Qi

derivando

7

3y

¢':x: =@ — CmK(‘L C)‘p (323)

ente se obtiene ¢,

11C

#(z,y,C(z,y) = p(z,y)-

con respecto a ¥y, se obtiene

o bs)
(B(z, v, (=, v))) = %5‘5 + %—g— + 6.0 = @y

27



Pero
Jz dy
qb:v'a_y + (byé':; + ¢’sz = ¢y + ¢2Cy

Luego
¢’y + ¢z§y = Py- (3'24)

Por hipotesis se tiene que

¢. = K(q,()p- (3.25)

Remplazando (3.25) en (3.24), obtenemos:

¢y = Py — CyK(Qa C)‘P (3'26)

Teorema 3.3.2. La condicion ¢,(y+dyC—d,—aly, = 0, implica
aly + K(q,()p = H(g, (). (3.27)
Demostracion. Por hipotesis, vemos que

¢’me + ¢yCy - Cbz - aCy = 03

28
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Remplazando ¢, y ¢, del teorema (3.20), en la ecuacién inmedi-

atamente

anterior se obtiene

[(‘Pm - C’L‘K(Q? C)‘P)Cx + (‘Py - CyK(Q: C)‘P)Cy — ¢, — aCy] = {,

lpoGs — CGK(a, Q)0 + 0uly — GE (9, Qg — &2~ aG] = 0,

[(Pmc:r + (PyCy - CgK(Q: C)(p - Cng(Q'a C)‘P ~ P, — aCy] = 0,

De la defi)

entonces

De donde

[0:C + 0y — (G + VK (0, ) — ¢ — ag] = 0.

nicion de operador, se tiene

[0eCe + @Gy — (G + CVK(q,0)] = H(g, (),

H{q,()p — ¢, —agy =0.

aly + K(g,$)p = H(g, (). (3.28)

29
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SQ:.

Proposicion 3.3.3. Tenemos que

—a¢, K (0)Q)¢ = —(0uloteyG) K (a, Qo+ {1+ G+ HEK (g, Q).

(3.29)
Demostmicidn. Del teorema anterior se tiene que

~a(, K (g, )¢ = (—H(q, O+ K(g,0)@)K(g, ()

~

= —(H(q,C)0)K (g, )¢ + (K(4,{)9)*.

Por la definicién del operador H(g, ()¢, se tiene que

—a(, K (¢)Q)¢ = —{(0sls + 0yCy — (G + VK (g, Q)0)K(g: Q)]+
(K(q,Q)p)?

= (~puls — pyCy + (C + ) K (2, Q) K (g, Ot
(K(g,Q)p)’

= (~02Ce — 0K (g, Q) + (G + ) (K (g, Q)+
(K(g. )]

= —K(q, Q)p(0:Co + 0yGy) + (1 + G+ Q) E (a0, ¢)p)”.

OJ
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Proposic

1 2
-§|V¢‘\

I

ién 3.3.4. Se tiene que

—%|V90|2+K (4, C)so)(%Czwycy)—%(lﬂﬁﬂj)(ff (q.Q)p)”.

(3.30)

Demostracidn. Tenemos que

Vo> = 6% + ¢% + ¢2.

Por el teorema (3.20), tenemos

IVe|® = (

vr — K (2,0)9) + (o — (K (9, Q)¢) + (K(q,0)0)*
= % — 20,6 K (g, O + G(K (0, O9)* + ¢}

—20,6,K (0, Q)p + C(K (g, Q)9)* + (K(g,0)9)°

= g2 + 92 ~ 2K(q, Q) (el + yGy) + (1 + G + ) (K (g, Q)

= [Vyp|?
Luego

1o .2
*§[V¢’|

- 2K(q, Qp(9:Ce + 9,G) + (1+ C + CUE (g, O)p)

N —%IWI2 + K(q, O)9)(9alc + 04Gy) — %(1 + G+ G (K (g, Q)"

]
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Teorema 3.3.5. De la condicion de frontera en la superficie

libre { — agy, + % + 1| Vg|2=0 siempre se cumple que

¢ — apy +pA¢ = J(q,¢, ) (3.31)

Demostracion. Remplazando ¢, en la condicién de superficie li-

bre, tenemos
¢~ alpy — GK(@.000) + DA+ -(O) +51Vel =0,

Luego
( —apy +aGK(g, () +pAC + p%(() + %IV&I2 = 0.
Por lo tanto

¢~ agy + 98¢ = a6, K (g, Op — 2O~ 5IVa. (332
Reemplazando —1|V¢i?, y —a,K(q,C)p de las proposiciones
anterioresien la ecuacion anterior obtenemos

¢ — ap, J;pAC = —K(q,Q) (926 + yGy) + (1 +¢2 + ) (K (. Q)
~ L) - VB + K Ol + 046e) = 501+ 4 G)(K (@, O
— -2+ 30+ E+ (@ O ~ 5199 = S, )
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Por consiguiente

C_a(:oy +pAC: J(Q:C:‘P)

33

(3.33)
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Capitulo 4

Espacios de funciones

La Transformada de Fourier

U ':—L oDe_mgua: T 'u,a::——%—— weirgﬁ
© @/_w @ds, (o)== [l

de una funcién de soporte compacto infinitamente diferencia-

ble es una funcién analitica entera de variable compleja £ con
decrecimiento mas rapido que cualquier potencia de [¢[~! en la
banda horizoutal |[Imé| < p < oo (El Teorema de Paley-Winer).

Por lo tanto, para cada ¢ € C§°(R), la cantidad

2 iy = ” 1+ ED23(6)%dR, 4.1
ol . ufii%p/.m'( FOYROPARE  (41)
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es bien definida y finita para todo s e Ry 0 < p < 0.

La clausura del conjunto de funciones de test en la norma (4.1)

es el espaxi:io de Banach E*(p).
La familia EX(p), n € Z, dados los espacios E*(p) los cuales son

dotados con la siguiente norma equivalente a (4.1)

[l ey = sup AN neZ
i [Imé|<p

Donde A, (€) = (1+¢2 +n?)z. Aqui y en lo que sigue, denotamos
por || ||, Ia norma en el espacio correspondiente L,(R) y usamos
los parentesis (-, -) para el producto interno en Ly(R). El espacio

Ly(R) es denotado por Ls.

4.1. Normas Equivalentes

Definicién 4.1.1. Una norma || -}| sobre un espacio vectorial X

se dice que es equivalente a la norma || - {|o sobre X, si existen

35
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numeros positivos a y b tales que para todo x € X se liene

allzllo < [l2]] < bllz|lo

Proposicion 4.1.1. Veamos que las normas

Demostra

Il -llesy 9 I-lEs(ey s0m  equivalentes

cién. En efecto, como |1+ &€2] < |1+ £2 +n?|, entonces

14+ < |1+ & +n?|?

luego

JL

por tanto

[

(o4}

1 €3)3p(E)PdRuE < / (1 + €2 + n2)1p(6) PdR.

—0o

ol = sw [ 11+ Eige)aRet <

[Tmgl<p J ~co

sup [0+ €+ ) RO AR = el (o)

|Img|<p

—o0

por consiguiente

loll e < llellzs ()
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4.2. L

Definicid

la forma

sobre R?,

os Espacios V?

n 4.2.1. El espacio V? es el conjunio de funciones de

fl@,y) =) €™ fule)

ez

con la norma finita || f||2, = 3 || fa(2)]

2
EB
= o (p)

Proposicién 4.2.1. La completitud de E3(p) y lo (espacio de

filas) impl

21
er,

ican que V*° es un espacio de Banach, de periodicidad

Demostracién. El hecho de que V*® es un espacio vectorial es

inmedia,toi

En efecto.

solo basta demostrar que es completo.

Sea f™ una sucesién de Cauchy en V¥, y sea f*{z,y) =

3 e"kwyf,gf”)(a:), luego, dado e > 0, 3n € N, tal quesin,m > N,

kez

entonces
l
tf* =

Esto es

IVs<E

37

U>



1= U= N — £y, < e

por tanto

Sty

I(F —

kez

(@)1 s(p) < € COIMO {fé")}n € k es sucesion de

Cauchy en Ef(p), y como este es completo, entonces { fén)}nek

converge en Ei(p).

Luego existe fr(z) € Ei(p), tal que f,gn) — fy{k) cuando n —

oo, luego

luego

2
B

1f = Slye = S Nf = £7()

kez

m||f — [y =1m Y (1S = f0@)5 =D tim | f - 7 (@)llE

kez kez

pero como f,ﬁ”) — fo(k) en E}(p), cntonces

tim |f = £)[ly = 0.

Por tanto

,5”) — f, cuando n — co en V?, por tanto f"

es una sucesion de Cauchy convergente en V*, luego V* es un

espacio de Banach.

Veamos que es periodico:

38
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En efecto)

floy) =D ™ @), v fy+2) =D e L)

ncz nez

Luego

sea.

f(:E, Y+ 2;-_7;-.) _ Z 6inm(ﬂ+2;’:j)fn(m) _ Z ez’nwyfn(x) . giner

El espacic::

nez ncz

=Y " fo(z) = f(z,y)

nez

g

VS para p > 0y s > 1 es un algebra de Bananch: el

producto If, g € V* y satisfacen la desigualdad siguiente

Ejemplo

cumple co

Ifglve < Cllfllveliglve
4.2.1. La funcion E(¢, «, z)%;e"izf%%

n las propiedades de los espacios V?*
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