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1 + »
Introduccion
|

|

|

Desde el primer trabajo de F.Ursell en [12], se conoce que en el
|

[ . . .
caso de sierras submarinas ocurre el fénomenc de ondas guiadas
i
para ondas de agua.
|

Jones eil el periodo inicial del desarrollo del analisis funcional

moderno, usando andlisis espectral para el operador de Laplace
!

en doqinios no acotados con varias condiciones de frontera,
|

mostré unos resultados extraordinarios en la teoria de ondas
!
1 - . ’ -

de grawfdad, como son la existencia de un mimero finito de mo-

|
. . ’
dos guiados para un cierto valor de «, donde x es el nimero de
i

| . ., )
ondas en la direccién de la sierra.

1
Dentro del marco de la teoria espectral, Garipov en 1965, mostro
|
|
1
|
|
i



!
|
|
!
|

que para k suficientemente grande, en el caso de las sierras sub-
!

marinas, existe una onda guiada bajo el inico supuesto que la

funcion ih(a:) (fondo) presenta un minimo local estricto. Este mo-

do, conocido como el modo fundamental, fue estudiado con mas
!

detalle 1por Grimshaw en 1974 con particular atencion a bajas
frecuencias.

Debido Ta los diferentes teoremas dados por Jones, Grimshaw ob-

|

tuvo cotas superiores e inferiores para la relacion de dispersion

de este 'modo vy una condicién necesaria para la existencia de
|

estas onidas, para cualquier valor de k.
1
-] y . ., ;
TambleP obtuvo la relacién de dispersion de ondas guiadas para

el caso del escalén, usando ecuaciones integrales.
|
|
Eiste caso especifico, fue tratado para profundidades grandes por

Evans y Mclver, usando una aproximacién ligeramente difer-
|
entqf'_{émostra.rén que el modo fundamental fue el Unico para
o
pequeiios y grandes valores de x. Mds ain, en relacion al tra-
!
i
i1

|
|

i
1
i
i
1



1
i
i
]
|
!

!
bajo inicial de Jones, ellos con ayuda de resultados numeéricos,
i

] 1 . . . »’ .
logra.ror} mejores estimaciones para el nimero de onda guiada,

1

para dei:erminado valor de x. En 1987, Ursell con argumentos

i
mas sencillos, logro los mismos resultados que Jones y Garipov.
|

Para describir un problema en términos matematicos hay que
hacer uso de las leyes que rigen los elementos del problema. En

hidrodindmica son las leyes de conservacién de la masa y el mo-
1

1

mentum.
i

Este trabajo se desarrolla en tres capitulos primordiales, en el

i
primero; damos unos conceptos y notaciones basicas para un

i .
mayor entendimiento del trabajo, en el segundo capitulo trata-
1

mos los! fundamentos tedricos y las notaciones primordiales en

|
hidrodindmica que llevan el mayor interés en nuestro trabajo,

1
|

en el u%timo utilizamos ciertas condiciones de hidrodinamica,

|
y llegamos a un problema de valor de frontera (ecuaciones del

modelo) y aun, probaremos que cierta funcién es solucion a di-
|
i
j 11
i
|
1
<



!
|
!
;
|
1
4‘
!

cho problema, calculamos un operador utilizando transformada
|

]
de F our%er y convolucién de un operador y por ultimo utilizando

|

la ecuacién de Bernoulli llegamos a una condicién en z = 0.
!

1
1 '
|

v



Capitulo 1

1
!

1 . o
Conceptos preliminares

!

]

|
1 . . 3 -
En este; capitulo se establecen algunas definiciones y notaciones

1
H

bésicas, necesarias para la comprension de este trabajo.
|
Deﬁnic:i(')n 1.0.1 (Diferenciabilidad infinita). Una funcidn
i
u: R" —3-—> R se dice infinitamente diferenciable si sus derwadas
de todo;s los ordenes existen y son continuas.
|

Definicién 1.0.2 (Soporte compacto). Una funcion

1
i

u: R* — R se dice de soporte compacto en Q@ C R”, si u se

1

anula cerca la frontera de (1.

|
1
|
1
]
1

\O



!
i
1
!

1
1

Definicion 1.0.3 (Transformada de Fourier). La transforma-

da de Fouﬂer de una funcién infinitamente diferenciable u, de
]

soporte compacto en R", es
|

|
)= [ o= ulalde, o) = o [ ) d

Deﬁnicéién 1.0.4 (Operadores pseudodiferenciales). Surgen en

{

varias dreas de las matemdticas, en particular, en el estudio de
|

las EDP cuando se tratan de invertir los operadores diferen-

1

i
ciales. Para su andlisis estos se representan utilizando la trans-

formadcjl de Fourier, lo cual conduce al estudio del simbolo del

|

operador.
1

1
f

Deﬁni(i:io'n 1.0.5 (Liquido ideal e incomprensible). Se entiende

|
que un liguido es incomprensible si su densidad es constante e

l
ideal sz’ino es ViScoso.



|
|
!

|
Definicién 1.0.6 (Convolucion de un operador). La convolu-

1

cion deij operador K{(Dy)con simbolo k() esta definido via trans-

|
formada de Fourier de una funcion u(x) por la férmula

| Ku(§) = s(E)He).



Capitulo 2

!
i

- 1 . » . » ™
Hidrodinamica basica
w
|
|
En este lr:a,pl'tulo presentaremos como es derivada la teoria basica
hidrodindmica para fluidos incomprensibles no viscosos, esto es,

el movimiento de una particula en el agua (o en el aire) el cual

1

|
es de tal naturaleza como hacerio innecesario tomarlo a causa

1
4

de los efectos de viscosidad y compresibilidad.

1
Para el desarrollo analitico de las representaciones para el movimien-
1

1 . . _ i .
to de un fluido, es necesario describir primero las propiedades
!

de esta,jespecialmente su velocidad, y las fuerzas relevantes que

actuan sobre las particulas del fluido.

]
!
!
1
1



|
|
|

|
Subsecuentemente, invocaremos las leyes fisicas que expresan las

1

leyes de conservacién de la masa y momentum, en términos de

] b -/ " - .

esta descripcidn, derivaremos las ecuaciones que gobiernan el
|

movimiento.
4

2.1. leyes de Conservacién de momentum y
j

de masa
i
1

La ecuacién del movimiento de una particula de fluido puede

|
| . . s
ser obteplda en base a las leyes de Newton’s de conservacion de

!
momentum, como sigue:

Counsideremos un pequeno elemento rectangular con la presién
|
actnuando sobre la cara normal al eje x. Por las leyes de Newton’s

L,
en la dn‘"eccnon X, tenemos
j

|
1

[—(p + p,02) + ploydz+ Xebubybz = pa(,)0z0yd-z.

En donde X es el conjunto de componentes de fuerza por unidad
1

de masa y a(, es la componente de la aceleracién ambas en la

1
! 2
1
|

|

1

I



|
direccion z, y o es la densidad, ademas las cantidades p, X y
a(z) sonien general funciones de z, y, 2, y 1.

H
Aqul, como siempre, usaremos subindices de letras para denotar

diferenciacién, y el simbolo a(;) denota la componente del vector

ly. .,
aenla dlreccmn A

4
i

L1 . .

Considerando el limite de éz, dy, 4z aproximarse a cero obte
1

nemos la ecuacion del movimiento para la direccién z en la forma,
1

- p, + 0X= pay y expresiones analogas para las otras dos
!

direcciolnes. Asi tenemos las ccuaciones de movimiento

1
|
1

—lgpz + X = ag),

(I) 3 w-z;jpy—i—Y: agy);

—gb:+Z = a).

|
j |

1

i
o en forma vectorial
|

|
| 1
——gradp+ F = a. (2.1)
: g
1;
Los principales hechos de la teoria estdn totalmente condiciona-
|

3

1
1
{
i



i
i
1

dos por la presencia de la fuerza gravitacional F = (0, —g,0), en
|

lo cual g representa la aceleracién de la gravedad.
!

i
El camg‘o de la velocidad, con componentes u, v, w, debe es-
tar determinado como una funcién del espacio de variables y el

4

tiempo. fDespués, el movimiento de las particulas individuales
1

1 . . . .
puede ser obtenido integrando el sistema de ecuaciones diferen-

1

ciales or:dinarias T = u, § = v, 2 = w, en donde el punto sobre las

!
cantidades z, 9, 2 significa diferenciacion con respecto al tiempo
1

en lo qu}e sigue al movimiento de una particula.

!

Supongamos que F( z, y, z; t) es una funcién asociada con una

particula que sigue la trayectoria dada por el vector

x = (a(t), y(t), «1)),

!
g
|
|

se tiene ‘que
1

% = (a{8), #1), 1)) = (v, w),

1
1
1
|
1

es el vector velocidad asociado con las componentes z, y, z son

|
funciones de ¢ que caracterizan el movimiento de la particula;

: 4

[b



i

f .
como consecuencia tenemos

dF

Eﬁ

i
luego d/dt se define como sigue:

| d
| 70 = w0z + vy + w0z + O (2.2)

=F, 5+ F i+ F2+ F, = uF, + oF, + wF, + Fy,

1

Como la aceleracion a de una particula esta determimada por
J
|

a=(du/dt, dv/dt, dw/dt) en donde (u,v,w) son las componentes
!

de la velocidad v de la particula, se tiene de (2.2) que la com-

ponente: a; = du/dt es dado por

= Uy + Uiy + W, + Uy,

H
i
i du
} dt

1
con unaj expresion similar para las otras componentes.

!

i - P
Las ecuaciones de movimiento (I) estan dadas en términos de
i

|

las variables de Euler como sigue:

U + Uy + VUy + WU, = —lgpx,

]

(1) v+ v, + ooy +wo, = — Py — 9,
|

! Wy + Uy + Uy + ww, = “%pm

5

[+



i
1
!
i

las ecuaciones (II) forman un conjunto de tres ecuaciones dife-

< 4] . . . .
renciales parciales no lineales para las cinco cantidades u, v, w,

!

0y p. Como el fluido se supone incomprensible, la densidad
1

| ) . :
o puede tomar una constante conocida. Al mismo tiempo, la

{

suposicién de incomprensibilidad nos conduce a una ecuacion
!

|
diferencial simple expresando la ley de conservacién de la masa,
1
i . -’ . . s
y esta ecuacién da una cuarta ecuacion para la determinacion
!
1
de las cj‘omponentes de la velocidad y la presién.

|

i
Quizas lla forma maés sencilla para derivar la conservacién de la
1

masa es empezar de la relacion

% /S f oundS =0, (2.3)

donde v, es la componente de la velocidad que es positiva en

1

i
! - - . - -
la dlreQClorl normal exterior a la superficie. Una aplicacién del

] . . .
teorema de divergencia de Gauss’s
1

j [q]Wnd3=/L/div(gv)dT_

: 6

‘l



!
La integral anterior nos conduce a la relacién

i

j [ [ [ dtei o
]

para cujalquier regién R, por lo tanto div (pv)= 0, y como g es

1

]
Consta,nlte, tenemos finalmente
divv = u; + vy +w, = 0, (2.4)
i
€Omo 14 expresion de la ley de conservacion de la masa. Esta
!
ecuacion es frecuentemente llamada la ecuacion de continuidad.
1
i
1
1

2.2. 'Teorema de Helmholtz’s

j
Antes de debatir condiciones de frontera es preferible formular

1
{

algunas; leyes adiclonales de conservacion como consecuencia de
|
las suposiciones hechas hasta ahora, en particular de la suposi-

cién que la friccién interna del fluido es nula.

La primera de las leyes para discutirse es la ley de conservacion.

La nocién de circulacién es definida como sigue:



|
!
|
|
!
:
+
i

Consideremos una curva cerrada C que se mueve con el fluido

(Esto eé, C consiste siempre de la misma particula del fluido).
|

La circulacién I' = I'(t) alrededor de una curva C es definida
!

por la integral de linea

I'(t) = % udz + vdy + wdz = f vds,
C C

i
i

donde v, es la componente de la velocidad de el fluido tangente
4

aC,y alls es el elemento de longitud de arco de C. La curva C es

i
H

considerada dada por el vector x(o,t) con ¢ un parametro sobre
C tal q;ue 0 <o <1yx(0,t) =x(1,t). Podemos escribir
I'(t) = f v-x,do en donde v-x, define un producto escalar y x,

| _
es la dquvada de x con respecto a ¢. Derivando ' con respecto

al tiem;i)o tenemos

1
P(t) = fo (V- Xo + v - X)do.



1

De las ecuaciones de movimiento (2.1) cona = v, F = (0, —g,0) =

1
i

—grad(gy), y de X, = v,, la ultima ecuacién nos queda

|
| 1
J 1
F(‘t) = / [ - Exa - gradp — gX, - grady + v - vg] do.
0
|

De alli que

) 1

1 1
| I‘(t)=/ [_—pﬂ—gya-&——(v-v).,]da:(),
] 0 o 2

como los valores de p, 4, y v coincidenen o =0y o =1,0Yy

1

{ . - s . .
g son constantes. La ultima ecuacién nos dice que en un fluido
i

no viscoso la circulacién alrededor de cualquier curva cerrada de

El

una palz‘ticula de fluido es constante con ¢l tiempo. Este es el

i
teorema de Helmholtz.

i

Nosotros estamos interesados en el caso especial en donde la

i

circulacién para toda curva cerrada es cero.

1 -
Supongamos que I' se anula para toda curva cerrada, la primera
i

conclusién de T' = 0 se tiene inmediatamente del teorema de
1

Stokes 'js:

R /(an 25
9



Sir=0 para toda curva C, tenemos
curl v = (wy — Uy, Uy — Wy, Vg — ) =0, (2.6)

y el flujo se dice que es irrotacional.
|

|

2.3. Potencial de flujo y leyes de Bernoulli’s

1
El hecho de que curl v= 0, garantiza la existencia de un poten-
i

cial de {relocida,d ®(z, y, z; t) en donde la velocidad puede ser

representado por el gradiente del potencial escalar ®, esto es,

| v = grad® = (¢, D, D). (2.7)

1

o en términos de las componentes de v:

u=®y,v="0,w=0, (2.8)

1
1

De la e:cuacién de continuidad div®=0, y de (2.8) vemos que

el potencial de velocidad ® es una solucién de la ecuacién de

1

Laplace,

i v?q) = (I’:m: + (I)yy + q)zz = 0: (29)

10

)



!

!

1

asi ¢ eg una funcién armoénica. Otra consecuencia importante
de el flujo irrotacional fueron obtenidas de las ecuaciones de
movimiénto (I1). Haciendo uso de (2.6), es facil verificar que las
ecuaciones de movimiento (II) pueden ser escritas en la siguiente

forma vectorial:

1
grad®; + Egr'rad(u2 +o? +w?) = —gmd% — grad(gy), (2.10)

donde é es constante.

1

La integracién de esta relacién nos conduce a una importante

!

ecuacién llamada ley de Bernoulli’s
|

|

. 1

! ¢t+§(u2+vg+w2)+§+gy:C(t), (2.11)
] .

en donde C(t) puede depender de ¢, pero no de todo el espacio de

1

varia,blés; sin pérdida de generalidad podemos tomar C(f) = 0.
1
|
|

2.4. jCondiciones de frontera

Supongamos el fluido bajo consideraciones de superficie de fron-

tera S, i tal superficie S estd dada por ejemplo; por una ecuacion

11

i
|
!
!
j

23



1

|

{(z,y, z;t) = 0, se tiene de (2.2) que la condicidn

| d
| d_i = ul; + v{y +w( + § =0, (2.12)
se cum;%)le sobre S. De (2.8) y del hecho que ((, (y, (y) €s un

|

vector riormal a S, se tiene que la condiciéon anterior puede ser

!

escrita en la forma

0P (:

a7 = Un,
on L JE+E+

en donde 8/8n denota la diferenciacién en la direccién de la

|
normal 'a S y v, significa la velocidad comin del fluido y la
1

|
i
i
|
\

|
superficie de frontera en la direccién normal a la superficie. El

|

caso donde la superficie de frontera S es fija (estacionaria), es

1
decir, es independiente del tiempo £, tenemos la condicion
1
| o
— =0 en S.
on

Esta es la condicion de frontera adecuada en el fondo del mar.
Otro ca$0 importante es donde § es una superficie libre del

liquido, es decir, una superficie sobre la cual la presién p es

1
i

12
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establecida pero la forma de la superficie no es establecida apri-
ori. En general asumamos que tal superficie libre es dada por la
ecuacion:

| y = 1n(z, z; t).
|

sobre tal superficie ( = y —n(z, z;t) = 0 para cualquier particu-
1

la. Por tanto de (2.12) se cumple la condicidn:

J‘Q;cna; - ¢y + ¢z7]z + ™ = 0, sobre 5. (213)

Ademas, asumamos que la presién p es dada sobre S, como una

consecu?encia de la ley de Bernoulli ( 2.11) cumple la condicién:

i

|
gnﬁ@t+%(®i+@§+¢§)+g=o, sobre S. (2.14)

(Podemlos tomar la cantidad C(¢) = 0 en (2.11)).

13
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2.b

| .
2.5. Formulacién de un problema de superfi-

]
cie de onda

La situacién fisica esta indicada en la figura 1; que es pensado

como cualquier situacién sobre cualquier playa del océano.

Fig. 1

i

Se asume que el agua esta inicialmente en reposo y para ocupar

1
el espacio R definido por

—hz,z2) Sy=0, —00 < z < 00,

14



i

y extendido en la direccion z a + oo.

i
En el tiempo t = 0, una determinada perturbacion es creada
!

sobre 14 superficie del agua sobre una regiéon D (por el viento,
|

tal vez), y se desea terminar matematicamente el movimiento
|

posterio:r del agua; en particular, la forma de la superficie libre

es determinada por y = 5 (z, 2 ; t).
|

¥

|
|
!
\
|

(e, z; t)

h{z, z)

|

I

! .

| Iig. 2
|

!

!

En base de estas suposiciones las siguientes condiciones deben
\

ser satisfechas : en primer lugar, la ecuacion diferencial que debe

\
cumplir: ¢ es, por supuesto, la ecuacién de Laplace

1

; Vi = b, + Oy, + P, =0, (2.15)

15



para

*(2;t) £ z < oo,
-» | ~H@d Sy, (216)

-0 <2< X0

Cabe séﬁalar que 7°(z t) es la abscisa de la linea de agua en
1
tierra, y n(z, z; t) es la superficie de elevacién.

Como condicién de frontera para satisfacer el fondo del mar

1
tenemos

1

0P
! on
i
Mientras que las condiciones de supertficie libre son la condicion
1

0, para y=-—h(z,2).

cineméiiica (2.13)
(I).'ET;’:E - (I)'y + (I’znz + = 0, para y = 7](581 Z t)'
y la condicién de dindmica
!
1
gﬁ+¢t#§(‘1’i+¢’§+‘i’§) =F(z,51), sobre y—_—n(ﬂt,z;t).

1

|
i

‘ 16
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I
1
1
!

Capitulo 3

|

i

Ondjas lineales

1
i
|

el . .
Consideremos un problema (linealizado) de ondas de agua que

] . .
corren & lo largo de una sierra submarina.

Sea €2 el dominio de flujo, el cual estd en el espacio de puntos

!
(z,y, 2)'€ R® y es acotado por encima por la superficie libre

z=10 y; por debajo por el fondo z = -1 + gh(x), con ¢ >0 un

parametro pequeno.
i

Supongamos que la funcién h(x), z € R, define la forma del
|

. [ . . . .
fondo, es infinitamente diferenciable y de soporte compacto.
|

I, . . . . . s
Para un liquido ideal, incomprensible, libre de vortices, entonces

‘ 17



el probléma lineal de ondas de agua de amplitud pequena con
velocida;d constantea es formulado en términos del potencial del
flujo (I)(:L', y, z) y dimensiones variables como sigue en [10].

Sea ¢ (;n Q) una funcién arménica, entonces A® = V2® = 0,

esto es ¢

< ’2e 9 9%
w2 . |
1 ¢ or?  Oy? 022 0 (3:-1)

i

que cumpla la condicién de impermeabilidad (n es la normal
|

|
exterior a la frontera sélida 2)

80

s— =0,  z=-1+gh(z). (3.2)

1

1
i

y la condicién de frontera en la superficie libre

| (1-A)D, +a’*d, =0, =z=0. (3.3)

Aqui e es la constante de velocidad de la onda. La aceleracién
|

en ca,l'dfjl libre g, la densidad p del liquido, y el coeficiente de la

!

tensién superficial o son tomados como la unidad.

1
Como las ondas estacionarias son soluciones periddicas en una

1
18

]
|
|
1
1
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direccion, nos interesamos solo en soluciones periédicas en y, es-

1
cribimos @ en la forma ® = "% (z, z), donde w es la frecuencia
de la onda, porque es adecuada al medio fisico que estamos tra-
bajando nos da periodicidad con e*¥ y amplitud con ¢(z, z),

aplicando la condicién de impermeabilidad (3.2) tenemos:

o®
n =0, 4+ ¢z, =0,

pero &, = e, &, = Wy, 2, = gh,, como consecuencia
tenemos

9% _

8_71, =€

|
Como la exponencial nunca se anula, ¢,qh; + @, =0, por lo

iwy

‘Pa:qh:c + eiwy(Pz = 6iwy(90$qh$ + (102) = 0.

i

tanto, |

dp

e =0. (3.4)

i

]
Por otro lado si utilizamos la ecuacidén de Laplace (3.1) con

d = ¥ p(z, z) tenemos los siguientes calculos:

D, =Wy, Ppp=€"Vpp, Oy =1tweVp, &, = — eV

19
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¢, = eiwy(Pz: ¢, = eiwyﬂozz-
Luego de la ecuacion de Laplace (3.1), tenemos

wy

! - 2 .
' €Y —we Vo + eV, = 0.

i

Factorizando e™¥ nos queda

| (0, — Wi+ @.,) = 0,
|

1
ya que la exponencial nunca se anula, tenemos
SOI:E_wQ(P_]_(pzz:O, _1<Z <0.

Por otro lado, Ad, = V?®, = &,,, + &, + D..;, entonces,

tenemos los siguientes calculos de @,

1

iwy iwy

{ b..=c¢ Yor, Q=€ Pazxs

. - W _ 2 _iw

. (I)zy = we y‘yoz-) (I)zyy - —we y‘Pz:
Il

i _ iw _ o w

1‘ Oy y(Pzza b, =€ y‘Pzzz-

20
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Por lo tanto de la ecuacién (3.1), tenemos

Twy 2,2 iwy

2etwy Pazr — a“w ey = 0.

i ; T
e y(}oz—e y@zz$+w P, —C

i
1

Esto es,

eiwy(wz — Qyr + ’wztpz _ azwch) = ().

1
1

Como la exponencial no se anula, entonces:

(1+w? — D%y, — a®w?p =0, z=0. (3.5)

Obtenemos el siguiente problema de valor de frontera para la

funcién :
f ¢
: ﬁpa;x_w2(30+<xpzz=03 -1<z<0,
(Il_"f) < %:0’ z = -1+ gh(x),
i
1 \ (14 w? — D)y, — a*w?p = 0, z=40.

|
El problema de frontera (III) puede ser escrito como un wnico
!

operador en la funcién u(z)= ¢(z,0) :

(1+w? - D)) Ku — a®w*u=0.

21



Donde el operador derivada normal K asigna a cada funcién
u la cantidad Ku = %‘f en z = 0. Aqui ¢ es una solucién del

problema auxiliar de valor de frontera:

72 —'UJ(P_I_(Pzz 0, —-1<=z<0
(IV) \ %f:(), z=—1+gh(zx)
p=1u, z=0

Dada. uﬁa funcién analitica, f, el operador pseudodiferencial f (| V)

es deﬁmdo por el simbolo f(# (€)), donde 8(€) = (€2 + w?)2

i

Proposicion 3.0.1. : Tenemos que la funcién

(¢ cosh [(z+ 1)0(&)]
21?/

cosh #(&) @

wolz, 2) =

es una solucion del problema de valor de frontera (11I) con ¢=0.

Demostracion: Derivando la funcién ¢, tenemos los siguientes
i

calculos

| L e o cOsR[(z+ 1)H(E)]
oo = = [ i)e ) 25 2 e,

22




| 1 , ., coshi(z+ 1)8(&)]
Lorz = \/—2—71_" f(z€)2emu(£) cosh 9({) d{,

| _ 1 g o COSP[(2 4 1)8(&)]
Pozs = ¢ VT /e we) cosh B(€) a.
Por lo t;anto

1

Porz — _52(,00(173, Z)
|

Por otrb lado

e Sl D)
o == [ QT S0,

_ ) oAl 0
(Pozz = / i COShB 6) 7 (é)d‘ga
Jcoshl(z-+ 0(E)]
cosh 0(§) dt.
Entonces

sz + Pozz — Wpo = ~w'po + 67(€)0 — w0

T

| = (=€ +6°(6) — w*)po)

23
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Por otro lado tenemos

z,0 ”5’\ =
o = [ e (x)
, D,

an

Proposicién 3.0.2. Tenemos la igualdad

r—

Kou(f) = u(€)tanh 0(§), o, K, = |V |tanh |V|

Demostracién: Sabemos que

dpo

K=" en z=0.
Por lo t}a.nto,
K;ou ‘1’2 -

L [ O )
By PR
:E f ¢#3(€)(€) banh H(E) dt.

Entoncés

—r——_

Kou(€) = Kou(€§)(€) = #(£)u(¢) tanh 6(£).

?
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Ademss |V| = 8(¢) = yw? + £, por lo tanto

K, = |V]tanh|V].

1
o ) .
Proposicién 3.0.3. Para q bastante pequerio, el operador lineal

K admite la representacion
K = K, +qK1 + O(¢*).

Donde f( =|V|tanh|V| , K; = D,ARD,A + DZALR

Demostracién : Omitimos la demostracién de esta proposicion

debido a que es muy tedioso. Introducimos la funcidén auxiliar
]

i 1 coshl(z+ DO(E)
1 B,z 2) = V2r 5 cosh 0{£)

Toma,n%io ¥, = {(m, Yze (—1+ qh(a:),O)} y definiendo el

operador A por la formula A = D2 + D? - w2

25



Entonces AE = 0, en el dominio X para ¢ > 0. En efecto:

|

AE = (D} + D? - HE
= —EF + *(§)E - J*FE

i = (€2 +6%(¢) —w)E

Propoéicién 3.0.4. Condicion de frontera sobre la superficie
1

Libre

(1—®,,)®,+ Py =0, z=0.

| s P - .
Demostracion: Utilizando la ecuacidn de Bernoulli

1 od
—(p —pa) =+ gn 3.6
Q(p Pa) a5 9 (3.6)

tomando ¢ = ¢ = 1, (¢ es la densidad de el liquido,g es la

1

aceleracion de caida libre, y p, es la presién atmosférica), por lo

tanto la ecuacion anterior nos queda

|

~r—p) =0+
4 pafay 1.
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Llamemos a p, y p,, la presién total y la presion del agua
respectivamente. Ahora p; = pg - Pw, PEIO P = Pa - %cr, donde
o es el coeficiente de superficie de tension y '1}2 es la curvatura

gaussiana que se define asi

1 N2z

R (1+n)®

Ahora & = p, — p,,, por lo tanto de la ecuacion (3.6) llegamos a

: o0d N Nz
— =0
By (1+n2)3\?

Supongamos que ¢ = 1, luego la ecuacién anterior nos queda

| o® ez
AP - S— (3.7)

| Oy (1+m2)%\

Derivaledo la ecnacién anterior con respecto a y tenemos

|
1

CED (14 ey — 304 0) Ve,
T (7 P |

Utilizajndo la condicidn de dinamica

Ty = D,
tenemos entonces
Thezy = Dyza

27



Ademas

4 nz:O, 220.

Por lo tanto la ecuacion (3.7) nos queda de la siguiente forma
i

i - T+ q)z - (I’zzz = O: (38)

j
Esta ecuacion es equivalente
i

| (1-—®,.,)®, +®,=0 2z=0

28
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Capl'tulo 4

Comentarios y sugerencias

!

1

= Este trabajo esta muy relacionado a el problema de ondas

de agua atrapadas por una sierra submarina de pequena al-
i

!
tura, el cual es tratado en Asymptotics of eigenfunctions in

|
shf}mllow potential wells and related problems, Amer. Match.

Soc (P. Zhevandrov and A. Merzon en el 2003), donde una

!

cercania al problema de ondas de agua y pequenas pertur-

ba,“ciones de la ecuacién de Schrodinger en dimensién uno

es ';establecida.

= Ondas de gravedad, investigamos las ondas que se producen

| 99 -



en la frontera aire-agna bajo la influencia de la gravedad,

como una idealizacién del movimiento superficial que se

1

pr(?duce en un lago o en el mar. Nuestro volumen de agua
se jrepresenta, como un canal indefinido en la direccién z y
confinado en la direccién vertical y entre dos superficies, el
fondo en y = 0, y la superficie libre en y = h. Nos interesan
aqm’ las ondas progresivas que se propagan en la direccién
:n,g) que generan una oscilacién vertical en el agua. Nuestro

objetivo es encontrar la relacion de dispersion, la velocidad

de propagacién de dichas ondas y el movimimiento del agua

al pasar la onda. En la direccién vertical, las fuerzas que
]

actf,l’la.n sobre el fluido son la fuerza de gravedad y la fuerza

originada por la variacién de presién con la profundidad.

Para un elemento de volumen dV y masa dm=pdV, situado

entre las posiciones verticales y e y+dy y seccién horizontal

1



S, la ecuacién de movimiento es

g 9P _ 0y
P oy "ot

Como el agua es un fluido incompresible, esto quiere decir
que la cantidad de agua que entra en una region debe ser
la misma que la cantidad que sale de ella. En términos de

flujo, el flujo neto de agua que atraviesa cualquier superficie

i

cerrada debe ser cero. Matematicamente,

jgpv-nd5=0,

donde v es la velocidad del agua y n es el vector unitario

1
|

a la superficie 5. Por el teorema de divergencia de esto es

cierto cuando

V-v=0,
1

!
que constituye la segunda ecuacién fundamental para la

resolucién del problema. En coordenadas z , y se escribe

1 avz+%

: ErR
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i
Se busca una funcioén desconocida ¢ , que satisfaga simul-

taneamente

o¢ , __9¢
o' Y oy

vg;:'_

con lo cual la segunda ecuacion a resolver se transforma en

82(;5 62¢
da? " By

buscamos soluciones que sean ondas progresivas que se propaguein

|
en la direccién z en la forma

¢ = A(y) cos(kr — wt).

Introduciendo esta suposicion en la ecuacién anterior, ve-
{

mo:s que la funcion A satisface la ecuacién diferencial

* A,
— —k*A=0.
dy? k

Poi lo tanto nuestra solucion al problema esta dado por la
funcion

¢ = (Ce® + De ™) cos(kz — wt)

32
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la funcién ¢ queda determinada una vez que apliquemos las

condiciones de frontera que definen este modelo de propa-

ga{:ic’m. La primera nos dice que la velocidad vertical debe

1

anularse en el fondo. Es decir

J 09
' ’[)y:—g:;—:
!

0 en y = 0.
Entonces la solucién puede escribirse en la forma

¢ = 2C cosh ky cos(kz — wt)

i

1

| . s . .
LLa condicién de frontera en la superficie libre del agua cor-
i

1
responde a un valor de la presién igual a la presién at-

i
mosférica, valor constante en el tiempo. Por tanto, debemos

obtener la relacidn directa entre la funcidn ¢ y la presion

P. De la ecuacién de movimiento obtenemos
i

0
Pngf—i—pgy—i—cte

De aqui. la condicidén de presién constante en el tiempo en

i
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1

la superficie libre se escribe
oFP '
— =0 en = h.
at Y

De,la definicion de Ia velocidad del fluido ,

o —@—_%
y—at_ ayﬂ

La segunda condicién de frontera para la funcién ¢ queda

finalmente

00 _ 04
- o2 g@y'

= Trabajar con soluciones periodicas en z o 2, como ejemplo
|
una de la forma ®= e*“* ¢(y, z).

i

= Relacionar el articulo de ondas estacionarias lineales sobre

una sierra submarina con el caso no lineal.

* 34
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Conclusiones

1
1

1

Despues del desarrolo de este trabajo se concluye :

« Dada una funcién analitica ® = ¥ (z, z), hallamos las

ecuaciones del modelo:

’

Puz — W+ 02y =0, -1 <z <0,
\ ZE=o z= -1+ qh{z),

k (1+ w? — DYy, — a’wp =0, z=20.
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» El operador lineal £, admite la representacion

1
. =|V|tanh | V|
s Deducimos la condicién sobre la superficie libre en z= 0

(1-9,,)0, +®, =0, 2=0.

36
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