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INTRODUCCION

Los fractales son, quizds, el ejemplo més latente de que muestro mundo es bastante intrincado e im-
predecible y nada lineal e ideal como lo pensarnos.

El primer ejemplo de fractal fué presentado por Giuseppe Peano, mateméatico italiano en el afio de
1980 y recibié el nombre de curva de peano[15}; un cambio decisivo en el estudio de estos, ocurrié con
el descubrimiento de la geometria fractal por el matematico francés Benoit Mandelbrot en la décads,
de los setenta, quien utilizé otra idea de dimensién diferente a la usada en el geometrfa euclidea y
doté a los fractales de una dimensién no entera; caracteristica adicional a su auto-semejanza, la que
los vuelve interesantes a la vista de cualquiera, sin ser muy erudito.

John E. Jutchinson, en su articulo fractal and self-similarity {2], expone una teorfa bastante formal de
Llos que €] llama conjuntos estrictamente auto-similares, demostrando que dado F = {fi.fos- s fahs
un conjunto finito de contracciones, llamado cominmente sistemas iterados de funciones (SIF), sobre
}un espacio métrico completo, entonces existe un Unico conjunto compacto K invariante con respecto
a JF; cuando el espacio métrico completo es el espacio euclideo, surgen conjuntos invariantes que son
los ejemplos clésicos de fractales.

Para el grupo de. Heisenberg, denotado por H = R? x R, la ley que lo define es una operacién que
involucra el producto interno usual de R?, e induce una métrica dy, lamada la métrics. de Heisenberg,
{formando asi, el espacio métrico completo de Heisenberg (H, dg), en el cual se definen ahora los SIF,
estos sistemas iterados de funciones sobre el espacio métrico completo (H,dn), denotados por F,
serdn el objeto de este trabajo con el propdsito de estudiar los conjuntos invariantes que ellos generan
a partir de los sistemas iterados de funciones clésicos del plano.

Asf las cosas, se analizaran los SIF Fy y sus conjuntos invariantes Ky.

El trabajo se desarrolla en cuatro capitulos, en el primero de ellos se encuentra una resefia de los
antecedentes bagicos a cerca del surgimiento de la teorfa cldsica de fractales, esto como una introdue-
cién para el Jector & quien el término fractal le suena desconocido.

En el segundo capitulo, se plantea de manera detallada como el grupo de Heisenberg (especfficamente
la ley que lo define) hace surgir una teorfa muy rica en cuestién de sistemas iterados de funciones Fy
y de conjuntos invariantes con propiedades muy interesantes.

Dada la caracteristica de que los fractales tienen una dimensién no entera, estos objetos se hacen tan
especiales que se clasifican dentro de otra geometrfa, la geometria fractal, asf, se hace necesario reunir
la teorfa que permita entender y apreciar el concepto de dimensitn fractal, disponiéndose para esto
el tercer capftulo.

Por tltimo, como una de las consecuencias més importantes del surgimiento de los SIF sobre (H, dg),
esté la aparicién de subconjuntos Ky de H, por esto se presenta en el cuarto capitulo un caso egpecial
de estos, llamado el cuadrado de Heisenberg, denotado por Qy.




Indice
1. CAPITULQ 1
FRACTALES. 4
Ll Dimensién fractal . . . . ... .. ... ... ... .. . .. ... 4
12. Elespacio de los fractales . . .. ... ... ... ... .. .. . . _ . _ 8
2. CAPITULO 2
LOS SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES EN EL GRUPO DE HEISEN-
BERG. 10
3. CAPITULO 3
DIMENSION. 22
4. CAPITULOQ 4 :
CONJUNTOS INVARIANTES. 29
4.1. El cuadrado de Heisenberg . . .. .. ... ... .. . .. . . .. .. 29



1. CAPITULO 1
FRACTALES.

Con el descubrimiento de una nueva geometria en 1977, debido a la publicacién The Fractal Geo-
metry of Nature por Benoit Mandelbrot, nace una visién mas clara del mundo en el que vivimos. Esta
geometria, lamada geometrfa fractal, nos descubre fendmenos naturales en su forma mas extraordi-
naria dejando al descubierto la natursleza incierta de lo gue nos rodes,

Para muchos, el descubrimiento de la geometria fractal significsd el poder retratar tantos objetos que
antes eran muy diffcil de imaginar en la pantalla de un computador, o quizés, hasta en nuestra mente.
Pero asf como es de extraordinario el mundo fisico que nos rodea es extraordinario el conocimiento del
hombre, por el cual hoy dia se tiene una idea particular de como clasificar & muchos de esos objetos
bajo un nombre bastante preciso, fractales; estos entes matemdticos constituyen el pilar del anélisis
en la geometria fractal.

Los fractales poscen dos caracteristicas bésicas: primero, su autosemejanza, es decir, que tienen la
propiedad de ser copias escalizadas de alguna parte de sf mismos probablemente rotadas y traslada-
das. ‘

Y como segunda caracterfstica los fractales poseen una dimensién no entera, esto significa que ellos
son completamente diferentes de las graficas de lineas ¥ secciones cénicas que se aprenden en un curso
elemental de Geometria Euclidiana.

Pero esta definicién de dimensién no es aquella que se aprende en un curso de geometria vectorial
0 topologla sujetas a espacics vectoriales y cubrimientos abiertos del espacio respectivamente. Pars,
calcular la dimensién -de los entes fractales, hay que usar la dimensién Hausdorff, definicién que in-
trodujo Felix Hansdorff en el afio de 1918,

En el presente capitulo no se da la definicién formal de dimensién Hausdorff (ver detalles en el cap.3),
mas bien se presenta uns variante de ella conocida como la dimensién por contec de cajas {Box-
Couting)—aque en la. mayorfa de los casos coincide con la original—aque sers suficiente para ilustrar
algunos ejemplos de fractales en el plano y dar una definicién de los mismos.

1.1. Dimensién fractal

Definicién 1.1. Sea A = {z | & € R} un conjunto de puntos. Se obtiene una copia escalizade de
éste si se opera el conjunto A con un r € [0,1], tal que rA = {rz}. Entonces un conjunto A es
autosemejante cuando es ln unidn de N conjuntos que son congruentes con rA.

Definicién 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. El didmetro de A es :
diamg(A) 1= sup{d(a,a’),a,a’ € A}
Se escribird diam en vez de diemy cuando no hays confusién.

Definicién 1.3. Se llama recubrimients de un conjunto E' en un espacio métrico (X, d) a la coleccidn
{Ga} de subconjuntos de X, tales que

Ec|JGa
(44

Definicién 1.4, Sea 4 C R?, § > 0 un nimero real positivo v Ns{A) el menor nimero de subcon-

junios de didmetro a lo mds § que cubren a A. Entonces se define D, la dimensién fractal (o caja)
comao:

_ InNs(A)
DiA) = Y =y /5




(4

Ejemplo 1.1. El conjunto de Cantor.

Este conjunto se define cldsicamente como el resultado de un procese de sustraccidn de abiertos
sobre el intervalo [0,1]. En efecto, dado el intervalo cerrado [0,1] se extrae de &l la tercera parte
central, esto es (1/3,2/3), lo que deja dos segmentos de recte cada uno de longitud tres veces menor
que el inicial, ast, se toman aquellos dos segmentos y se repite el procese inicial efectuado o [0,1],
esto es, a los intervalos cerrados [0,1/3] y [2/3, 1]se les extrae sus terceras partes centrales dadas por
(1/9,2/9) ¥ (7/9,8/9). De esta manera se continua indefinidamente obteniendo ast el Bl Conjunte
de Cantor C, formado por todos aquellos puntos que quedan al final de todas lus extracciones.
Para ver la tlustmcidn de la construccidn del conjunto de Cantor ver figura 1 en el anexo.
Anotaciones puntuales e importantes del conjunto de Cantor, C son:

» E3 no vacto, pues, ol final de todas las extrocciones quedan por lo menos los puntos extremos
de los infervalos.

» Es cerredo, yo que C resultn ser la interseccidn infinita de cerrados.

» Es compacto, pues, es cerrado y acotado en R.

Observe que el conjunto de Cantor puede ser descompuesto en dos subconjuntos distintos, estos son, la
parte comprendida en el intervalo [0,1/3] y la parte comprendida en el intervalo [2/3,1}, subconjuntos
'que resultan ser semejantes al conjunto original C, teniendo como wnica diferencia que son un tercio
mas pequenos que el conjunto original C (es decir, r = 1 /3 en la definicidn 1.1), notdndose ast, la
fpm’mem caracteristica que identifica un fractal, la autosemejanza.

Parg el congunto de Cantor, seqin la definicidn 1.4 Nj (CY=2y9yd=1/3, asf que:

in2
D(C) = Ifm 7= = 0,6309 ¢ Z,

donde Ny es el mimero de nuevos segmentos en el proceso inicial y § es el factor de escala de reduccidn
del conjunto inicial, concluyendo que la dimensidn del congunto de Cantor es un nimere no entero.

Ejemplo 1.2.
iLa Curvae de Koch.

El proceso mediante el cual se genera este confunto es totalmente inverso a la creacidn del con-

Junto de Cantor, pues en vez de hacer sustracciones, se hacen adiciones. En efecto, se parte de un
r

isegmento de recta (de longitud uno por stmplicidad) del cual se extrae la tercera parte central reem-
plazandola por un tridngule equildtero al cual se le suprime la base (este figura obtenida, se le lama
generedor de la curva de Koch), este tridngulo tiene lados de longitud 1 /3. Ast, de esta manera se

aplica el mismo proceso con cada segmento de recta presente en las iteraciones; siguiendo este proceso
indefinidamente se obtiene una curvg de longitud infinita llamada, La Curve de Koch, denotada
por K. Para observar la ilustracion de la construccidn de la curva de Koch ver figura 2 en el anezo.
Nétese que cada cuarta parte de la curva K es una versién reducida de toda la curva, es decir, K es

autosemejante, con r = 1/3, asf que: N5(K) =4 y 6 = 1/3, por tanto:

ind _

2619 ¢ Z.
3 1,2619 ¢

i) =

peﬁnicién 1.5. Dado A < R?, se dice que A es un fractal si es autosemejante y su dimensidn fractol
imero n . .
es un numere no entero T
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En la construccién de los snteriores fractales, se escogié una figura inicial y aplicando cierto
proceso 56 obtuvo una figura final (frecuentemente el objeto fractal), en esta aplicacién resultan
involucradas ciertas funciones de reemplazo o sustitucion, las cuales se llevan al infinito (se aplican
indefinidamente).

Por ejemplo, con el conjunto de Cantor C, se parte de la figura o conjunto inicial 7 = [0, 1], al definir

forR— R
tan(t)ﬂg
¥y
HR—R
t+2
to filt) = 52

se tiene que;
(D) =10,1/3) vy fi(l) =[2/3,1].

Para la segunda. iteracién se tiene que:

(fao fo)(I) ={0,1/9]
(foo f1)(1) =[2/9,1/3]
(fio fo)(I) ={2/3,7/9]
(fio L)) = (8/9,1]

de manera que al final se obtiene:

C=U(fio fyo---}(1).
Para la curva de Koch, sea Tun segmento de recta de longitud uno, al definir;
go : R? s R?

(w,y)ng(w,y)=(§,y§) _ .
_ U[E],donde A[,-_-_[l/?' 0].

g1 k2 — R?
T—V3y+2 Viz+y

{z,9) = g1z, 9) = ( 5 )
- 4 [;] + [163] , donde A = [\}3{76 ‘1//36/6] .
gz : R? — R?
(59) = oar) = (Y ] oy, V3
o [ o a5, )

g3 IRZ —>R2
+2
(2,9) = ga(3) = (5=, 5)

= Ay [Z] + [263] , donde

PNTY [T A A

AR S N - Tk

T



se tiene que en la primera lteracién

U e Un®UeL®
es el generador de la curva de Koch.
Entonces, al final:

K=Ulgiegiogogio-- (B

Aquellas funciones involucradas en esos Procesos tienen caracterfsticas comunes y resultan tener una
dindmica especial, fue J. Hutchinson {2] en el 1981 el primero en estudiar estos sistemas de funciones,

creando asf los sistemas iterados de funciones y obteniendo una unidad dentro de todo aquel proceso
de creaci6n de figuras nuevas tanto en el 4mbito matemético como computacional.

Definicién 1.6. Una funcidén f: X — X, en el espacio métrico (X, d) es una contraceidn si existe
un mimere 0 < r <1, tal que

A f(x), f(y)) S rdlz,y), Vr,ypeX
r es ¢l factor de contraceidn.

" Definicién 1.7. Ung Juncién §: X — X en el espacio métrico {X,d), es une semejanza gi
d(S(m): S(y)) = rd("'ciy)l Ve,ye X
¥ algidn r fijo.

Definicién 1.8. Un sistema iterado de funciones (SIF) sobre un espacio métrico completo (X,d) es
una coleccidn finita

fz{fl,fz,---,fn}

de funciones contractivas de (X,d) en s{ mismo; cada una con factor de contraccién Ti respectiva-
mente. El factor de contraccion para F estd definido por

r=max{r; |i=1,2,...,n}.
Nota 1.1. Aljunos autores usan SIF “Hiperbslico” para distinguir la anterior definicién de ung mu-
cho mas simple, dada como ung coleceisn findta de funciones que actia sebre un conjunto arbitrario.

Asf las cosas, para la construccién del conjunto de Cantor se tiene el sistema. iterado de funciones

F ={fo,f1} sobre el espacio métrico {R.d,) talque C= U LG,
fieF
en este caso sé dice que C es el invariante del sisterna .

Y para la curva de Koch, dado el espacio métrico (R?,d,) y las funciones o1 91,92, ¥ g3 definidas
antes, se tiene que el SIF para K es

G={90,91,92,05} talque K= | g:(K).
GiEK

Definicién 1.9. I conjunte invariante para una coleccién finita de funciones contractivas F es el
inico conjunto compacto no vacto K C X que es invariante bajo la accién de los elementos de F,

esto es:
K= | (K).
ferF
John E. Hutchinson en su artfculo fractal and self-similarity, ver seccién 3.1 de [2] , garantiza la
existencia de tales conjuntos invariantes. Fn efecto,

Teorema 1.1. Dado F = {fi, fa, ..., fa} un conjunto finito de contracciones sobre un espacto métri-

co completo, entonces existe un tnico conjunto compacto no vaclo K, invariante con respecto o F,
es decir que:

K= Oﬂ(K).

g=x]



1.2, El espacio de los fractales

A partir de un espacio métrico completo (X, d), es posible definir otro espacio métrico completo
Cuyos puntos sean subconjuntos del primero.

Peﬁnicién 1.10. Dado un espacio méirico completo (X,d), el espacio de los fractales es la pareja

%(H(X )idn}, donde H(X) es el conjunto de partes compactas de X diferentes de vaclo, y dy, es la
distancia Housdorff definida por:

dn(A, B) = méx{d(A, B),d(B, A}} paratodo A B¢ H{X),
an d(A, B) = méxae 4 {minye p{d(a, b)}}.

Peﬂnicién 1.11. Sea f: X — X una funcidn en el espacio métrico (X, d), se dice que Ty es un
punto fijo de f si
| flzg) =y

De esta manera, dado el espacio métrico de los fractales (H(X),dn) es posible hallar en él un

comportamiento adecuado para la convergencia de algunas funciones que generan fractales, esto se
logra por medio del

Teorema 1.2 (Completez del espacio de los fractales). Sea (X,d) un espacio métrico completo,
Fntonces (H(X),dn) es un espacio métrico completo v ademds g1 {A,}2., € H(X) es una sucesidn

n=]1
de cauchy, entonces A = lfmy,_, o A, se puede caracterizar como

A= {z € X | eziste una sucesidn de cauchy {zn} € Anque converge a z}.

Para demostraciones al respecto ver [2] y [7].

Los puntos fijos de una funcién constituyen la base del anslisis de los fractales, pues estos surgen de
funciones en el espacio de los fractales definido anteriormente. Un teorema bastante conocido en la

‘eori'a de los sistemas dindmicos es el teorema del punto fijo (ver [8]) que garantiza la existencia y
unicidad de aquellos puntos.

F‘eorema 1.3 (Teorema del punto fijo). Sea f : X — X una funcidn contractiva definida sobre
un espacio métrico completo (X, d). Entonces f tiene un dnico punto fijo 2y € X y, ademds, para
cualquier = € X lo sucesion { f>*(x)}22, converge a x 1 esto es, limn o0 £ = x4 para todo x € X.

Donde f°» denota la composicién de f Consigo mismo n-veces, es decir,

fr=fofo-of.

n-—veces
Ahora veamos como surgen las funciones contractivas en el espacio métrico de los fractales.

Definicién 1.12. Sea f: X —+ X una funcidn contractiva con factor de contruccidn s y (X,d) un
espacio métrico completo. Entonces

fiH(X) — M(X), definida como f(A) = {f(z) | = € A} para todo A € H(X)
es una funcidn contractiva en (H(X),dn) con facter de contraceién s.

Definicidn 1.13. Se define el nuevo operador
WiH(X) = H(X) come W(M)= | wi(M),
i=1

para todo M € H(X) y toda coleccidn finita de contracciones {wi|i=1,2,...,n} en el espacio de
los fractales H(X), con factor de contraccidn 84, respectivamente.



El operador W resulta ser una, aplicacién contractiva con factor de contraccién
s =méx{s; |[i=1,2,...,n}.

Debido a la completez del espacio métrico de los fractales (H(X)

ydr) ¥ el teorema del punto fijo, se
concluye que W tiene un nico punto fijo A € H(X) tal que

A= W) = | Juwi(4),
i=1

a este punto fijo se le llama atractor del SIF o fractal determinfstico generado por el SIF

W= {wl,wg,...,wﬂ}.

Ademds, para cualquier B € H(X)
lim W°"(B) = A.

n—o0
Notdndose asf, que el atractor del SIF resulta ser un conjunto invariante pars el conjunto de funciones
{wi,i=1,2,...,n}, por tanto muchos conjuntos de tipo fractal se pueden obtener como el atractor

de un SIF.
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2. CAPITULO 2

LOS SISTEMAS ITERADOS DE FUNCIONES EN EL
GRUPO DE HEISENBERG.

El estudio del grupo de Heisenberg se motiva por su aparicién en el anslisis de varias variables
complejes y en la mecdnica cufntica.

A continuaci6n se consideran los sistemas iterados de funciones en el grupo de Heisenberg H, especifi-
camente el sistems. estard formado por funciones contractivas afines que actian sobre el grupoe de
Heisenberg, y que surgen como levantamientos de funciones afines en el plano.

Se considera el grupo de Heisenberg H = (R?, %} como un grupo homogéneo dotado de la distan-
cia de Heisenberg dg.

Definicién 2.1. Sea H =R* x R. Bl par (H, +), donde * es.la ley definida por:
(2, 1) * (&', ¥) = (z + 2/, t + ' + 2z, Jz'y)

con J : R? —— R? dada por J(®1,22) = (—32,71), ¥ {,) e producto interno usual de RZ, se lama el
grupo de Heisenbery y se denota por H.

Nota 2.1. Los elementos neutro e inverso del grupo Hl son respectivamente, 0 = (0,0,0) yp~! = —p,
para todo p ¢ .

Definicién 2.2. La funcidn | - |y : H — RY definida por
(@, )l = (llzil* + £2)/4 1)
para todo x € R%,t € R, es la norma de Heisenberg.

Definicién 2.3. La funcién dy : H x H —s R* definida por

1

du(p,q) == |p™" = qlm, | (2)

donde + denota la ley del grupo y -1y la norma de Heisenbery, es la métrica o distancia de Heisenbery,
al par (H,dn) se le llama el espacio métrico de Heisenberg.

Esta distancia o métrica es homogénes, esto es, du(0:p,6,q) = rdu(p,q) donde §, : H — M, + > 0
es la dilatacion de Heisenberg (ver ejemplo 2.1)

Definicién 2.4. La funcién
Tpy ¢ H s H
definida por 1y, (p) =pp * p , con py € H, se llama traslacidn ¢ izquierda.

Definicién 2.5. Una transformacion affin W en R? es una composicion de una transformacidn lineal
¥ una traslacidn, esto es:
a b|izx €
wew =[] ][]

donde la transformacion lineal estd representada por la matriz [Z f[] (con respecto o la base candnica

de R?) y la traslacidn estd representada por el vector (e, f).
Definicién 2.6. Sea f:R? - R2. Una funcion F : H — H se lama un levantamiento de f si:
woF =fom.

Aqui m Hl — R?, denota la funcidn proyeccién

m(z,t) =z

10



Las transformaciones afines son muy rtiles, ya que estas permiten realizar escalamiento en cada
Fje, rotaciones, reflexiones y traslaciones de imégenes.

Nota 2.2. Para que una transformacion afin sea una funcidn contractiva se requiere gque lo norma

de la matriz asociade a la parte lineal sea menor que ung.

En el capftulo anterior se mencioné que los sistemas iterados de funciones fueron estudiados por
Hutchinson como un lenguaje conveniente para describir el cardcter de un objeto fractal. El caso
de funciones de semejanza sobre R™ hace surgir muchos de los ejemplos clisicos de fractales auto-
semejantes, tales como el conjunto de Cantor, la curva de Koch ¥ las carpetas de Sierpinski.

IPara asegurar que el estudio de SIF en ¢l grupo de Heisenberg tiene un contenido no-trivial, es nece-
sario garantizar la existencia de endomorfismos lipschitzianos adecuados en el grupo de Heisenberg,

Definicidn 2.7. Una funcidn f : X — X se llama r-lipschiziana, r > 0 si
|
g d(f(), 7)) <7 - d(z,y) para todo 7,y € X. (3)

}Ademds, [ es lipschitziana st es r-lipschitziana para algin v < 0o, El fnfimo de todos los v tales que
{(3) se satisface para todo x,y € X se llama la constante de Lipschitz de f; y se denota por Lip(f). .

Definicién 2.8 (Desigualdad de Hadamard). Si A € M, (C)?*, entonces
F

n
t detA < Ha.ﬁ.
i=1

Bn el caso de matrices reales, si A > 0 (es decir, que pare cada i, 7, ai; > 0), la igualdad vale si y
[solo st A es diagonal.

}
Nota 2.3. Dado f : R® ~— R" una funcidn r-lipschitziana y diferenciable, lo desigualdad de
\Hadamard implica que _

|detD f(z)| < r™, (4)

}casi en todas parte, es decir, que satisface {4) ezcepto en un conjunto de medida cero.

Definicién 2.9. Un sistema iterado de funciones afines (SIFA) consiste de un sistema de funciones
contractivas afines.

Definicién 2.10. Un sistema iterado horizontal de funciones es una coleccidn de contracciones del
grupo de Heisenberg H, con respecto a la méirica de Heisenbery y se denota por Fg.

Definicién 2.11. Los conjuntos invariantes Ku, pare sistermas iterados de funciones horizontal 7y,
se conocen como fractales horizontales.

51 una funcién affn de R® es lipschitziana con respecto a dg, entonces esta debe tener una forma
}especia,l, de hecho, esta necesariamente aparece como un levantamiento de una funcién afin de R2.

Proposicién 2.1, Sea F: R? — R3 una funcidn aftn de la forma
F(z,t) :=(Az +ta+b,(d,z) + et + 1)

donde A es une matriz real 2 X 2,a,b,d € R? y ¢, € R. Entonces F es lipschitziana con respecto a
la distancia de Heisenberg du, si y solo st las siguientes relaciones se cumplen

a=1(0,0), d=-24"Jb c=detA. (5)

Demostracidn. =) Supongamos que I es lipschitziana, veamos que (5) se cumple.
En efecto, si F' es lipschitziana, Sea L = LIP(F), entonces

dg (F(0,0), F(z,t)) < Ldu((0,0)(z, )

para todo (z,t) € R? x R.
Utilizando (1) y (2) resulta:

| du((b,7), (Az +t-a+b,{d, z) + ct+ 7))
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= |(-b, ~Ti* (Az 4+t o+ b {d,x) + et + 7)|g

— ‘(Ax_,_t.a,(d,m)+ct+2(—b,J(Aa:+t-a+b)>)

H

Ahora bien,
(ﬂ?, Jy) = _(Jm) y)
En efecto, si = (z1,22) y y = (v1,%2)

(2, 79) = {{w2,22), (~y2,y2))
= —Tyl2 + Tal
~{v1{—=2) + (z1)y2)
—((~z2,21), (y1,y2))

—{Jz,y),

]

I

y {z,Jz) = 0, puesto que

((z1,32), (~x2,21)) = ~ @122 + T271 = 0.

Luego
dg((b,7),(Az+t-a+b,{d,z) + ct+7)) =
=|(~b,—7)*x(Az+t-a+b,(dz)+ct+ Ny

= |(Am+t-a,(d,w) +ct 4 2{-b,J(Az +t a+ b)))lﬂ

= I(Am+t-a,(d,m)+ct+2(Jb,b)+2<Jb’Am+t'a>)|H

- ’(Az“-a,<d,m>+ct+2<JbaAm+t'“>)|H

1/4
- [||Am +tallt + ((dx) + ot + 2(Jb, Az + ¢ a))"'] .

Por tanto ' 2
Az + ¢ all* + ((d,2) + ct + 2075, Az + £ a))” < L4(jal|* + )

para todo (z,t) € R? x R.
Ahora, para z = 0, se tiene que:

{]t-r:z||“l+(ct+2(.1’b,t-a))2_<_L‘1-t§2 para todo teR.

Asi que, a = (0,0), pues ¢ - a = 0 para todo ¢ € R.
Por otra parte, para ¢t = 0, se tiene que:

lAz||* 4 ({d, ) + 2(Jb, Am))2 < L% ||zli* paratodo e R?

asf,

{{d,z) + 2(Jb, Am))2 < LY |z||* paratodo =z e R?
H(d, x) + 2{Jb, Az)| < L*||||?, de donde
[{d, z) + 2(A*Jb, z)| < L?||z|?

12
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pero como A € Mjy(R), entonces A* = AT = A7 luego

|

|{d, 2} + 2{ATJb,z)| < L2iz||> paratodo = € RZ
Hd+ 247 Jb, 2)| < L¥ja||?

de manera que
(d+24TJb,z) =0 paratodo « € R2

Concluyendo que:
d=—24T Jb,
Por otro lado

(Azy, JA(z2 — 31)) = —(J Azy, A(zy — 1))
= —(JAEl,AQIg e A‘.’L‘l)
= ~(JA21,AIE2> + (JAml,AS‘L‘l)

es decir, que:

' (A, JA(zg — z1)) = {Az;, JAzy). (6)

Ahora, tomando la matriz 4 como 4 = [Cc‘ Z] y los vectores x;,zs como 2y = (211, 712) ¥ T2 =

(@21,222) e tiene que:

N (| AR ] =3)

= {(az11 + bz1p, exyg + dizys), J(azg) + bagg, cx9y + dzaz))
= {(a%11 + bz1a, ex11 + de1g), (—cza1 — dagg, amey + bray))

= —aT11CTy) — adr11Tey — bexowey — bdz1azag
+ caziizor + beznixoy + dawia®ar + dbziazon

= (ad ~ be}ri9w91 — T11 522 (ad — be)

= detA{z 19791 — 1) T22)

= detA((211,Z12), (~F22,T21) )
= detA(SCl, J-'1‘32>

e decir, que:
: (Azy,J Axy) = detA(xy, Jxq). (7}
Concluyendo de (6} y (7) que:

(Axy, JA(m2 — 1)) = (Azy, J Az) = detA{xy, Jzs).

Entonces, usando estas ltimas identidades, las relaciones encontradas antes y la condicién de Lips-
chitz sobre F' para los puntos (x1,t;) y (2,%2), se tiene:

1(14(-’32 — 1), etz — t1) - 2detA{zy, Jxo)) |H = L[“wz — o'+ (t2 — 1 — 2z, J‘ri))z] v

entonces,
“.A(:Cz e 1!1)“4 + (C(tz _— tl) bt 2d6tA<£L‘1,J.’Eg>)2 S_ L4 [llxg — .’1‘.:_1”‘i + (tz — fl b 2(931, J.’B2>)2]
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lcle donde,

(c(tz — 1) — 2detA{z,, J$2))2 <rt [||932 -zt + (ta —t1 — 2z, J$2))2]-

Escogiendo ty—t1 = 2{xy, Jry), donde z; £ 0y 29 =2, +5- Jz1, para cualquier s € R, se tiene que:
(2¢(zxy, Jza) - 2dBtA(fL‘1,J.’E2))2 < L (||lz2 - z1||*) (8)
pero

(21, Jz2) = —(Jay, 33)

= —(Jz,2; + 8- Jzq)
—(Jz1,21) ~ {Jz1,8 Txy)
ws(le,Jml)

= —s||Jz1|f.

Entonces (8) se convierte en

4{(z1, J:Ez))z(c ~detA)? < LY|s - Ja1||*, luego
A(—s||Jz1]|?)(c — detA)? < LAs|*|| T, asf las cosas
F 4(c —~ detA)* < LYs|? para todo s € R.

Pado que 3 es arbitrario, se obtiene que ¢ = detA,

=) Supongamos que las condiciones (5) se satisfacen, veamos que F es lipschitziana, es decir, que F
?S r-lipschitziana para algiin r < 0o. En efecto, como

| : F(z,t);=(Az+t-a+b{dz) +ct+71),

’?sx’, para todo (z,t), (y,8) ERZ xR

(2,0, Py, )

i < dn|(Az + b, ~2(Tb, Az) + detA t+ 1), (Ay + b, ~2(Jb, Ay} + detA s + )]
[ = |{(Ay ~ Az, detA(s — £) — 2(Jb, Ay) + 2(Jb, Az)) — 2 Az + b, J(Ay+ b)) |
|
|

= [IAG—)l1*+ (det A(s—)—2(7, Ay)-+2(7b, Ax) +2(J As, Ay)+(J Az, B)+2(Tb, Ay)+2(J0, 0’| v

211/4
| = (14w @)1 + (deta(s - 1) — 2detA(w, 7))*] "
;

Entonces,

i
| &l * (F(z,t), F(y,0)) = || A(y — )|[* + (detA(s — t) — 2detAlz, Jy))>.
Por otro lado, dada la matriz A € My(R), existe M € R* tal que ||Aj| < M, ademés, para la funcién
5‘ :R? — R? definida por f(z) = Az + b se tiene que para cualguier , y € R2,
d(f(ﬂ'i), f(y)) = d{Ax + b, Ay + b)
= |Alz - y)|
< Mly -z
= Md(zx,y),

es decir,

14
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|
[
| A(f(@), f) < Md(a,p), paca todo 7,y € R,
f

con lo que la funcién f os lipschitziana, lucgo aplicando la designaldad (4) a la funcién f(z) = Az +b
se encuentra que:

ldetA} < M?,esto es, (detd)? < M*.
IAsf las cosas,

1/4 ,
(7,0, PO, N <Ml o+ 54 (s =t - 200, 7)

= M*(flz — 9l + (s — t ~ 2z, J3))")

obteniéndose;

du (F(z,t), F(y,s)) < Mdn((z,t),(y,9)) paratodo (z,%),(y,s) €R®x R
concluyendo que F' es lipschitziana con respecto a la distancia de Heisenberg. |

Ahora bien, para cualquier funcién f : R? —s R2 lipschitziana, muchas funciones diferentes
¥ : H — H sirven como levantamientos de f. Bin embargo, si se adiciona que F sea lipschitziana
con respecto a dy, entonces F queda detertniuada on fornus vinica por las formmlas:

F(z,t): = (f(z), X + ho(z)) (9)
Vho(x) = 2(A- J{x) - Df*(z) - T f(z)) (10)

casi en todas partes.

Ademas, talos lovantawicntos existon si y solo si detD [ es constante casi en todas partes, tales
levantamientos no son vinicos, de hecho, cualguier dos levantamientos de una funcién en R? difieren
solamente por adicién de una constante.

El siguiente teorema comprueba este hecho.

ESe& e=(2+v3)/4 ~1,3809. ..

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad de levantamisntos lipschitzianos horizontales). Sea
f:R? — R?

r-lipschitziane con detDf = X casi en todas partes.
Entonces eriste un levantamiento cr-lipschitziane F : H — L.
51 F es otro levantamiento lipschitziono de f, entonces F(z,t) = F(z,t + 1) para algin 1 € R,

Reciprocamente, si f : R? — R? es lipschitziana con levantamiento lipschitziano, entonces existe
AeR tal que detDf = ) casi en todas partes.

Demostracidn. <=)Asuma que f es una funcién de Lipschitz de R? con levantamiento lipschitziano F
en H. Por el teorema de Rademacher (ver pag.100 de [14]} , f es diferenciable casi en todas partes.
El teorema de diferenciabilidad de Pansu [9] implica que F es p-diferenciable en casi todo punto pp

[de H. Por definicién, esto significa que existe un homomorfismo homogéneo DpF(pg) : H — H tal
que

81/¢ © Tagpoy @ F 0 g © b (11)
%converge localmente y uniformemente a DpF (po) cuando ¢ — 0. El p-diferencial de F en po es el

homomorfismo de grupo DpF(pg).

tEscoja, un punto pg = (zo,t0) € H tal que f es diferenciable en z¢ y F es Pansu-diferenciable en Po
como también en (xg,—%g) (esta ultima restriccién es solamente un detalle técnico que se usara en
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((13)}. Casi todo punto pg es de este tipo.
[El objetivo, es hallar el p-diferencial DpF en py. La proyeccién 7 conmuta por todo (11), de donde

E 7o DpF(po) = Df(zg) o . (12)

‘}Dado que DpF(p) es un homomorfismo de grupo, y en particular un endomorfismo lipschitzianc de
i, se tiene, por la proposicién 2.1,

i . DpF(po){e;,0) = (8, f(z0),0) 5 =1,2,
!

N
DPF(pU)(Oa 1) = (O’ﬂ')’

donde p = detD f(zy).
EASf,

Df 0
iL DpF(py) = ( émﬂ) deth(ﬁo))'

Dado que F' es un levantamiento de f, se puede escribir F(x,t) = (f (m),h(m,t)). Para hallar una
formula pars i : H — R, se usa la t-coordenada de DpF en (11) para obtener

Hr% €2 (h(a:o + €x, g + 26{zp, JT) + €%t)

13
—h(xn, t0) — 2( f(z0), J f{zo + em))) = detD f(zg) - ¢ o
para todo (z,t) € H. Tomando z = 0, se halla que
"gi(h(zﬂ’tu)) t=detDf(zg) t
para todo ¢ € R, y por tanto
(20, ta) = detD f(z0) - to + ho() (14)

para algtin g : R — R. Note que (14) se cumple para todo ty € R y a priori solamente para cast
todo zp € R2. La funcién hg es también o priori solamente definida casi en todas partes.

Sin embargo, dado que h es una funcién continua se obtiene de (14) que hy y asi A(zg) := detD f(xg),
son ambas continuas en casi todo zp. Ademds, estas funciones tienen extensiones continuas tales que
(14) se cumple en todas partes. En lo que sigue se trabaja con estas extensiones continuas de hy ¥ A
y bajo la afirmacién de que (14) se cumple en todas partes.

Ahora, sea t = 0 en (13), se baja un factor de ¢ en el denominador y se usa (14) para obtener:

i El_r'i% (hg (zo + ex) — holzg) +€t0 ()\(ccg +ex) — )\(:cg)) + 20, Jo) Mg + ex))
= 2(f(20), J(D f (wo)x)).

Usando la igualdad de arriba una vez con to y otra con —ty y sumando, se deduce que

H].’I'l) ho(zg + Ei;) — hg(ﬂ;‘g)

= 2<f(m0), J(Df(wo)ﬂ.':)> — 2(930, J:’E) . )‘(.’170)
= 2(Mzo}{Jzo, x) — (D f(x0)* - J f(zo), ).

Ast, se muestra. que Vhy(zg) existe y satisface

Vho{za) = 2(AMz0)J(20) — Df(ze)* - Jf (o)) (15)
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para casi todo xq.
usa la formula explicita para h de (14) para obtener
lim ¢ ((A(-”ﬂo + ez) — A(zo)) (to + 2¢(z0, Ji)) + holzo + €x) — ho(zo)

+2eA(z0) (w0, JT) — 2(f(z0), J f (2o + eﬁ':))) =0
de donde se obtiene, bajando un factor de ¢ en el denominador,

j lfm Mxg + ex) — A(zo)

=10

para todo « € R?. Por tanto, de {15), A(zg) = detD f(zg) = A para casi todo x € R2.
Usando la continuidad de A se tiene que ) es constante.

Asuma que f es r-lipschitziana, la desigualdad (4) nos da que Al < r2
Coldquese

P F(z,t) = (f(2), Xt + ho(2)),
donde hg es dado(salvo una constante aditiva) por (15).

Se requiere que I sea cr-lipschitziana en la métrica dy, donde ¢ = (2+ \/5)1/ 4,
'Para ver esto se caleula directamente

i dn (F(z,t), F(y,9))" = [£(4) = F@)I* + |A(s — t) + ho(y) — ho(z) — 2f (=), Jf @)

FLa parte diffcil de la prueba sera estimar el segundo término del lado derecho en la anterior ecuacién

Por tanto sea

| A= Ms 1) + ho(y) — ho(z) — 2(f (), T ().

'Estimando la expresion de arriba se hace uso de (15) que se cumple casi en todas partes. Para hacer
los céleulos formalmente correctos se imponen algunas restricciones iniciales en los puntos z,y € R2.
Se fija primero x € R? y un valor p > 0. Dado que (15) se cumple casi en todas partes se cumple
que para y en un conjunto L£-medible completamente sobre el circulo 8B (z, p), (15) se cumple en los

puntos

— &
zo = €(t) = Ig—w!t”

para Llen casi todo ¢ € [0, |y — =|].
En lo que sigue se trabaja con los puntos z, y € R2,
Se coloca f = {u,v). Dado que hg es pre-escrita por su gradiente, es natural escribir

ly—=|
o) ~ho(@) = [ (Vhoe(0), € 0)at

ly—=| ly—=|
=2 [ 0@vue - uevue, O+ 2 [ .60
1] o]

|ly—=x|
=2 fo (V(E)Vu(E) — (&) Vu(E), ')t — 2M\(z, Ty).

Similarmente, se escribe
l (@), J(fW)) = (F@), J(Fy) — F(2)))
Yy
= [ 0@vae) - wmvute), e

17

lim p to = 2(f(z0), J(D(zo)z)} — 2X(20)(wo, J&) — Vhy(zp)z

=) Ahora, solo basta probar que un levantamiento lipschitziano existe siempre que detD f = A.

Se mostrara ahora que detDf es casi en todas partes una constante. Para esto se recuerda (13) ¥ se
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Combinando los dos clculos anteriores, se halla

A? =

Als —t — 2{z, Jy))

ly—=] 2 (16)
+2 /ﬂ (0(8) ~ V(@) Vu(E) — (u(€) — u(e)) To(e), &')at] .

A continuacién, sean p y ¢ el par de exponentes conjugados de Halder (p~! + ¢! = 1) cuyos valores
exactos se escogen después,

Usando la estimacién (z + y)? < pa? + 2, 1,y > 0, ¥ |Al < r? junto con la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, se tiene que:

A* < pri(s—t— 2, Jy))?
2

fy—=x| ‘
+aal [ 1160 - @IV THEF ) an
£ Spr4(5—t—2(a:,Jy))2+2qr4|y___m|4

dado que f es r-lipschitziana, y por tanto |Vu(£)|, Vu(£)] < ».
Poniendo todo junto, se obtiene
| dn(F(z,t), F(y,9))" < (1 4+ 2)rly — al* + pri(s — t — 2z, Jy))2.

Escogiendo el par de exponentes conjugados de Hdlder, p y g tales que 14 2g = p. Entonces,

du(F(z,t), F(y,5))" < 2+ V3)ridn((z,1), (v, ).

Dado que la estimacién uniforme de antes se cumple para un conjunto denso de (z,t), (y, 3), esto se
cumple en todas partes por continuidad. .

Nota 2.4. De la prueba del teorema anterior, resulte que si

|ho(y) = ho(z) — 24§ (), T £ (1)) + 2)\(z, Jy)] = 0 (18)

pare todo =,y € R2, entonces

|du(F(z,t), F(y, s)|*

= (5 = F@)]" + M~ 1) + holy) ~ hol) — 2f (), TF ()

< vty — 2l + M5 — €) + ho(y) — ho(s) ~ 2f(2), T£(v)) — 2\, Jy) + 2\(z, Ty} *
=y — o+ Ms £~ 22, J)) + ho(y) ~ ho(z) - 2(£(z), T F(1)) + 27z, Jy)
=rily — a2l + [A(s — ¢ - 2z, Jy))?

=7y — 2| + NP — t ~ 2(z, Ty))?

<r{ly = ol + (s — - 2z, Jy))?)

< rdfy((w,1), (3, 3))

para todo {(z,t),{y,s) € R? x R.
Concluyendo que

dH(F(mvt)’F(ya 3)) =< T’dH((ﬂ'},t), (¥, 3))
para todo (x,1), (1, 8) e R2 x R.
Por tanto las funciones f y F tienen la misma constante de Lipschitz si se satisface (18).
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Nota 2.5. Los levantamientos de una funcidn affn f (x) = Az + b son dados por

F(z,t) = 4, (f) +5,

- A 0 ¥ b
A= (—Z(Jb)TA detA) b= (r) !
¥ T e3 una constante real.

Ezplicitamente F(z,t) = (f(z),detA -t — 2(Ax, Jb) + 7).
Verificandose (18) con hy(y) = ~2(Ay, Jb) + 7. En efecto:

-donde

|ho(y) — ho(z) = 2f (), JF (W)} + 2\, J9)| = |~2(Ay, Jb) -+ + 2( Az, Jb)
=7 = 2{Ax + b, J(Ay + b)) + 2det Az, Jy|
= |~2(Ay, Jb) + 2{ Az, Jb)
+2(J Az, b} + 2(J Az, Ay) + 2(Jb, Ay) + det A(z, Jnj=o0.

Para ast deducir que lo constante de Lipschitz de F como endomerfismo de (H,dy) es igual o la
constante de Lipschitz de f como endomorfisto de (R%,dg).

Ejemplo 2.1. Escoja A =rl, v > 0 (donde I denota la matriz idéntica 2 x 2) y b = 0. Enionces
para f(z) = Ax = rx, el levantemiento correspondiente ¢ 7 = 0 estd dado por

F(z,t) = (Az + b, ~2({Az, Jb) + tdetA + 7)
= {Ax, tdetA)

= (rz, tr?)
esto es, F(x, t) = (rx,1r?), llamada la dilatacicn de Heisenbery.

Ejemplo 2.2, FEscoje A = y b € R? cualguiera. Entonces pare f(z) = Az +b = ¢ + b, el
levantamiento correspondiente, para 7 € R cualguiern estd dado por:

F(z,t) = (Az + b, —2{Jb, Az) + tdetA + 1)
=(z+b,-2(Jbz) 4+ t+7)
= (T+ bt + 7+ 2(b, Jz)).

Por la definicidn de la ley * del grupo de Heisenberg resulta que:
Flz,t) = (b+z,t+7+2b Jx)) = (b,7) {z,1),

esto es,
Fzx,t) = (b,7) * (z,)

que resulta ser la traslacidn a izquierda de Heisenberg.
Proposicién 2.3. Sean fi, f2: R2 — R? funciones Lipschitzianas con
detDf; = \;

casi en todas partes, i = 1,2. Para cada i = 1,2, sea F; un levantamiento lipschitziano de f;. Entonces
Fy o Fy es un levantamiento lipschitziane de Hofa
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Demostracidn. Sea 7 : Hl — R? la funcién proyeccién, entonces

7o (Fyo Fy) = w(Fi(Fy))
=(moF}o
=(fiem)oFy
= {(fi o (mo F}))
=fio(fyom)
=(fro fa)om.

Concluyendo que

7o (FioFp) = (fiofy)em,

asl las cosas F] o Fy es un levantamiento de fi1o fa. Ahora veamos que Fj o Fy es de Lipschitz. En
efecto, 1 y F son de Lipschitz, asf que:

du (F1(z,t), Fi(y, g)) < ridu((z,1), (v, 8)}

dH (Fﬁ(:rrt): FQ(y: S)) S T2dH(("E, t)’ (y1 S))

para algiin r1,72 > 0y todo (z,t}, (y, 3) € R? x R. Por tanto

du{(F1 © Fa)(x,8), (F1 0 Fa}(y, 8)) = du{Fy(Fa(z,t)), Fi(Fa(y, 8)))
< 7'1dH(F2($at)a Fy(y, S))
< 7'17'2(11'1((3‘.) t)l (y} 3))7

FBntonces para mi7g = r3 > (J, se encuentra que
dﬂ((Fl ° F2)($>t)! (£ 0 Fz)(‘y, 3)) = Tadﬂ((maf)) (y: 3))

pare algin r3 > 0 y todo (z,t), (y, 3) € R® x R,
{Luego, I o I resulta ser un levantamiento Lipschitziano de fi10 fa. |

Teorema 2.4 (Existencia de SIF horizontales). Sea F == {f1, fa,..., far} un SIF sobre R, donde
cada f; es ri-lipschitziona para algin r; < 1/c y satisface detD fi= A

Para cada i sea F; un levantamiento de fi en H.

Entonces Fg = {I,Fa,...,Fp} es un sistema iterado de Junciones sobre H. Se denota por K y Kp
los conjuntos invariantes de F y Fn respectivamente, de tal manera que:

n(Ky) = K (19)

Demostracidn. Por el teorema (2.2) se tiene que los F} son funciones cr,--lipschitzianés para cada 1,
asf las cosas, para Lip(F;) = L se tiene que L; < cr; para algin r; < 1/¢, luego Ly < ey < c(%) =1,
esto es, L; < 1 para cads 1.

De manera que Lip(F;} < 1 para cada i, obteniéndose as{ que cada F, es una contraccién de [H;,
lentonces Fu = {F1,F,...,Fux} es un SIF sobre H.

Sea K y Ky los conjuntos invariantes para F y Fy respectivamente, como la funcién proyeccidn 7 es
continua, y Kg es un conjunto compacto, entonces

TI'(KH)
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Les un conjunto compacto no vacio de R?, ademés

Cs

w(kw) =7 ({J F:(w)

..
[
A

n
C_x

(7o F})(Kn)

-
[
-

(fi o m)(Kn)

1
C=x

[
L

I
=

fi(m(Kn)),

o
I
~

as{

|
P M

| m(Kw) = | fulm(Ia)),
f =1

¢

de donde resulta que 7(Ky) es un conjunto invariante para el SIF dado por F = {f1, fa,.

cofm)s
l_pero el conjunto invariante para este SIF es lnico, por tanto n(Kg) = K. n

r
Definicién 2.12. Al conjunto invariante Kn, se le llama un levantamiento horizontal de K .

Nota 2.6, 1. Cuando las funciones f; € F resultan ser contractivas afines del plane, la condicidn
ri < /e puede ser debilitada a r; < 1, ye que en este caso las funciones Fy; € Fy tiene
constante de Lipschitz igual a las funciones f; (ver nota 2.5), y asf para Lip(Fy) = L;, se tiene
que Li < r; < 1,concluyendo que Lip(F;) < 1.

Dado gue los levantamientos en H de funciones lipschitzianas no son tnicos, se sigue que los
levantamientos horizontales de conjuntos invariantes no son unicos. En reqlided, dado un SIF
F ={f1,fas..., far} sobre R? con conjunto invariante K , el espacio asociado a todos los SIF
Fu={F,Fy,...,Fy} que surgen como levantamientos (y por tanto todo levantamiento hori-
zontal Ky de K )es parametrizedo de manera natural por un espacio Fyclidiono M -dimensional,
| a saber, las t-coordenadas de los puntos fijos de las funciones que surgen como levantamientos.

Definicién 2.13. El levantamiento horizontal principal de un SIF F sobre R* es definido como el

SIF Fq sobre H para el que todos los puntos fijos de lus funciones que surgen como levantamientos
tienen t-coordenada cero.
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3. CAPITULO 3
DIMENSION.

Debido a la falta de discriminacién entre objetos fractales ¥ Enclidianos por la definicién clésica
de dimensi6n topologica, puesto que de acuerdo a esta los fractales pertenecientes al plano tienen
dimensién uno si son curvas o dimensién dos si son subconjuntos del plano que no sean de dimensién
uno, se llevé a cabo un andlisis de dimension diferente miciado por el matemdtico alemén Felix
Hausdorff a principios del siglo XX; quien en primera instancia considers, que los objetos a los cusles
se les va a calcular su tamafio se subdividan en copias exactas de sf mismos, para asf plantear la
dimensién de auto-semsjanza D, de un objeto, como el mimero que satisface la ecuacién NrD o= 1
pero como no todos los objetos mantienen esta propiedad de estar subdivididos en copias exactas de
sf mismos, Hausdorff mas adelante define lo que hoy se conoce como la dimensién Hausdorff, definicién
que resuelve el problema de estimar el tamafio de los objetos fractales.

Definicién 3.1. Sea r un factor de escala cualquiera en el que se ha subdividido un objeto A en N
copins de st mismo, entonces la dimensidn de auto-semejanze D, es el nimero que satisface:

NP =1,

Definicién 3.2. Sea O(n) el grupo ortogonal de matrices de orden n x n. El grupo ortogonal especial
esta dadoe por:

S0(n) = {A € On) | detA =1}

Definicién 3.3. Sea SO(n) el grupo ortogonal especial de matrices de orden nxn. El grupo conforme
este dado por:

CO4(n)={AeM™": A=pR, dondepeR, yRe SO(n)}

Definicién 3.4. Sea A una coleccidn finita de elementos en el grupo conforme CO. (n), la dimensidn
de semejanze de A, es el énico valor s que satisface:

Yo lAl =1,

AEA

donde || - || denota el operador norma.

Definicién 3.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Para « > O se denota HT como lo medide a-
dimensional Hausdorff sobre X, definida por:

F3(4) = lfm tof Zﬂj diam{A,)?,
donde el tfimo es tomado sobre todos los cubrimientos contables de A por subconjuntos Ay, A, ...
que satisfacen diamA,, < 8.
Definicion 3.6. La dimensidn Housdorff de AcC X es
dima(A) ;= tnf{a : HS = 0}
i=sup{a: HS = oo}.

Se escribird HE y dimpg para la medida y dimensién Hausdorff en log espacios R?, R®: y Ha v
dimg para los elementos correspondientes de I

Definicién 3.7. 5i p y v son medidas sobre el mismo espacio (0 mds precisamente, sobre el mismo
o-dlgebra) entonces p es absolutamente continua con respecto a v si p#{A) = 0 para todo conjunto A
pera el cual v(A) = 0. Esto se escribe como y & v, en stmbolos

By == (V{A) =0 = u(A) =0)
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ITeorerna 3.1. Dada N :R3® — R* una norma cualquiera, entonces ezisten

A,BeR" talque Allz| < N(z)< Bl|z|| (20)
donde || - || es la norma usual en R®

Demostracién. Consideremos N(z) = ||z = max{|z,], |z2], |#al}, es claro que

3
(méx[z|)® < " af < 3(méx i) con i=1,2,3.
k=1
asf que
méx || < {lzfl < V3méx ||
es decir, ||zflar < fJz]| < v/3 [l]lar de donde

Jﬁnmn < llellar < [l

Por otro lado, dada N : R? — R*, una norma cualquiera, esta es continua.
En efecto

3 3
N(z)= N(Z a:kek) <Y oalN (ex)
k=1 k=1
donde § == {ey,eq,€e3} es la base usual de R®.
w31 max{N(e1), N{e2), N(e3)} = M, entonces

} 3
N(z) < MY |a| < 3M|Jz)ln < 3M]jz]).

k=1

Por la desigualdad triangular |N{z) — N(y)} < N(x —y) < 3M|ix — y||, luego para todo ¢ > 0, existe
'§ = 357 tal que |jz ~ y|| < & implica
| IN(2) = N(w)| < 3M|la -yl < 345 = .

Lo que permite concluir que N : R? — Rt s continua, por tanto alcanza un méximo B y un minimo
|4 en el conjunto cerrado y acotado

l

$° = (z € B® | flal| = 1}.

[Pa.ra z € R®, si £ = 0 se tiene (20).
iSi [|lz|| = o # 0, entonces

| N(z) = aN{o 'z}, pero como [o 'z| =1, otz c &?
[luego se tiene que

: ASN('z)<B yasi A<a”'N(z)<B 6 Ax<N(z)< Ba.

EPor tanto, (20) se satisface. | ]

i El lema a continuacién es una herramienta para la demostracion de la proposicién 3.3 que da

fpropied&des de continuidad absoiuta entre las medidas Hausdorff con respecto a las distancias dg y
™

lema 3.1. Sea A un subconjunto acotado de (R3,dg) y sea b > 1 una cota para A con respecto a dg.
[Entonces existe una constante positiva ¢ = c(b) tal que pare p,p’ € A se tiene:

~de(p, ') < du(p, ') < cldslp,p))!
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Nota 3.1. En particuler del anterior lema se puede deducir que la funcidn identidad
id: (R, dg) — (R, dy) es un homeomorfismo,
concluyendo que (R®, dn) o (M, dy) es un espacio métrico completo.
Proposicién 3.2. (a) Sea (Xi,di)(i =1,2) dos esﬁacz’os métricos y sea
[ (X, dy) — (X, d)
una funcidn L-lipschitziana continua, esto es,
da{f(x), f(v)) < Ldi(z,y) Vz,y € Xy
Entonces Mg, (f(A)) < LoHZ (A).

(b) Sea (X,d) un espacio mélrico y sea Y C X. Denote por dy la métrica sobre Y inducida por d.
Entonces

HG(A) = H3 (A) pera todo ACY.

(c) Sea (X,d) un espacio métrico y sea di(z,y) := (d(z,9))t paraz,ye X yte {0,1). Entonces d,
es una distancie sobre X y

HG(A) = H3*(A) pare todo AC X, te (0,1).
Para demostraciones al respecto ver [3] y [12).

Proposicién 3.3. Las medidas Hausdorff satisfacen las stgutentes propiedades de continuidad abso-
luta:

(a) Hi <« HY?
(b) Hg < H
Demostracién. (a) Suponga que ’HE/ %(A) = 0 y denote por
Vg : R® x R® - [0, +o0)

la distancia \/dg(p,p") == {(de(p,p'))"? si p,p’ € R3. Entonces por la proposicién anterior (c)
con £ = 1/2 también se tiene que

0 =H5/?(4) = M= (A). (21)

Sea A, 1= AN Bg(0,n). Aplicando el lema 3.1 con A = A, existe una constante ¢, que depende
s0lo de n, tal que para todo p,p € A, se tiene

;Edg(p, ?) < du(p,7) < cur/dulpr ). (22)

Sea dy’ y \fdf,;) las restricciones de las distancies dy y vdz a A., respectivamente. Por Ia
desigualdad de la derecha en (22) y la proposicién anterior (a)con Xy =Xo=A,, f =1id,dy =
dg.‘),dg = d,(,”) ¥ L = ¢,, se tiene que

H;}{n) (An) S C.,C,:HC\!/'d(ET] (Aﬂ.)'
Por otro lado, de la proposicién anterior (b)

ﬁ (An) = H:.({n)(An)

24



LG

R () = M ().
Por tanto

i (An) = Hi (An) < C$H‘:/@ (An) = Hz (An)
asf, por (21) Hm\/JE (An) =0, con lo que H§(A,) < 0, entonces tomando limite cuando 1 — oo
ge tiene que HF(A) =0.

(b) Suponga que Hg(An) = 0 por la desigualdad de la parte izguierda de (22) con 4, = ANBg(0,n)
e tiene que

1
;dE(P,P'} < du(p,p’)
entonces
de(p,p') < endulp,p'),

aplicando 1a proposicién anterior (a) con L = ¢,,d; = dpy,dg.= de, f=idy A, = X3 = X, se
obtiene que

QE(AH) < CgHﬁ(An)

por tanto HE(A,) < 0 asi, tomando limite cuando n — oo se concluye que HE(4) =0

Dada. la relacién anterior de continuidad absoluta:
HE < Hj
para la medide. Hausdorff a-dimensional, para cualquier @ > 8, se puede concluir que
dimgA < dimgA

para cualquier subconjunto A de HL

Como se mencions en el capftulo 1 un conjunto es auto-semejante, de manera no formal, st se descom-
pone en partes que son semejantes al conjunto inicial. A continuacién se da la. definicién de fractal
auto-semejante en un sentido més estricto.

Definicién 3.8. Un conjunto A C B™ se llama fractal auto-semejante si es el atractor de una

coleccion S = {s1,5q,...,5n5} de semejanzas y sus partes semejantes no se traslapan une a una, esto
€8

(a) A=5(A)=UL, S(4)
{b) Para cierto s, es H*(A) > 0 y H*(s;{A) N si(A)=0siis#j

La primera condicién de la anterior definicién es aquella que se entiende,como que el objeto es la
union de N copias escalizadas de sf mismos, y la segunda condicién es un detalle mas técnico que se
entiende, como que la medida de las intersecciones (s;(A) Ns;{A)), si las hay, sean despreciables con
respecto a la medida del conjunto A. Esta ultima condicién se verifica si la interseccidn de cualquiera

8i(A) son vacias, luego (b} puede ser sustituida por la condicién del conjunto abierto, definida como
sigue,

Definicién 3.9, Un SIF F sobre un espacie métrico completo X satisface lo condicidn del conjunto
abierto, si existe un subconjunto abierto y acotado O C X tal que

{a) f(O) C O para todo f € F y
(b) F(O)Ng(O) =¥ para todo f,g € F,f # g.
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La importancia de esta definicién para el célculo de las dimensiones Hausdorff de conjuntos auto-

semnejantes deriva del siguiente resultado que fue probado por Moran [11] en 1946 y re-descubierto
por Hutchingon [2] en 1981.

Proposicién 3.4. Sea F un SIF auto-semejante en R™ que satisface la condicidn del conjunto

abierto. Sea K el conjunto invariante para F. Sea A lu coleccidn de matrices conformes que surgen
come partes lineales de los elementos de F (contada la multiplicided).

Entonces la dimension Hausdorff de K es iqual a la dimensidn de semejanza de A. Ademds,
0 <HE(K) < co.

Ejemplo 3.1. ElSIF F = {f;, f1} del conjunto de Cantor satisface la condicidn del conjunto abierto
con O = (0,1) en la definicidn 3.9, ademds, el conjunto A de matrices conforme estd dada por

A= {A1,A2}, con Al = (1/3) yAg = (1/3) -

Entonces, por la proposicién inmediatamente anterior la dimensién Hausdorff de C, es el dnico s tal
que:

AL+ [ A2]]" = 1, esto es (1/3)° 4+ (1/3)* =1
de manera que

_In(1/2) _In2
T a3 T s
Por tanto
dimC = 0,6309.

La siguiente proposicién extiende los resultados de Moran-Hutchinson & escenarios del grupo de
Heisenberg.

Proposicién 3.5, Sea Fyy un SIF auto-semejante en H gue satisface la condicidn del conjunto
abierto. Asuma que Ty es un levantamiento de F , ¥ sea A la coleccidn de matrices conformes que
surgen cono partes linesles de los elementos de F {contando la multiplicidad). Entonces la dimensidn
Heisenberg de Ky es igual a lo dimensidn de semejanza de A.

Para observar una prueba de este teorema puede verse [6], en el cual se utilizan algunos resultados
de [13].
A continuacién se enuncia una proposicién que garantiza. que la condicién del conjunto dbierto
que satisface un SIF F, pasa o lo adquieren también sus levantarnientos.
Proposicién 3.6. Sea F = {fi, fa,..., fw} un SIF sobre R? Yy
.7:-]] == {Fl,Fz, P ,FN}

un levantamiento horizontal de F o H.

51 F satisface ln condicidn del conjunto abierto, entonces Fu satisface lo condicidn del conjunio
abierto. ’

Demostracidn. Dado (9}, cada levantamiento F; € Fy puede ser escrito en la forma
Fy(e,£) = (f3(2), Mt 4 hy{=2)),

donde h;(z) satisface la ecuacién Vhy(z) = 2(\J(z) — Df} () - Jf;{z)). Sea O un conjunto abierto
en R? que verifica la condicién del conjunto abierto para F. Entonces K ¢ O, para K el conjunto
invariante del SIF F. Escoja R > 0 tan grande que O C B(0, R), m&x{|/1(O)},...,|fn(O)} < Ry

méx{[h1(O)],..., lhn(0)]} < R, y sea
L. SR

= M"'_'Q_-_-
17, .
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Se mostrard que el conjunto abierto I/ := O x (=L, L) verifica la condicién del conjunto abierto para
Fu. En efecto, los conjuntos #;(U) son disjuntos dos a dos dado que los correspondientes f;(0) lo

son. Para completar la prueba es suficiente mostrar que Fj{U) € U para cada j, para esto basta
mostrar que

IAst + By(z)] < L

para todo (z,t) € U. Aplicando el teorema 2.2, especfficamente (17), se tiene que:

|Pg{a) — B3 (0) ~ 20£5(0), J£5(2))] < V24 V3 r?|z)?
¥ asf,
ths()l < 1hs Q)] + 2(£;(0)] - | f(z)| + 2r¥jz|? < 5R2.
Dado que [Aj] 73 <72,
[Ajt + hy{z)] < rie L +5R*=1L.
m

Asf las cosas, se establece el siguiente corolario de ln proposicion 3.5.

Corolario 3.7. Sea F un SIF auto-semejante en el plano que satisface la condicidn del conjunto
abierto y sea Fg un levantamiento de F en el grupo de Heisenbery. Entonces

dimpK = dimpKg = dimg Ky = s,
donde s denota la dimensidn de semejanza pare la familia esociada de matrices conformes. Ademds,
G <HE(K) < HE(Kn) ¥

H;]I(K“) < 00,
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4. CAPITULO 4
CONJUNTOS INVARIANTES.

4.1. El cuadrado de Heisenberg

Existe una pregunta de cémo entender la relacién entre las medidas Hausdorff HE y HE sobre
H =R asociadas con las métricas Heisenberg y Euclidianas. :
Una versién de esta cuestién fue probada por Gromov [12], problema enunciado ast:
Problema de Gromov: Para ¢ € [0, 3] fijo, ;eusles son los posibles valores de B = dimg8 cuando
S C H es cualguiera?, con dimgS = a.
Este problema es fundamental para comprender propledades de las medidas Hausdorff con respecto a,
la métrica de Heisenberg. Este cuestiona o pregunta que conjuntos son “més cercanhamente enclidianos
"(8 es més pequefio para o fijo ) v cuales son “m4s cercanamente menos no-euclidianos ” (3 es mas
grande para ¢ fijo).
Recientemente una respuesta casi completa para et problema de Gromov fue obtenida por Balogh—

Rickly—Serra-Cassano [5]. A continuacién se formula una versién levemente diferente del enunciado
original en [5].

Teorema 4.1. (Balogh-Rickly-Serra-Cassano [5], teoremas 1.1 ¥ 1.2).
Sea S CH con dimpS = a € 0,3 y dimpS = § €0, 4].
Entonces
méx{a, 2a — 2} := f_(a) < B < fy{0) == min{2, o -+ 1}. {23)
Ademds,

(a) Para cade a € [0,3] eriste un conjunto 5% C H con HE(S*) <00y Hf‘*(“) (8%} >0,

() Para cada o € [0,2)U{3} existe un conjunto S,  H con HE(S.) >0y Hg'(c')(Sa) = Hg(Sa) <
0oy

(¢) Para coda « € [2,3) y cada § € (0,1) existe un congunto Sas < H con HE"J(Su,a) >0y
'Hﬂ“ (a}(SQ,(s) = Hff“z(sa,s) < 0o,

Las técnicas usadas en la prueba del teorema. 1.1 de [5] estén basadas sobre unos cubrimientos de
bolas de Heisenberg por holas pequefias Euclidianas y viceversa. Esta herramienta de cubrimientos
mutuos habfa sido ya propueste por Gromov en [12]. La prueba del teorema 1.2 de [5} cuenta con
algunos argumentos més delicados involucrando recientes resultados del tamagio de conjuntos de tipo-
Cantor y caracterfsticos de superficies regulares en los espacios métricos (R%,du) y (R3,dg).

Sin embargo, estas técnicas no son suficientes para obtener ejemplos que muestren la presicién en la
cota inferior en (23) en el caso 2 < @ < 3. En particular en (5] no hay ejemplos de conjuntos S con
la. propiedad de que

dimg8 = dimg8 = 2.

Como una consecuencia de muchos de los resultados en el articulo Hausdorff dimensions of self-
similar and self-affine fractals in the Heisenberg group, es que tales ejemplos pueden ser hallados y
asl completar el problema de Gromov, de manera més precisa

Teorema 4.2. Para cada « € [0,3] existen subconjuntos S, C H con

HE(S) >0 y Hﬂ‘(a)(Sa) < o0, donde
B (o) = méx{a, 20 — 2},

Nota 4.1. los ejemplos relevantes para los casos 0 < o < 2 ¥ o = 3 del teorema 4.2 son dados
previemente por Balogh-Rickly-Serra-Cassano [5]; ver teorema 4.1.

En el presente capfiulo la idea principal es analizar la obtencién del ejemplo para @ = 2 en el que se
cumple dimgeS = dimyS = 2 y el caso faltante para 2 < o < 3 serd planteado al final del capfiulo.
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El caso de especial interés es aquel cuando e = B (a) =2

Fl ejemplo que figura en este caso es un conjunto auto-semejante Qp C H que se conoce como
el cuadrado de Heisenberg, este conjunto se obtiene como un conjunto invariante para cualquier
levantamiento horizontal de sistema iterado de funciones

F=A{fo, f1,f2, f5} (24)
donde
fol2) = (), filz) = o+ e1), fol) = iz +ea)
falz) = 3(z +e1+eg),

con ey, ey los vectores base de R2.

En efecto, cada f; € F es ri-lipschitziana con ry = 1/2 para todo 0 < < 3. Para ¢ = (24 VB4
1,3899 ... se tiene que 7; < 1/¢, ademds, por la nota 2.3 aplicada a f; : R? ~— R? se tiene que

|det D fi(z)| < (1/4) (25)

oria= (1 )

entonces (D f;) es diagonal, de manera que la igualdad en (25) se cumnple obteniendo:

casi en todas partes, pero

detDf; =1/4

cas] en todas partes.

Entonces por el teorema 2.2 existen los levantamjentos cri-lipschitzianos
Fi: (H,dg) — (H, dg) de cada f;, levantamientos dados por

F;(J:, t) = (fi(ﬂ:),{iE‘ﬁA,' - 2(14,;.7,.‘, Jb,) - ’T)

para cualquier 7 € R, y fi{z) = Aiz + b;, donde

_ _[v2 o]f=], foy _1
Jolw) = Aoz + by = 10 1/2) |z T (0) = 5%
(172 0] [=] 1/2 1
hH{x)=Aiz+ b = L(/) 1/2 m; +(é)=-2-(1+61)-
_ _ N2 0] =) 0y _1
fQ(CE) = Asx + by = L 0 1/2- 23] -+ (1/2) = 2(ﬂi+€2).
- {172 0] [=], (1/2) 1
fa(z) = Agz + by = 10 1/2) | + (1/2) =le+e+e).
Explicitamente,
I 1 1 1 1 -
Fo(z1,2,t) = (533, it To) = (5371, %2 zt+’fn)
1 1 1 1 i 11 1 1
Pz, 22,t) = (53: + 50 Zt — g%+ )= (§$1 + 51 5% Zt — 522 + 1)
1 1 1 1
Fa(z1,22,8) = (5331; 5%2 + 5 Eﬁ + 551 + 72)

: 1 11 11 1 1
Fy(zy,m0,t) = (Eml + 5 5%2 + 3 Zt+ 501~ 3% +73)
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donde 7 = (74,71, 72,73) € R*. Entonces por el teorema 2.4

fﬂ={F07F1)F2vF3}

€8 un sistema iterado de funciones sobre H y
7(Kn) = K,

para K y Kg los conjuntos invariantes para los SIF F Y Fu respectivamente.

Para el BIF ' = {fo, f1, f2, f3}, el conjunto invariante Kes un euadrado unitario cerrado @ =
[0,1] x [0, 1] subconjunto del plano.
De hecho,

Fo(Q =[0,1/2) x [0,1/2]  f(Q) = [1/2,1] x [0,1/2]
£AQ) = 10,1/2] x [1/2,1]  £3(Q) = [1/2,1] x [1/2,1].

Para concluir que

3
Q= fH@QUAULQUHQ = K@)
i={)
Por otro lado, como existe la funcién proyeccién continua 1-lipschtziana
7 H — R? tal que

#(Qa) =Q

entences por la proposicién 3.2 se tiene que

Hp(r(Qm)) < (1)*HE(Qa)
para cualquier ¢, por tanto

HE(Q) < HE(Qu),

pero como H%((2) = 1, entonces

0<1=HEQ) < HE(Qu)

también HE(Qn) < co.
Ademés, el SIF (24) satisface la condicién del conjunto ablerto, concluyendo por el corolario 3.7 que

dszQ = dimEQﬂ = di'm.ﬂQH =2=s,

Por tanto

Teorema 4.3. Sea ¥ el SIF (24) y sea Fg cualquier levantamiento horizontal de F. Denote por

Q=1[0,1] x [0,1] ¥ Qu los conjuntos invariantes pare F y Fg, respectivamente. '
Entonces,

dmeQﬂ = dz‘mEQH = dszQ =2.
Ademds,
0<1=ME@Q) <H}(@r) ¥ Hh(Qu) < oo

Para observar la figura del cuadrado de Heisenberg ver figura 3 en el anexo.

Para ilustrar otro ejemplo de conjunto invariante Ky C H, témese el sistema iterado de funciones
que genera la curva de Koch

G ={g90,91,92, 93},
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entonces se tienen los signientes levantamientos horizontales

Ty I3 t

Golz1,22,1) = (?, 39 +oq) '
Ty V3zz 1 3z, 1, t Vizy 1z,
Gl(iﬂlaﬂ:zst)—(ﬁ g 36 59" "9 —p T
3 1 —/3 3t 243
Galonon,) = (L YO L 2Viny o0 B L
T 2zt 4z .
G3($1!$2’t):(?1“}'51?215“_52"‘03):

donde ¢ = (09, 01, 02,03) € RY,
Entonces por los teoremas 2.2 y 2.4

gH = {G{h Gl:GQ: G3}
&s un sistema iterado de funciones sobre (H,dg), con Ky el conjunto invariante, tal que
m(Kg) = K.

Este conjunto invariante Ky se observa en la figura 4 del anexo con

SRV R g Y N
457157 45
y
T=(0,0,0,0)

4.2. Comparacién de las dimensiones Euclidianas y Heisenberg

En esta seccin se discute 1a aplicacién del teorems 4.3 al problems de Gromov. En particular, se
prueba el teorema 4.2, cuyo enunciado recordamos a continnacién.

Teorema 4.4. Para cada o € [0,3] existen subconjuntos S, C H con
H3S2) >0 y My H(g ) < o,

Recordamos nuevamente que los ejemplos relevantes para los casos 0 < o < 2 ¥y & = 3 del tecrema
4.4 son dados por Balogh-Rickly-Serra-Cassano [5]. ‘
La prueba que a continuacion se presenta hace uso de diferentes hechos no mostrados en el transcurso
del trabajo, es mas, en ella se presentan referencias diferentes al articulo trabajado [6], esta prueba
no es mag que una ilustracion para los interesados, por tanto no cuenta con detalles precisos.

Demostracion. Por el teorema 4.3, cada levantamiento horizontal Qu del cuadrado unitario sirve
como el ejemplo deseado Sy en el teorema 4.4 en el caso o = 2. En donde HZ{S,) < oc mientras que
HY(S2) > HA(Q) = 1.
Para tratar el caso 2 < @ < 3, se construyen ciertos conjuntos tipo-producto sobre Qp. Seap =~ 2
y considere un conjunto de Cantor C,, en el t-eje con 0 < HE(Cp) <00y 0 < Hf,” (Cp) < o0, La
construccion de tal conjunto es estdndar, ver [5).
Para precision, escoja s < 1 de modo que

28F =1,

se vera Gy, como el conjunto invariante asociado con el sistema Gy = {G1,G3}, donde Gy v (3 son
las funciones +/s-lipschitzianag de (H,dn) definidas por Gy (z,1) = (/sx,st) y Gz, t) = (Va1 +
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s(t — 1)).

El conjunto S, es definido como el siguiente producto de Qn con Cy:
So = {{z, 0 +1') : (2,1) € Qu, (0,t) € Cp}.

El estimado M$(S,) = H?ET"P(S&) > U es una consecuencia de la estructura producto de S, como
sigue. Para z € @ defina

iy = méx{t: (,¢t) € Qu}

Yy QxCy— 8.,

B(z, (0,8)) = (z, 1o + 1),

La funcién @ és bi-lipschitziana incrustada de Q % Cp en S,. Asf es suficiente mostrar que

HE(Q x Cp) = HEP(Q x C,) > 0.

Esto ge sigue del teorema 8.10 de {14], dado que HE(Q) =1y HE(C,) > 0.

Para mostrar el estimado HE*~2(8,) = Hit(Sa) < oo se usan los cubrimientos de Se por imdgenes
de semejanzas de (Q y Cy. Fije § > 0y escoja

1 1  logl/é
m>gt 2p + log2 ~

Sea n = (2pm}, donde [z] denota el entero més grande menor o igual que x, ¥ considere el cubrimiento
de S, con los conjuntos

Svw 1= (2,8 + ) : (2, 8) € Fu(Qu), (0,1') € Gu(Cy)},

done w y v recorre sobre todos los conjuntos W,,, = {1,2,3,4}™ y V,, = {1,2}" respectivamente.
Para estimar el diamu(S,.), escoja (z,t + ) y (%, + t') en Sy con

dianbﬂ(suw) = dﬂ((mi i tf)s (:‘E! £+ {’))

¥ se calcula,
diamp(Sow)* = |5 - z|* + F—t4+8 -t - 2z, JE))?
S2|E~2* + -t — 2z, JE)? + (I — 1))
1
< - 4m n 4-
< 2(( S +a ) <8
Asi,
Hifs?(Sa) € Y S diamu(Sy,)2+20
weW,, veV,
1 (1-+p)/2
1/4  gm _gn Zydm n
<t gm g (( )t )
< C(p)22m(l+p]((%)2m(l+p) +a?m(1+p)p) - 2C(p) < 00
como se deseaba. n
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Anexo

FIGURA 1.
El conjunto de Cantor.

FIGURA 2.
La curva de Koch,



Levantamientos Horizontales de

|

[ Figura 3.
L g =101
|

(b)

FIGURA 4,

(0) t = (0, —/3/45, V3715, —8/3/45)

(b} ¢ inR?,

Levantamientos de la curva de la Koch.

(b) r =1(0,0,0,0),
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CONCLUSIONES

Bl surgimiento de los fractales ha sido de gran importancia en las mateméticas, puesto que, dadas
las caracteristicas especiales de estos, se abrio un nuevo campo de estudio como lo es la geometria

fractal, de manera que se comenzo a pensar en formas “no-cldsicas” ayudando asf, al entendimiento
de nuevas formas u objetos matemdticos.

La aparicién del grupo de Heisenberg H, en varias variables complejas y en mecénlca cusntica mo-
tivo su andlisis, es asf, como los autores Zoltdn M. Balogh y Jeremy T. Tyson [6] en trabajo conjunto
con Hegule Hofer-Isenegger [4], Matthieu Rickly y Francesco Serra-Cassano [5], realizan un estudio
detallado del grupo de Heisenberg, unificando la teorfe de los sistemas iterados de funciones con el
espacio métrico completo (H,dy), dando lugar a la creacién de nuevas figuras fractales en el espa-
cio R?, gue resultan de gran importancia, puesto que tienen propiedades nuevas, un ejemplo tal, es
el conjunto invariante Qg cuya dimensién euclidiana es igual a la dimensién de Heisenberg, igual a dos.

Existen muchas otras propiedades de los conjuntos invariantes de SIFA en el grupo de Heisenberg,
que aquf no sé mencionan, tal como conectividad ver [4], ampliando asf el estudio de este trabajo.
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