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INTRODUCCION

En el presente trabajo se hace um estudio detallado sobre la existencia, unicidad y
regularidad de la solucion de Ia ecuacion de ondas, que existen y estan relacionadas el
capitulo X inciso X.3 del texto de HAIN BREZIS (Analisis Funcional, Teoria y
aplicaciones ) y el articulo monotone operators in Banach space by RALPH
SHOWALTWR, ademés el trabajo esta dividido en dos secciones; en la primera
encontramos definiciones y resultados importantes , entre los cuales destaco el teorema de
HILLE YOSIDA dado que este garantiza la existencia y unicidad de la solucién de un
problema del tipo

ég—+AU=0 en [O,c:o)

dt

U(0)=U, dato inicial
con
Ue Cl([O,oo);H)r\C(IO,oo);D(A))

donde A es un operador maximal monétono y H un espacio de Hilbert. En la segunda
encontramos ‘el desarrollo de los teoremas que demuestran la existencia, unicidad y
regularidad de Ja solucién de la ecuacidn de ondas.

En esta ecuacién encontramos que para el caso unidimensional N = 1,Q=(0,1), la
solucion de este aproxima el movimiento de una cuerda uniforme sin fuerzas externas.

En el caso bidimensional! N =2, Ia solucion aproxima movimientos de una membrana
elastica.

Para el caso tridimensional N =3, se tiene que la solucién representa la propagacion de
ondas sonoras ,gracias a una perturbacion inicial en un espacio cibico.

En el caso general la ecuacién en estudio modela la  propagacion de una onda en un
medio elastico homogéneo Q¢ RY siendo uy yvy el desplazamiento y la velocidad
incial.

Observacién. Es importante ver como se arman las condiciones para que se pueda
aplicar €l teorema de HILLE YOSIDA.

1.
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RESUMEN

En el trabajo se considera el problema siguiente :

Supongamos que u € H 2(Q)nH 4{Q) y que voeH ((Q) entonces existe una dnica

solucion u de:

2
i};-—Au:O en Q
u=0 sobre >
u(x,0)= u,(x) en Q

0
37 u(x,())-——vo(x) en Q

siendo

N 62
A=Za .

=t X,
QcR" abierto
T esla frontera de 2
0=0X(0,=)
Y=TX(0,:)
u, y v, son funcionesdadas

tal funcion es de la forma u{x,t): QX [0,0)— R .y a la cual debemos probarle

existencia, unicidad y regularidad, apoyando el trabajo en gran parte el en teorema de
HILLE YOSIDA .



NOTACIONES

Vu= Ou , u y e ,-—3—1‘-— =grad u
dx, 6x, Jxy

Qi+l . My
D%u= o

B Ty, w02, %
ox;t-x, Xy

o fell=3e.

2

N
Au= z Zx? = Laplaciano de u
i=f i

s

+
i

i cn,

x=(xj,xN)eR”'IXR,xN)0}
Q={x=(x’,‘x,,,)ERN'IXR;IX"(1 y [x,vl(l}

Q.,=0NR]

0,={xe0;x, =0}

i
(Dhu)(x)=m(u(x+fr)—u(x))

. derivada nornal esterior
n ;

.
19



4 | o
QcRY

0Q =T = frontera de Q2
L’(Q):{u medible en € y “u*”dx(co}, 1€p<w,
{2

L7(Q)=L7(Q)={u medible en Q y existe k talque tu(x)|<k ctpen o}
C.(Q) _}unciones co}ztinuas con soporte compacto en £}

cHa ) funciones k vecés continuamente diferenciables en Q ( k= 0)

C ”(n):kg)c )

ci(e)=c*(a)nc.(a)

cz(a)=c=(Q)nc.(a)

C (5) Sfunciones continuas en Q

c*t (ﬁ) funciones u de C * (Q) tales que para cada  multi - indicea,] a } <k,

la aplicacion x € Q — D" u ( x ) se extiende concontinuidad a Q
c=(@)-nc*(@)

5 ! : .
whew e, WP H H,,H"”  espacios sovolev

{(Au)= -{g}ivdo-— jVu Vv VueC?(Q) VuEC](ﬁ) formulade green
n
0 T Q




DEFINICIONES Y RESULTADOS IMPORTANTES

En esta seccion del trabajo se daran algunas definiciones y resultados importantes que seran
utilizados en el desarrollo del mismo, entre los cuales es indispensable destacar el teorema
de HILLE YOSIDA pues sus aportes en este, son de vital importancia.

Definicién 1 ~ Se dice que un abierto Q es de clase C " m entero, si paratodo xe [

existe un entorno U dexenR Y y una aplicacién biyectiva H : Q = U talque
Hec™(g) H'ec™D) H(Q,) =UnQ H(Q,) =UANT .

Se dice que  es-de clase C ™ siesde clase C™ paratoda m.

‘Definicidén 2 — (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert, es un espacio vectorial H
1
dotado de un producto escalar { ,v) y que es completo para la norma (u,4 )2

En todo lo que sigue H designa un espacio de Hilbert.

Definicién 3 — (Espacios L'). Designamos por L} el espacio de las funciones integrables
sobre Q con valores enR y escribimos

Hﬂb=ﬁﬂﬂ@-

Q

Definicién 4— (Espacios L 7). Si pe R con 1< p< o se define
LP(Q)={f: Q> R,/ esmedibley lf[”eLl(Q)}

y notamos



| e

17, = jlf(x)lpdr

Definicién 5 — (Espacios de sobolev W Lp (Q)). Sea QcR”Y unabiertoy sea peR con
1< p<oo. Se define por

3g .8, o,€L7(Q) talque

jg ¢ VoeC®(Q) Vi=L2,.. N

se pone
HY(Q)=w"*(Q)

para ueW !’ senota

du du 0Ou Ju
, =gf Y Vu= s yeers =gradu
- 8x, dx, Ox, Oxy
el espacio W 7 (Q )esta dotado de norma
6u

laetlyo=fidl o+ 2

n~

Definicién 6 - (Espacios de sobolev W "7 (€2)).Sea m>2 un entero y sea p un nUImEro
real con 1 < p < 0. Se define por recurrencia

”’”(Q)-{ueW”‘"’P(Q)—-— ewm(Q) Vi=12,..,N }

i

oloquees equivalente



Va con |a|sm 3, eL?(Q) talque
W mp (Q): ueL"(Q) IuDQQD:(—"I)Ia}_"giqD V?EC:(Q)
o]

Q

senota D%u=g,.
Elespacio # ™7 () dotado de la norma

(I

0<|alsm

es un espacio de Banach.

Se pone H " (Q)=W ™2(Q}H ™ () dotado del producto escalar

(u,v): Z(Dau,DaV)Lz

o<l ajsm

es un espacio de Hilbert.

‘Definicién 7 - (Espacios W §>?(Q)). Para mentero definimos ef espacio W P(82)
m(Q) en W ™2 (Q). “grosso modo” una funcién u € WP () si

como el cierre deC
ue W™?(Q)y D%u=0 sobre T para todo multi-indice « tal que | a|<m-p para
m=2

Definicién 8 — (Operador monétono y méximal monétono ). Sea 4:D{(4)c H - Hun
operador lineal no acotado, se dice que 4 es monotono si
(4v,v)20 vveD(4),

A es méximal mondtono si ademas R{4+/)=H, esdecir.

VfieH, 3ueD(A4) talque u+Au=f.



Teorema 1 (Regularidad para el problema de dirichlet ). — sea Q en abierto de clase C>
con frontera T acotada. Sea 7 e L2(Q) y sea u e H () que verifica

JVquo + J‘uqo=jf(p V'tpeH})(Q).

Q Q

_ Entonces ue H2(Q) y |jul|, . <k} ]}, donde k es una constante que solo
depende de .

Ademds Q esdeclase C™ 2 y si f e H™(Q), entonces

we Q) y [l ymer <H ]

en particular, si m) —gf- entonces x € C2{Q).

Finalmente si Q esde clase C* ysi feC“’(ff) entonces ueC“’(ﬁ).

Demostracion . [B r ] Haim Brézis, Anélisis Funcional, Teoria y aplicaciones. Pag. 181

Teorema 2 ( Dirichlet, Rieman, Hilbert ). —paratoda fel 2(Q) exista ue HY (Q)

unica solucion débil de

-Au+u=f en Q
u=0 sobre T

Demostracion . [B r] Haim Brézis; Anélisis Funcional, Teoria y aplicaciones. Pag. 176.




Teorema 3 -- Supongamos que u & D(A") con k22. Entonces la solucion » del
problema |

¥ gu=0 en [0,)
dt :

u(0)=u, dato inicial

Verifica
ueCk‘j([O,-i-co);D(Aj)) para j=01, .. k

Demostracién . | Br | Haim Brézis; Anilbisis Funcional, Teoria y aplicaciones. Pag. 111.

Corolario 4. supongamos que 2 < R N esun abierto de clase C! con frontera acotada T,

obien Q=RY . Sea 1< p<w. Se verifica

si 1<p<N entonces W "7 (Q)cL” () donde .l*-=l_._1_,
p p N

si p=N entonces W “? (Q)cL(Q) Vgel[0,x)
si p>N entonces W "(Q)cL=(Q),

con inyeccidn continua.
Ademéssi p> N, se verifica paratoda ueW "7 (Q)

}u(x)—u(y)l£Ic|~ullwl,p]x—y|a ctp.x,yeQ

con az-l—{v— y k dependiente solo de$}, p y N. En particular # "7 (Q)CC(E).
P

Este corolario también es valido si se sustituye R N por Q.
Demostracion . {B r ] Haim Brézis, Anélisis Funcional, Teoria y aplicaciones. Pag. 165,

Teorema 5 (HILLE YOSIDA)—Sea A4 un operador maximal monétono en un espacio de
Hilbert H . Entonces para todo u g D{ 4) existe una tnica funcién

A



ueC}([0,+0), H)NC(f0,+), D(4))

tal que

5‘!’—u-e-f.lw—_.-() en [0+oo)
dt

u(0)=u, datoinicial

ademas se verifica

PO

dt
Demostracién . [B r ] Haim Brézis; Anahisis Funcional, Teoria y aplicaciones. Pag. 105.

=| dufr)| | Auy|  vi20.
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LA ECUACION DE ONDA

1. EXISTENCIA Y UNICIDAD

‘Supongamos que uy eH 2(Q)H H(Q) y que voeH ((Q) entonces existe una unica
solucion u de:

2
(1) ZI;‘—Au=O en o
(2) u =0 sobre X
(3) u(x,O):uo(x) en Q
{4) _—u(x,G)=vo(x) en Q
siendo
po¥ 2
N 1=t 6x,2

Qc RY abierto

T esla frontera de Q)
0=0X(0,«)
Y=TX(0,o)

u, ¥y v, son funciones dadas

tales que se cumple la siguiente relacion



12 2

vec([0.0)a2(@)nHb(@) A cHoo) a5 (@) nc2([o,0)i22(0)

ademas se verifica

2
Ju
E(f)

L* (@)

r

2
+|Vu(r)|iz(n):\vojlz(ﬂ)+|\7u0@2m) v 120

Nota. En el desarrollo del trabajo se supone que Q esdeclase C™ con I acotada.

DEMOSTRACION

Hallaremos una funcion

u(x,6):QX[0,0)>R . para un x fijo consideraremos

u(x,t) como una funcién definida en [0,%0) con valores en un espacio vectorial. La

ecuacion 1 se puede escribir como:

E—-v:() en ¢

(5) i
YV _Au=0en Q
at

En efecto
ou
——-v=0 en
ot ¢
ov 0%u
=—— en
ot ar? ¢
de aqui
2
= ov _ Au = oTu_ A
ot at?
Sidefimimos U= [u) entonces (5) seria equivalente a:
v

LHIVERSID

GIBLIOTECA

L

ayy DE CARTAGERA
A ERNANDET DE WADRR:
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dU
haihall =0
(6) —- AU
con
' 0 -1 0 -1
174 -y
oG
‘ -4 0 -A 0

el objetivo es aplicar el teorema de HILLE YOSIDA en ¢l espacio
H=Hl@Q)Xx L {Q)

dotado del producto escalar

(U.I,Uz )z J‘VHIVzlzdx-{r J‘uluzdx+ J'vlvzdr
0 ) Q Q

siendo

Esto es un producto escalar,
En efecto :

Veamos que es una forma bilineal.

([ii+£f2,(f3 ):J-V(u, +u2)Vu3dr+J‘(ui +uz)ugdx+j(vI +v2)vsdx
‘ 0 Q o
=J(Vu] +Vu2)Vu3dx+I(u1+u2)u3dx+j(vl+v2)v3dx
Q 4 Q '

=J.Vﬁ,Vuzdx+IVu2Vu3dx+fu;u3dx+!u2u3dx+jv,v3dx+jv2v3dx
o o 3] ! ! Q




14 z'b

= IVHIVu3dx+ .'.ulu3dx+ IVIV?,dX'[' J-Vquugdx+ "[uzu3dx + Iv2v3dx
0

£ Q £ Q £

=(U}>U3)+(U2=U3)
es decir se cumple
(U, +U,,U3 )=(U1, U3 )+ (U5.U5)

de igual forma se cumple que

(UL U2+U3)=(U01.U2)+{U1LU3)
por tanto, se tiene gue el producto interior (U 1- U3 ) asi definido es una forma bilineal

Tenemos que :
(Ul,Uz)ZO VU{,UZ en H

observe ademas que

(Ul’Ul)z J.Vulv.uldx-i- Iululd}:‘f‘ “.vlvla’x

Q Q Q
:ﬁVullzdx+ﬁullzdx+ﬁvl|2d?
Q L9 Q
>0

por tanto (U 1,U» ) es un producto escalar .

Consideremos el operador 4: D(A4) —» H definido por (7) con

p(4)= (a2 @nH} @)X Hb©)
Observamos que st ueld })(Q) entonces, ¥ =0 en T’ por tanto la condicién (2) queda
inmersa enla definicionde H vy tenemos ademas que

y=—=0 sobre L.
ot



Veamos ahora que 4+/ es monotono en H.

En efecto

u) :
Si U=( ]ED(A) se tiene que :
vV

(40, U )y + (U, U)g = - J'kudﬁ .[(—v)udx+ j(—Au)vdx

. +£;vu;2 dx+£_[}u]_2dx+f[} v ax

ahora por formula de green tenemos que

I{Vu)vdx = - 'Ivmdx

Q

por 1anto
(8) (AU, U)y +(U, U}y = - Juvar+ J‘[Vuf de+ [|u)? de+ [| v|* dx
Q2 Q o3 Q

Supongamos que uv 20, como

(u—~v)220
de donde
u2—2uv+v220
de aqui que -
2 2 u2+v2
U +vo =z 5 Z uv

de esta forma

es asi como

—UV + u2+v220

15
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con esto podemos concluir que

(4U,U)y +(U,U)g=- J-uvdx-t» J‘}Vu}zdxa- J.]u}zdx+ﬁv}2dx >0

Supongamos que uv <0 esdecirque —uv20 entonces tenemos

(u+v)2 20
asi
uleviz-2uv
de donde
2. ,2
+
u? +v? “ Y os—uy
2
de donde
u2 +v2 Z—uv
por tanto también se¢ cumpile que

(4U, Uy + (U, U}y = - J‘uvdx+ ﬁw[zd” .ﬁu|2dx+ﬁv|2dx 20

o]

de esta manera podemos concluir que
(AU, U)y +(U,U)y 20

Probemos ahora que A+ [ es maximal mon6tono, decir que R(A+27)=H , por lo
tanto es suficiente probar que 4+ 2/ es sobreyectivo.

f

Sea Fz[
g

) e H sehade resolver Ia ecuacion

AU +2U0=F
es decir el sistema :

(9)

~-v+2u=f en £

—-Au+lv=g en Q
con
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ueHz(Q)mHé(Q) ¥ veH%,(Q)

En (9) multiplicando la primera ecuacion por 2 y sumando esta con la segunda
obtenemos.

(10) ~Au+du=2f+g en Q
Muitiplicando {10) por v se tiene
~(A u)v+4uv=(2f+g)v
que integrando sobre {2
- J.(Au)vdx +4 juvdfx = 'J.(Zf + g)vdx
Q Q Q
aplicando la integral de green se tiene

jVquder 4'juvdx= I(f!f—!—g)vdx vve H H{Q)

Q 0 Q

puesto que f +g son elementos de LZ(Q) existe wue H };(Q) (teorema 2} y

ue HZ(Q) (teorema 1), por tanto existe u € le)(Q)m Hz(Q)L que es solucion
tmica de (9}, de este modo existe v=2u— f, es decir hemos hallado (u,v) solucién
unicade (9),por tanto 4+27 es sobreyectivo.

Aphcando ahora el teorema de HILLE YOSIDA (tcorema 5) encontramos que existe una
solucion tnica del problema

au

o7 +AU=0  en [0,00)

U(0)=Uq dato inicial

con

U eci([o,0),H)NC{0,2),D(4))



esto implica
wec([0.0):82(Q)AHL (@) A cM{[0,0)H 5 (@) A C?{[0,0):L7 (Q)).

Veamos ahora la relacion

2

5;—1:(:*) V)22 =¥l 2 gy Vol 2@y V720

L* (@)

Multiplicando la ecuacién (1) por %tg se obtiene

8%u ou cu

= —~—Au— =0 en

ok ot ot ¢
Integrando sobre £ obtenemos

2
(11) jﬂ Ot 4 _ J.Augzdx=0.

ot at ot
Q
veamos ahora que es
for s
ot ot

y luego veremos que es
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o'uou_108( 0uY;
pr2 ar 28t or

10

201

du
Y

2

integrando sobre {3 se tiene

2
j‘_‘?__zﬁ i’idx_.l_i J}@(_ﬁ;) 2
a1 ot 20t yioe
o o
28t at L ()
Y
—IA“%d"=I(*AH)%¢c= vad (va)dz= |- 21vul?a
Q Q
10 2 10 3
=55¥.ﬁ Fde= 251V¥12(0)
Q
es decir que
(Au)a—udxz— Zivul?,
ot 284 Q)
Q

zar ( ‘) 2(n)+§_lvu|iz(n)'°
de donde

_1_?{ LTS 2 +]VulL2(Q)]=O

201) |or " 2

portanto  °

EY
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2

2(x)

+|Vu|iz(n) =k, k  costante
L3(a)

esto con respecto a !.

Ahorasi =0 seiiene entonces que k& esta dado por

: 2
Su
—{x,0
ar(x’ )

Lz(n)+|vu(x’0)|iz(n)=|"°[i2(a)*‘v"°|§2(n)

por tanto se tiene la igualdad buscada. ' ]

2. EFECTO REGULARIZANTE SOBRE LOS DATOS INICIALES

La ecuacién de ondas no tiene ningiin efecto regularizante sobre los datos iniciales. Para
visualizar esto observe que en el caso Q=R el problema (1),(2),(3)»(4) tomala
forma

d%*u 8%u

u{x,0)=u, 0<x</
%(x,O)-—-vo 0<xx!

u(0,1)=0 120

u(l,t)=0 120
el cual enlas coordenadas
E=x+1t Yy n=x—t

y realizando algunas operaciones sencillas sc Yega a que Ja solucion esta dada por:

=

T Sy

. s GAR T‘m - ;uj"'«l
AIVERSTAD W ;
‘;ﬁg’rﬁm FERNANCEL DB mm:;
Zf T er e bframacion ¥ Docum®
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X+

d(5,0)= Luolr+ ) v uola-n)] Iva(s)ds

x-t

(ver | H.F ] H. F. WEINBERGER ecuaciones diferenciales en derivadas parciales)

si en esta ecuacién hacemos vy =0 obtenemos

u(x,r)=%[ua(x+t)+u0(x—z‘)]

en donde se observa claramente gue u 1o es mas regular que u, lo cual podemos
precisar de ia siguiente forma. Supongamos uje€ C”(R\xg) con xp=x+{ Yy

x o =x—-1t las caracteristicas en el punto(xo,{)), entonces #(x,r) es C®en RXR

excepto sobre las caracteristicas, por tanto se cumple la afirmacion de que Ia ecuacion de
ondas no tiene ningin efecto regularizante sobre los datos iniciales. |

3. CUANDO @ ES ACOTADO

Cuando Q  es acotado, el problema (1),(2),(3)¥(4) se puede resolver por
descomposicion sobre la base hilbertiana.

En efecto, elijamos una base (¢;(x)) de 1% Q) formada por las funciones propias
de — A con condicién de dirichlet es decir

—Ae;=Ae;, en Q  comA, =0
e; =0 sobre T
se busca una solucién de problema (1),(2),(3)y(4) delaforma
u(x4)= Y a,(e)e;(x)
de inmediato de observa que j
ai{t)+A,a{t) = 0

como el discriminante {— 4,) es menor que cero, entonces
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a,(t) = clcos(ﬁt) + czsen(\/l-,-t)
derivando esta se tiene
ai(t) = —& eysen( A1) + 7 eqcos([2;1)
queen 7 = 0 seobtiene

a,(0) = ¢; (1) + ¢2(0)

~ de donde
a;(0) = ¢
a;(0) = —JA;¢;(0) + JA;e5(1)
de donde

de esta forma encontramos que

ca, 1) = ai(O)cos(\/l_,,t) + GJ%O_) sen(Jl_ft)

que es la solucién buscada y en donde las constantes a,(0) 'y a;(0) estén
determinadas por las relaciones

tolx)= Y a(0)ei(x) ¥ volx)= ) ai(®)ei(x)

Es decir son las componentes de 14 y vy en la base (e;). 1

REGULARIDAD

Supongamos que los datos iniciales verifican



23

u,eHHQ) y v,eH QK

al igual que las condiciones de compatibilidad

ug = Aug = .. = Auy = .. =0 sobre T Y j natural

vgp = Avy = .. = Alvg = .. = 0 sobre T Vj natural

entonces la solucién u del problema (1),(2),(3) y(4) pertenecea c*(Q x[0,%))

DEMOSTRACION.

Con las mismas notaciones del teorema de existencia y unicidad de la solucién de la
ecuacion de ondas que acabamos de demostrar y por induccion sobre & se demuestra que

o) )

weH*¥(0) 'y A/n=0 sobre T VOZ s[%}

veH () y Alv =0 sobre T V05f5[£‘;‘1]:"1'

en efecto. Para k=1 encontramos que Ia definicion es valida, esto por la demostracion
del teorema anterior . supongamos entonces se cumple para un cierto £ = n y veamos si s
ciertapara k=n+1.

Tenemos que

H”'(Q)zW’"’P(Q):—_{u eW”’—"P(Q);gleW’"—‘sP(Q)' Vi=1..N }

i
de donde

wmr Qe wTThP(Q)

H" (@) H" Q)
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es decir que para & = n + 1 se cumple que

H"+](Q)_C;H"(Q)

de acuerdo con esto y con la definicién de D(A k ) se tiene entonces
D(An+1);D(An)

por tanto
v [’:) e p{am*?)

se cumple

[”} epf4”)

v

de este modo podemos concluir que para todo £ el D(A k ) esta dado como lo hicimos
adelante.

En particular D(Ak ) cH** ' Q)X H k(Q) . Aplicando el (teorema 3) se observa

. _ ug k .
gquesi Uy = e D\A” | emtonces la solucién U de

¥y
AU avu=0
dt
U(0)=U,
verifica :
vect{[o,o);D{4*)) V=01, .. k
en particular

weC*i([0,0).H(Q)) V=01 .. k

ahora con ayuda de ¢l corolario 4 y con las hipdtesis del este teorema se tiene
ueck(@x[0,0)) VE. i
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CONCLUSIONES

> Una de las conclusiones que se obtienen del presente trabajo es que el teorema de
HILLE YOSIDA es una herramienta muy importante para demostrar existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales parciales.

» 1las soluciones de la ecuacién de ondas no tiene ningun efecto regularizante sobre los
datos iniciales.
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