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KAREN DAYANNA MARTÍNEZ SILVA
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INTRODUCCIÓN

La compactación de Stone-Čech, denotada como βX, fue introducida por Čech y por M.H.

Stone en [1937]; sus papeles contienen resultados fundamentales en βX como por ejemplo,

“Toda función continua f : X → Z de un espacio Tychonoff X a un espacio compacto

Z es extendible a una función continua F : βX → Z”. Los problemas relacionados con

la compactación de Stone-Čech están entre los problemas más interesantes de la Topoloǵıa

General. Algunos de ellos, en particular los relacionados con la compactación de Stone-Čech

de espacios discretos, están muy cerca de la teoŕıa de conjuntos [2].

La compactación βX puede ser construida en muchas formas, tiene muchas propiedades

interesantes, se aplica en la construcción de muchos problemas, como por ejemplo, “Construir

dos espacios Tychonoff contablemente compactos X y Y tales que el producto cartesiano

X×Y no es contablemente compacto. Ellos son subespacios de βN que satisfacen la condición

X ∪Y = βN y X ∩Y = N”. También es usada en la prueba de algunos resultados, como por

ejemplo, “Demostrar que si f : X → Y es una función abierta de un espacio completo-Čech

X en un espacio paracompacto Y , entonces existe un conjunto Gδ de X, digamos A, tal que

la restricción f � A : A→ Y es un mapeo perfecto de A en Y ” [2].

Esta monograf́ıa la hemos dividido en tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se presentan

algunas definiciones básicas y algunos resultados los cuales clasificaremos en cuatro sesiones:

espacios de Tychonoff (sección 1.1), embebimiento (sección 1.2), compactación (sección 1.3)

y pseudocompacidad (sección 1.4). El segundo caṕıtulo abarca todo lo relacionado con la

compactación de Stone-Čech, comenzando con su construcción (sección 2.1) y terminando

con el planteamiento de varias de sus caracterizaciones (sección 2.2). Finalmente, en el tercer
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caṕıtulo presentaremos el Teorema de Glicksberg el cual nos da condiciones necesarias y

suficientes, v́ıa pseudocompacidad, para que se cumpla que β(X × Y ) = βX × βY , siendo

X, Y espacios topológicos de Tychonoff.
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Caṕıtulo 1

NOCIONES BÁSICAS

En este caṕıtulo se darán algunas definiciones y resultados que permitarán al lector com-

prender la teoŕıa presentada en los siguientes caṕıtulos.

1.1. ESPACIOS DE TYCHONOFF

En esta sección presentamos algunas caracteŕısticas básicas de los espacios de Tychonoff

haciendo uso de algunos resultados sobre espacios T1 y homeomorfismo.

Definición 1.1.1. Un espacio X se llama T3,5 o funcionalmente T3, si dados B cerrado en

X y x ∈ X, tal que x /∈ B, existe f : X → [0, 1] continua tal que f(B) ⊆ {0} y f(x) = 1.

Un espacio se llama Tychonoff o completamente regular si es T3,5 y T1.

Proposición 1.1.2. Sea X un espacio T1. Entonces X es un espacio Tychonoff si y solo si

para todo x ∈ X y toda vecindad V de x en una subbase fija ρ existe una función continua

f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para y ∈ X \ V . En particular, si X es un

espacio T1, entonces X es un espacio Tychonoff si y solo si para todo x ∈ X y toda vecindad

V de x existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para

y ∈ X\V [2, 1.5.8. Proposición].
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Demostración. Supongamos que X es un espacio Tychonoff. Sean x ∈ X y V una vecindad

cualquiera de x en una subbase fija ρ, entonces x /∈ X\V . Luego, por Definición 1.1.1, existe

una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f [X\V ] ⊆ {1}, es decir, f(y) = 1

para y ∈ X \ V . Ahora, supongamos que para todo x ∈ X y toda vecindad V de x en una

subbase fija ρ existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para

y ∈ X \ V . Dado que X es un espacio T1 entonces, por Definición 1.1.1, se tiene que X es un

espacio Tychonoff.

Proposición 1.1.3. Sean X, Y espacios topológicos y a ∈ Y , entonces X es homeomorfo al

subespacio X × {a} de X × Y .

Demostración. Sea f : X → X × {a} una función tal que f(x) = (x, a) para todo x ∈ X.

Veamos que f es una función biyectiva. Si f(x) = f(y), entonces (x, a) = (y, a) si y solo si

x = y. Por tanto, f es inyectiva. Todo elemento (x, a) de X×{a} está asociado a un elemento

x de X. Por tanto, f es sobreyectiva. Ahora veamos que f es continua. Sea U × {a} con U

abierto en X, un abierto en X × {a}. Luego, f−1(U × {a}) = {x ∈ X : (x, a) ∈ U × {a}} =

{x ∈ X : x ∈ U} = U . Por tanto, f−1(U × {a}) es abierto en X y por consiguiente f es

continua. Veamos ahora que f−1 es continua, es decir, que f es abierta. Tomemos U abierto

en X. Luego, f(U) = {(x, a) ∈ X × {a} : x ∈ U} = {(x, a) ∈ U × {a}} = U × {a}. Pero

U ×{a} es abierto en X ×{a}, por tanto f(U) es abierto en X ×{a} y por consiguiente f−1

es continua. Aśı, X ∼= X × {a}.

Proposición 1.1.4. Sea {(Xj, τj) : j ∈ J} una familia de espacios topológicos no vaćıos,

entonces cada espacio Xj es homeomorfo a un subespacio de
∏
j∈J

Xj.

Demostración. Por Proposición 1.1.3 se tiene queXk es homeomorfo aXk×{a} para cualquier

a en cualquier espacio topológico Y . En particular, cuando a ∈
∏
∈J
j 6=k

Xj.

Luego Xk×{a} ⊆
∏
j∈J

Xj. Por tanto, cada Xk es homeomorfo a un subespacio de
∏
j∈J

Xj.

Proposición 1.1.5. Todo subespacio de un espacio T1 es T1.

4



Demostración. Sean X un espacio topológico T1 y A un subespacio de X, veamos que A es

T1. Sean x, y ∈ A con x 6= y, entonces existen Ux y Uy abiertos en X tales que x ∈ Ux y

x /∈ Uy, y ∈ Uy y y /∈ Ux. Como A es un subespacio de X, entonces Ux ∩ A y Uy ∩ A son

abiertos en A. Además, x ∈ Ux∩A y y ∈ Uy ∩A. Como x /∈ Uy y y /∈ Ux entonces x /∈ Uy ∩A

y y /∈ Ux ∩ A. Por lo tanto, A es un espacio T1.

Proposición 1.1.6. Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos no vaćıos. X =
∏
i∈I

Xi

es un espacio T1 si y solo si cada espacio Xi es un espacio T1.

Demostración. Supongamos que Xi es T1 para cada i ∈ I. Sean x = (xi)i∈I y y = (yi)i∈I en

X con x 6= y, entonces existe k ∈ I tal que xk 6= yk. Luego como xk, yk ∈ Xk y éste es T1, en-

tonces existen abiertos básicos Uxk y Uyk tales que xk ∈ Uxk y xk /∈ Uyk , yk ∈ Uyk y yk /∈ Uxk .

Luego, Uxk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi y Uyk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi son abiertos básicos en X. Además, x ∈ Uxk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi y

x /∈ Uyk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi, y ∈ Uyk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi y y /∈ Uxk ×
∏
i∈I
i 6=k

Xi. Por tanto, X es T1.

Ahora, supongamos que X es T1, entonces por Proposición 1.1.4 cada espacio Xi es homeo-

morfo a un subespacio de X y dicho subespacio, por Proposición 1.1.5, es T1. Por tanto, cada

espacio Xi es T1, con i ∈ I.

Proposición 1.1.7. Todo subespacio de un espacio T3,5 es T3,5 [3].

Demostración. Sean X un espacio T3,5 y A un subespacio de X. Sean B cerrado en A y a ∈ A

tal que a /∈ B. Dado que A está dotado de la topoloǵıa de subespacio, entonces B = K ∩ A

siendo K cerrado en X. Como K es cerrado en X y a /∈ K, podemos hallar f : X → [0, 1]

continua tal que f(K) ⊆ {0} y f(a) = 1. Sea g = f � A, luego g(B) ⊆ f(K) ⊆ {0} y

g(a) = f(a) = 1, aśı A es T3,5.

Proposición 1.1.8. Todo subespacio de un espacio Tychonoff es de Tychonoff.

Demostración. Sean X un espacio topológico de Tychonoff y A un subespacio de X, veamos

que A es de Tychonoff. Como X es T1 y T3,5 entonces por proposiciones 1.1.5 y 1.1.7 se tiene

que A es T1 y T3,5, respectivamente. Por tanto, A es un espacio de Tychonoff.
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Sean X un espacio y F la familia de todas las funciones continuas de X en [0, 1]. Notemos

con T (X) el espacio X dotado de la topoloǵıa inicial en X inducida por F [3].

La siguiente proposición es una caracterización de los espacios T3,5 a partir del espacio T (X),

su prueba es encontrada en [3].

Proposición 1.1.9. X es T3,5 si y solo si T (X) = X.

A continuación, veremos que ser Tychonoff es una propiedad productiva. Para ello, probare-

mos primero que se cumple para espacios T3,5.

Teorema 1.1.10. Un producto de espacios X =
∏
i∈I

Xi es T3,5 si y solo si cada Xi, con i ∈ I,

es T3,5 [3].

Demostración. Supongamos que X es un espacio T3,5, entonces por Proposición 1.1.4 cada

espacio Xi es homeomorfo a un subespacio de X y dicho subespacio, por Proposición 1.1.7,

es T3,5. Por tanto, cada espacio Xi es T3,5, con i ∈ I.

Rećıprocamente, supongamos que cada Xi, con i ∈ I, es T3,5 y veamos que X es T3,5. Si

usamos la Proposición 1.1.9, basta ver que la topoloǵıa de X está contenida en la de T (X),

para ello basta ver que cada abierto subbásico de X es abierto en T (X). En efecto, sea

U = Uk ×
∏

i∈I,i 6=k

Xi, siendo Uk abierto en Xk, para algún k ∈ I y sea x ∈ U . Como pk(x) ⊆

pk(U) = Uk y Xk es T3,5, la Proposición 1.1.9 nos dice que existe una cantidad finita de

funciones continuas fj : Xk → [0, 1], para j = 1, 2, ..., n; y una cantidad finita de abiertos

en [0, 1], digamos U1, U2, ..., Un; tales que pk(x) ∈
⋂n
j=1 f

−1
j (Uj) ⊆ pk(U) = Uk. Aplicando

p−1
k a ambos lados, tenemos que x ∈

⋂n
j=1(fj ◦ pk)−1(Uj) ⊆ p−1

k (Uk) = U . Como las fj ◦ pk,

con j = 1, 2, ..., n; son todas funciones continuas de X en [0, 1], tenemos que U es abierto en

T (X), luego X es T3,5.

Teorema 1.1.11. Sea {(Xj, τj) : j ∈ J} una familia de espacios topológicos no vaćıos.
∏
j∈J

Xj

es un espacio de Tychonoff si y solo si cada espacio Xj es un espacio de Tychonoff.

Demostración. Supongamos que
∏
j∈J

Xj es un espacio de Tychonoff. Por Proposición 1.1.4
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cada Xj es homeomorfo a un subespacio de
∏
j∈J

Xj, pero por Proposición 1.1.8, dicho subes-

pacio es de Tychonoff. Por tanto, para cada j ∈ J se tiene que Xj es un espacio de Tychonoff.

Ahora, supongamos que cada espacio Xj es de Tychonoff, para j ∈ J , y veamos que

X =
∏
j∈J

Xj es un espacio de Tychonoff. En efecto, para cada j ∈ J , el espacio Xj es T1

y T3,5 entonces por proposiciones 1.1.6 y 1.1.10 se tiene que X es T1 y T3,5. Por tanto, X es

un espacio de Tychonoff.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Extensión de Tietze, su prueba es muy

técnica y solicita muchos conceptos técnicos, por tanto omitiremos su prueba. Esta puede ser

encontrada en [2].

Teorema 1.1.12. Toda función continua desde un subespacio cerrado M de un espacio

normal X a [0, 1] o R es continuamente extendible sobre X [2, 2.1.8. Teorema de Tietze-

Urysohn].

1.2. EMBEBIMIENTO

Cuando dos espacios son homeomorfos, aunque no son iguales, topológicamente se puede

identificar uno con el otro. Un espacio X está embebido en un espacio Y cuando es ho-

meomorfo a un subespacio de Y , por tanto podemos identificar a X como un subespacio de

Y .

Definición 1.2.1. Un embebimiento es una función f : X → Y entre espacios topológicos,

tal que f : X → f(X) es un homeomorfismo.

Lema 1.2.2. Si la función continua f : X → Y es uno a uno y la familia de un elemento

{f} separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es un embebimiento [2, 2.3.19. Lema].

Demostración. Basta con probar que para todo conjunto cerrado F ⊂ X se tiene que

f(F ) = f(X) ∩ f(F ).
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Si y = f(x) ∈ f(X)\f(F ), entonces x /∈ F y y = f(x) /∈ f(F ). Por tanto, f(X) ∩ f(F ) ⊆

f(F ). La inclusión inversa es obvia.

Recordemos la siguiente definición:

Definición 1.2.3. Sean X un espacio topológico, {Ys}s∈S una familia de espacios topológicos

y {fs}s∈S una familia de funciones continuas, donde fs : X → Ys. La función que asigna al

punto x ∈ X el punto (fs(x))s∈S ∈
∏
s∈S

Ys es llamada la diagonal de las funciones {fs}s∈S y

es denotada por 4s∈Sfs [2].

Como cada fs, para s ∈ S, es continua, la diagonal 4s∈Sfs también es continua.

Teorema 1.2.4. Si la familia F = {fs}s∈S de funciones continuas, donde fs : X → Ys,

separa puntos, entonces la diagonal f = 4s∈Sfs : X →
∏
s∈S

Ys es una función uno a uno. Si,

además, la familia F separa puntos y conjuntos cerrados, entonces f es un embebimiento. En

particular, si existe s ∈ S tal que fs es un embebimiento, entonces f es un embebimiento [2,

2.3.20. Teorema de la Diagonal].

Demostración. Si la familia F separa puntos, entonces para todo par de puntos distintos

x, y ∈ X existe un fs ∈ F tal que fs(x) 6= fs(y), obteniendo aśı que f(x) 6= f(y) lo cual

significa que f es un mapeo uno a uno. Si la familia F separa puntos y conjuntos cerrados,

entonces la familia {f} también lo hace, porque si f(x) ∈ f(F ) para un F = F ⊂ X, entonces

fs(x) = psf(x) ∈ psf(F ) ⊂ psf(F ) = fs(F ) para todo s ∈ S. Para completar la demostración

es suficiente aplicar el Lema 1.2.2.

El siguiente teorema nos caracteriza los espacios de Tychonoff (o completamente regular) v́ıa

homeomorfismo.

Teorema 1.2.5. Un espacio X es completamente regular si y solo si es homeomorfo a un

subespacio de [0, 1]J para algún cardinal J [5, Teorema 34.3].
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1.3. COMPACTACIÓN

En esta sección presentaremos algunos resultados importantes sobre espacios compactos como

lo es el Teorema de Tychonoff cuya demostración el lector puede encontrarla en [5].

Definición 1.3.1. Sean X un espacio, A ⊆ X y {Ui}i∈I ⊆ 2X . Entonces {Ui}i∈I se llama

un cubrimiento para A en X, si A ⊆
⋃
i∈I

Ui. Si cada Ui, con i ∈ I, es abierto, decimos que

es un cubrimiento abierto. Si J ⊆ I y A ⊆
⋃
i∈J

Ui, decimos que {Ui}i∈J es un subcubrimiento

de {Ui}i∈I para A en X. Si J es finito (numerable) decimos que es un subcubrimiento finito

(numerable). A se llama compacto en X, si cada cubrimiento abierto para A en X tiene un

subcubrimiento finito.

Definición 1.3.2. Una compactación de un espacio X es un espacio Hausdorff compacto Y

que contiene a X como subespacio y además X = Y . Dos compactaciones Y1 e Y2 de X se

dice que son equivalentes si existe un homeomorfismo h : Y1 → Y2 tal que h(x) = x para cada

x ∈ X [5].

El siguiente teorema, conocido como el Teorema de Tychonoff, nos dice que la compacidad es

una propiedad productiva. Una prueba usando ultrafiltros es encontrada en [3]. Desarrollar

una teoŕıa de ultrafiltros aqúı, haŕıa de esta monograf́ıa un trabajo muy extenso.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Tychonoff). Un producto de espacios, X =
∏
i∈I

Xi, es compacto

si y solo si cada Xi, con i ∈ I, es compacto.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Heine Borel). Los intervalos cerrados en R con la topoloǵıa

usual son compactos [3].

Demostración. Sea {Ui}i∈I un cubrimiento abierto para [a, b]. Consideremos el siguiente con-

junto

A = {x ∈ [a, b] : [a, x] admite un subcubrimiento finito}.

Existe i ∈ I tal que a ∈ Ui. Por la topoloǵıa de Ru podemos encontrar r > 0 tal que

(a − r, a + r) ⊆ Ui. Tomemos x0, tal que a < x0 < mı́n{a + r, b}. Entonces [a, x0] ⊆ Ui,
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luego x0 ∈ A y A /∈ φ. Como A es acotado superiormente por b, entonces A tiene sup,

digamos m = supA. Observe que a < m ya que a < x0 y x0 ∈ A. Veamos que m = b.

Claramente m ≤ b. Si m < b, entonces m ∈ (a, b), luego existe V ∈ {Ui}i∈I , tal que

m ∈ V . Pero V y (a, b) son abiertos en Ru y m ∈ (a, b) ∩ V , por tanto existe ε > 0 tal

que [m − ε,m + ε] ⊆ V ∩ (a, b) ⊆ V . Pero m − ε no puede ser cota superior para A, por

tanto existe t ∈ A tal que t ≥ m− ε. Como t ∈ A, existe Ui1 , Ui2 , ..., Uin ∈ {Ui}i∈I , tales que

[a, t] ⊆
n⋃
k=1

Uik . Si t ≥ m + ε, tenemos que [a,m + ε] ⊆ [a, t] ⊆
n⋃
k=1

Uik ∪ V . Si t < m + ε,

tenemos que [a,m+ ε] = [a, t]∪ [t,m+ ε] ⊆ [a, t]∪ [m− ε,m+ ε] ⊆
n⋃
k=1

Uik ∪V . Esto probaŕıa

que m + ε ∈ A, por lo cual m + ε ≤ m y esto es una contradicción, de donde m = b. Dado

que [a,m+ ε] ⊆
n⋃
k=1

Uik ∪ V , entonces, como [a,m] ⊆ [a,m+ ε], luego [a,m] ⊆
n⋃
k=1

Uik ∪ V y

por tanto b = m ∈ A, esto completa la prueba.

La siguiente proposición nos muestra que los conjuntos compactos en un espacio T2 son

cerrados.

Proposición 1.3.5. Sean X un espacio T2 y A ⊆ X, siendo A compacto. Si x /∈ A, existen

vecindades Vx y VA de x y A, respectivamente, tales que Vx ∩ VA = φ. En particular, A es

cerrado.

Demostración. Si x /∈ A, para a ∈ A, con x 6= a. Luego, existen vecindades abiertas V
(a)
x y Va

de x y a, respectivamente, tales que V
(a)
x ∩ Va = φ. Luego A ⊆

⋃
a∈A

Va. Como A es compacto,

existen a1, ..., an ∈ A, tales que A ⊆
n⋃
k=1

Vak . Sean Vx =
n⋂
k=1

V (ak)
x y VA =

n⋃
k=1

Vak . Se puede

ver que VA ∩ Vx = φ.

Proposición 1.3.6. Sea f : X → Y una función continua. Si A ⊆ X es compacto en X,

entonces f(A) es compacto en Y .

Demostración. Sea {Ui}i∈I un cubrimiento abierto para f(A) en Y . Luego, f(A) ⊆
⋃
i∈I

Ui

pero A ⊆ f−1(f(A)) ⊆
⋃
i∈I

f−1(Ui). Existen i1, i2, ..., in ∈ I tales que, para k ∈ I, se tiene
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que A ⊆
n⋃
k=1

f−1(Uik). Luego, f(A) ⊆
n⋃
k=1

f(f−1(Uik)) ⊆
n⋃
k=1

Uik . Esto prueba que f(A) es

compacto.

Proposición 1.3.7. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Si A es compacto

en X, entonces A es acotado [3].

Demostración. Supongamos que A es compacto en X y fijemos x ∈ X. Como {Bd(x, n)}n∈N
es un cubrimiento para A, por ser A compacto, existen n1, n2, ..., nk ∈ N, tales que A ⊆⋃k
i=1Bd(x, ni). Si tomamos n = máx{n1, n2, ..., nk}, tenemos que A ⊆ Bd(x, n), esto prueba

que A es acotado.

Lema 1.3.8. Sean X un espacio, C ⊆ X y f : C → Ru una función continua. Si C es

compacto en X, entonces f es acotada.

Demostración. Como C es compacto en X y f es continua, entonces por Proposición 1.3.6 se

tiene que f(C) es compacto en Ru. Luego, como Ru es metrizable, entonces por Proposición

1.3.7 se tiene que f(C) es acotado.

Lema 1.3.9. Sea X un espacio y supongamos que h : X → Z es un embebimiento de X

en el espacio de Hausdorff compacto Z. Entonces existe una compactificación Y de X; ésta

tiene la propiedad de que existe un embebimiento H : Y → Z que coincide con h en X. La

compactificación Y está uńıvocamente determinada salvo equivalencias [5, Lema 38.1].

1.4. ESPACIOS PSEUDOCOMPACTOS

En esta sección hay muchos resultados que aparecen sin pruebas, dado que son muy técnicas

y harán de esta monograf́ıa un trabajo muy extenso. El lector puede remitirse a [4] para

encontrar los detalles de la teoŕıa en cuestión.

Definición 1.4.1. Sea X un conjunto. Detonamos C(X) al conjunto de todas las funciones

continuas de valor real sobre X y C∗(X) al conjunto de todas las funciones continuas y
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acotadas de valor real sobre X. Un espacio X es pseudocompacto si para toda f ∈ C(X) se

tiene que f [X] es acotada, es decir, C(X) = C∗(X) [4].

Lema 1.4.2. Todo espacio compacto es pseudocompacto.

Demostración. Sea X un espacio topológico compacto. Si f : X → Ru es una función conti-

nua, entonces por Lema 1.3.8 se tiene que f es acotada. Por tanto, X es pseudocompacto.

Definición 1.4.3. Decimos que A ⊆ X está C-embebido (C∗-embebido) si para cada f ∈

C(A)(f ∈ C∗(A)), existe F ∈ C(X) (F ∈ C∗(X)) tal que F � A = f . Cada subconjunto

C-embebido de X está C∗-embebido en X [4].

Lema 1.4.4. Sean X, Y y Z conjuntos tales que X ⊆ Y ⊆ Z. Si X está C∗-embebido en Y

e Y está C∗-embebido en Z, entonces X está C∗-embebido en Z.

Demostración. Si f ∈ C∗(X), entonces existe F ∈ C∗(Y ) tal que F � X = f . Como F ∈

C∗(Y ), entonces existe G ∈ C∗(Z) tal que G � Y = F luego (G � Y ) � X = G � X = F �

X = f . Por tanto, X está C∗-embebido en Z.

Definición 1.4.5. Gδ es un subconjunto de un espacio que resulta de una intersección con-

table de conjuntos abiertos. Un espacio X es un P-espacio si cada subconjunto Gδ de X es

abierto ( [4], [5]).

Definición 1.4.6. Z ⊂ X es un cero-conjunto si para una f ∈ C(X) tenemos que Z =

f−1[{0}]. Una función f : X → Y es z-cerrada si transforma cada cero-conjunto en X a un

conjunto cerrado en Y [4].

Definición 1.4.7. X es un k-espacio si se cumple que para cada A ⊆ X, tal que A ∩K es

cerrado en K para cada K compacto en X, implica que A es cerrado en X.

Lema 1.4.8. Todo espacio compacto es un k-espacio.

Demostración. Sea X un espacio compacto y supongamos que A ∩K es cerrado en K para

cada K compacto en X, en particular A ∩ X = A es cerrado en X. Por tanto, X es un

k-espacio.
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Teorema 1.4.9. Si X es un espacio pseudocompacto e Y es un k-espacio pseudocompacto,

entonces X × Y es pseudocompacto [4, Teorema 1.4.3].

Corolario 1.4.10. Si X es pseudocompacto e Y es compacto, entonces X × Y es pseudo-

compacto [4, Corolario 1.4.4].

Demostración. Como Y es compacto, por lemas 1.4.2 y 1.4.8 se tiene que Y es un k-espacio

pseudocompacto. Luego, por Teorema 1.4.9 el producto X × Y es pseudocompacto.

Teorema 1.4.11. Para espacios topológicos X e Y , tenemos que X × Y es pseudocompacto

si y solo si X e Y son pseudocompactos y πX es z-cerrada [4, Teorema 1.5.6].

Lema 1.4.12. Si X o Y es finito, entonces X × Y está C∗-embebido en βX × βY [4, Lema

1.6.1].

Demostración. Supongamos que X es finito, digamos X = {x1, ..., xn}. Hay que probar

que β(X × Y ) = βX × βY = X × βY . Sea f : X × Y → [0, 1] una función continua,

veamos que se puede extender a X × βY . Por Proposición 1.1.3, tenemos que Y ∼= {xi} × Y

para todo i = 1, ..., n. Por tanto, existe un homeomorfismo gi : Y → {xi} × Y para todo

i = 1, ..., n. Podemos escribir X × Y =
n⋃
i=1

{xi} × Y y definamos fi = f � ({xi} × Y ). Luego

fi ◦ gi : Y → [0, 1] es continua y acotada, entonces se puede extender continuamente, sea

f̂i ◦ gi : βY → [0, 1] la extensión de fi◦gi. Por Proposición 1.1.3, tenemos que {xi}×βY ∼= βY

para todo i = 1, ..., n; por tanto, existe un homeomorfismo hi : {xi} × βY → βY . Luego,

definamos Γi = f̂i ◦ gi◦hi : {xi}×βY → [0, 1]. Aśı, la extensión buscada es f̂ : X×βY → [0, 1]

tal que para cada x ∈ {xi} × βY , definimos f̂(x) = Γi(x). Veamos que f̂ es continua, en

efecto, sea U abierto en [0, 1], luego Γ−1
i (U) es abierto en {xi} × βY y éste último es abierto

en X × βY . Luego Γ−1
i (U) es abierto en X × βY . Aśı, f̂−1(U) =

n⋃
i=1

Γ−1
i (U) es abierto en

X × βY .

Lema 1.4.13. Si la proyección πX : X × Y → X es z-cerrada, entonces X × Y está C∗-

embebido en X × βY [4, Lema 1.6.3].

Lema 1.4.14. Si X×Y está C∗-embebido en X×βY , entonces la proyección πX : X×Y → X

es z-cerrada [4, Lema 1.6.4].
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Lema 1.4.15. Si πX : X × Y → X es z-cerrada, entonces X es un P -espacio o Y es pseu-

docompacto [4, Lema 1.6.5].

Lema 1.4.16. Todo P -espacio pseudocompacto es finito [4, Lema 1.6.6].

Lema 1.4.17. Si Z es un espacio compacto infinito y T es un espacio tal que πZ : Z×T → Z

es z-cerrada, entonces T es pseudocompacto [4, Lema 1.6.7].
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Caṕıtulo 2

COMPACTACIÓN DE

STONE-ČECH.

Un problema clásico en Topoloǵıa General está relacionado con la necesidad de extender

un espacio topológico dado, a un espacio con propiedades deseadas y ventajosas [1], como

por ejemplo, la compacidad. Una de estas es la compactación de Stone-Čech, denotada por

βX, que es útil para el estudio de las relaciones entre las caracteŕısticas topológicas de X

y la estructura algebraica de las funciones continuas de valor real definidas en X. Muchas

propiedades topológicas de X pueden traducirse en propiedades de βX, entonces es posible

estudiar X en βX, siendo βX un espacio con más propiedades topológicas que X.

La compactación de Stone-Čech define una reflexión de los espacios Tychonoff en los espa-

cios compactos. Que βX sea una reflexión, nos permite obtenerla a partir de la propiedad

universal sin tener en cuenta lo rudimentario que pueda ser su construcción.

De aqúı en adelante todos los espacios topológicos con los que trabajaremos son completa-

mente regulares.
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2.1. CONSTRUCCIÓN

En esta sección se presentará la demostración de la propiedad universal con la que se definirá

la compactación de Stone-Čech.

Teorema 2.1.1. Sea X un espacio completamente regular. Existe una compactificación Y

de X con la propiedad de que cada función acotada y continua f : X → R se extiende de

forma única a una función continua de Y en R [5, Teorema 38.2].

Demostración. Sea {fα}α∈J la colección de todas las funciones reales acotadas y continuas

en X, indexadas por algún conjunto J . Para cada α ∈ J , elegimos un intervalo cerrado Iα en

R que contenga a fα(X), como por ejemplo, podemos considerar el intervalo cerrado cuyos

extremos sean el ı́nfimo y el supremo de fα(X) puesto que cada fα es acotada. Esto es:

Iα = [́ınffα(X), supfα(X)].

A continuación, definimos h : X →
∏
α∈J

Iα por

h(x) = (fα(x))α∈J .

Veamos que h está bien definida. En efecto, sean x, y ∈ X tales que x = y, luego como para

todo α ∈ J se tiene que fα es una función, entonces fα(x) = fα(y) para todo α ∈ J , aśı

(fα(x))α∈J = (fα(y))α∈J , esto es, h(x) = h(y). Por tanto, h está bien definida.

Ahora, para cada α ∈ J , tenemos que Iα es cerrado y acotado en Ru entonces por Teorema

de Heine Borel se tiene que Iα es compacto, para todo α ∈ J . Luego por el Teorema 1.3.3, el

producto
∏
α∈J

Iα es compacto. Como X es completamente regular, la colección {fα}α∈J separa

puntos de conjuntos cerrados en X. De esta forma, por el Teorema 1.2.4, la aplicación h es

un embebimiento.

Sea Y la compactificación de X inducida por el embebimiento h (Lema 1.3.9). Entonces existe

un embebimiento H : Y →
∏
α∈J

Iα que coincide con h en el subespacio X de Y . Dada una

función real continua y acotada f en X, vamos a mostrar cómo se extiende a Y . La función
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f pertenece a la colección {fα}α∈J , por tanto coincide con fβ para algún ı́ndice β ∈ J . Sea

πβ :
∏
α∈J

Iα → Iβ la aplicación proyección. Entonces la aplicación continua πβ ◦ H : Y → Iβ

es la extensión buscada de f , ya que si x ∈ X, tenemos

πβ(H(x)) = πβ(h(x)) = πβ((fα(x))α∈J) = fβ(x).

La unicidad de la extensión es una consecuencia del lema siguiente:

Lema 2.1.2. Sean A ⊂ X y f : A → Z una aplicación continua de A en el espacio de

Hausdorff Z. Entonces existe a lo más una extensión de f a una función continua g : A→ Z

[5, Lema 38.3].

Demostración. Supongamos que g, g′ : A → Z son dos extensiones distintas de f ; elijamos

x ∈ A tal que g(x) 6= g′(x). Sean U y U ′ dos entornos disjuntos de g(x) y g′(x), respectiva-

mente. Luego, como g y g′ son continuas, entonces existen dos entornos V1 y V2 de x tales

que g(V1) ⊆ U y g′(V2) ⊆ U ′. Consideremos V = V1 ∩ V2, entonces V es un entorno de x y

g(V ) = g(V1 ∩ V2) ⊆ g(V1) ⊆ U,

g′(V ) = g′(V1 ∩ V2) ⊆ g′(V2) ⊆ U ′.

Ahora, V interseca a A en algún punto y, entonces g(y) ∈ U y g′(y) ∈ U ′. Pero como

y ∈ A, tenemos que g(y) = f(y) y g′(y) = f(y). Esto contradice el hecho de que U y U ′ son

disjuntos.

Definición 2.1.3 (Compactación de Stone-Čech). Para cada espacio completamente regu-

lar X elegimos, de aqúı en adelante, una compactificación de X verificando la condición

de extensión del Teorema 2.1.1. Representaremos esta compactificación de X por βX y la

llamaremos compactación de Stone-Čech de X [5].
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2.2. CARACTERIZACIONES

Comenzaremos caracterizando la compactación de Stone-Čech v́ıa funciones continuas sobre

conjuntos compactos, la cual se plantea en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. Sea X un espacio completamente regular y sea Y una compactificación de X

que satisface la propiedad de extensión del Teorema 2.1.1. Dada cualquier aplicación continua

f : X → C de X en un espacio de Hausdorff compacto C, la aplicación f se extiende de

forma única a una aplicación continua g : Y → C [5, Teorema 38.4].

Demostración. Como C es un espacio de Hausdorff compacto, entonces es normal y en con-

secuencia es completamente regular, de modo que puede ser embebido en [0, 1]J para algún

J . Aśı, podemos también asumir que C ⊂ [0, 1]J . Entonces cada función componente fα de la

aplicación f es una función real continua y acotada en X; por hipótesis, fα puede ser exten-

dida a una función continua gα de Y en R. Definimos g : Y → RJ como g(y) = (gα(y))α∈J ;

entonces g es continua ya que RJ tiene la topoloǵıa producto. Además, g aplica Y en el

subespacio C de RJ ya que la continuidad de g implica que

g(Y ) = g(X) ⊂ g(X) = f(X) ⊂ C = C.

Aśı, g es la extensión buscada de f .

El siguiente teorema nos garantiza la unicidad de la compactación de Stone-Čech salvo equi-

valencias.

Teorema 2.2.2. Sea X un espacio completamente regular. Si Y1 e Y2 son dos compactifi-

caciones de X que satisfacen la propiedad de extensión del Teorema 2.1.1, entonces Y1 e Y2

son equivalentes [5, Teorema 38.5].

Demostración. Consideremos la aplicación inclusión j2 : X → Y2. Ésta es una aplicación

continua de X en el espacio compacto de Hausdorff Y2. Como Y1 tiene la propiedad de

extensión, podemos, por el teorema anterior, extender j2 a una función continua f2 : Y1 → Y2.
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De forma análoga, podemos extender la aplicación inclusión j1 : X → Y1 a una aplicación

continua f1 : Y2 → Y1 (ya que Y2 tiene la propiedad de extensión e Y1 es un espacio compacto

de Hausdorff).

X

j2

��

⊂ Y1

f2

}}
Y2

X

j1

��

⊂ Y2

f1

}}
Y1

La composición f1 ◦ f2 : Y1 → Y1 tiene la propiedad de que para cada x ∈ X, se tiene

f1(f2(x)) = x. Por lo tanto, f1 ◦ f2 es una extensión continua de la aplicación identidad

iX : X → X. Pero la aplicación identidad de Y1 es también una extensión continua de iX .

Por la unicidad de las extensiones (Lema 2.1.2), f1◦f2 debe ser igual a la aplicación identidad

de Y2. Aśı f1 y f2 son homeomorfismos.

Corolario 2.2.3. Sea X un espacio Tychonoff.

(1) Cualquier función continua f : X → [0, 1] tiene una extensión continua F : βX →

[0, 1].

(2) Si (c, cX) es una compactación T2 de X tal que:

Cualquier función continua f : X → [0, 1] tiene una extensión continua F : cX → [0, 1],

entonces (c, cX) es equivalente a (β, βX) [1, 7.50 Corolario].

Demostración.

(1) Por Teorema de Heine-Borel se tiene que [0, 1] es compacto. Además, al ser [0, 1] sub-

conjunto de Ru, el cual es un espacio T2, entonces [0, 1] es T2. Luego, por Teorema 2.2.1

la aplicación f se puede extender a un función continua F : βX → [0, 1].

(2) Consideremos el embebimiento iX : X ↪→ βX y la función proyección πk :
∏
i∈I

[0, 1]i →

[0, 1]k. Por Teorema 1.2.5, βX puede ser embebido en
∏
i∈I

[0, 1]i, sea ι : βX ↪→
∏
i∈I

[0, 1]i

dicho embebimiento. Definamos fk : X → [0, 1]k, donde fk = πk ◦ ι ◦ iX . Como fk
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es composición de funciones continuas entonces es una función continua, luego por

hipótesis fk tiene una extensión continua f̂k : cX → [0, 1]k. Sea F = 4i∈I f̂i : cX →∏
i∈I

[0, 1]i, donde F (x) = (f̂i(x))i∈I . Luego,

F (cX) = F (X)

⊆
∏
i∈I

f̂i(X) ⊆
∏
i∈I

f̂i(X)

=
∏
i∈I

fi(X) =
∏
i∈I

fi(X)

=
∏
i∈I

(πi ◦ ι ◦ iX)(X)

= (ι ◦ iX)(X)

= ι(iX(X)) = ι(βX)

= βX = βX.

Aśı, F : cX → βX y para x ∈ X se tiene que F (x) = x, esto es, F � X =identidad.

Con un proceso similar obtenemos G : βX → cX y para x ∈ X se tiene que G(x) = x,

esto es, G � X =identidad. Luego, G◦F = icX y F ◦G � X = iβX � X, aśı F ◦G = iβX .

Las proposiciones que vienen a continuación son consecuencias del Corolario 2.2.3.

Proposición 2.2.4. Si X es Tychonoff y X ⊆ Y ⊆ βX, entonces βY ≡ βX [1, 7.51

Observación].

Demostración. Si f : Y → [0, 1] es continua, entonces existe F : βX → [0, 1] tal que

F � X = f � X. Puesto que X es un subespacio denso de Y y [0, 1] es Hausdorff, tenemos

que F � Y = f . Luego, por Corolario 2.2.3, tenemos que βY ≡ βX.

Proposición 2.2.5.

(1) Si X es un espacio Tychonoff, M es un subespacio de X y para toda función continua

f : M → [0, 1] existe g : X → [0, 1] continua tal que g � M = f , entonces clβX(M) es

una compactación de Hausdorff de M equivalente a βM .
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(2) Si adicionalmente a las propiedades del inciso (1), M es un subespacio denso de X,

entonces βX es equivalente a βM .

(3) Si X es un espacio normal, entonces para todo subespacio cerrado (no vaćıo) M de X

se tiene que clβX(M) es equivalente a βM [1, 7.52 Proposición].

Demostración.

(1) Si f : M → [0, 1] es cualquier función continua, entonces existe g : X → [0, 1] continua

tal que g � X = f . Por el Corolario 2.2.3, existe una extensión continua F : βX → [0, 1]

de g. Consecuentemente, la función h = F � clβX(M) es una extensión continua de f .

(2) Si adicionalmente a la propiedad de extensión de funciones continuas del inciso (1), M

es un subespacio denso de X, entonces también es un subespacio denso de βX; y en

consecuencia, podemos concluir que clβX(M) = βX. Luego βX es equivalente a βM .

(3) Por el Teorema de extensión de Tietze (Teorema 1.1.12), toda función continua f :

M → [0, 1] tiene una extensión continua a todo X. Por el inciso (1), clβX(M) ≡ βM .
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Caṕıtulo 3

TEOREMA DE GLICKSBERG

Cuando se construye una estructura a partir de una ya conocida, una de las preguntas que

surge, sin importar el contexto categórico es la siguiente: ¿cómo se comporta esta nueva

estructura frente al producto? La compactación de Stone-Čech no es la excepción, por tanto

en este caṕıtulo daremos una condición necesaria y suficiente bajo la cual se satisface que

β

(∏
i∈I

Xi

)
=
∏
i∈I

βXi

para una familia {Xi}i∈I de espacios de Tychonoff. Para ello usaremos el concepto de pseu-

docompacidad y el resultado es expresado en el Teorema de Glicksberg.

Teorema 3.0.1 (Teorema de Glicksberg). Para espacios X e Y , se tiene que β(X × Y ) =

βX × βY si y solo si X o Y es finito, o X × Y es pseudocompacto [4, Teorema 1.6.8].

Demostración. (→) Asumamos que X e Y son infinitos y veamos que X × Y es pseudocom-

pacto. Si f ∈ C∗(X × Y ), esto es, f : X × Y → R es continua y acotada entonces por Defi-

nición 2.1.3, f se puede extender de forma única a una función continua F : βX × βY → R

la cual es acotada por Lema 1.3.8. Luego, g = F � (X × βY ) es continua y acotada, aśı

g ∈ C∗(X × βY ). Además, g � (X × Y ) = F � (X × Y ) = f . Aśı, X × Y está C∗-embebido

en X × βY . Aśı, por Lema 1.4.14 se tiene que πX es z-cerrada. De igual forma se llega a que

πY es z-cerrada. Por Lema 1.4.15 se sigue que X es un P -espacio o Y es pseudocompacto,
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y X es pseudocompacto o Y es un P -espacio. Luego, X es un P -espacio pseudocompacto o

X e Y son P -espacios o Y es un P -espacio pseudocompacto o X e Y son pseudocompactos.

En virtud del Lema 1.4.16 los casos X es un P -espacio pseudocompacto e Y es un P -espacio

pseudocompacto no pueden ocurrir puesto que X e Y son infinitos. Aśı, asumamos que X e

Y son P-espacios. Vamos a verificar que πβX : βX × Y → βX es z-cerrada. Por Lema 1.4.14

bastaŕıa probar que βX × Y está C∗-embebido en βX × βY . Sea f ∈ C∗(βX × Y ) entonces

f � (X × Y ) ∈ C∗(X × Y ). Sea f � (X × Y ) ∈ C(βX × βY ) la extensión de f � (X × Y ).

Luego, f � (X × Y ) � (X × Y ) = f � (X × Y ), en particular en X × {y} para todo y ∈ Y .

Además, para todo y ∈ Y se tiene que X × {y} = X×{y} = βX×{y}, aśı f � (X × Y ) = f

en βX × Y . Ahora, como βX × βY es compacto entonces por Lema 1.4.2 se tiene que

C(βX × βY ) = C∗(βX × βY ), aśı f � (X × Y ) ∈ C∗(βX × βY ) y por tanto βX × Y está

C∗-embebido en βX × βY . Luego, por Lema 1.4.14 se tiene que πβX : βX × Y → βX es

z-cerrada. Como βX es un espacio compacto infinito, aplicando el Lema 1.4.17 se tiene que

Y es pseudocompacto lo cual contradice al Lema 1.4.16 puesto que Y es un P -espacio infi-

nito. Por tanto, el único caso posible es cuando X e Y son pseudocompactos y en virtud del

Teorema 1.4.11 se tiene que X × Y es pseudocompacto.

(←) Si X o Y es finito entonces por Lema 1.4.12 se tiene que X × Y está C∗-embebido en

βX×βY y por Definición 2.1.3, β(X×Y ) = βX×βY . Ahora, si X×Y es pseudocompacto por

Teorema 1.4.11 se tiene que πX es z-cerrada, luego por Lema 1.4.13, X×Y está C∗-embebido

en X×βY . Pero como X es pseudocompacto y βY es compacto, por Corolario 1.4.10 se tiene

que X × βY es pseudocompacto. Luego por Teorema 1.4.11, πX : X × βY → X es z-cerrada

y en virtud del Lema 1.4.13, X × βY está C∗-embebido en βX × βY . Luego por Lema 1.4.4

se tiene que X × Y está C∗-embebido en βX × βY . De aqúı que β(X × Y ) = βX × βY .
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