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Introduccion

Las neuronas se comunican biolégicamente por medio de senales eléctricas, llamadas po-
tenciales de accién (también conocidos como espigas o disparos por la forma que tienen).
La forma exacta de cémo la informacién estd codificada en las secuencias de disparos
emitidas, que llamaremos trenes de impulsos, es muy dificil de comprender y descifrar.
Ha quedado claro, sin embargo, que la forma de un tren de impulsos refleja la naturaleza
de la informacién que se transmite, y las condiciones en que se ha generado [9].

Uno de los objetivos principales del andlisis de trenes de impulsos es la clasificacién de
un conjunto completo de neuronas, en clases de descargas similares; que proporcionan
informacion acerca de la conectividad funcional de una red neuronal investigada. Para
resolver este problema una variedad de medidas de distancia se han utilizado, general-
mente en combinacién con algin procedimiento de agrupaciéon. La distancia de conteo
de impulsos, que mide la similitud como la diferencia en el niimero de disparos emitidos;
las distancias de informacién, las cuales se basan en la complejidad de Kolmogorov ([2],
[14]) o la distancia de Kullback-Leibier ([12], [17]); la distancia de la funcién costo, que
requiere una funcién costo predefinida para determinar el precio de transformar un tren
de impulsos, ya sea moviendo, borrando y/o insertando impulsos [20]; y las distancias
de correlacién que miden las descargas coincidentes entre los trenes de impulsos ([8],[16],
[19]). Sin embargo, las soluciones que ofrecen estas distancias, por lo general sufren de
muchas deficiencias bésicas: en primer lugar, no se sabe cudl de estas medidas deben ser
consideradas pertinentes (ya que la naturaleza de la informacién neuronal se desconoce).
En segundo lugar, y relacionado con el primer punto, la mayoria de ellas introducen un
fuerte sesgo para predefinir los parametros de andlisis, y por tanto, su costo computa-
cional es muy alto.

Por lo tanto, un analisis éptimo de trenes de impulsos consta de dos pasos que deben
ser los més independientes de cualquier parametro predefinido respecto a la codificacion
y transmisién de la informacion entre las neuronas: una medida objetiva de similitud, y
un procedimiento de agrupacion efectivo. El primero define el tipo de similitud que se
toma como base para identificar los grupos de neuronas, el segundo establece como se
encuentran dichos grupos. Mientras que para el primer paso presentamos la distancia
Lempel-Ziv; para el segundo exponemos las caracteristicas del algoritmo de agrupamien-
to secuencial superparamagnético (SSC).

La distancia Lempel-Ziv (o simplemente distancia LZ), no requiere de la eleccion de

VI



INTRODUCCION VII

parametros arbitrarios de andlisis, es facil de implementar y computacionalmente efi-
ciente, ya que es cuatro a seis veces mas rapida que las demds distancias (dependiendo
de la longitud de los trenes de impulsos) [7]. Esta medida se aplica a trenes de impulsos
expresados como cadenas binarias y se fundamenta en la complejidad Lempel-Ziv [13].
Ademas considera los trenes de impulsos como cercanos si tienen patrones de descargas
similares, aunque posiblemente retardados. Esto es ventajoso cuando se estudian neu-
ronas bajo condiciones que estan mas alla del dominio del investigador. De esta manera,
la distancia LZ propone un enfoque alternativo en el estudio de la confiabilidad de las
descargas, comparada con medidas de distancias que se enfocan en descargas sincrénicas.
Por su parte, el algoritmo SSC se basa en las propiedades de un sistema magnético no
homogéneo, opera en analogia a un sistema Potts-spin y tiene una serie de ventajas
Unicas: proporciona informacién acerca de los diferentes regimenes auténomos de or-
ganizacion de los datos, los resultados son completamente insensibles a las condiciones
iniciales y el algoritmo es computacionalmente eficiente [15].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo establecemos las bases necesarias para la comprension y estudio de
este trabajo. Iniciamos exhibiendo la estructura anatémica de una neurona, y luego la
funciéon de la misma en el proceso de transmisién de la informacion dentro del sistema
nervioso. Este capitulo fue tomado de [18].

1.1. La Neurona

Las neuronas son células especializadas del sistema nervioso, y son, junto a las célu-
las gliales, las unidades basicas y estructurales de éste. Estas células se encuentran
organizadas en grandes y complejas redes; y su nimero sélo en el cerebro, es de aproxi-
madamente 10*2. En la tabla 1.1 se muestra algunos tipos de neuronas.

Tabla 1.1: Algunos tipos de Neuronas

Bipolar Se encuentran en el ojo, cambian la luz en impulso nervioso.
Somatosensorial Se encuentran en la piel. Sentido del dolor y de la ubicacién
espacial.
Motor Se encuentran en la médula espinal.

Células Piramidales | Se encuentran en la corteza, transmiten informacién dentro
del cerebro.

Células de purkinje | Se encuentran en el cerebelo, hablidades motoras.

Células de asociacién | Se encuentran en el tdlamo.

1.2. Anatomia Neuronal

Aunque la forma y estructura de una neurona puede variar a lo largo del sistema
nervioso, en éstas células se pueden distinguir tres partes funcionales: el soma, las den-
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dritas y el axén (ver figura 1.1).

El soma o cuerpo celular, tiene aproximadamente 20um en didmetro y contiene la ma-
yoria de los organelos, incluidos el nicleo, aparato de Golgi, mitocondrias y reticulo
endoplasmatico. Es aqui donde la célula produce ATP, empaqueta neurotransmisores,
aloja el material genético, y reune proteinas para la célula.

Cuerpo celular

Dendrilas
.

N

{1 terminales
WF axdnicos

N\ A
e ":l.x L
L_H‘-_'h' - -,{{;% .-".J."‘\Q‘\ -%
!lpr-.-.-u---" B “
£ ¥ 7
B b

Figura 1.1: Anatomia neuronal. Tomada de http://www.ikerjimenez.com/noticias/descubren-un-tipo-

de-neuronas-viajeras/index.html

Las dendritas son prolongaciones que salen de diferentes partes del soma. Suelen ser
muchas y ramificadas. El tamafnio y ramificacién de las dendritas varia segtun el lugar y
la funcién de la neurona. Las dendritas recogen informacién proveniente de otras neu-
ronas u érganos del cuerpo y la concentran en el soma, de donde, si el mensaje es intenso,
pasa al axdn.

El axén es una sola prolongacion que sale del soma en direccion opuesta a las dendritas.
Su tamano varfa segin el lugar donde se encuentre localizada la neurona (1mm — 1m).
La funcién del axén es la de conducir el impulso nervioso desde el soma hacia otra neu-
rona, musculo o glandula del cuerpo. El espacio intercelular del axén contiene pequenas
proteinas especializadas llamadas Legs kinesin las cuales transportan ATP mecanica-
mente. Algunos axones tienen ramales llamados axones colaterales.

La sinapsis es el sitio donde la dendrita de una neurona interactia con el axén de otra.
Hay aproximadamente 10'® sinapsis en el cerebro, asi, cada neurona tiene un promedio
de 1000 sinapsis. El nimero de sinapsis en una neurona, sin embargo, puede variar (entre
1000 y 10000). Es importante aclarar que la sinapsis no es una estructura singular, sino
que es la combinacién de tres estructuras: la pre-sinapsis que es el limite del axén, la
post-sinapsis que es el limite propio de una dendrita, y el “espacio sinaptico” de 20nm
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entre la pre-sinapsis y la post-sinapsis y esta técnicamente en el exterior de ambas neu-
ronas.

Los neurotransmisores son moléculas especializadas que son empaquetadas dentro de
vesiculas en el soma, transportadas hasta el final del axon, en la pre-sinapsis, por las
Legs Kenesin y son liberadas en el espacio sinaptico en reacciéon a un impulso eléctri-
co. Los neurotransmisores se difunden a través del espacio sindptico y llegan hasta la
post-sinapsis donde o excitan o inhiben impulsos eléctricos en la dendrita de una nueva
neurona.

1.3. Actividad Eléctrica Neuronal

Las neuronas son los componentes claves en el procesamiento de la senal dentro del
sistema nervioso, ya que su papel es el codificar y transmitir la informacion, es decir,
se encargan de que la informacion de un estimulo en alguna region sensorial sea trans-
portada y analizada; y que la respuesta al estimulo sea retransmitida a la regién que
corresponda. Esta transmision de la informacién se hace en forma de senales eléctricas
(llamadas potenciales de accién), a gran velocidad e inclusive a través de grandes dis-
tancias.

Antes de describir el comportamiento elétrico neuronal, precisaremos el significado de
voltajes y corrientes en el contexto celular. En los sistemas biolégicos, las corrientes son
un flujo de iones (por ejemplo: Na™,Cl™) y los voltajes son la diferencia de potencial
que ofrecen las diferentes concentraciones iénicas.

1.3.1. Voltajes Celulares

El voltaje transmembrana, V,,, se define como la diferencia de potencial a través de la
membrana celular y se mide en mV

Vm:¢i_¢e: _A¢ (11)

donde ¢; es el potencial en el interior de la célula y ¢. el potencial en el exterior de
la misma. El voltaje transmembrana puede alcanzar un estado estable llamado voltaje
de membrana en reposo, V'**  que no es cero. En muchas neuronas V'*" ~ —60mV .
Cualquier cambio positivo en V,, es llamado una despolarizacién y cualquier cambio
negativo en V,, es llamado repolarizacion. Ademds, puede haber una disminuciéon por
debajo de V¢ la cual es llamada hiperpolarizacién.

1.3.2. Corrientes Celulares

La corriente transmembrana, I,,,, es una medida del movimiento de iones a través de la
membrana de la célula y usualmente es medida en unidades de pA/cm?. Esta corriente
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es la suma de cuatro corrientes
Im = Icm + Iion + ]syn - Istim~ (12)

La corriente de capacitancia, I.,, es el resultado de la capacitancia natural de la mem-
brana celular. Recordemos que un capacitor no es mas que un aislador entre dos conduc-
tores. La membrana celular esta compuesta de lipidos que son aisladores y las soluciones
intra y extracelulares son liquidos salinos, y por lo tanto, son buenos conductores.

La corriente iénica, I;,,, es el resultado del flujo de iones a través de la membrana. [;,,
es la suma de diferentes corrientes (producidas por diferentes iones).

La corriente sindptica, Iy, es consecuencia de la comunicacién de las neuronas a través
de la sinapsis.

La corriente de estimulos, I4;,, es una corriente externa aplicada a la célula. Note que
el signo de Iy, es opuesto al de las otras corrientes.

1.3.3. Circuito Analogo

Es costumbre usar un circuito analogo para describir la relacion entre voltajes y co-
rrientes. En la figura 1.2, el nodo de la parte superior representa el interior de la célula y
el nodo de la parte inferior el exterior de la misma. Todas las corrientes son representadas
por un unico camino paralelo a través de los cuales las corrientes pueden atravesar la
membrana. Por conservacion de la corriente, I,,, = 0, asi

0= [cm + Iion + Isyn - Istim-

[st'im

— ey

]sy Icm [ion

Figura 1.2: Modelo de la conductancia en paralelo.

Substituyendo la conocida relaciéon entre voltaje y corriente para un capacitor,

dV,
0= Cm? + ]ion + ]syn - ]stim

dvp,

1
dt - C_[_]ion - ]syn + ]stz'm] (13)
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donde C,, ~ 1uF/cm? es la capacitancia de la membrana. La ecuacién anterior, es
la ecuacion diferencial que describe como V,, evoluciona con el tiempo en base a las
corrientes que fluyen a través de la membrana celular.

1.4. Membrana Pasiva

Siuna corriente externa (I, ) es aplicada a la membrana celular de tal manera que iones
positivos son obligados a entrar a la célula, el voltaje de la membrana se despolariza.
Si este cambio en V,, es menor que cierto umbral, V" se dice que la neurona estd en
estado de membrana pasiva (V" es de 5mVa 10mV mayor que V,**). En este estado,

Iy, = 0, por lo tanto
dV, 1
— = = _[ion+[sim . 1.4
= i) (14)
Se ha observado experimentalmente que cuando V,, es proximo a V'*** la fuga de iones
es proporcional a V,,. Por lo tanto podemos aproximar I;,, utilizando la ley de Ohm:
_ ¢z - ¢e o Vm

Lion = =_m 15
o R (1.5)

donde R,, es la resistencia especifica de la membrana al flujo de corriente y mide la
“permeabilidad” de la membrana (kQem?). Cuando V,, < V" R,, es constante y la
membrana se puede representar por el circuito RC' de la figura 1.3.

Luego
aV, 1 Vin
— = — | ——=— + Lstim | - 1.
dt Cm( R, - smm> (1.6)
[s im
t T¢z‘

Figura 1.3: Circuito RC anélogo de una membrana pasiva
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Si hacemos 7, = R, Ch, v Voo = Ryl siim, entonces

dv,
Tn—— + V0, = Voo (1.7)
dt
Por consiguiente, cuando I, es aplicada, V,, cargard la membrana a un ritmo regido
por T,.
Resolviendo la ecuacién anterior tenemos que

Vin(t) = Vao(1 — e7¥/™) (1.8)

donde t es el tiempo transcurrido desde la aplicacion de Ig;,,.
Cuando Iy, = 0, V,, sera algtin voltaje inicial V;, debido a la carga. A partir de este
valor, V,,, volvera a V! nuevamente a un ritmo regido por 7,

V() = Voe H/™m (1.9)

A continuaciéon examinaremos como una célula puede mantener un potencial en reposo
distinto de cero.

Las fuerzas de conducciéon del movimiento de iones

Consideremos la figura 1.4 donde los circulos y puntos representan dos tipos de iones
con carga positiva, pero la membrana sélo permite que un tipo de ién la atraviese. Esta
propiedad especial de la membrana que permite a unos iones atravesarla facilmente pero
a otros no es llamada permeabilidad selectiva y da lugar a un potencial distinto de cero
en reposo.

Fifura 1.4: Concentraciones iénicas y potenciales eléctricos en una célula.

Hay dos fuerzas que impulsan el movimiento de iones. La fuerza eléctrica, Fy, la cual se
debe a la diferencia de potencial (A¢) entre el interior y exterior de la célula. Recordemos
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que las posibles diferencias de potencial surgen de las diferentes cantidades de cargas a
ambos lados de la membrana. Por lo tanto, el potencial es debido a todas las cargas y
si estas son capaces de atravesar la membrana o no. La fuerza quimica, F¢, es debida
a la diferencia en concentraciones especificas de iones (AC) a través de la membrana y
actuard s6lo en un tipo de i6n (por ejemplo, puntos o circulos en la figura 1.4). Asi, el
hecho de que F; sea una funcién de todas la cargas y F una funcién de un solo tipo de
i6n, es la razén por la que la membrana puede soportar un potencial en reposo no nulo.
En reposo el voltaje de la membrana no cambia, por lo que % = 0. Si no hay estimulos,
la ecuacién (1.4) revela que I, debe ser igual a cero. Lo que refleja que no hay corriente
neta atravesando la membrana.

Como Fy y Fe son las fuerzas impulsadoras del movimiento de iones, si F; # Fg,
particulas cargadas atravesaran la membrana, es decir, I, # 0. Si L, = 0, Fy, = F¢
o la corriente debida al gradiente de potencial, Iy, es igual a la corriente debida al
gradiente de concentracion, Io. Utilizaremos la ley de Fick y la ley de Ohm para definir

I¢ y Ic.

Ley de Fick y gradientes quimicos

La ley de Fick describe el flujo, en ggi, de iones a través de un area de membrana de

espesor dzr por un gradiente de concentracion
ac
D

Cdr

Ic = (1.10)
donde el coeficiente de difusion, D (m;), es un propiedad del material de la membrana

y es una medida de que tan facil pueden atravesarla los iones. C' es la concentracion en
mol
m3 °

Ley de Ohm y gradientes eléctricos

Como se dijo anteriormente, la ley de Ohm para la membrana pasiva, V,, = I4R,,,

asi que
Vm qbz - qbe
I =" = . 1.11
" R,  Rn (L11)
La resistividad especifica de la membrana, R,,, puede considerarse como la capacidad

de algunos iones al pasar a través de un espesor dr de membrana

dx |Z|
=
npC Z
o1 ., . ., VA .
donde p, es la movilidad del ién. Z es la valencia del i6n, asi |—Z| es el signo de carga. C
es la concentracién iénica.

La movilidad g, y el coeficiente de difusién D estan relacionados por: p, = DiZ\F

RT
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donde R es la constante de los gases ideales, T es la temperatura, y F es la constante

de Faraday. Por tanto la ecuacién para R, la podemos reescribir como R,, = gé@TZ.
Sustituyendo en la ecuacion 1.11
16— 6JDCFZ
® T duRT
DCFZ dg¢
= —. 1.12
*" RT dx (1.12)
Usando las ecuaciones 1.10 y 1.12, y el hecho de que I;,, = Ic + I, tenemos que
dC  ZCF do
Livn =—D |—+ ——— 1.13
{dm T RT dx] (1.13)

En reposo, I;,, = 0, asi que
dC  ZCF do
- _p|X= 22 27
0 {d:c T RT d:c]
La ecuacion de Nernst

La ecuacién de Nernst relaciona V,'* con las diferentes concentraciones i6nicas intra y
extracelulares:

By | Ce si C es de un i6n positivo
rest ZF Ci|”
Vm - E’r’est - RT C. (]_]_4)
ZFIn | & |, en otro caso.

La figura 1.5 es el circuito andlogo para una membrana pasiva, donde el potencial de
Nernst es representado por una bateria, F,.s. La corriente que fluye a través del resistor
es descrita por

(1.15)

Figura 1.5: Circuito de membrana pasiva con potencial de reposo.
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La ecuaciéon de Goldman-Hodgkin-Katz

En realidad, hay muchos iones con diversas capacidades de atravesar la membrana,
asi como grandes particulas cargadas (por ejemplo proteinas), que no pueden cruzarla.
Lo que implica que lograr que I;,, = 0 para calcular V" se dificulta. Pero como los
principales iones involucrados son el Sodio, Potasio y Cloro, V'** puede aproximarse
por la ecuacién de Goldman-Hodgkin-Katz

o ﬁh’l PK[K+]6+PNa[Na+]e+Pcl[Cl7]i

En
F PK[K+]i+PNa[NCL+]Z'+P(jl[0l_]e

donde los términos P son las permeabilidades relativas (sin unidades) de los respectivos
lones.

Na*=14mM
K*=140mM

Na*=142mM
K*=4mM

Figura 1.6: Diferentes tipos de iones y la ecuaciéon Goldman-Hodgkin-Katz.

La figura 1.6 muestra un simple ejemplo para iones de Na™ y KT, cuando la célula
estd en reposo. Dado que Py = 1, Py, = 0.002, R = 8.316%, T = 300K,y F =
964875

RT J
— =0.0258 = = 25.8mV
Ia 00580 5.8m

1 dmM + 0.002 - 142mM
258 -1 — :
08 I T O 1 0.002 - 14mal mV.

Los potenciales de Nernst individuales para Na y K se pueden encontrar usando (1.14).
Los célculos demuestran que Ey, = 59.8mV y Ex = —91mV, ninguno de los cuales es
igual a —90mV. Note que V" es mds cercano a Ex que a Eya en reposo. Ademés,
Na* y KT pueden atravesar la membrana siempre y cuando la suma total de corrientes,
Lion, sea igual a cero. La direccion del flujo de corrientes, para un tipo de ion, puede
encontrarse comparando V"** y el potencial de Nernst para la concentracién de ese ién.
En general un i6n particular fluird en la direccion que enviard a V,,, més cerca de su
propio potencial de Nernst. Por convencién la corriente positiva es carga positiva que
sale de la célula.
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1.5. Membrana Activa y el Modelo de Hodgkin-
Huxley

En la seccién anterior consideramos la respuesta de una membrana a pequenos estimu-
los. En esta situacion, la resistencia de la membrana es constante y la corriente iénica
lineal, es decir, no depende de V,,,. Ahora, consideraremos que pasa cuando los estimulos
provocan que V,, alcance el umbral. En primera instancia, R,, deja de ser constante y
la membrana se modela como el circuito con resistencia variable de la figura 1.7.

El primer modelo fisiolégico exacto no lineal de I;,,, fue publicado en 1952 por Hodgkin-
Huxley [10].

]stim

i

Figura 1.7: Una membrana con resistencia Variable.

1.5.1. El Modelo de la Conductancia Paralela

La primera afirmacién del modelo de Hodgkin-Huxley, es que I;,, es la suma de tres
corrientes que actian independientemente. Estas corrientes son la corriente del Sodio
(Ina), la corriente del Potasio (/i) y una pequena corriente de escape (1), compuesta
principalmente por iones de Cloro . Matematicamente

Iy = Cm% + Ina + Ik + I1.
dt

Los datos experimentales mostraron que [, es una corriente lineal, mientras que Iy, y
I no lo son. Esta situacién se puede representar con un circuito como el de la figura
1.8, en el cual los resistores fueron reemplazados por los términos G, que representan
la conductancia (G = ). La conductancia es medida en unidades de Siemens (S). Sin
embargo, para algunas membranas bioldgicas es mas comun expresar la conductancia
en unidades de gfn—SQ
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Figura 1.8: Circuito analogo de Hodgkin-Huxley.

1.5.2. La Corriente de Escape

La corriente de escape al ser lineal, puede ser formulada de la misma forma como la
corriente lineal de la ecuacién (1.15)

Iy = GiVin — Ei

donde G, y Er, son la conductancia y el potencial Nernst relacionados a la corriente I,
respectivamente. Esta corriente no fue conocida completamente por Hodgkin-Huxley,
aunque conjeturaron (correctamente) que es la suma de otras corrientes iénicas.

1.5.3. Corrientes no Lineales y Voltaje Clamp

La caracterizacion de las corrientes Iy, e Ix es no trivial, debido a que existe un lazo
de retroalimentacién entre I, v V;,. Consideraremos la siguiente corriente genérica no
lineal

Inl = Gnl(vm)[vm - E’rl ]

En donde la conductancia G,; es una funcion de V,,. Por lo tanto, una variacién en
V., provoca un cambio en (GG,;, el cual tiene un impacto en I,;. Ahora, como I,,; es un
componente de [;,,, cualquier variacién de I,,; puede incitar a un nuevo cambio en V,,.
Para romper eficazmente el lazo de retroacciéon entre I, v V,,, Hodgkin y Huxley uti-
lizaron el método del voltaje clamp, que consiste en mantener el voltaje de membrana
en un valor fijo, V},, usando un circuito externo.

Si el circuito reacciona més rapidamente que la membrana, una corriente de equilibrio,
I, se envia a la célula para mantener un nivel voltaico especifico. El transito de esta
corriente contrarestante puede usarse para determinar qué tan rapido reacciona la mem-
brana a los cambios cuando V,,, = V}; mientras que la corriente del estado de equilibrio
(cuando t — 00), se usa para determinar la corriente maxima cuando se fija V,,. La
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combinacion de estos dos parametros, tiempo de reacciéon y corriente maxima, como
funciones de V}, , permitié a Hodgkin y Huxley desarrollar el primer modelo matemético
de una célula excitable.
La dependencia de las conductancias Gy, y Gk con V,,, estd ligada a las propiedades
biofisicas de los canales de la membrana que controlan el flujo de iones a través de la
membrana.
En su modelo, Hodgkin y Huxley proponen que cada canal puede ser pensado como
conteniendo pequenas compuertas, las cuales regulan las corriente de iones a través del
canal [11]. Cada compuerta, puede estar en estado permisivo o no permisivo. Cuando
todas las compuertas de un determinado canal se encuentran en estado permisivo, deci-
mos que el canal estd abierto y los iones pueden fluir a través de éste. Si alguna de las
compuertas esta en estado no permisivo, los iones no pueden pasar y el canal esta cer-
rado. Luego, la dependencia de G y Gy, con V,,, en el modelo de Hodgkin-Huxley, se
introduce suponiendo que la probabilidad de que una compuerta se encuentre en estado
permisivo o no permisivo, depende de V,,,. Si consideramos compuertas de un tipo par-
ticular, podemos definir la probabilidad, O;, de que una compuerta individual esté en
estado permisivo. En cambio, si consideramos un gran nimero de canales en lugar de
un canal, podemos considerar O; como la fraccién de compuertas de una gran poblacién
que se encuentran en estado permisivo y 1 —O; como la fracciéon en estado no permisivo.
La transicién entre los estados permisivos y no permisivos en este modelo obedece a la
ecuacion diferencial 40
L= (V)1 = 0) - 5(V)O; (116
donde «a; y f; son constantes de proporcién dependientes del voltaje de membrana [11].
«; especifica cuanta transicion ocurre entre el estado cerrado y el estado abierto y f;
expresa el nimero de transiciones del estado abierto al estado cerrado. Dicho de otra
forma la ecuacién (1.16) corresponde al siguiente esquema

0, 25 1-0, 0, 1-0;

Ahora, si el voltaje V,, es mantenido en un valor V', entonces la fraccién de compuertas
en estado permisivo, alcanzard un valor estacionario (es decir % = 0) cuando t — oo,
dado por

a; (V)
Oins (V) = : 1.17
V)= a0 .
El tiempo para alcanzar este valor de equilibrio, esta dado por
1
(V) = (1.18)

o (V) + Bi(V)
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Entonces

(V)1 = 0:) = Bi(V)0;i = (V) = Oifai(V) + (V)]

Luego, la ecuacién (1.16) puede expresarse como

dO; O — O;
= . 1.1
dt Ti ( 9)

La solucién de esta ecuacién es
Oi(t) = Oieo — (O — Oz'o)e*t/n

donde O;q es valor inicial de O;.

Cuando un canal esta abierto contribuye un poco a la conductancia total. Por lo tanto,
la conductancia es proporcional al niimero de canales abiertos, y estos a la vez, son
proporcionales a la probabilidad de que las compuertas asociadas se encuentren en estado
permisivo. Asi, la conductancia total G; debido a los canales de tipo j, con compuertas
de tipo i, es proporcional al producto de las probabilidades de compuertas individuales

O1:
G = g; H O;

donde g; es la conductancia méxima (cuando todos los canales estan abiertos).

La corriente del Sodio

Cuando Hodgkin y Huxley buscaban los valores de la constantes o y 8 utilizando el
voltaje clamp, encontraron que el canal de los iones de Sodio estaba compuesto de cu-
atro compuertas, tres de las cuales funcionaban de la misma manera, es decir, que las
constantes a y [ eran idénticas para estas compuertas. Estas compuertas fueron desig-
nadas con la variable m y la compuerta restante fue llamada h. Entonces, la conductancia
para el Sodio queda descrita por las expresiones

GNa = gNam3h (120&)
dm
— =ap(l—m) = Bam (1.20b)
dt
dh = ap(1 —h) — Buh (1.20c)

dt
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Por tanto, la corriente del sodio estard determinada por
INa = gNamSh[Vm - ENa]-

Ademas, haciendo ajustes de graficas con datos experimentales, Hodgkin y Huxley en-

contraron que
25 — v,

Qm = 0'16(257%)/10 1 (1.21a)
B = 4o/ (1.21b)
ap, = 0.07¢"m/?0 (1.21c)

1
B = cB0—v)/10 1 | (1.21d)

donde v,, es el potencial de membrana relativo a V'**  esto es, v, = V,,, — V¢t

La corriente del Potasio

Para la corriente del Potasio, Hodgkin y Huxley hallaron que Ok (V},) era el producto
cuatro veces de una misma variable, a la que llamaron n, por consiguiente

Ix = ggn*|Vy, — Ek] (1.22a)
O;—:: =a,(1 —n) = fun (1.22b)
donde,
10 — v,
a, = 0.016(10_%)/10 —7 (1.23a)
B, = 0.125¢vm/%0 (1.23b)

1.5.4. Estado Estacionario

Cuando V,,, es fijado en un valor V, la variables m, h y n alcanzaran un estado esta-
cionario dado por la ecuacién (1.17); y el tiempo necesario para alcanzar dicho estado,
por la ecuacion (1.18). Por lo tanto

i am(V) a
Moo (V) = V) + V)’ (1.24a)
1
(V) = TG (1.24b)
dm — Mee — My
e (1.24c)
m(t) = Moo — (Mog — mg)e ™. (1.24d)

donde myq es el valor inicial de m. Las variables h y n, poseen ecuaciones similares.
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1.6. Potenciales de Accion

Cuando la célula excitable es estimulada, el modelo de Hodgkin-Huxley genera una
rapida despolarizacién, seguida de una lenta repolarizacion hasta el reposo. Este ciclo
es conocido como un potencial de accién y es una medida funcional béasica de este tipo
de células (ver figura 1.9). En los potenciales de accién se distinguen cuatro fases, las
cuales se resumen a continuacion.

Fase 1- Reposo

Cuando V,, = V! 'm = my, ~ 0.05 y h = hy = 0.6, por lo tanto gn,m>h es pequeio.
Por otro lado, V,, es carcano a Ey, asi que la fuerza que impulsa los iones de Potasio
es pequena. Esto implica que tanto Iy, como Ik son pequenas, y el resultado es que
en reposo la corriente de escape I, dominard, y la membrana se comportara de forma
lineal.

Fase 2-Activacion

Si se aplica un estimulo, V,, tendra un cambio positivo. A medida que V,, se despolariza
las constantes «, 3, el estado estacionario y el tiempo en el que este ocurre, también
cambian sus valores. Consideremos lo siguiente:

» La fuerza impulsadora de Iy, (producto de la diferencia V,,, — Ey,) en reposo es
grande en magnitud pero nagativa, ya que V, es menor que Ey,.

= 7,, €s pequeno, asi que cualquier cambio en m., provocarda un cambio rapido en
m.

s V,, = Eg, por lo que la fuerza que impulsa a Iy es pequena.

Dadas estas caracteristicas, una pequena despolarizacién, causaria un aumento rapido
en my y m. El resultado es que la conductancia del Sodio (y de esta manera Iy,) se
incrementa, y Na' entrardn a la célula. Por consiguiente el potencial intracelular, ¢;,
aumentard (en cambio ¢, solo cambiard levemente). Debido a esto la membrana celular
se despolarizara ain mas. Este aumento en V,, se denomina activacién y por lo tanto a
m se le llama la compuerta de activacion.
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Potencial de accién
0--

Umbral

Figura 1.9: Potencial de accién: (1) Despolarizacién; (2) Repolarizacién; (3) Hiperpolarizacién.

Fase 3-repolarizacion

En esta fase V,, se aproxima al potencial de Nernst de la corriente de Sodio, es decir,
Vi, — Eng, v dos factores se hacen importante. Primero, h,, cambia lentamente de
~ 0.6 a ~ 0, por lo que 75, es relativamente grande en comparacién con 7,,. Ademas
después de cierto tiempo, h llega a ser tan pequeiia que el término m3h se reduce y por
lo tanto Iy, disminuye. Por este motivo, la variable h se conoce como compuerta de
inactivacion.

En segundo lugar, V,,, no estara tan cercano a Ej, por lo que la fuerza que impulsa a
los iones de Potasio aumenta. Luego Ik se hace positiva, es decir, los iones K fluirdn
hacia el exterior de la célula, lo cual causa una repolarizacion en V,,.

Fase 4-Hiperpolarizacién

Ahora, la corriente de Sodio regresa rapidamente a cero, pero [x permanece un poco
mas, esto lleva a que el potencial de membrana decrezca por debajo del nivel de reposo,
es decir, la membrana se hiperpolariza. Luego, la membrana se despolariza nuevamente
hasta el estado de reposo.

1.6.1. Propiedades de los Potenciales de Accion

El modelo de Hodgkin-Huxley es acertado, porque explica el origen de las caracteristicas
de los potenciales de accion. Las propiedades que nos interesan son:

Principio de todo o nada

Uno de los aspectos mas notables de la membrana celular, es su respuesta de dos mane-
ras a los estimulos. Si el voltaje resultante estda por debajo del umbral, la membrana
se despolarizara ligeramente, pero regresara rapidamente al potencial de reposo. Una
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vez que V,, estd por encima del umbral, la corriente del Sodio comienza un ciclo de
retroalimentacién positiva que resulta en un potencial de accién. Por lo tanto, una vez
que la corriente del Sodio es activada, un potencial de accién es inevitable.

Periodo refractario

Después que la corriente del Sodio haya provocado la iniciacion del potencial de accion
y la repolarizacion ha comenzado, durante este tiempo, ningin cambio adicional en m
causara una segunda entrada de Iy,, y por lo tanto no habra otro potencial de accion.
El tiempo cuando no es posible un segundo potencial de accion, se llama periodo re-
fractario absoluto (en muchas neuronas es de aproximadamente 1ms). Posterior a este
periodo, es posible encontrar un periodo refractario relativo, durante el cual es posible
un nuevo potencial de accion, pero se requiere de una despolarizacion mucho mayor a
la que generé al primero.

Una propiedad adicional de los potenciales de accién, es que poseen la misma amplitud
(= 100mV’) y su duracién estd en el rango de 1 — 2ms. Una cadena de potenciales de
accion la llamaremos un tren de impulsos. Los trenes de impulsos son de gran utilidad
debido a que son una medida de la actividad eléctrica de la célula excitable. Ademas,
en las neuronas la informacién a transmitir se encuentra codificada en estos trenes.
Luego, los potenciales de accién de una neurona son practicamente idénticos, por lo que
la forma, duracién y amplitud de estos no son relevantes en cuanto a la codificacion de
la informacion. Es en el tiempo en el que ocurren, y no solamente en su nimero, donde
se encuentra la informacién que contienen [9]. Es por esto que los trenes de impulsos
pueden ser descritos como secuencias de disparos generadas por un proceso puntual,
{t;}, donde t; corresponde al tiempo donde ocurrié el i-ésimo potencial de accién.

1.6.2. Propagaciéon y Sinapsis

Los potenciales de accién no se mantienen en un punto de la membrana, sino que viajan
a lo largo de ésta. Cuando el potencial de accién alcanza la terminacion axonal, hace que
las vesiculas presinapticas se peguen a la membrana, abriéndose y liberando en la sinap-
sis los neurotransmisores. Estos viajan a través del espacio sindptico hasta la siguiente
neurona, donde encuentran sitios especiales en la membrana celular de la siguiente neu-
rona llamados receptores. El neurotransmisor actiia como una pequena llave, y el lugar
receptor como una pequena cerradura. Cuando se encuentran, abren un camino de paso
para los iones, los cuales cambian el balance de iones fuera y dentro de la siguiente
neurona; y el proceso completo comienza nuevamente. Para ver el modelamiento de la
propagacién del potencial de accién y la transmisién sindptica, se puede consultar [18].
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La Distancia Lempel-Ziv

Dadas las propiedades de los potenciales de accion, en este capitulo nos centraremos en
uno de los aspectos més importantes del analisis de los trenes de impulsos: la definicion
de medidas de distancias sobre estas secuencias de potenciales de accion; las cuales
han ayudado a resolver dos problemas en métodos de neurociencia. Primero precisar
que tan confiables son las descargas neuronales, calculando la distancia media entre
un conjunto de trenes de impulsos obtenidos de multiples presentaciones de estimulos
idénticos (mientras més grande es la distancia media, menos confiable es la descarga
neuronal). Segundo en combinacién con algoritmos de agrupacién, las neuronas pueden
ser clasificadas en términos de la similitud de sus descargas. Entre las distancas que se
han utilizado para resolver estos problemas, podemos citar: la distancia de conteo de
impulsos, que mide la similitud como la diferencia en el nimero de disparos emitidos;
las distancias de informacién, las cuales se basan en la complejidad de Kolmogorov ([2],
[14]) o la distancia de Kullback-Leibier ([12], [17]); la distancia de la funcién costo, que
requiere una funcién costo predefinida para determinar el precio de transformar un tren
de impulsos, ya sea moviendo, borrando y/o insertando impulsos [20]; vy las distancias
de correlacién que miden las descargas coincidentes entre los trenes de impulsos ([8],[16],
19]).

A continuacion expondremos la distancia Lempel-Ziv [7], la cual se fundamenta en la
complejidad Lempel-Ziv [13] y no requiere de pardmetros predefinidos de analisis.

2.1. Complejidad Lempel-Ziv

Antes de definir la distancia Lempel-Ziv, los trenes de impulsos, dados como secuencias
de disparos neuronales {t;}, seran transformados en cadenas binarias (bitstrings). Para
esta transformacion, particionamos el intervalo de tiempo [0, 7] en n subintervalos de
longitud At (nAt = T) [7]. Si en el i — ésimo subintervalo encontramos al menos un
potencial de accion, marcaremos 1 en la ¢ — ésima posicién de la cadena; y cero en caso
contrario (generalmente se escoge At = 1ms que es el periodo refractario neuronal). La

18
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cadena binaria resultante la denotaremos por X,,. Esta cadena, es analizada mediante
un procedimiento, llamado codificacion LZ [23], que la particiona en subcadenas que no
se superponen llamadas frases. Una subcadena que comienza en la posicion ¢ y finaliza
en la posicién j la denotaremos por X, (i, j).

El conjunto de frases que resultan del andlisis de una cadena X,, se denota por Py, . Para
entender la codificacién LZ, asumamos que X,, ha sido analizada hasta la posicion i, de
manera que Px, (1,) es el conjuto de frases generadas hasta este instante, entonces la
siguiente frase X, (i41, j), debe ser la primera subcadena que no es elemento de Py, (1,7).
Como ilustracién la cadena 0011001010100111 se analiza como 0|01|1]00|10]101]001|11.
Note que mediante este procedimiento todos los elementos de Py, son distintos.

Dado esto, definimos la complejidad Lempel-Ziv:

Definicién 1. Para una cadena de bits X,,, la complejidad Lempel-Ziv K(X,,) de X,
se define

K(X,) = C<X")1;C<X"), (2.1)

donde ¢(X,) = |Px,|.

Note que el conjunto de frases de una cadena binaria Py, # ¢, por lo que la complejidad
LZ esta bien definida.

2.2. La Distancia LZ

Para explicar la distancia Lempel-Ziv, consideremos dos cadenas X,, v Y,, de igual lon-
gitud. A partir de la perspectiva de la complejidad LZ, la cantidad de informacién que
Y,, provee acerca de X,, se da como K (X,) — K(X,|Y,), donde

C(Xn|Yn) In C(Xn|Yn) si C(any’VL) 7é 0.

K(X,|Y,) = { n (2.2)

0, si C(X,|Y,) = 0.

y ¢(X,|Yy) es el tamano del conjunto diferencia Py, \ Py, .

Asi, si Y, no provee informacién acerca de X,,, los conjuntos Py, y Py, son disyuntos y
K(X,) — K(X,|Y,) = 0. Por el contrario si Y;, provee informacién completa acerca de
X,, entonces Px, \ Py, = ¢ v K(X,,) — K(X,|Y,) = K(X,,). Esto nos permite definir
la distancia LZ.

Definicién 2. Para dos cadenas binarias X, y Y, de igual longitud, la distancia LZ
d(X,,Y,) es:

KX) K (23)
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La distancia LZ también se puede escribir en la forma:

(X, Yy) = méx { K(XaYn) K(YalX,) }

K(X,) = K(Y,)
en efecto: sean

— i K(Xn|Yn) K (Yn|Xn) — méx 4 KXnlYn) K(Vn|Xn)
a—mm{l— KX ,1— ) } y b—max{ KOG R },

K(Xn|Yn) <by K(Yn|X7)

KX K < b, por lo que

entonces

K(Xn|Yn) K(Yn|Xn)

estoes,a>1-—0.

Por otro lado, 1 — b € {1 — Kg((}'z/)"), 1-— Kg(")‘/f)”) }, asi que a <1 — 0.

Luego
dX,|Ys)=1—a=1—(1-0) =0

Note ademés que 0 < K(X,|Y,) < K(X,) vy 0 < K(Y,|X,) < K(Y,), lo que nos garan-
tiza que 0 < d(X,,Y,) <1, para X,,, Y, cualesquiera.

En resumen, la distancia Lempel-Ziv compara el conjunto de frases generadas por una
codificacién LZ de dos cadenas binarias de trenes de impulsos correspondientes y con-
sidera las cadenas como similares si sus conjuntos de frases son parecidos; por tanto la
distancia LZ considera trenes de impulsos como cercanos si tienen patrones de descargas
similares, aunque posiblemente retrazados. Asi, la distancia entre trenes de impulsos con
patrones de descargas similares se espera que sean pequenas, mientras que la distancia
entre trenes con patrones diferentes se espera que sean grandes. De esta forma, la dis-
tancia Lempel-Ziv se centra en la similitud de los patrones de descargas, a diferencia
de las distancias entre trenes de impulsos anteriores, que median la confiabilidad de las
descargas en término de los tiempos de los potenciales de accion.



Capitulo 3

Agrupamiento Secuencial
Superparamagnético

El propdsito de este capitulo es establecer el método con el que las neuronas son agru-
padas en término de la similitud de sus descargas, el cual es una extensién del algoritmo
de agrupamiento superparamagnético de datos (SC): el algoritmo de agrupamiento se-
cuencial superparamagnético (SSC) [15]. El objetivo es encontrar una particién de un
conjunto de trenes de impulsos dados en varios grupos compactos.

3.1. Algoritmo SC

El problema del agrupamiento superparamagnético se puede indicar formalmente como
sigue: determinar la particién de N puntos de datos, {v;}}¥,, en grupos, de manera que
los datos en un grupo son mas similares entre si que los datos en diferentes grupos. Se
asume que o d;;, la medida de disimilaridad entre los datos v; y v; es proporcionada, o
que cada dato v; es representado por un punto z; en un espacio métrico D-dimensional,
en cuyo caso d;; = |T; — 7j|.

El agrupamiento superparamagnético se basa en las propiedades fisicas de un sistema
magnético ([4],[5]). Este método tiene una serie de ventajas tinicas: proporciona infor-
macién acerca de los diferentes regimenes autéonomos de organizacion de los datos, los
resultados son completamente insensibles a las condiciones iniciales y el algoritmo es
computacionalmente eficiente. A continuacién expondremos este algoritmo.

3.1.1. El Modelo Potts

En un modelo de Potts magnético, los spin son localizados en puntos v; que residen en
los sitios de alguna malla, y las variables bésicas (o estados), s, de los spin, pueden tomar
valores enteros s = 1,2,...,q. Pares de spins asociados a puntos ¢ y ;7 son acoplados
por una fuerza de interracién J;; > 0. Denotemos por & una configuracién del sistema,

21
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S = {s}¥,. La energia de esta configuracién estara dada por el Hamiltoniano

HS) =D J(l—6,s) si=12,....q (3.1)

<,j>

donde la notacién < i,j > representa puntos vecinos v; y v; (ver seccién 3.1.4). La
contribucién de un par < 4,7 > a H es 0 cuando s; = s;, es decir, cuando los dos spin
estan alineados, y J;; > 0 en otro caso. Si las interacciones que se eligen, son una funcién
decreciente de la distancia d;; = d(v;, v;), dos puntos se pueden considerar en el mismo
estado, si la distancia entre ellos es pequena.

Otras magnitudes fisicas importantes para este sistema magnético son el parametro de
magnetizacion y el conjunto de funciones ds,,;, debido a que sus promedios térmicos
reflejan las propiedades pedidas del modelo.

El pardmetro de orden del sistema es (m), donde la magnetizacién, m(S), de una con-
figuracion de spins S es definida como

_ quaac(S) - N

m(S) (g—1)N

(3.2)

Noao(S) = max{N,(S), No(S), ..., N,(S)}

donde N,(S) es el ntmero de spins con el valor p [6]; N, (S) = >, 65, -
El promedio térmico de 4, es llamada la funcién de correlacién spin-spin (o correlacién
par),

Glj - <581‘8j>’ (33)

y es la probabilidad de que dos spins s; y s; estén alineados.

Cuando los spins estan en una red y todos los acoplamientos del vecino mas cercano son
iguales, J;; = J, el sistema de Potts es homogéneo. Este modelo presenta dos fases. A
altas temperaturas el sistema es paramagnético o desordenado; (m) = 0.

A medida que la temperatura disminuye, el sistema sufre una transiciéon brusca a una
fase ordenada, ferromagnética, en la cual (m) # 0.

La variacion de la magnetizacion se relaciona con una cantidad térmica pertinente, la

susceptibilidad,
N

X == ((m*) = (m)?), (3.4)

que también refleja las fases termodinamicas del sistema. En fluctuaciones a bajas tem-
peraturas, la magnetizacion es insignificante, por lo que la susceptibilidad es pequena
en la fase ferromagnética.

Pasamos ahora a modelos Potts heterogéneos. A bajas temperaturas, este sistema tam-
bién es ferromagnético, pero cuando la temperatura es elevada el sistema puede presentar
una fase intermedia, la superparamagnética.
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A la temperatura de transicién de la fase ferromagnética a la superparamagnética, se ten-
dré un pico pronunciado de x ([4],[5]). En la fase superparamagnética, las fluctuaciones
de los grupos actuando en su conjunto dan lugar a una susceptibilidad casi constante.
A medida que la temperatura se eleva mas, cuando se alcanza la fase paramagnética,
x disminuye por un factor que es aproximadamente el tamano del grupo mas grande.
Asi, las temperatura donde hay una susceptivilidad méxima y la temperatura a la cual
x disminuye bruscamente, limitan el rango de temperaturas en el que el sistema esté en
su fase superparamagnética.

En la transicion de la fase supeparamagnética a la paramagnética, la correlacién entre
spins que pertenecen al mismo grupo “salta“ bruscamente a %(Z:—T)Q—I—% ~1— %—l—(’)(q%)
mientras que la correlacion entre spins pertenecientes a grupos diferentes no se modifica.
La fase ferromagnética se caracteriza por fuertes correlaciones entre todos los spins del
sistema: Gy; > q%ql(g%f)Z + 32

3.1.2. Simulacion de Monte Carlo de Modelos Potts:
el Algoritmo de Wolf

El objetivo ahora es evaluar los promedios térrmicos anteriormente mencionados. De la
fisica estadistica tenemos que el promedio termodindmico de una magnitud fisica A a
una temperatura T, estd dado por [4]

(A) =) AS)P(S), (3.5)
S

donde el factor de Boltzmann

P(S) = —exp (_@) , (3.6)

desempena el papel de la densidad de probabilidad que le da el peso estadistico a cada
configuracién de spin, S = {s}¥ |, en equilibrio térmico; y Z es una constante de norma-
lizacién, Z =3 s exp(H(S)/T).

Sin embargo, evaluar sumas como (3.5) para modelos con N >> 1 spins es poco practico,
debido a que el nimero de configuraciones & aumenta exponencialmente con el tamano
N del sistema. Simulaciones con el método Monte Carlo superan este problema mediante
la generacién de un subconjunto caracteristico de configuraciones, que se usan como
una muestra estadistica. Se basan en la nocién de muestreo de importancia, en el que
un conjunto de configuraciones de spin {S;,Sa,--+,Sy}, se genera de acuerdo a la
distribucién de probabilidad de Boltzmann (3.6). Entonces, la expresién (3.5) se reduce
a una simple media aritmética

(A) ~ %ZA(&) (3.7)
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donde el niimero de configuraciones en la muestra, M, es mucho menor que el niimero
total de configuraciones, ¢" [4]. El nimero de iteraciones, M, necesarios para la imple-
mentacién de (3.7) se construyen por medio de un proceso de Markov en el espacio de
configuraciones del sistema.

Los procesos o cadenas de Markov son procesos estocasticos que son tutiles al estudiar la
evolucion de ciertos sistemas en ensayos repetidos. Supongamos que hay un niimero finito
de estados posibles S1,5,,...,S,, y una sucesion de variables aleatorias X;, Xs, X3, ...,
en la que cada X; es igual a uno de los los n estados. Este proceso se llama cadena
de Markov, si las probabilidades condicionales que expresan este cambio satisfacen la
condicién de Markov:

P(Xt+1 - Sh|Xt - Sk7Xt—1 - Sk"t*l’ . o ,XO - Sko) - P(Xt+1 - Sh‘Xt - Sk)

para todo los instantes t. Esta propiedad es equivalente a establecer que la probabilidad
condicional de cualquier “evento” futuro es independiente de cualquier “evento” pasado,
y solo depende del estado actual del proceso. El valor

prk(t) = P(Xy = Sk|Xi—1 = Sh)

es la probabilidad de que la cadena esté en el estado Sy en el instante ¢, dado que haya
pasado por el estado S;, en el instante ¢ — 1; y se le conoce como la probabilidad de
transicién de moverse del estado .S, al estado S;, en el instante ¢. Cuando las probabili-
dades de transicién no dependen del tiempo, ppi(t) = puk, la cadena de Markov se dice
estacionaria u homogénea.

En las simulaciones de Monte Carlo, hay muchas maneras de generar la cadena de
Markov: aqui expondremos el algoritmo de Wolf ([3],[21]). La principal razén de esta
eleccion es que es perfectamente adecuado para el trabajo en la fase superparamagnética:
cambia el estado de un grupo de spins alineados en un paso de Monte Carlo, mientras
que los algoritmos locales (tales como Metrépolis) que utilizan movimientos estandares
se tardan una eternidad en hacerlo.

La primera configuracién se puede elegir al azar (o poniendo todos los s = 1). Supong-
amos que ya se han generado n configuraciones del sistema, {S;}!,, y empezamos a
generar la configuracién n + 1. Esta es la forma como se hace.

Seleccionamos un punto v;, de manera aleatoria, y cambiamos su estado s; por un nuevo
estado Spew € {1,...,¢q}, elegido al azar. La probabilidad (de transicién) de que los
vecinos mas cercanos de v; cambien sus estados a Sy, esta dada por

Ji
p'=1—exp (—%552.78].) . (3.8)

Note que sélo los vecinos de v; que estan en el mismo estado previo s;, son los candidatos
a cambiar su estado a S,.,. Los puntos que cambian sus estados crean una “frontera”, y
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no pueden cambiar de nuevo su valor durante la misma iteracion. Luego para cada pun-
to de la frontera, aplicamos nuevamente la ecuacion (3.8), para calcular la probabilidad
de que sus respectivos vecinos cambien su estado a s,.,. De esta forma, la frontera es
actualizada, y la actualizacion se repite hasta que la frontera no cambia mas. De esta
manera, obtenemos una la nueva configuracion S,,11, en la cual el estado de cada punto
de la frontera es s,.,. Esto define un paso de Monte Carlo S,, — S,11. Iterando este
procedimiento M veces, mientras se calcula en cada paso de Monte Carlo la cantidad
A(S;), obtenemos la cantidad termodinamica (3.7). Las cantidades fisicas que nos intere-
san son la magnetizacién (3.2) y su cuadrado para el célculo de la susceptibilidad y; y
la funcién de correlacién spin-spin (3.3). En realidad, en la mayoria de simulaciones una
serie configuraciones iniciales se descartan, para permitirle al sistema que “olvide” su
estado inicial. Esto no es necesario, si el nimero de configuraciones M no es demasiado
pequeno (aumentar M de hecho mejora la exactitud estadistica de la medida de Monte

Carlo).

3.1.3. La Agrupacion de Datos - Descripcion Detallada del Al-
goritmo

Hasta ahora hemos definido el modelo Potts, las diferentes funciones termodinamicas
que se mide en él y el método numérico para medir estas cantidades. Ahora regresaremos
al problema en el cual estos conceptos se utilizaran, es decir, la agrupacion de datos.
En aras de la claridad, supongamos que los datos se componen de N patrones o medi-
ciones v;, especificadas por N vectores correspondientes #; incrustados en un espacio
métrico D-dimensional. Este método consta de tres etapas. El punto de partida es la
especificacién de la funcién de Hamilton (3.1), que gobierna el sistema. Luego, mediante
la medicion de la susceptibilidad x como funcién de la temperatura, se identifican las
diferentes fases del modelo. Por tltimo, se mide la correlacién entre spins vecinos, Gj,
la cual se utiliza para dividir los spins y los correspondientes puntos de datos en prupos.
El esquema de las tres etapas y las sub-tareas que figuran en cada una, se pueden resumir
de la siguiente manera:

1. Construir el problema fisico Potts-spin analogo :

a) Asociar una variable Potts spin s; = 1,2, -+ | ¢ para cada punto v;.

b) Identificar a los vecinos de cada punto v; de acuerdo con un criterio selec-
cionado.

c¢) Calcular la interaccién J;; entre los puntos vecinos v; y v;.
2. Buscar la fase superparamagnética.

a) Estimar la magnetizacién (térmica) promedio, (m), para diferentes tempera-
turas.
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b) Utilizar la susceptibilidad x para identificar la fase superparamagnética.
3. En el régimen de superparamagnético

a) Medir la correlacién spin-spin, G;;, para todos los puntos vecinos v; y v;.

b) Construccién de los grupos de datos.

En las siguientes subsecciones se ofrecen descripciones detalladas de la forma en que
cada una de las tres etapas se llevaran a cabo.

3.1.4. EIl Problema Potts-spin Analogo

Primeramente, debemos especificar el Hamiltoniano (3.1), que es la base del andlogo
fisico de los puntos de datos a agruparse. Luego, asignamos un Potts-spin a cada uno
de los puntos de datos, e introducimos interacciones de corto alcance entre spins que
residen en los puntos vecinos. Por lo tanto, debemos elegir el valor de ¢, el nimero de
estados posibles que un Potss-spin puede tomar, definir lo que se entiende por puntos
"vecinos” y proporcionar la dependencia funcional de la fuerza de interaccién, J;;, con
la distancia entre los spins vecinos.

Las variables de Potts-spin

El nimero de estados Potts, determina sobre todo la nitidez de las transiciones y las
temperaturas a las que se producen. Cuanto mas alto sea, més nitida sera la transicion.
Sin embargo, la influencia de ¢ en el resultado de la clasificaciéon es débil, ya que este
valor no implica ninguna hipdtesis sobre el niimero de grupos presentes en los datos. Es
usual utilizar ¢ = 20 en diferentes problemas de agrupacion.

La identificacién de los vecinos

La necesidad de identificacion de los vecinos de un punto #;, puede eliminarse dejando
que todos los pares 7, j de Potts-spin interactiien unos con otros, a través de una inter-
accién de corto alcance Ji; = f(q4,,), la cual decae lo suficientemente rdpido (de forma
exponencial) con la distancia entre los dos puntos de datos. Las fases y las propiedades
de la agrupacion del modelo no seran afectadas fuertemente por la eleccion de f. Este
modelo tiene O(N?) interacciones, lo que hace que su simulacién sea bastante cara para
N demasiado grande. Por conveniencia computacional, mantendremos tnicamente las
interacciones de un spin con un nimero limitado de vecinos, haciendo los otros J;; igual
a cero. Dado que los datos no forman una red regular, se tiene que proveer una definicion
razonable de “vecindad”.

Es usual utilizar, para espacios de bajas dimensiones (D < 3), las caracteristicas de la
triangulacién de Delaunay en la agrupacién de datos [1].
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Para dimensiones mayores usamos el valor de vecindad mutua; decimos que v; y v; tienen
un valor de vecindad mutua K, siy soélo si v; es uno de los K-vecinos mas cercanos de
v;. Elegimos K de tal manera que las interacciones enlacen todos los puntos de datos
en un grafico conectado. Es evidente que K aumenta con la dimensionalidad. Se han
encontrado conveniente, en casos de muy alta dimensionalidad (D > 100), fijar K = 10.

Interaccion Local

Ahora, estableceremos la interaccién entre los spin. Para ello, supondremos que hay
una “escala de longitud local” a. Esta a, es la escala caracteristica sobre la cual las
interacciones de corto alcance decaen. Definiremos la interaccién entre spin por [4]

d2.

1 i . .

= exp (— 2) si v; ¥ v; son vecinos

Jy = KR J (3.9)
0, en otros casos.

Elegimos la escala de longitud local, a, como el promedio de todas las distancias d;;
entre los pares de vecinos v; y v;. K es el nimero medio de vecinos, y es igual al doble
del niimero de interacciones que no se anulan dividido por el nimero de puntos N. Esta
normalizacion cuidadosa de la fuerza de interaccion, nos permite estimar la temperatu-
ra correspondiente a la mayor transiciéon superparamagnéticas (ver seccién 3.1.5). Cabe
senalar que todo lo hecho hasta ahora puede ser facilmente implementado, en el caso
cuando en lugar de proveer los 7; para todos los datos, tenemos un matriz N x N de
diferencias d,;. Esto fue probado en experimentos para la agrupacién de imagenes, en
las que solo una medida de la disimilitud entre ellos estaba disponible. La aplicacion
de otros métodos de agrupacién habria necesitado incorporar estos datos en un espacio
métrico, sin embargo, la necesidad de esto fue eliminado mediante el uso de SSC.

Los resultados obtenidos aplicando el método de la matriz de diferencias de estas
imagenes fueron excelentes, todos los puntos fueron clasificados sin ningtn error.

3.1.5. Localizacion de las Regiones
Superparamagnéticas

Los intervalos de temperaturas en los cuales el sistema se auto-organiza en diferentes
particiones de grupos, son identificados midiendo la susceptibilidad x como una funciéon
de la temperatura. Comenzamos resumiendo el procedimiento de Monte Carlo y con-
cluimos entregando un estimado de la temperatura de transiciéon més alta al régimen
superparamagnético.

Usamos el algoritmo de Wolf descrito en la seccion 3.1.2; aqui damos un resumen paso
por paso del procedimiento.
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1. Escoga el nimero de iteraciones M a ejecutar.

2. Genere la configuracién inicial, asignando un estado aleatorio a cada spins.
3. Seleccione un punto v; de manera aleatoria e identifique su frontera.

4. Asigne un nuevo estado (aleatorio), S, a los puntos de la frontera.

5. Calcule el valor asumido por las cantidades fisicas de interés en la nueva configu-
racién de spins.

6. Vaya al paso 3, al menos que el nimero maximo de iteraciones M haya sido
alcanzado.

7. Calcule el promedio (3.7).

La fase superparamagnética puede contener muchas subfases con diferentes propiedades
de orden. Un ejemplo tipico puede ser generado por datos con una estructura jerarquica,
dando lugar a diferentes particiones aceptables de los datos. Medimos la susceptibilidad
x a diferentes temperaturas para localizar estos regimenes. El objetivo, es identificar las
temperaturas en las cuales el sistema cambia su estructura.

Como se discutio en la seccién 3.1.1, existen dos caracteristicas bésicas de y en las
cuales estamos interesados. La primera es un pico en la susceptibilidad, que senala
la transicion de la fase ferromagnética a la superparamagnética, en la cual un grupo
grande se rompe en unos pocos grupos mas pequenos. La segunda caracteristica es un
decrecimiento abrupto de la susceptibilidad, correspondiendo a la transicion de la fase
superparamagnética a la paramagnética, en la cual uno o mas grupos se han fucionados
(es decir roto en muchos grupos pequenos).

La localizacion de la transicién de la fase superparamagnética a la paramagnética, puede
ser estimada por las siguientes condiciones. Primero aproximamos los grupos por un
reticulo ordenado con nimero de coordinacién K y una iteraccion constante

J~ (i) = <<%6Xp <_2d§2)>> N %eXp <_<<j§2>>)

donde (---) denota el promedio sobre todos los vecinos. Segundo, a partir del modelo
de Potts en un reticulo cuadrado [22], obtenemos que esta transicién deberfa ocurrir a

N 1 ()
T~ mexp (— 5,2 > . (3.10)
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3.1.6. Identificaciéon de los Grupos de Datos

Una vez la fase superparamagnética y sus diferentes subfases han sido identificadas,
seleccionamos una temperatura en cada region de interés. Lo racional es que cada subfase
caracterice un tipo particular de particion de los datos, con nuevos grupos fusionandose
o rompiéndose. Por otro lado, cuando la temperatura varia dentro de una fase, uno sélo
espera encogimiento o expasion de los grupos existentes, cambiando solo la clasificacion
de los puntos en los bordes de los grupos.

La correlacién spin-spin

Para la construcciéon de los grupos de datos usamos la funcién de correlacion spin-spin,
Gj, que es el promedio térmico de las funciones d,,,, (3.6), y puede ser calculada por
el método de Monte-Carlo exhibido anteriormente.

Los grupos de datos

Los grupos son identificados en tres pasos:

1. Construya el centro de los grupos usando un procedimiento umbral; si G;; > 0.5,
se vincula los puntos de datos vecinos v; y v;. El grafico conectado resultante
depende débilmente del valor (§ = 0.5); y usamos este umbral, siempre y cuando
1 2
2<f<l—2=,

q q

2. Capture puntos en la periferia de los grupos, uniendo cada punto v; con su vecino
v;j de correlacion maximal G;;. Puede suceder, claro estd, que puntos v; y v; hayan
sido unidos en el paso anterior.

3. Los grupos de datos son identificados como los componentes unidos de los graficos
obtenidos en los pasos 1 y 2.

3.2. Procedimiento Secuencial

Dadas las bases del algoritmo SC, pasamos ahora a explicar el procedimiento secuencial.
Ya vimos que los grupos se expresan como regiones de orden que son estables sobre un
rango de T'. SC posee dificultades con conjuntos de datos que contienen grupos con
diferentes densidades (estabilidades), ya que estos grupos no aparecen en los mismos
niveles de temperatura. El SSC resuelve este problema por medio de un procedimiento
secuencial, en el que en cada etapa el grupo mas estable es extraido del conjunto de datos,
y SC es aplicado nuevamente al conjunto residual; el procedimiento continia resultando
en una estructura de arbol binaria, y se detiene sino se encuentran mas estructuras
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estables, es decir, si el grupo més estable es menos estable que un valor umbral Sy [15].
Definimos la estabilidad St de un grupo como

1.
Sp = Tm;’ (3.11)

donde T, es el rango de temperatura sobre el cual el grupo aparece y T}, €s la tem-
peratura de la transiciéon paramagnética. Asi, St, expresa la estabilidad del grupo en
relacion a la estabilidad del conjuto entero. En la mayoria de los problemas en los que
se ha utilizado SSC, se busca determinar los grupos naturales (es decir, grupos sin
subestructuras significativas) de un conjunto de datos a agrupar. Estos grupos al no
poseer subestructuras, muestran un transicién directa de la fase ferromagnética a la
paramagnética. Por tanto, la temperatura que marca el final de la fase ferromagnética,
Tferro, €s un buen indicador de que tan natural es un grupo en si mismo (en contraste,
St da informacién de que tan natural es el grupo en relacién al conjunto de datos).

El procedimiento secuencial es el siguiente:

1. Para el conjunto de entrada S, determine la interacciones J;; y aplique SC.

2. Determine el grupo més estable en término de Sp. Si Sy > Sy vuelva a (1) y
comience nuevas sesiones con S} = C'y Sy = 5\ C, sino determine T'cyro.

3. En la nueva iteracién, si S = S; identifique S como un grupo natural, y si S =
Sy use T'terro para jusgar si S es un grupo natural o un conjunto de puntos no
agrupados.

De esta manera, Sy es el principal parametro de control que debe ser preestablecido. Un
beneficio adicional del procedimiento secuencial es que la eleccion del nimero de vecinos
cercanos K se vuelve un asunto no critico. El cambio de K en el rango de 5 y 15 suele
no tener efecto en el resultado final.

3.3. La distancia Lempel-Ziv y SSC

Definida la distancia LZ, y dadas las caracteristicas del agrupamiento superparamag-
nético, disponemos de las principales herramientas del analisis de los trenes de poten-
ciales de accién. Una de las particularidades de la distancia LZ, que la diferencia de
otras medidas de distancias entre trenes de impulsos, es que los considera como cer-
canos si poseen patrones de descargas similares. Esto permite, al momento de clasificar
neuronas en clases de descargas similares (utilizando SSC), agrupar trenes de impulsos
con patrones de descargas similares, aunque posiblemente retardados [7]. De esta forma,
la distancia Lempel-Ziv da un enfoque alternativo en el analisis de las secuencias de
potenciales de accion, comparada con medidas que se enfocan en descargas similares.
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Direcciones en las que se Puede
Continuar Este Trabajo.

En este trabajo hicimos una descripcién detallada del proceso de agrupacion de trenes
de potenciales de accién, en clases de descargas similares, usando el algoritmo SSC junto
con la distancia Lempel-Ziv. Una continuacién de este trabajo, seria la implementacion
de SSC y la distancia LLZ en un lenguaje de programacion accesible, como C o Matlab,
direccion en la cual ya estamos trabajando.

Otra direcciéon interesante en la que se puede continuar este trabajo, es la clasificacién y
la confiabilidad de las descargas neuronales con comportamiento de oscilador cuadrado
o eliptico, la cual se basa, no en la posicién de los potenciales de accién sino, en la
amplitud de grupos de trenes de impulsos separados por periodos refractorios. En este
ultimo caso las cadenas de bits (bitstrings) estarfan marcadas por dos tiempos (ver
Figura 4.1), a diferencia de un solo tiempo como en el caso presentado en este trabajo,
uno al final del periodo refractario y otro al comienzo.

20 T T T T T T T T
O _
\%
20| 4
_q0L L | | 1 1 1 1 1 L I
0 20 t; 40 £ 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Figura 4.1: Square-wave burstring (oscilador cuadrado).
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Conclusiones

La forma de un tren de impulsos refleja la naturaleza de la informacion que transmiten
las neuronas, y las condiciones en las que se ha generado. Debido a esto, un estudio de
estas secuencias de potenciales de accion, permite no sélo medir la actividad eléctrica
celular, sino también clasificar las neuronas en término de la similitud de sus descargas.
Ademas Los potenciales de accién son idénticos en forma, amplitud y duracién, por lo
que lo relevante en un tren de impulsos es el nimero de potenciales accion y los tiempos
en los que producen.

Un analisis éptimo de trenes de impulsos, contiene dos factores:

» Una medida objetiva de similaridad, que define el tipo de “semejanza” que se
toma como base para identificar los grupos de datos. En este aspecto, La distancia
LZ, no requiere de la predefinicion de pardmetros arbitrarios de analisis, es facil
de implementar y computacionalmente eficiente. Ademas, precisa que los trenes
de impulsos sean transformados en cadenas binarias (bitstrings), y considera las
cadenas como similares si sus respectivos conjuntos de frases son parecidos. Por lo
que los trenes de impulsos seran cercanos si poseen patrones de descargas similares.

» Un procedimiento de de agrupacion efectivo, el cual establece como se encuentran
los grupos de datos. En este sentido, presentamos el algoritmo de agrupamien-
to secuencial superparamagnético (SSC), que es una extensién del algoritmo de
agrupamiento superparamagnético (SC).

e SC se basa en las propiedades fisicas de un sistema magnético no homogéneo
y opera en analogia un moodelo Potts-spin, los promedios termodinamicos
de las magnitudes fisicas de este modelo pueden ser calculadas por medio de
simulaciones de Monte-Carlo (algoritmo de Wolf).
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e En SSC se pueden determinar los grupos que no poseen subestructuras signi-
ficativas (grupos naturales), la eleccién de los vecinos més cercanos se vuelve
un asunto no critico y a diferencia de otros procedimiento de agrupacion, sino
se cuenta con una métrica, se puede trabajar con una matriz de disimilari-

dades d;;.

Por ultimo, la distancia LZ y SSC clasifican las neuronas en término de la similitud de
sus descargas, y mantienen en el mismo grupo, las neuronas con patrones de descargas
similares, aunque posiblemente retardados.
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