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Introduccion

Una matriz A € R"™™ es totalmente no positiva (totalmente negativa) y se denota co-
mo matriz t.n.p. (t.n) si todos sus menores son no positivos (negativos). En el caso de
matrices cuadradas totalmente negativas, en [6] se analizan propiedades espectrales y
factorizaciones del tipo LDU. Para matrices invertibles totalmente no positivas, en [5]
se estudia su caracterizacién a partir de la factorizacién LDU lo que permite, por una
parte, reducir el nimero de menores a estudiar para saber si una matriz es totalmente
no positiva y, por otra, obtener propiedades similares a las conocidas para las matrices
totalmente positivas T'P, es decir, matrices cuyos menores son todos no negativos. Dada
una matriz A € R™™ con ran(A) = r, se llama factorizacién de rango completo en
forma escalonada de A a la factorizaciéon de rango completo de la forma A = LDU,
donde L € R™" es una matriz en la forma escalonada inferior, D = diag(d,, ds, ...d,)
es una matriz diagonal e invertible, y U € R"™™ es una matriz en la forma escalonada
superior. Es conocido que no todas las matrices tienen factorizaciones de este tipo, pero
si dicha factorizacién exite, entonces es tnica [2]. Cuando A tiene rango completo por
filas (columnas) diremos que L(U) es triangular inferior (superior) unitaria.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera, en el capitulo 1, se muestra la
notacién respectiva y la factorizacion de Cholesky para matrices simétricas definidas
positiva de orden n x n. En el capitulo 2, a partir de la caracterizacién para las ma-
trices rectangulares totalmente no positivas (totalmente negativas) en términos de su
factorizacién de rango completo [3], se obtiene una reduccién significativa del nimero
de menores a estudiar para saber si una matriz rectangular es totalmente no positiva
o totalmente negativa. Estos resultados son analogos a los conocidos para las matrices
totalmente positivas TP, y para las matrices estrictamente totalmente positivas ST P,
matrices cuyos menores son todos positivos. y en el capitulo 3, en el caso cuadrado e
invertible se traslada a las matrices t.n.p. y t.n. una caracterizacién a partir de su fac-
torizacién Q)R similar a la obtenida para matrices totalmente no negativas y totalmente
positivas en [8,Teorema 4.7].
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

En este capitulo se establecen algunas definiciones y notaciones basicas, necesarias para
la comprensién de este trabajo.

Definicién 1. Sea A € R™™, se denota por Ala|f] la submatriz de A formada por las
filas de indices o« C {1,2,...,n},y las columnas de indices B C {1,2,...m}. La submatriz
principal Ala|a] se denota por Ala]. Ademds, dados k,n € N, 1 < k <n, Q. denota
el conjunto de todas las sucesiones crecientes de k numeros naturales menores o iquales
que n. Cuando los nimeros naturales son consecutivos, la secuencia se denota por an
FEl cardinal de o se denota por card(a).

Definicién 2. Sea A € R™" o, C {1,2,...,n} conjuntos de indices tales que card(a) =
card(B) =k, 1 < k < n. Entonces el determinante de la submatriz Ala|f5] de A se llama
menor de orden k. Si 1 < k < n, entonces, detAla|f] se le llama menor propio de A.

Definicién 3. Se denotard con R™™™ al conjunto de las matrices rectangulares de orden
n X m con entradas en el campo R.

Definicién 4. Una matriz real de tamano n x m se dice que es totalmente no positiva
(totalmente negativa) y se denota como matriz t.n.p. (t.n.) si todos sus menores son
no positivos (negativos).

Definicién 5. Dada una matriz A € R™™ con ran(A) = r, se llama factorizacion
de rango completo de A a la factorizacion de la forma A = FG, donde F € R,
G e R yran(F) =r =ran(G).

Definicién 6. Dada una matriz A € R™™ con ran(A) = r, se llama factorizacion
de rango completo en forma escalonada de A a la factorizacion de rango completo de
la forma A = LDU, donde L € R™" es una matriz en la forma escalonada inferior,
D = diag(dy,ds, ...,d,) una matriz diagonal e invertible y U € R™™ es una matriz en
la forma escalonada superior.
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Definicién 7. Una matriz estd en forma escalonada superior si cumple las tres condi-
ciones siguientes:

i. su primer elemento no nulo situado mas a la izquierda en cada fila es un 1 llamado
1 principal de dicha fila.

it. cada 1 principal estd situado a la derecha de los 1°s principales de las filas ante-
TLOTES.

iti. las filas nulas se situan debajo, en las ultimas filas de la matriz.

Definicién 8. Una matriz esta en forma escalonada inferior si su transpuesta estd en
forma escalonada superior.

Definicién 9. Una matriz A € R™™ es estrictamente totalmente positiva (STP) si
todos sus menores son positivos.

Definicién 10. Una matriz A € R™™ en forma escalonada inferior (superior) es
ASTP si todos sus menores no triviales son positivos.

Definicién 11. Una matriz A € R™™ es totalmente positiva (T'P) si todos sus menores
som no negqgativos.

Teorema 1. Una matriz A € R™™ es invertible si y solo si detA # 0.

1.1. Identidad de Cauchy-Binet

Sea A € R™" y B € R tal que m < n. Sea 7 una funcién de {1,2,...,m} en
{1,2,...,n}, tal que v(1) < v(2) < ... < y(m). Usando los valores y(1), ..., y(m) para se-
leccionar m columnas de A para formar una matriz A, de orden m x m y las filas
correspondientes de B para formar una matriz B, de orden m X m, entonces,

detAB =} detA,detB,. En [1], la identidad es expresada de la siguiente manera,
detABa|f] = > det Ala|y]det B[y|f], con car(y) = car(a) = car(pB).

'YGQk,n

1.2. Factorizacion de Cholesky

Toda matriz simétrica, definida positiva A € R™" admite una tnica factorizacion de
Cholesky A = LL!, donde L € R™*" es triangular inferior con diagonal principal positiva;
L es llamada factor triangular inferior de Cholesky de A. Cuando A € R™*™ se obtiene
la factorizacién de A'A. Si A tiene rango completo por columnas, entonces A’A es
simétrica definida positiva, en otro caso, es simétrica semidefinida positiva y tiene una
Unica fartorizacion de Cholesky de rango completo.
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3 i es simétrica definida positiva y por tanto admite
. L 143 ]2 0 2 32
una unica factorizacion de Cholesky, A = {3 7} = {3/2 \/E/Q} [O \/E/Q] = LIt

Ejemplo 1. La matriz A = {4



Capitulo 2

Caracterizacion de matrices t.n. y
t.n.p. por menores

En esta secciéon obtenemos una caracterizacion de las matrices totalmente negativas
(t.n.) y de las matrices totalmente no positivas (t.n.p.) a partir del signo de determinados
menores, teniendo en cuenta su factorizacion de rango completo en forma escalonada.
Resultados similares para matrices ST P se pueden encontrar en [9] y para TP en [4].

Teorema 2. Sea A € R™™ con apm < 0 yn < m. A es una matriz t.n. si y solo si
A admite una factorizacion de rango completo en forma escalonada A = LDU, donde
L € R™"™ es una matriz escalonada inferior ASTP, U € R"™ ™ es una matriz escalonada
superior ASTP y D = diag(—dy,da, ...,d,) cond; >0,i=1,2,...,n.

Demostracion. Ver ([3]. Teorema 5) O

Teorema 3. Sea A € R™™ con ay; < 0, apm < 0 y ran(A) = r. A es una matriz
tn.p. si y solo si A admite una factorizacion de rango completo en forma escalonada
A = LDU, donde L € R™" es una matriz TP escalonada inferior, U € R™™ es una
matriz TP escalonada superior, ran(L) = ran(U) = r, todos los elementos de L y de U
que no son nulos, por la estructura triangular de las matrices deben ser necesariamente
positivos, y D = diag(—dy, dy, ...,d,) cond; >0, 1=1,2,...r.

Demostracion. Ver ([3]. Teorema 9) O

Nota 1. En el Teorema 2, sea A € R™™ una matriz t.n.p. y a;; < 0. Consideremos la
factorizacion A = LDU, entonces las entradas de la primera columna (fila) de L(U)
son positivas, por que sily =0 (Uy; = 0) para algin j € {2,3,...,n}, entonces, a;; >0
lo cual contradice el hecho de que A sea t.n.p., ademds como L(U) es una matriz TP
tenemos que detL[j,i|1,j] > 0 (detU[1,j|j,i] > 0), asi l;; > 0 (U;; > 0) para todo
i > j, Porlo tanto L(U) es una matriz TP triangular inferior (superior) unitaria con
entradas positivas debajo (encima) de la diagonal principal.
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Teorema 4. Una matriz A € R™™ es STP si y solo si para cada k = 1,2,...,n. Las
siguientes desigualdades se satisfacen:

detAla|1,2,....,k] > 0, para todo a € Q) (2.1)
detA[1,2,....,k|B] > 0, para todo € Q%m (2.2)
Demostracion. Ver [9. Teorema 4.1] O

Definicién 12. Dada una matriz A € R™™ sus menores detAlal|l,2, ..., k]

con o € Qg’n y k=1,2,....,min{n,m}, se llaman menores iniciales por columnas de
A, y los menores detA[l,2, ..., k|5] con [ € Q%m yk=1,2,....min{n,m}, se conocen
como menores iniciales por filas de A.

Teorema 5. Sea A € R™™ con apm < 0 yn < m. A es una matriz t.n. si y solo si
para cada k =1,2,....,n. Las siguientes desigualdades se satisfacen:

detAlall,2,...,k] <0, para todo a € Q) (2.3)

detA[1,2,....,k|B] <0, para todo € Q%m (2.4)

Demostracion. Sea A € R™™ con a,,, < 0y n < m una matriz t.n., entonces, las de-
sigualdades (2,3) y (2,4) se satisfacen como consecuencia directa de la total-negatividad
de A.

Reciprocamente, supongamos que las desigualdades (2,3) y (2,4) se satisfacen, entonces,
a partir de (2,4) y el método de eliminacién de Gauss sin intercambio de filas, obtenemos
la factorizacién de rango completo en forma escalonada A = LDU, donde L € R™™" es
una matriz triangular inferior unitaria, D = diag(—dy, ds, ...,d,) cond; > 0,i=1,2,...,n
y U € R™™ es una matriz escalonada superior unitaria con la submatriz U[1,2, ..., n]
triangular superior unitaria. Asi por la identidad de Cauchy-Binet y por (2,3) tenemos
para todo « € ng yk=1,2..n.

detAla|1,2, ..., k] =det(LDU)[a|1,2, ..., k]
= cqp, detLDa|y]detUy[1,2, ... k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k|detU][1,2, ..., k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k]
=detL[a|1,2, ..., k]detDI[1, 2, ..., k|

= detL[a|1,2, ..., k] ( ~1I%, di> <0
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Luego detL[a|1,2,...,k] > 0 para todo a € Q%n, k=1,2,...,n., pues (— Hle d;) <0,y
de (2,4) tenemos para todo f € Q%m, k=1,2,....n.,

detA[1,2,....,k|8] = det(LDU)IL,2,...,k|f]
= equ, detL[1,2, ... k[y]detDU[v|f]
=detL[1,2,...,k|ldetDU[1,2, ..., k| 5]
= det(DU)[1,2, ..., k| 5]

=detDI1,2,...,k|detU][1,2, ..., k| 5]

— (=TI &) detU 1,2, .. K|3] < 0.

Luego detU[1,2, ..., k|5] > 0, para todo [ € Q%m, k=1,2,...,n., pues (— Hf;l d;) < 0.
Asi por el Teorema 4, L es una matriz inferior unitaria ASTP y U es una matriz
escalonada superior unitaria AST P. Entonces, por el Teorema 2, A es una matriz to-
talmente negativa. O

Ejemplo 2. Se probara, aplicando el resultado del Teorema anterior que la matriz

-3 -3 —6
A=|-6 -5 -9
-6 -3 -2

es totalmente negativa. en efecto, para k =1,2,3., y 5, € Qg3 con

Q%5 = {{1.2},{2,3},{1,2,3}}. tenemos que detA[1,2[1,2] = —3,detA[1,2[2,3] = -3,
detA[1,2,3|1,2,3] = =3 y detA[2,3|1,2] = —12, luego, la matriz A tiene menores ini-
ciales por filas y menores iniciales por columnas negativos, asi A es t.n..

Proposiciéon 1. Sea A € R™" con ran(A) = r una matriz escalonada inferior. En-
tonces A es TP si y solo sidetAlal|l,2,....k] >0, para todo o € Q. p, con bk =1,2,....7.

Demostracion. Si A es una matriz TP, la desigualdad detAla|1,2, ..., k] > 0 para todo
o € Qpn, con k=1,2 ..., 7, es cierta por la definicién de matrices 1T'P.
Reciprocamente, supongamos que detA[a|l,2,...,k] > 0 para todo a € Qyp, con k =
1,2,...,r, veamos que A es TP, en efecto, es suficiente mostrar que detA[a|f] > 0 para
todo o € Qn, para todo 8 € Q%T yk=1,2,...7r. Si ag < [y, entonces detA[a|f] =0
por la forma escalonada inferior de A. Si ag > 1, sea v = {1,2,..., 51 — 1}, entonces,

0 <detA[yUall,2,..., B = detA[y U aly U §]
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B1—1
:@mm@mwm:(ﬂygwmmm
i=1
Como Hf;;l a; # 0y cada a; > 0, tenemos H?;;l a; > 0, por tanto detAla|f] >0 O

Teorema 6. Sea A € R™"™ una matriz invertible con todas sus entradas negativas
excepto para la entrada (n,n) no positiva. Entonces A es t.n.p. si y sdlo si para cada
k=1,...n, las siguientes desigualdades se satisfacen:

detAla|1,2,....,k] <0, para todo a € Qy, (2.5)
detA[l,2,....k|B] <0, para todo B € Qkn (2.6)
detA[l,2, ..., k] <O0. (2.7)

Demostracion. Sea A € R™™ una matriz t.n.p., entonces, las desigualdades (2,5) y (2,6)
se siguen por la definicién de matrices t.n.p. y la desigualdad (2,7) se sigue de la Proposi-
cién 3.1. de [5].

Reciprocamente, de (2,7) obtenemos por el método de eliminacién de Gauss la fac-
torizacion A = LDU, donde L € R™" es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(—dy,...,d,) con d; > 0,7 = 1,2,...ny U € R"™™ es una matriz triangu-
lar superior unitaria, entonces por (2,5) y la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detAla|1,2,....,k] =det(LDU)[al|l1,2, ..., k]
= Zver,n detLD|al|v|detU[y]1,2, ..., k]
=det(LD)|c|1,2, ..., k]detU][1,2, ..., k]
=det(LD)[al|1,2, ..., K]
— detL]a|1,2, ..., k]detD[1,2, ..., K]
:ddLMHJPWM<—Iﬁﬂ¢>§O

Puesto que (— Hle d;) < 0, tenemos que detL[a|l,2,....,k] > 0, para todo a € Qpn,
k=1,2,....,n,y por la Proposicién 1, L es una matriz T'P.
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Ahora de (2,6) y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos,
detA[1,2,....,k|8] = det(LDU)IL,2,...,k|f]
= Zver,n detL[1,2, ..., k|y]det DU [~|5]
=detL[1,2,...,k|ldetDU[1,2, ..., k| 5]
= det(DU)[1,2, ..., k| 5]

= detD[1,2, ..., k]detU[L,2, ..., k| ]

= (=TT i) detUT1,2, . k|8 < 0

para todo B8 € Qk, v k =1,...,n. Como (—Hf:1 d;) < 0, detU]1,2,...,k|f] > 0, para
todo 8 € Qrn, kK = 1,2,...,n, luego por la Proposicién 1, U es una matriz TP y por
Teorema 3, la matriz A es t.n.p.. O

Teorema 7. Sea A € R™" conran(A) =r, a,, < 0 y el resto de sus elementos menores
que cero. Sea A1 € R™" la submatriz invertible de A formada por sus r primeras filas
linealmente independientes. Entonces, A es t.n.p. si y solo si para cada k = 1,2,...,7,
las siguientes desigualdades se satisfacen:

detAla|1,2, ..., k] <0, para todo a € Qy, (2.8)
detAq[1,2,...,k|B] <0, para todo f € Q. (2.9)
detA[1,2, ..., k] < 0. (2.10)

Demostracion. Sea A una matriz t.n.p., la desigualdad (2,8) se sigue de la definicién
para matrices t.n.p. por otra parte, sea A; una submatriz de A, entonces, A; es una
matriz t.n.p. invertible y por Teorema 6, las desigualdades (2,9) y (2,10) se satisfacen.

Reciprocamente, por (2,8) para todo a € Qr, vy k = 1,2,...,r, la siguiente desigualdad
se satisface

detAi[a|l,2,... k] <0 (2.11)

Entonces por (2,9), (2,10), (2,11) y el Teorema 6, tenemos que A; es una matriz t.n.p.
invertible. Por tanto, A; admite una factorizacion de rango completo en forma escalona-
da Ay = LiD,Uy, donde L; € R"™" es una matriz TP triangular inferior unitaria,
Dy = diag(—dy,...,d,) cond; > 0,i=1,...,ry Uy € R™" es una matriz TP triangular
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superior unitaria. Puesto que A = F'A;, donde F' € R™™" es una matriz escalonada
inferior, tenemos que A = FA, = F(L,D,U,) = (FL,)D,U, = LDU,
donde D = D,,U = U, y L = (FLy) es una matriz escalonada inferior tal que

detAla|l,2,..., k] = det(FL)DUi|a|1,2, ..., k|
= detLDU|a|1,2, ..., k]
= Z%QM detLD|a|v|detU[y]1,2, ..., k]
=det(LD)|c|1,2, ..., k|detU][1,2, ..., k]
=det(LD)[al|1,2, ..., k]

= detL[a|1,2, ..., k|detDI[1,2, ..., k]
— detL[a|1,2, ..., K] ( ~ 1%, dl-) <0

Como (— Hle d;) < 0, tenemos que detL[o|1,2,...,k] > 0 para todo o € Qpn, k =
1,...,n, por Proposicién 1, L es una matriz TP, y por Teorema 3, A es una matriz
t.n.p. ]



Capitulo 3

Caracterizacion de matrices t.n. y
t.n.p. invertibles

En [8] los autores introducen los conceptos de inferiormente TP (inferiormente STP) y
de v -matriz (y-matriz estricta) para matrices TP (STP) invertibles, los cuales permiten
obtener una caracterizacion para este tipo de matrices a partir de su factorizacion QR. La
extension de esos conceptos y caracterizaciones a matrices TP singulares o rectangulares
viene dada en [4]. En esta seccién se da una caracterizacion similar para matrices t.n.p.
(t.n.) invertibles utilizando para ello los conceptos de inferiormente t.n.p. (inferiormente
t.n.) y quasi v -matriz (quasi y-matriz estricta), respectivamente.

Teorema 8. Una matriz invertible A € R™™ es inferiormente t.n.p.(in feriormente t.n.)
si y solo si A se descompone en la forma A = LDU, donde L € R"™" es triangular infe-
rior unitaria, D = diag(—dy,ds, ...,d,) cond; > 0,1 =1,2,....n, U € R"*" es triangular
superior unitaria y LDI_yy es una matriz TP, (ASTP).

Representamos por I(_yy a la matriz diag(—1,1,...,1).

Proposicién 2. Una matriz invertible A € R™ ™ es inferiormente t.n.p. si y solo si
para cada k =1, ...,n, se verifican las siguientes desiqualdades:

detAlall,2,..., k] <0, para todo o € Qg (3.1)
detA[L,2, ... k] < 0. (3.2)

Demostracion. Sea A € R™™ Una matriz invertible inferiormente ¢.n.p., entonces A =
LDU, donde L € R™™ es triangular inferior unitaria, D = diag(—dy,ds,...,d,) con
di >0,1=1,2,...,n, U € R"™" es triangular superior unitaria y LDI_;) es una matriz
TP. Como L es una matriz triangular inferior unitaria, la total-positividad de LDI_)
implica que L y DI_;y son matrices TP, y aplicando la identidad de Cauchy-Binet

10
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tenemos,

detAla|l,2,...,k] =detLDU|[ca|1,2, ... k]
= cq., detLDa|y]detUy[1,2, ... k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k]ldetU][1,2, ..., k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k]

=detL[a|1,2, ..., k]detDI[1, 2, ..., k]|

= detL[a|1,2, ..., K] ( ~ 1%, di> <0
para todo a € Q. k=1,...,n.
y
detA[1,2,....k] =detLDUIL,2, ..., k]
=detL[1,2,...,k|detD[1,2, ..., k]detU[1,2, ..., k] <0

Reciprocamente, por (3,2), A puede ser descompuesta aplicando el método de elimi-
nacion de Gauss sin intercambio de filas en la forma A = LDU, donde L € R"*" es tri-
angular inferior unitaria, D = diag(—dy,ds, ...,d,) con d; > 0,3 =1,2,...,n, U € R™"
es triangular superior unitaria, por (3,1) y la identidad de Cauchy-Binet, para todo
a€Qrny k=12, ..n,se verifica

detAlal|l,2,..., k] =detLDU|a|l,2, ..., k]
=" cqp, detLDa|y]detUy[1,2, .. k]
= det(LD)[al|1,2, ..., k]detU]1, 2, ..., k]
= det(LD)[al|1,2, ..., k]

= detL[a|1,2, ..., k]detDI[1,2, ..., k]
= detL[a|1,2, ..., K] ( ~ 1%, dl-)
= —detL[a|1,2, ..., k](nle di>

= —detL[a|1,2, ..., k]detDI_1)[1,2, ..., k]

= —detLDI(,l)[all,Q, ,k] <0
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Luego detLDI_y[a1,2,...,k] > 0 y por Proposiciéon 1, LDI_;y es una matriz TP y
como consecuencia A es una matriz inferiormente t.n.p.. O

Proposicién 3. Una matriz invertible A € R™" es inferiormente t.n. si y sélo si para
cada k =1,..,n, se verifica la siguiente desigualdad:

detAlall,2,...,k] <0, para todo a € Q) (3.3)

Demostracion. Sea A € R™™ Una matriz invertible inferiormente ¢.n., entonces A =
LDU, donde L € R™™ es triangular inferior unitaria, D = diag(—ds,ds, ...,d,) con
di > 0,7 =1,2,...,n U € R"" es triangular superior unitaria y LDI_;) es una
matriz ASTP. Como L es una matriz triangular inferior unitaria, por ser LDI_;) una
matriz ASTP, se tiene que L y DI_;) son matrices ASTP y aplicando la identidad de
Cauchy-Binet, se verifica

detAla|1,2,....,k] =detLDU[a|1,2, ..., k]
= cqp, detLDa|y]detUy[1,2, ... k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k|ldetU][1,2, ..., k]
= det(LD)[a|1,2, ..., k]

=detL[a|1,2, ..., k]detDI[1, 2, ..., k|
:ddLMHﬂ,MM<—fﬁﬂ@><0

para todo a € Q%n yvk=1,..n.

Reciprocamente, por (3,3) A puede descomponerse aplicando el método de eliminacion
de Gauss sin intercambio de filas en la forma A = LDU, donde L € R™*" es triangu-
lar inferior unitaria, D = diag(—dy,ds,...,d,) con d; > 0, i = 1,2,...,n, U € R"*" es
triangular superior unitaria. Por la identidad de Cauchy-Binet, para todo a € ngn y
k=1,2,...,n, se verifica

detAla|1,2, ... k] = detLDU[a|1,2, ..., K]
=Y. co,, detLD]aly]detU[y[1,2, ..., k]
= det(LD)[c|1,2, ..., k|detU][1,2, ..., k]

=det(LD)[al|1,2, ..., k]
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— detLlal|1,2, ..., k]detD[1,2, ..., k]
:daquzwwm(—Hﬁ“@

— —detL]al1,2, ...,k](nj;l di>
— —detL[a|1,2, ..., k|detDI_[1,2, ..., k]

= —detLD](_l)[Oé“,Q, ,k’] <0

Luego detLDI_y[a|1,2,...,k] > 0y por Teorema 4, LDI_qy es una matriz ASTP y
como consecuencia A es una matriz inferiormente t.n.. O]

Definicién 13. Una matriz invertible A € R™™ se dice que es una quasi v — matriz
(quasi ~v — matriz estricta) si es inferiormente t.n.p. (inferiormente t.n.) y en la
factorizacion A= LDU, (DUI_y))~! es TP (ASTP).

Ejemplo 3. La matriz

-1 -5 0
A=([-1 1 =2
-2 2 1
es quast y — matriz por que,
1 0 0] |—-1 0 O] (1 5 0
A=11 10 0 6 0|0 1 —1/3| =LDU
2 21 0O 0 5110 0 1
1 0 0 1 5/6 1/3
siendo LDI_yy= |1 6 0, (DUI )t =10 1/6 1/15
2 12 5 0 0 1/5

matrices T'P triangular inferior y triangular superior, respectivamente.

Nota 2. Una condicion suficiente para que una matriz invertible A € R?**? sea quasi ~—
matriz es que A sea t.n.p.
en efecto,

a a
Sea A= |11 12| c R2x2
21 A22

una matriz t.n.p e invertible entonces, por Teorema 3, A puede escribirse como A =
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LDU, donde L € R**? es una matriz TP triangular inferior unitaria, U € R**? es una
matriz TP triangular superior unitaria y D = diag(—dy,dy) con dy > 0 y dy > 0. Esto

€s,
_a11a12_10—d10 ]_U,_
S o B | R R
0 .
d] es una matriz T.P.,
2

dy —d 1/dy u/d
DUI(—l)Z[1 W} y (DU]—1>1:{/01 %dﬂ

claramente (DUI_1)™' es una matriz TP, Por tanto una matriz A € R*? tn.p. e
wvertible es una quasi v — matriz.
Dicha condicion no es necesaria, como lo podemos ver en el siquiente ejemplo.

. -2 =2 1 0]|—-2 0|1 1 . .
Ejemplo 4. A = {_1 3} = {1/2 1} [0 4} {O 1} = LDU es quasi v — matriz

pero no es t.n.p.

Afirmacion 1. Si una Matriz invertible A € R™*™, con n > 3 es t.n.p. entonces no es
una quast y — matriz. En efecto,

Sea
a1y a12 ... QAip
21 Q922 ... QA9pn
A= |
an1 Gp2 ... Qnp

una matriz t.n.p. e invertible y con n > 3, entonces, por Teorema 3, A puede escribirse
en la forma A = LDU, donde L € R™™ es una matriz T P triangular inferior unitaria,
D = diag(—dy,ds, ...,d,) con d; > 0,1 = 1,2,....n, y U € R™™ es una matriz TP
triangular superior unitaria, esto es,

ai;;y a1 ... QAip 1 0 ... 0 —d1 0 .. 0 1 U2 ... Uip
a91 A29 ... QAgpn lgl 1 .. 0 0 dg ... 0 0 1 o Uop

Apl Gpa ... Qpn i Ly ... 1 0 0O ... d,] [0 0 .. 1
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entonces,
dy —diuga ... —diu,
DUI(_l) - 0{2 dQI.LQn
o 0 . d
1

sea G = DUI_y), entonces Gl'=

- todetG =T1" . d. .
dagCer G =1lie di 70

detG =370 (1) giymyj, i = 1,2,...,n, para i =3 tenemos,

detG = Z;L:l(_l)3+j93jm3j = (=1)*Mgzima 4 (=1)*Pgsamzy + ... + (=1)* " gzuman,

d1 —d1u13 —dluln

0 dQ’leg d2u2n n .
donde mzy = det | . ) ) = U23(Hi:1 di) >0,1#3

0 0 d,

pues (H?:l di) > 0,7 # 3 y por la nota 1, usg > 0, por tanto —mszy < 0 es un

elemento de la matriz C¢; y de la matriz G™1, luego (DUI_1)) ™' =G ! = CE no

 detG

es una matriz TP, asi A no es una quasi v — matriz.

Proposicién 4. Si A y (A")~! son matrices inferiormente t.n.p., entonces A es quasi y—
matriz.

Demostracion. Sea A una matriz inferiormente ¢.n.p., entonces, A se descompone en
la forma A = LDU, donde L € R™"™ es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(—dy,...,d,) con d; > 0,7 = 1,....n, U € R™" es una matriz triangular
superior unitaria y LDI_;y es una matriz TP, como L es una matriz triangular in-
ferior unitaria, la total positividad de LDI_;y implican que L y DIy son matrices
TP, como por hip6tesis (A?) ™! es inferiormente ¢.n.p. por la Proposicién 2, se verifica que

det(A")"1y|1,2,....,k] <0, para todo v € Q. y k=1,2,...,n
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y det(AY)711,2,...,k] <0 por tanto,

det(DUIy) Mall,2, ... k] =det(I U D™ Y)[al1,2,.... k]

)

= det(I_) U D) [al1,2, ..., k]

)

= det((D"H) (U Y y))[l1,2, ... k]

= det((D")"1 (U (—1)[a|1,2, ..., k]

= det((L)"(A") " _1))]all,2, ..., K]

5 e, detLalldet (A )L 2, B

= detL'a|1,2, ..., kldet(A") 11 _1[1,2, ..., K]

= detL'[a|1,2, ..., Kdet(A) " [1,2, ..., KJdetl (1,2, ..., ]

>0

luego por Proposicién 1, (DUI_y))~" es una matriz TP triangular superior, y como

consecuencia, A es una quasi vy — matriz. ]

Proposicién 5. Si A y (AY)™! son matrices inferiormente t.n., entonces A es quasi v—
matriz estricta.

Demostracion. Sea A una matriz inferiormente t.n., entonces, A puede descomponerse
en la forma A = LDU, donde L € R"™ "™ es una matriz triangular inferior unitaria,
D = diag(—dy, ...,d,) con d; > 0,i=1,...,n, U € R™™" es una matriz triangular su-
perior unitaria y LDI_;y es una matriz ASTP, luego L y DIy son matrices ASTP,
como por hip6tesis (AY)~! es inferiormente ¢.n., por la proposicién 3, se verifica,

det(A")'[y|1,2,....,k] <0, para todo y € QY ,, vy k=1,2,...,n,
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por tanto,
det(DUI_y)) ' ]1,2,.... k] = det(I(ill)U_lD_l)[ozll, 2, ..., k|

= det(I ) U™'D™)"[a]1,2, ..., K]

)
= det (DY) (U _1))[a]1,2, ..., k]

= det((D") YUY (_p)[a]1,2, ..., K]

= det((L)/(AY) " T_)[al1,2, ... K]

= 5 cqu, det L0l )det (A1) T ) BIL, 2, . 4

— detLt[a|1,2, ..., k|det((A) "1 I_)[L,2, ... k] > 0

por Teorema 4, (DUI_y)) " es una matriz ASTP, por tanto A es una quasi y—rmatriz
estricta. [

Nota 3. Los reciprocos de las Proposiciones 4 y 5 no son ciertos, en general, como
muestra el siguiente ejemplo.

—2 4 457 2 -4 2
Ejemplo 5. las matrices A= |—6 —11 121/7|, B=|-6 —11 8
4 5 557 4 -5 15

son quasi v — matriz y quasi -y — matriz estricta, respectivamente, claramente A
es infertormente t.n.p y B es inferiormente t.n., sin embargo, las matrices

0 5/14 —11/14 25/2 —29/5 7/5
(A)~1 = |11 =5 2 y (BY'=|-5 11/5 =3/5
7 -3 1 1 —-2/5 1/5

no son inferiormente t.n.p. ni inferiormente t.n., respectivamente.

Nota 4. Si A es inferiormente t.n.p. la condicidn necesaria y suficiente para que (A?)™!
sea inferiormente t.n.p. es que A verifique las siguientes desigualdades:

v detAlk,k+1,...,n] >0, para todo k =2,...,n

(=) X et =R/ det Alay, o, .., ik + 1,k + 2,...,n] > 0, para k =
L2,..,n—1y{o, a0, ...,0n 1} € Quorkn
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Si A es inferiormente t.n. la condicién necesaria y suficiente para que (AY)™' sea infe-
riormente t.n. es que A verifique para k =1,2,...n —1 y{a1, a0, ..., n_} € Qn_in la
siguiente desigualdad

n—=k

(—1)2i=r a1 =R/ ot Ao, g, .. ik + 1,k 4+ 2, ...,n] > 0.

Teorema 9. Una matriz A € R™™ con ran(A) =r y (n < m) es una matriz TP(STP)
si y solo si A admite la factorizacion de rango completo en forma escalonada A = LDU,
donde L € R™" es una matriz TP(ASTP) triangular inferior unitaria, U € R™™
es una matriz TP(ASTP) triangular superior unitaria y D = diag(dy,ds, ...,d,) con
d; >0,1=1,2,...,r, con ran(L) = ran(U).

Demostracion. ver [4] O

Proposicién 6. Sea A € R™™ una matriz t.n.p.(t.n.). Entonces, A'A admite una
tnica factorizacion de Cholesky A'A = LL', donde L € R™ " es una matriz escalonada

inferior TP(ASTP).

Demostracidn. Sea A € R™™ una matriz t.n.p.(t.n.), entonces A* € R™ " es también
una matriz t.n.p.(t.n.), aplicando la identidad de Cauchy - Binet, se tiene

detA'Ala|l1,2,... k] => detAtla|y|detA[y|1, 2, ..., k]

'YEQk,n

= detA'[a|1,2, ..., K]detA[L,2, ... k] > 0(> 0).

Andlogamente, se obtiene que detA'A[l,2,...,k|3] > 0(> 0) y detA'A[1,2,....,k] > 0
, esto se cumple para todo k = 1,2,...,ny a, € Q. Luego, A’A € R™™™ es una
matriz TP(STP) y por Teorema 9, con ran(A) = n = m, A'A admite la factorizacién
de rango completo en forma escalonada A'A = LDU, donde L € R™" es una matriz
T P(ASTP) triangular inferior unitaria, U € R™*" es una matriz T P(AST P) triangular
superior unitaria y D = diag(dy,ds,...,d,) con d; > 0,1 =1,2,....n, como d; > 0, para
i=1,2,...,n, entonces, AY/A=L U, donde L = Lv/D y U = v/ DU, como A' A es simétrica
tenemos que ' = U, es decir A'A =1L ft, donde T' =T = VDU € R™" es una matriz
TP(ASTP). ]

Teorema 10. Sea A € R™" una matriz invertible con a,, < 0 y el resto de sus
elementos negativos. Entonces, A es una matriz t.n.p. si y sélo si existen dos quasi y—

matrices ortogonales Q1 € R™™ y Qo € R™" y dos matrices T'P triangulares superiores
e invertibles Ry € R™ ™ y Ry € R™", tales que A = Q1 Ry y A' = Q2 R>.

Demostracion. Sea A € R™"™ Una matriz invertible con a,, < 0 y el resto de sus
elementos negativos, supongamos que A es t.n.p., por ser A invertible, A admite una
unica factorizacién de la forma A = Q1 Ry, donde ()7 € R™ " es una matriz ortogonal
y Ry € R™" es una matriz triangular superior invertible, como A es una matriz t.n.p.,
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Al también es t.n.p.,entonces, A'A es una matriz TP, luego por Proposicién 6, A'A
admite una unica factorizacién de Cholesky A'A = LL!, donde L' € R™ ™ es una matriz
triangular superior TP, ademds como A'A = (Q1R1)'(Q1R1) = RIQ'Q1R, = R\ Ry,
tenemos que Ry = L' es el factor superior de Cholesky de AA.

Por otra parte, como A es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 6, A verifica para
todo k =1,2,...,n, las desigualdades

detAlall,2,..., k] <0, para todo o € Qg

detA[1,2, ...k < 0

y aplicando la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detAlal|l,2,.... k] = detQiRi[al1,2,..., K]
=2 cqp, detQifay)det Ri[4]1,2, ..., K]

= detQ:[a|1,2, ..., k]detR[1,2,....,k] <0

como R; es una matriz TP detRy[1,2,....k] > 0,k = 1,2, ...n, por tanto,
detQq]a|1,2,...,k] <0, para todo o € Qi y k=1,2,...,n.
de igual forma

thA[l, 2, ceey l{?] = dethRl[l, 2, ceey k]

= detQy[1,2, ..., k|det Ry [1,2, ..., k] < 0

por tanto, detQ1[1,2, ..., k] < 0. Q; es una matriz ortogonal, luego Q; = (Q%)~!, entonces
Q1 vy (Q})~! por Proposicién 2, son matrices inferiormente ¢.n.p. y por Proposicién 4,
(21 es una quasi y — matriz ortogonal.

Andlogamente, como A € R"™ ™ es t.n.p. e invertible, entonces A € R™™" es t.n.p. e
invertible, luego A* admite una tnica factorizacién de la forma A' = Q4 Ry, donde Q5 €
R"™*™ es una matriz ortogonal y Ry € R"*" es una matriz triangular superior invertible,
por Proposicién 6, A'A admite una tnica factorizacion de Cholesky A*A = LL!, donde
L' € R™"™ es una matriz triangular superior T'P, ademés como A'A = (QaR2)'(Q2Ry) =
RLQLQ2 Ry = RLY R,, tenemos que Ry = L' es el factor superior de Cholesky de A*A.
Por otra parte, como A! es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 6, A® verifica
para todo k =1,2,...,n, las desigualdades

detA'[al1,2,...,k] <0, para todo a € Qg
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detA'[1,2,...,k] <0
y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos,

detA'all,2, ..., k] = detQoRz[|1,2, ..., k]
=D cq, detQalaly]det Ro[y[1,2, ..., K]

= detQs[a1,2, ..., k]detRs[1,2, ..., k] <0

como Ry es una matriz TP, detRy[1,2,...,k] > 0, k = 1,...,n, por tanto,
det@Qs]a|1,2, ..., k] <0, para todo o € Qi y k=1,2,...,n.
de igual manera

d@tAt[]_, 27 ceey k’] = dethRg[l, 2, ceey k‘]

= detQ,[1,2, ..., k|detRo[1,2, ..., k] < 0

luego det@s[1,2, ..., k] < 0. Q2 es una matriz ortogonal,entonces, Qo = (Q4)™1, asi Qs y
(Q%)~! son matrices inferiormente ¢.n.p. y por Proposicién 4, Qs es una quasi y—matriz
ortogonal.

Reciprocamente, Supongamos que A = Q1 R, y A" = QuRy, con Q1 v Q2 quasi ~y —
matrices ortogonales y R, Ry dos matrices TP triangulares superiores e invertibles,
entonces Q1 y ()2 son por definicién matrices inferiormente t.n.p. y por la Proposicion
2, se verifican las desigualdades

detQi[all,2,....k] <0,; para todo o € Qi y k=1,2,....n

detQu[1,2, ... k] < 0
detQq[al|1,2,...,k] <0, para todo o € Q. y k=1,2,....mn

detQs1,2, ..., k] < 0

por la identidad de Cauchy-Binet, tenemos que para todo k = 1,2, ...,n, se verifica que
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detAla|1,2, ..., k] = detQ,Ri[a|l,2, ..., k]
=2 eqp, deti[aly]det Ri[y[1,2, ... k]

= detC[a|1,2, ..., k]ldetRy[1,2,...,k] <0, para todo a € Q.

(3.4)
y
detA[1,2,....k] =detQR:[1,2,..., k|
— detQu[1,2, .., KldetRa[1,2, .. K] < 0 (3:5)
de igual manera,
d@tAt[Oéll, 2, vy k’] = dethRz[O{H, 2, ceey l{]
= Z’YGQk,n detQQ [Oé|’)/]d€tR2 [7‘17 27 (RS k]
(3.6)
= detQq]all,2, ..., kldetRs[1,2, ..., k] <0,
para todo o € Q.
y
detAt[l, 27 ceey ]f] = dethRg[l, 2, ceey ]{?]
(3.7)

= thQg[l, 2, ..., k:]deth[l, 2, ..., k’] <0

Como detA'[all,2,.... k] = detA[1,2, ..., k|a], a partir de las desigualdades (3,4), (3,5) vy
(3,6) y del Teorema 6, se tiene que A es una matriz t.n.p.
[l

Teorema 11. Sea A € R™"™ una matriz invertible con todos sus elementos negativos.
Entonces, A es una matriz t.n. si y sélo si existen dos quasi -~ — matrices estrictas
y ortogonales Q1 € R™™ y Q3 € R™™ y dos matrices triangulares superiores AST P
Ry € R™™ ¢y Ry € R™" tales que A = Q1 Ry y A = Qa2 Rs.

Demostracion. Sea A € R™™ Una matriz invertible con todos sus elementos negativos
y supongamos que A es t.n., por ser A invertible, admite una tnica factorizacion de la
forma A = Q1 Ry, donde ()1 € R™"™ es una matriz ortogonal y R; € R™™ es una matriz
triangular superior invertible, como A es t.n., A® también es t.n., entonces, A*A es una
matriz ST P, y por la Proposicién 6, A'A admite una tinica factorizacién de Cholesky
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A'A = LL', donde L' € R™ " es una matriz triangular superior AST'P.

Ademads, como A'A = (Q2R2)" (Q2Rs) = RLQLQ2Ry = RLRs, tenemos que Ry = L' es
el factor superior de Cholesky de A'A. Por otra parte, como A es una matriz t.n., por
el Teorema 5, A verifica para todo k = 1,2, ..., n, la siguiente desigualdad

detAla|l,2,...,k] <0, para todo o € ngn
y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos
d@tA[Od‘l,2,...,k] :dethRl[aH,Q,...,k]

=" cq., detQifaly]det Ry [y]1,2, ..., k]

= detQ:[a|1,2, ..., k]detRy[1,2, ..., k] <0

paratodoa € Qv k=1,2,...,n, como R; es una matriz ASTP, detR,[1,2, ..., k] > 0,
luego detQq[a|1,2, ..., k] < 0, para todo « € ng yk=12..n.

y por proposicion 3, (1 es una matriz inferiormente t.n., ademas como ) es ortogonal,
Q1 = (Q%)™1, luego por Proposicién 5, Q; es una quasi v —matriz estricta y ortogonal.
Andlogamente, como A € R™ " es t.n. e invertible, entonces A € R™ " es t.n. e inverti-
ble, luego A* admite una tnica factorizacién de la forma A" = Q3 Ry, donde Qo € R™*" es
una matriz ortogonal y Ry € R"*"™ es una matriz triangular superior invertible. Ademaés
A'A es una matriz STP y por la proposicién 6, A'A admite una tinica factorizacién de
Cholesky A'A = LL!, donde L' € R™" es una matriz triangular superior AST P. como
A'A = (Q2R2)'(Q2Ry) = RLQLQ2Ry = RLR,, tenemos que Ry = L es el factor superior
de Cholesky de A'A.

Por otra parte, como A' es una matriz t.n.p. invertible, por el Teorema 5, A* verifica
para todo k = 1,2,...,n, la siguiente desigualdad

detA'[al1,2,..., k] <0, para todoo € QY
y por la identidad de Cauchy-Binet tenemos
detAt[afl,Z,...,k] :detQQRg[ozH,Q,...,k]

=D eqp, detQafaly]det Re[y[1,2, ..., K]

= detQs[al|l1,2, ..., k]detRy[1,2, ..., k] <0

como Ry es una matriz ASTP, detRy[1,2,...,k] > 0, por tanto detQs]|1,2, ..., k] <0,
para todo o € ngn y k=1,2,...,n y por proposicion 3, ()5 es una matriz inferirmente
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t.n.. Ademds como @, es una matriz ortogonal se tiene Q4 = Q5! ,asi Qo = (Q4)7!,
luego por Proposicién 5, ()5 es una quasi v — matriz estricta y ortogonal.
Reciprocamente, Supongamos que A = Q1 R, y A" = QQuRy, con Q1 v Q2 quasi ~y —
matrices estrictas y ortogonales y Ry, Ro dos matrices triangulares superiores e inverti-
bles ASTP, luego )1 y Q2 son por definicién matrices inferiormente t.n. y por la
Proposicién 3, para todo k = 1,2, ..., n, se verifican las desigualdades

detQr[al1,2,....,k] <0, para todo a € Q)

det@Qs]a|1,2, ..., k] <0, para todo « € Qg’n

por la identidad de Cauchy-Binet tenemos que para todo k = 1,2, ..., n, se verifica

detA[a|1,2,...,k] :dethRl[a\1,27...,k]

=2 ey, det@ifaly]det Ri[v[1,2, ..., k]

(3.8)
= detQ:[al1,2, ..., k]detRy[1,2, ..., k] <0,
para todo a € Q) ,
y
detAla|1,2, ..., k] = detQaRs[|1,2, ..., k]
— Z’Yer,n detQs|a|y]det Ry[v|1,2, ..., k] (3.9)

= detQs[al1,2, ..., k]detRs[1,2, ..., k] <0,
para todo a € Q) ,
Como detAtall,2,...,k] = detA[l,2, ..., k|a], a partir de las desigualdades (3,8) y (3,9)

y del Teorema 5, se tiene que A es una matriz t.n..
O



Conclusiones

= Dada una matriz A € R™™™ con a,, < 0y n < m. Es suficiente calcular los
menores iniciales por columnas y los menores iniciales por filas de A, para garan-
tizar su total-negatividad. Teniendo en cuenta la factorizaciéon LDU de A.

= A partir de las quasi v — matrices (quasi v — matrices estrictas) se da una carac-
terizacién para las matrices t.n.p.(t.n.) teniendo en cuenta su factorizacién QR.
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