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INTRODUCCION.

Las funciones definidas positivas han sido estudiadas por algunes matematicos
que se han interesado por saber que pasa cuando una funcién definida positiva
se extiende de un intervalo dado a otro mas amplio, como por ejemplo:

Lo establecido por M. G Krein (ver [11]) quién demostré que toda funcién
continua definida positiva sobre un intervalo I = (—a,a), se podia extender a
una funcién continua definida positiva pero ahora sobre toda la recta.

Siguiendo esta misma linea encontramos que el matemdtico A.Devinatz {ver
[6]) publicé un documento en donde muestra que bajo ciertas condiciones una
funcién continua definida positiva sobre un rectangulo, también tiene una exten-
sidn definida positiva pero ahora en cualquier plano, sin embargo el reciproco de
este planteamiento no es cierto y eso lo demostréd W. Rudin (ver [10] y [11]) quien
probé que existe una funcién continua definida positiva sobre un rectangulo que
no tiene una extensién definida positiva en cualquier plano. Otro matematico
que trabajo con estas funciones fue Sasvéri (ver [12]) quién mostré que una fun-
cién definida positiva sobre un intervalo de un grupo ordenado también puede
extenderse a una funcién definida positiva en cualguier grupo, es decir, no nece-
sariamente el grupo debfa se ordenado.

Con base en el trabajo que han hecho estos matematicos quisimos demostrar
que dado un grupo ordenado abeliano (G,+) es un intervalo simétrico A en G
y una funcién f : A — C definida positiva es posible encontrar una extensién
de f a todo G.

Es de saberse que toda funcidn f : (—e,a) — C definida positiva admite una
extensién sobre todo R, ¢s decir, existe £ : B — C tal que f(x) = #(z) para
todo r € (—a,a)

Nuestro propdsito es hacer una generalizacién de este resultado sobre grupos
ordenados.



1. PRELIMINARES.

Definicién 1.1 (Conjunto parcialmente ordenado.). Un orden parcial es une
relacién bineria R sobre un conjunto X que es reflexiva, antisimétrica y
transitive, es decir, para cuolesquicre a,b y ¢ en X se tiene que :

» afa (reflexiviided).
a SiaRb y bRa, cnionces a = b (antisimetria).
» SiaRb y bRe, entonces aRe (transitividad).

Un confunio con un orden parcial se denomina congjunto parcinlmente ordenado
o poset. A veces se usa la expresidn conjunio ordenado pare uno parciaimente
ordenado, siempre que quede claro que no se hard referencia a otras clases de
orden. En particuler, a un conjunio totalmente ordenado también se le lama
ordenado a secas, en especial en campos donde éstos son mds comunes que los
parcialmente ordenados.

Usualmente se usa la notacidn < en lugar de R para el orden parcial.

Definicién 1.2 (Funcién Definida Positiva .). Una funcién ¢ definida sobre G,
se dice definida positiva si lo desigualdad

2}3:rr;:10116111¢($n - mﬂl) 2 0

para todo xq, ..., Txn que escojamos en G y para todo ndmero complejo Cy, ... ,Cn

Ejemplo 1.1 (Funciones Definidas Positivas). Suponge f € L2 y ¢ = [+
(donde + es la convolucidn de L? y f es la inversa de f ), entonces ¢ es definida
positiva y continua en G. La convelucién de cuclquier dos funciones en L? es
continue y se tienc que

Ecﬂaﬂlé(zﬂ - zm) = Ecngm f(; f(zu — Ty 'y)f(_'y)dy
- 2;C"ucfn fG f(zn - y}-f(z'fu - y)dy
fG |l-"011f($n - y)lzdy Z 0

Definicién 1.3 (Caracter.). Una funcidn compleja Y sobre un grupo G abeliano
localmente compacto se llama “Cardcter” de G si,

[Y(z)|=1
Peam todo z € G y st la ecuacién funcional
Y(z+y) =Y (=Y (y)

se satisface para todo z,y € G .



Ejemplo 1.2. Todo cardcter es definido positive, asi toda combinacidn lineal
finite de caracteres lo es ya que tode combinacidn lineal se puede expresar en
forma de suma. Si los coeficientes son positivos, mds generalmente: Si u €
M(T), 2 O(donde M cs el conjunio de las mairices ) y sid(z) = [z, v)dp(y),
con z € G entonces ¢ es continua y definida positiva

Definicion 1.4 (Extensién de una Funcién.). Decimos gue una funcidn # es
una extensién de f, cuando o dominio de F conticne al de  y F(z) = f(x)
para tode X que pertenece ol dominio de f y sus normas se definen:

71l = sup{|f(=}| : = € M, ||=|} < 1}
1#]] = sup{|#(z)| : = € X, [}z]| < 1}

Definicién 1.5 (Grupo Abcliano.}. Un grupe sbelieno (G,*) es un grupo
conmutativo, es decir un grupo en cl cual se cumple que para a,b € G,

a+b=b+a

Definicién 1.6 {Funcién Continua .). Sea f : X — R™ una aplicacién definida
en el conjunto X C R™ se dice que f es continua en el punto a € X cunando
pare cualquicr € > 0 se puede oblener un § > 0 tal gue para todo & € X cuya
distancie al punto a sea menor gue § es transformado por f en un punto f(zx)
que dista de f(a) < g, en forma simbdlica, esto es,

VMe>0){F0> 0z X;|x—a|<déd=|flz)— flae} <e

Definicién 1.7 (Grupo Localmentc Compacto.}. Un grupo tepolégico es
localmente compacto st y solamente si la identidad “€” del grupo tiene une
vecindad compacta. Esto cs, episte un conjunto abierto V' gque contienc a “e”
que es relativamente compacto en la topologia de G.

La caracteristica mds importante o mds notable gue tiernen estos grupos es
que lleva una medida natural vnica, llamada medida de Haar

Definicién 1.8 (Conjunto medible.). Un congunto & se dice medible si para
cada conjunto A lenemos gue

m*A =m'(ANKE)+m* (AN K.
donde m* representa la mendida exterior de A.

Definicién 1.9 (Funcién Medible.). Una funcién f: X — R es medible si para
todo nimero real a of conjunto {z € X : f(z) > a} es medible.

Definicién 1.10 {Espacio topoldgico.). Sea X un conjunto no vacio, una topologia
pare X es una coleccidn T de subconjuntos de X (los cuales son llamados abier-
tos) que salisfacen las siguientes condiciones:

i) X y ¢ pertenccen a I



ii) La wnidn cualquiern de conjunios de T estd enT.
iil) La interseccidn finito de elementos de T estd en I,
El par (X,T) es un espacio topoldgico.

Definicién 1.11 (Cuasi-triangulo.). Un conjunto @ contenido en {(k,€} €
{1,---,N} x {1,--- ,N} : k € &} se llama cuasi-triangulo si £, = mix{Z :
k< E< Nk @t >k Para cada 1 < k < N y para todo (k',€') donde
k<K <0<t y(K EYeQ

Definicién 1.12 (Matriz Positiva.}. Sea A € M,(C) une matriz cuadrada de
numeros complejos, decimos que A es positiva cuando

(VzelC"), «Az>0

Para todo z € C" ,donde C™ es el conjunto de los numeros complejos de orden
n Aguz*=z1,

Si A€ M, (R) decimos que A es positiva cuando Az > 0 para todo x € /"

Ejemplo 1.3. Ejemplo: La matriz

]

FE's positiva.
En efecto:

si (z,5%) € G2, entonees

. / ' 2
Al L2 el D
2%’ + iz — ix'z? + r%z?
Z'(x’ +ax?) — ix? (' +iz?)
(z' +ix?)(F — &?)
(x4 2x%) (=’ +ix?)
lz! -+ ix?)?
0

o

If

v il

Proposicidn
i ) Toda matriz definida positiva es invertible y su inversa es definida positiva

ii ) Si A es una matriz definida positiva y » > 0 ¢s un numero real, cntonces
rM es definida positiva.



iii ) Si A y B son matrices definidas positivas entonces la suma A + B, ol
producto ABA y BAB son definidas positivas

Demaostracion.

ii ) Si A € M, (C) es definida positiva si A* = A, donde A* cs la conjugada
traspucsta de A y para todo & € C%,

Az >0

(algunos textos la llaman semidefinida positiva} Notacién A > 0.

iii )Si A, B € M, (C) son semidefinida positiva entonces A+B es semidefinida
positiva Dc hecho tomemos £ € C™ entonecs

2 (A+ Bl =z'Az+z*Bz >0
pucs x*Ax > 0 y * Bz > 0, finalmente (A + B)* = A* + B*=A+B

Scan A y B matrices positivas entonces sc tiene que para todo z € C™; 282"
¢s mayor quc ecro y xAz* tambien es mayor que cero, asi z(A 4 B}z* signe
siendo mayor que cero. Por lo tanto, A + B es definida positiva.

Observemos que como A es definida positiva si y solo si * Az es definida
positiva para cualquicr matriz A tal que ¢l producto z* Az tenga sentido.
Si A es definida positiva existe una dnica matriz M definida positiva tal
quc M2 =4

Notacién M = VA

Scan A, B € M, (C) son definidas positivas entonces ABA y BAB son
definidas positivas . En efecto (ABA)* = A*B*A* = ABA
Existe v/ A y (\/AT)‘ = /A, cntonces VABVA = (\H)‘B\/Z es definida
positiva pues B finalmente ABA = VA(VABVA)VA = (VA) (VABVA)(VA),
asi ABA es definida positiva. De manera andloga para BAB

O

Definicion 1.13 (Soporte de una funcién). Sea g:v — C una funcién.
Definimos el soporte de ¢ como le clausura de todos los x € ¥ tal que su imagen
es distinta de cero , donde 7y es un subconjunto de los reales, esto es:

supp(g) = {z € 7/9(z) # 0}
Definicién 1.14 (Producto de Shur ). El producto de shur de des matrices sc
define asé; Si A y B son dos matrices del mismo tamanio el producto de shur es
la matriz cuya H-ésima componente es el producto de ij-ésima componente de A
por la ij-ésima componente de B.

<



Definicién 1.15 (Topologia Discrcta). Si X es cualguier conjunto y T ¢s la
Jamilia formada por todas los subconjunto obtenido de X entonces I' es5 una
topologia llamada la topologfa discreta. En particular todo punio de X cs un
conjunto abierto en la topologia discreta.

Definicién 1.16 {Grupo topoldgico). Un grupe topoldgico G es un grupo que
es también un espacio topolégico tal que la multiplicacién del grupe G« G — G
1y la operacion inversién @ — G + G son aplicaciones continuas. Aqui G+ G sc
ve como un espacio topoldgico con la topologia producto.

Definicién 1.17 (Mcdida dc Haar.). La medida de Haar izquierda (derecha) po
de un grupo G es una medida sobre los borelianos del grupo firito en compactos
¢ tnvariantes por traslacioncs o izquicrde {devecha); esto ez

pi(zA) = pe(A)

para fodo boreliano A y todo x € G.

En un grupoe topolégice localmente compacto siempre es posible definir una me-
dida de Haar (wer [12]).

Definicidn 1,18 (El Grupo Dual.}. El conjunto de todos los caractercs
continuos de G forman un grupo T, llamade “Grupo Dual” dec G donde sc
define la adicidn por

(1 +Yz)(z) = "i(z)Ya(2)

Paetodoz € G ; Y1,Y2 €T
Definicién 1.19 (Transformada de Fouricr.). Pam todo f € L'(G}, el funcional
f definido sobre T’ por

Fw) = jp f@)(~z,9)dz  (yeT)

se llama la transformada de Fourier de f.

El conjunto de todas las funciones £ asf obtenidas serdn denotadas por A(T)

1®;



2. TEOREMAS PREVIOS.

Definicién 2.1 (Funcional Lincal.). SiV es un espacio vectorial sobre el campo
F, une transformacién lineal f que va desde V al campo escalar F se llama un
funcional lineal sobre V, csto es que f es una funcién de V en F ial que:
fleo+ B) = cf(a) + F(B) para todo vector a,B en V y todo escalar ¢ en )

Teorema 2.1 (TEOREMA DE RIESZ-FRECHET.). Dada una forma w € v
existe un tinice vector w € V tal que

w(y) =X(w,y), VyeV
Demostracién: Sca {ui,...,u.} una base ortonormal de V' entonces:

w(y) = w(T, (i, v)w) = B (uw,y)wlu)
2 (wlugdu, v)

y por lo tanto ¢l vector Xw = B, (wlu;)u;, y) verifica el teorema.

Veamos que e lnico, aunque ¢n la expresién anterior parezca depender de
1a basc clegida. Supongamos quc,

w(y) = (xsy) - (Z’,y),vy eV

entoces (x — 2, ¥) = 0,Vy € V pero el unico vector ortogonal a todo el espacio
¢s ¢l vector 0, por tanto z = z'.
La correspondencia

. VvV

T — W,

Es un isomorfismo de espacios vectoriales reales.

¥(z +y)(2) = (2,2 +9) = (2,2) + (2,9) = ¥(z)(z) + Lw)(z)

ademas

(Az)(2) = (2, Az} = Mz, %) = A¥(z)(2)
asi queda demostrado el teorema. O
Ejemplo 2.1. Si F es un campo y @1,...,08, Son escalures cn F. Definiremos
una funcién f sobre F™ por f(z1,...,%n} = 2121+ - + Guy cREONCES f esun

funcional lineal sobre #™

Ejemplo 2.2. Sin es un entero positivo y F' es un campo, st A es una matriz
de orden n % n con entradas en V' y la traza de A es el escalar

TraA =A1] + -t Apn



Ia funcidn treza es un funcional lineal de la matriz en el espacio F**™ por que

Tra(CA+B) = 3 ,(CAi -+ Bu)
E?:}(GA:'-:') + Z:;:](Bii)
C Zi;l Asi + Ei:l B
CTra{A)+ 1'ra(B)

i

Yeorema 2.2 (TEOREMA DE HAHN-BANACH.). §i M es un subespacio de
un espacte vectorial normado X y si f es un funcional lineal acotado en M,
entonces | se puede eztender o un funcional linesl acotado F en X de forma
que JF|| = |If]l; M no es nceesariamente cerrado.

Demostracién: Supongamos en primer término que X cs un cspacio vectorial
normado real, y consecuentemente que f es un funcional lincal real acotado cn
M.Si||f| =0, la extensidn deseada es F' = 1.

Omiticndo cste caso, no hay perdida de generalidad si suponemos que || f]] =
1. Elijamos un zg € X,z ¢ M y sca M cl cspacio vectorial generado por My
zqo. Entonces Mj csta formado por todos los vectores de la forma z + Azq, donde
2 € M y A es un escalar diferente de cero. Si definimos

Filz + Azp) = flz) + dex

donde @ es un nimero real fijo, es trivial comprobar que se obtiene una extensién
de F a un funcional lincal cn M;. El problema cs clegir o de mancra que cl
funciocnal extendido también tenga norma 1, es decir, si podemos encontar o tal
que se satisface

|f@) + dal < o+ Azl z € MAER (1)

Sustituyendo z por Az y dividiendo ambos miembros de (1) por A, sc abticne
la signiente condicidn, equivalente (1):

Af(z) — Az £ || Az + Azl

cquivalente
[Allf () — el < ]Allz — ol

como A # 0 podemos definir por|A| y obtcner
|fiz)+a| <zt zeM (2)
s decir , que Az < e < Bz para todo z € M, donde
Az = f(z) — ||z + zoll ¥ Bz =f(z) +lz+=all (3}

cxiste un tal o si y solo si todos los intcrvalos [Ag, B,] ticnen un punto cn
comiin, es decir, si ¥ solo si A, < By (4), para todoz,y € M, pcro

fz)~ fy) = flz—y) < llz ~ yll < |z = oll +lly — =all

12



asf se deduce de (4) ¥ (3).

Asi hemos probado que existe una extensién fi de £ definido en M, que
conscrva la norma.

Sea P la coleccién de todos los pares ordenados {M’, f) donde M’ ¢s un
subespacio de X quc conticne a M y f/ es una extensién lineal real de F' a M’
con ||f'|| = 1. Dotamos a P de un orden parcial definiendo la siguiente relacién
cntre sus clementos:

(Ml’,f’) S (Mﬂ’fﬂ)
si M ¢ M" y f'{z) = f'(x) para todo z € M’. Claramente se verifican los
axiomas de¢ orden parcial, pero P es no vacia, ya que contiene a (M, f) , cn
consecuencia el teorema de maximalidad de Hausdorff asegura la existencia de
una subeoleccitn de todos los M’ tales que (M7, f') € Q. Entonces $ estad
totalmente ordenada por inclusién, y en consecuencia la unién M de todos los
elementos de & es un subespacio de X.

Si z € M, cntonces £ € M’ para algin M’ € @; definamos #'{x) = f'(z),
dondc f' es la funcién que aparece en el par (M”, f') € 1. Nuestra definicién del
orden parcial en {1, muestra que no importa que M’ € & elijamos para definir
F{z) sicmpre que M’ contenga a %

Ahora es fécil comprobar que #' cs un funcional lincal cn M, con |#| = 1.

Si M fucse nn subespacio propio de X, la primera parte de la demostracion nos
daria la existencia de una extensién de #' a un subcspacio mas grande y esto
contradice la maximalidad de €2, en consecuencia, M = X y asi se demuestra el
teorema para cl caso de cscalares reales.

Ahora si f es un funcional lineal complejo definido en el subespacio M del
cspacio vectorial normado complcjo X, sca u la parte real de f. Utilicemos ol
teorcina de Hahn-Banach real para extender a un funcional lincal real & cn X,
con [JU|| = ||u|| ¥ definamos

F(x)=U(z)—(ix), zcX
O

Definicién 2.2. Sca (1',+) un grupo abeliano con elemento neutro Op,T' ¢s un
grupo ordenado, si existe un conjunto Ty C T tal que:

i P 4T CTy
i Ty (=) = {0}
it LLU(-T)=T

(3



Un ejemple que visualiza esta definicién es el siguiente.

Tomando (T',+) como (Z,+),I'y = Z > 0,-T'y = Z < 0 vemos que sc
cumple las tres condiciones

i)ZT+Zrczt
i )2+ n(—4%) = {0}
iii JZ*U(-ZH) =2

Ahora vamos a deeir gue para dos clementos cualesquicra z,y € I escribimos
z<ysiy—x €y, ycscribiromos o <ysiz <yyz#y Decosta forina
fcnemos gue

F.={yel:y>0r}

Definicién 2.3 (Intervalo Generalizado.). SiL es un grupo ordenado, un
confunto J distinte de vacio, contenido en T, ¢s un intervalo generalizado si
tiene la siguiente propicdad, para a,b € J, con a < b implica que (a,b) CJ

5i no hay posibilidades de confusién usaremos 0 en vez de Or.

T sea un gﬁlpo topolégico vamos a suponer que ' cs cerrado.

De esta forma vamos a definir los intervalos de la siguiente manera,
(a0 ={z:a <z <b}
o, ={z:a<x<b}

Si consideramos %2 con el orden lexicogréfico y tomando dos puntos de 272,
(my,n1) ¥ (mg,n2) y tenicndo en cucnta cste orden veamos que Z? ¢s un inter-
valo gencralizade y sin embargo no ¢s un intervalo, en cfecto:

Sca N un cntero positivo cntonces ¢l conjunto {(m,n} € Z? : |n| < N}
¢l cnal Hamarcmos G. Veamos que os un intervalo generalizado el coal cs un
intervalo:

En cfccto considerando a J = {(m,n) € Z2: |n| < N} y sca a,b € J con
g < b, vcamos que (a,b) C J.
si @ = (my,m) y b = {m2,nz) cntonces tenemos que para un x € {a,b) con
z = (mg,n3) cntonees debe cumplirse que a < z < b csto os ;
(my,m1) < (ma,ng) < (m2,n2)-

asi (my,ny) < (mg,n3) ontonees sc ticne que ny <ng, 0 = [ral y my < ma.

10
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$i ocurre cl primer caso cntonces [ny]| < [rg] < N por hipdtesis de donde
concluimos que |ng] £ N.
ahora si »y = |ng| cntonees |ny] = jra| < N asi [ng| < N y obscrvando la otra
desigualdad tenemos

(m3,n3) < (mz,‘nz).

cntonees ny < ng 0 Rg = 1y ¥ My < my, de donde |ng| < nz| < N osing =ng
cntonees |ng| = |nz| < N por hipétesis; asising < nz < ng, [m| S N; [na| € N
de dondc |ny] < N, dc lo cual podemos conchuir que (a,b) € J, csto cs que J cs
un intervalo generalizado cl cual no ¢s un intervalo.

En nucstro tcorema principal que vamos a demostrar, debemos tener claro
ciertas definiciones que vimos en el capitulo anterior como cuasi-triangulo. Es
bueno visnalizar cuando un conjunto ¢s un cuasi-trianguio.

Si tomamos N = 3 cntonces ¢l conjunto 8 formado por el producto cartesiano
{1,2,3} % {1,2,3} cs
§= {(11 1): (1: 2); (la 3)1 (21 1): (2)2)1 (2: 3)1 (3s l)v (3’ 2): (3» 3)}

Tomando un subconjunto A C S definide de la siguiente forma:

A={(k0c {1,2,8} x {1,2,3}/k < £}

entonees A = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} y tomando un @ C A con
Q= {(1,1),(1,2),(2,3)} veamos quc @ ¢s un cuasi-triangulo.

f=maz{f:1<8<3, (kO cQ=maz{l,3} =32 1cstoes 1 =321
bo=maz{l:2<L<3,(k,E) QY =maz{2,3} =32>2asi £ =322
fazmax{ﬂ:lEESQ,(k,f)EQ}:mM{l,Q}:QZ1c‘stocs£3=22l
asi b > kv, 1<k <3

Ahora como

1<1<1<3cntonees (1,1) € Q.
1<1<2<3cntonees (2,3} € Q.
1 <2< 3< 3 cntonees (2,3} € Q.

asi que @ es un cuasi-tridngulo.

Proposicién 2.3. [ es un grupe ordenado abeliano A € I donde A es un
intervalo generalizado simétrico. f : A — C es una funcidn defintda positiva,
sea 1,2, yn S [ tal que yn < -+ < yo entonces existe uno matriz positiva

11
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A= (A, kf =1 C esto es:

A={flye — )" kl=1¢c C”™" con ys — yx € A; escribiendo A en forma
matricial se tiene:

f({)) f(yl - 'yZ) T f(yl - yn)

flm—91) flm—y2) - F(O)

Demostracién: dchemos mostrar que A cs positiva.
Sca B = {(k,0)/1 £k < €< n y 1 —yx € A}, probemos que E ¢s cnasi-
triangulo, cn cfccto;
i )0 € A ya que para todo = € A, cntonces —z € A esto es que (—z,3) C A,
asi0 ¢ A

ii ) Esclaroque (—k,k) e Eyaquel<k<K<nyygr—wmcl, VI
E<n

iii ) £ > k (6 = max{8/k < £< Nf(k,£) € E}) vy (k, k) € E cmtonces € > k
Supongamos ahora quc k < k' < # < £ con 1 < k < n y probemos que
{(k,#) € I en cfecto;

Comoy -+ Sy <+ Sy <o Syp -+ < yp, ontonces ye —yer 2 0
csto o8 0 < yp — yp asi ye, = ye (1), ahora 3 < yir ontonces ye, > ye ¥y
—yk 2 —yr (2) asi de (1) y (2) tenemos que:

Yo, — Yk 2 Y& — Yk

asi, 0 < yp — ypr < ye, — yx y como £x > k cntonces £y — yx € A, por hipdtesis
y como 0 € A entonces (C,ye, — 4%} C A, 08l yp —yr E A ycomo 1 <k <
K <nyyx—y €A entonces (k',#) € E dc donde se tiene que E s un
cuasi-triangulo, cntonees podemos decir que f es definida positiva y también
toda matriz bloque de la forma:
(Flye — ) k<K <€ <t

cs positiva. O
Lema 2.4. 5ig:T — C es una funcién definida positiva con soporte finilo en

A entonces
> fyey) >0
wel
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Demostracién. Tenemos que ¢ : T — C es definida positiva y ademés

supp(g) = {z €T/g(z) #0} C A

dicho conjunto asi definido es finito, veamos que

> f@Wely) = 0

yel’

consideremos la funcién 3 : I' — C la cual definiremos de la signiente manera :

_ | flylgly} si yeA

Ply) = { 0 siydA
Primcro probemos que o es definida positiva, esto es que para cualquier
T1, .7 € [' la matriz (¥(rz — r%})*,k,£ = 1 es definida positiva. En efec-
to, tenemos que I' es ordenado, entonces sin pérdida de generalidad podemos
suponer que 71 < g € -+ € 1, entonces por la proposicidn 2.3 existe una
matriz

A= (Age)i g1 €C"

Age = fre — i) sicmpre que {rgy — ri) € A donde f ¢s positiva.
Ahora como ¢l producto Shur de dos matrices positivas sigue siendo positivo
cntonces s¢ ticne que

Ay positiva y (g{re — ri)) positiva, entonces
(Areg(re — i)} cs positiva donde

F0y flmy—me) - flm— =)

Ao f(Izl*Il) o) f(Iz-*zn)
f@n—2) flon—=s) - F(0)
9(0) g(zl gIQ) e g(zl Azn)
9(52451) 9(0) g(zZ _Iu)
g= : .
o(zn—1) g@a—m) - gl0)

Ademds el soporte de g estd contenido en A, asi por el producto de Shur se
ticnc la matriz ¢ definida asi

f(O)g(O) f(a;l - z2)5’(5'31 - 332) T f(zl - If.}g(zl - In)
B flzz —zy)g(z2 — 71) F(0}g(0) cor flma— za)o(zo — z4)
f@n - 21)g(on - 21) flEn — 22)glEn —22) -+ £(0)9(0)
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es positiva. Asi, si logramos probar que

(¥(re — ri)) = (Areglre — 7))
conl € €< nyl <k <ntendremos que ¢ ¢s positiva.

En cfecto, si (rg — 1) € A entonces

Plre - ri) = flre — ri}g(re — ve} = Ageg(re — vx)
Por definicién y si »;, — ri ¢ A, cntonees
Plre —ri) =0
por hipétesis, ya que
glre—re) =0
por consiguicntc ¥(rg — r) es definida positiva .

Sea ] el elemento del dual 0 de T' que aplica todo elemento de T'en 1 € C
Sca + la transforinada de Fourier de 4, luego

$(1) = /P Ha) (—z)de = ]r (x)ds

pero como la medida sobre T es la medida discreta tenemos que

[F Ya)dz = 3 $(z) 2 0

yel
la ultima desigualdad se debe a que ¢ es definida positiva, luego

$1) =S d(z) =Y flw)ely) > 0.

yel yel
O

Teorema 2.5. 5tV es un subconjunto abierto de un grupo localmente compacto
G y si h es una funcién de valores complejos sobre G que tiende o cero. Sih es
medible sobre V, entonces b = 0 localmente en casi todos los puntos sobre V.

Demostracién: Podemos asumir quc b es real. Supongamos ademds que h
cxiste localmente en casi todo V. Entonces existe una vecindad abierta simétrica
Wdceyzy € Vtalque W, € W C V y hno sc anula sobre 5, & W. Asi existe
una funcién real g € C7, (&) tal que

Supple) Wl v [ hwaty iy =1

woW

Definamos i) v
’ _ x), stx €V,
h(")_{ 0, sizg V.

14



v consideremos las funciones continuas

b+ g(z) = f(, W (zy)g(y™" )dy

cntonces b’ * gle) = 1, cste ¢8 un conjunto abicrto w' asip; > 0,2 p; =1y
T1y. .., Ty € W asi tenemos que

n 1
Zpih’ +g(z;) > 3
=1
entonces b converge a cero, escojamos los p; y z; talgue la designaldad
T
|Zpih(miy)| <e, con yEG pare todo € >0
i=1
tomemos ¥ € z, W, tenemos que zi, 2, W C W, W C ¥V lo cual implica que
Yo pibg(zi) )
Tl pitt (za)lg(y " )dy

}G Iggng{jy — supye, w | 2oty PiRU(TiY)]
a 19\Y Yy

para todo & > 0, esta contradiccién completa la demostracidn .

N
=

1
2

IANIA

C

Corolario 2.6. 5t f es una funcidn definida positiva sobre un grupo topoldgico
G y sea S un ndmero real. Si K es un subconjunto compacto de G y V es
una vecindad de S, entonces el conjunto Kk s; puede ser cubierto por finitas
traslaciones a la izquierda de los conjuntos

S(Hnv

Demostracion: Como K es compacto, este puede ser cubierto por finitas
traslacioncs de conjuntos abiertos ¥, tal que

Vi‘lv,- vV

entonces
Exsf <\ bvsf
i=1
por scr f definida positiva tenemos que para cada Ey;sf cs un recubrimicnto
por finitas traslaciones de conjuntos abiertos

SN V)
ahora se nota finalmente que
S(HNVTIVYCSHnY
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Teorema 2.7. Si f € P((7) (conjunto de todas las funciones continuas definidas
positivas) donde G es localmente compacto y st f = 0 localmente en casi todos
los puntos de una vecindad de e, entonces f =0 en casi tode G,

Demostracion: Sca K C G un subconjunto compacto arbitrario entonees por
corolario 2.6 y la ecuacion

S(AINK = GEK,%L tal que A(S(fHNK)=0

asi f = 0 cn casi todo G.
0O

Teorema 2.8. See f € P(G), donde G es localmente compacto y f es medible
sobre une vecinded V de e, entonces f es medible sobre G.

Demostracion: En cfecto sca

f=f+i
donde f. € P%(G), f, € P(G} y [, tiende a cero, cntonces
fu = f - fc

asi la funcién f, cs medible sobre V y por tecorcma 2.7 y 2.5 vemos que f, =0
localmente en casi todo G, asi

ferP™G)
donde F™(G) cs ¢l conjunto de todas las funciones medibles sobre & ]

Teorema 2.9. 5i ' es un grupo localmente compacto y [ cs medible entonces
cualquier extensidn de | es medible .

Demostracion: f puede ser expresada como
F=fc+fo

donde f. € P4(G) (conjunto de todas las funciones continuas definidas positivas
¥ fo € P{G) conjunto de todas las funcioncs continuas sobre G) y f, # 0,asi

f=Ff-f
cntonces f,, ¢s medible sobre V' por tcorema 2.8, O
Antes del teorema principal enunciarcmos unos teoIcmas que necositarcimos:

Definicién 2.4. Sea X un espacio topoldgico y S(z) el conjunto de todas las
funciones de X en X. Sobre S(xz) definimos la topologia generada por los con-
funtos de la forma:

(U]aU21U3s° .. rUu-;zlvﬂ:QI---:ﬂ:ﬂ) = {f = S(:E)/F(SL’,) € Uiri = 1127“" ,12}
Donde los U; son abiertos en X y los z; son puntos de X.

Esta topologia es llamada lo topologia punto-convergente.
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Lema 2.10. Sea X un espacio topoldgico y H. el subconjunto de S(z) formado
por las funciones continuas de X en X. 5i 5(x) es I-contable entonces H, es
cerrado.

Demostracién: Podemos proceder via sucesiones.

En cfecto, si f € H,, existe una sucesidn {f,}2%, dc puntos de H, tales que
fo — f- Scax € X y U abicrto tal que f(x) € U, lucgo como f & (U,z) vy
(U, ) cs abicto cn 8(xz), cxiste N € BT tal que n > N implica que f,, € (U,5),
es decir fu.(z) € U sin > N, por lo tanto f.(z} -— f(z} uniformemente, como

cada f,, es continua, asi mismo debe ser f y por tanto H,; es cerrado.
O

Lema 2.11. En un espacio con producto interno (V,<>), el complemento or-
togonal de cualquier subcongunte de V' es cerrado.

Demostracién: Sca A C V, veamos que ¢l complemento ortogonal de A, A%, cs
cerrado. En cfecto sca z € A, entonces existe una sucesién (z,,)5%; de puntos
do A€ tales que 2, — x. Scaa € A, asi < z,,,a >= 0. Ahora por la conéimidad
del producto interno tencmos que

< z,a >=< lim z,,a >= lim < z,,e>=10

TT—OC TH—0oC
Asi x € A%, por tanto A = A y A® ¢s ccrrado. O

Teorema 2.12. Sea G un grupe localmente compacto y f € F™(Q) entonces
f = f.+ fo donde f. € PG} es definida positive y fo es medible. Ademds,
idénticamente cero en casi todas partes.

Demosiracién: Sca 7 en grupo topolégico localmente compacte y sea f €
P{@), denotemos por H,, al conjunto de las funciones continuas en H{f) y por
H, su complemento ortogonal, catonces ¢s claro que H. y H, son corrados, por
los lemas 2.10 y 2.11 ; consideremos U, ¢l subespacio invariante de H(f) dondc
H{fy=H.+H,; ahora f = f.+ f, donde f. € PS(G)NH.y f. € P(G}N H,,
asi para todo k € L1(G) sc tiene que ki, fo € Hy, csto ¢s h, fo ©s continua, donde
hafo € H,, entonees sc ticne que b, fy = 0 para todo k€ L (G} esto cs fo =0
cn casi todas partes. O

Teorema 2.13 (TEOREMA DE BOCHNER. - HERGLOTZ-WEIL- RATKOV).
Sea f funcional lincal sobre un algebra de Banach conmattotivo, semi-simple,
semi-adjunto, positivo y extensible st y solo si criste une medidu g positiva dr
Baire sobre el maximal ideal de A tal que

fz) = / Edx

para todo = en A
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Demostracidn: Supongamos que ¢ es continua y definida positiva. Podemos
asumir sin pérdida de generalidad que ¢(0} = 1. si f € C,(G) y ticne soporic K,
entonees, f(z)f(y}¢{z — ¥) cs uniformomente continua sobre K x K y K puede
ser particionado cn conjuntos disjuntoes E; .. . E, tal que la suma

> F@)f(z)b(zi — z;)m(Ejm(E;)
L3
para todo x; € K; y z; € &; , cs difcrente a la intogral

[G L ()T )b (z — v)dady

lucgo ¢ es definida positiva, es decir ¢ cs no negativa, esto es C.(G) ¢s denso
en L/(G) teniendo que C.(G) cs no negativa para todo f € L'(G) hicge

@) ro(s) = [ flade
para todo f € L/{G) y tomando

[f:g]IFq&(fx@: (f$96Lr(G))

donde lamamos §(z} = g(—=z) sc ticne que

(.0 = /C [C F(@) )6l — v)dady

cs lincal en f ¥ [g, f] s ¢l conjugado de [f, g], Incgo {f, f] > 0. Esta propicdad
¢s la de los cspacios de Hilbert con el producto interno ¢l enal necesitamos cn
csta prucha.
Ahora de la desigualdad de Schwarz que en nuestro casoe cs:

(2.2) | [f.9] P< [, fllg, o]

tomando g la funcién caracteristica de una vecindad simétrica V' de O dividida
por m(v}(G) se ticne que

.o~ Fo(f) = | @)= [ [6(z—v) — d(z)ldzdy
led m(v) fy

[g,91—1=$jvﬁl¢(z—y)—udzdy

cntonees ¢s uniformemente conginua.
Esta afirmacién puede ser arbitraria ahora de (2.2) se tiene la desigualdad

(2.3) | To(f) < [£,£] = To(f x f)
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{con f € L'(G)) pcroh = f = ):y h* = A" ! x h paran = 2,3,..., cutonces
l¢lloc = 1, tencinos )Tl = 1 y aplicando (2.3) con k,hZ, k%, ... cn lugar de f
obtenemos:

[Té(f) P< To(h) < {TH(R)?}E < --- < {Td(h)*" 12" <f| (A)*" 177"
dondc n — oo, entonces la expresidn converge al radio espectral de h, esto es
Il asil Té(f) P< [Rllc < IRIZ, o | Té(f) < [Alloe con £ € L/(G)
Esto significa que I'¢ pucde scr tomado como un funcional lincal acotado sobre
A{T) con respecto a la norma suprema podemos extender I'¢a un funcional

lincal acotado sobre Co(I') preservando la norma y la representacién de Riesz ,
cntonces esto implica que existe g € M() con ||g]| <1 tal que

(2.4) ré(f) = [F [F(~v)ldn(y) = fc f(z)dz /F (2, v (y)

comparando (2.1} y (2.4} sc demucstra ¢l teorema tomando x = 0, csto cs

1= ¢(0) = f.« dpfy) = p(T) < ] = 1

entonees. u(l’) = ||u]| ¥ csto implica que g > 0 |
Teorema 2.14. Siyc T y s

fw) = ]p f(z)(~z, y)dz

con f € L/{G) entonces la funcion f — f(y) es un homomorfismo complejo
de L'(G), y no es idénticamente 0. Inversamente, todo homomaorfismo complejo
distinio de cero de L' (G) es oblenido de esta misma forma, y de distinto cardcter
induce a distinto homomorfismo.

La demostracién de este teorema aparece en [10], no se escribié por que se
necesitan muchos factores previos.

Este teorema garantiza que la transformada de fourier ¢s inversible y note-
mos con f la inversa

Si la medida de se asume normalizada tenemos la siguiente relacién de or-

togonalidad.
(z) = 1, ssr =0,
o T 0, sir£0

Donde O es el neutro el grupo de caracteres, es decir la funcién que envia
todo clemento de G en 1,

/Gr(:r:)dxzfcdmzp(G):]
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si r # 0 existe =y tal que r(zp) # 1 cntonees

foriz)dz Jo r(mo) " r(z)r(zo)dz
T(In) f(:' T{ﬂ: - xn)d:n
r(zg) fG+1‘n r(z)dz
r(zq) [, r(z)ds

T

como 7(zg) # 1 debe ser

j(; r(x)de =0
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3. TEOREMA PRINCIPAL.

Teorema 3.1. Si (T, +) es un grupo abeliano ordenado y A C T ¢s un intervalo
generalizado simétrico no trivial, es decir con mas de un puntoy sea f : A — C
Es una funcién definida positiva enlonces;

a j f tiene una extensién definida positiva o cualquicr grupe I'; esto cs, que
eriste g 1 ¥ — C que es iambién une funcidn definida positiva y que
ademds gfA = f esto es que g(z) = f(z) para tode X € A

b ) §iT es un grupo topoldgico y f es conlinua entonces cualquier extension
definida positiva de f cs continua.
Esto es g : T — C es continua definida positiva.

¢ } SiT es un grupo localmente compacto y f es medible entonces cualquier
extensién definida positiva de [ es medible

d )SiT es un grupo localmente compacto y f es medible entonces ewisten dos
funciones definidas positivas f¢: A — Cy f°: A — C lol que
i f=f+F
ii) f¢ es continua
iii) f° es cero localmente en casi todos los puntos
Demostracién: a) Para esta parte consideraremos a I' con la topologia

discreta.

Sca G el dual del grupo T’ _
Si F(A) es el conjunto de las transformadas de Fourier V' de la medida v sobre
I" con soporte finito contenido en A y si

F(A) = {p € F{A) : Ran k(p) C R}

FrA)y={pe F'(8):p> 0}
Si L: F"(A} — R definide por
L{p) = > F(y)p(y)
yel
tenemos que L s un funcional real lincal
L(p1+epa) = ) _ f(r)pr + erpa)(r)
yel

dondc ¢y es un nimero complejo

L{py+epz) = 3 er F)(@1(r) + cape(r)

Yyer FP(r) + e 30 op f(r)palr)
L(p) +e1L(p2)
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Sip < qlucgo (p—¢q) <0 lucgo
Lip—q) S L{0) <0

asi L(p) — L(g) < 0 ¢s decir L(p) < L{y), ahora por lema 1.5 sc ticne que L os
un funcional lincal positivo, entonees
L(p} S L(g)sipge F(A)yp<q

Sca |||| ¢s la norma uniforme en cl espacio lincal F7(A). Sin pérdida de
generalidad podemos suponcr que f(0) = 1. si p € F7(A) entonces

~lell <2 < llpll.

cn cfecto si suponcmos que f(0) £ 1 hagamos

) =f(z)- f(0)+1

Seria entonces

110) = F0) - fO) 1 =1

¢s claro que
el < » < lipll,

hicgo

L{—{ell) < L(p) < L{llel))
~lpliL{1) < L(p) < fpllL(1}
1L(p)i < |lpll£(1)
Incgo |L(p)| < |lp|| para todo p, cs decir L cs de norma 1 sobre F7(A)
Por ¢l tcorema de HAHN-BANACH sc siguc que L puede ser extendida a

un funcional lincal de norma 1 sobre ¢l cspacio de ¢l valor real de las funciones
continuas sobre G.

Por cl tcorema de LA REPRESENTACION DE RIESZ sc ticne que existe
una medida finita 4 sobre & de variacién total 1 tal que

(@.1) L) = [ H)u) pera pe (@A)
Sea YV € A, si tomamos p()) = Y(y)} + Y(~y} en (2.1} obtcnemos

f@y+ f-) = sy} + B5(-v)




ahora bien si

p(V) =i(V(y) - V(~v))

en la ecuacidn (2.1} obtenemos

flv} = f(-v) = by} — #(-v)

cnionces

f(y) = ily) para todo pe F"(A)

Iucgo

L=L(1)=p@G) <|pl =1

asi tenemos que p cs una medida positiva y por ¢l teorema de BOCHNER
- HERGLOTZ- WEIL- RAIKQV icncmos que F' = f es una extension
definida positiva de f.

b) Puesto que A es un intervalo simétrico generalizado no trivial el cual
conticne un conjunto dc la forma (—a,a), dondc a > 0, ¢l conjunto (—a,a), s
una veeindad de 0 y como b C T el cual es un grupo topoldgico se tiene que
para toda funcién f € P(G) si f cs continua cn e entonces f s uniformementc
continua sobre G (denotemos P(G) ¢l conjunto de las funciones positivas
medibles), y como f es una funcién definida positiva sobre el grupo G cntonces,
sc¢ tienc que

|F{z) — f)I* < 27 (e)[f(e) - Ref(z"'y)]

para todo z,y € & y csto cs equivalente a decir que {f(x)| € f(e) para todo
z € G.
c) 5i " es un grupo localmente y f es medible entonces cualquier extension de
f os medible .
En cfceto f puede ser expresada como

f:fc'l"fﬂ donde fCEPL(G) ¥ fUEP(G)

con P¢(G), es el conjunto de las funciones continuas definidas positivas y P(G},
de las funciones positivas sobre G. y fo es distinto de cero asi fo = f — f,
entonees f ¢s medible sobre V. Ahora por teorcmas 2.5 y 2.7 podemos ver
que fp = 0 localmentc sobre G, asi f € P™(G)}. (P™(G) cs ¢l conjunto de las
funciones definidas positivas medibles. )

d} Se sigue del teorema 2.12 {ver {11])

23

LY



4. CONCLUSION

Se han demostrado teoremas de extensién continua para funciones medibles,
continuas y definidas positivas. Note que todos los resultados han sido consegui-
dos en grupos abelianos, porque es aqui donde el concepto de grupo ordenado
ticne sentido.

Hemos visto que toda funcién continua en un intervale de un grupo topoldgi-
co ordenado admite una extensién continua. También se probd un resultade
andlogo para funciones medibles y definidas positivas, pero para este iltimo
caso es necesario que el grupo sea localmente compacto. Ademds en este caso
se probé que toda funcién medible se puede escribir como suma de una funcién
medible y una funcién nula en casi todas partes.
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