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INTRODUCCION

Toda la teoria que encierra la construccién y deduccién de espacios
topolégicos, encierra un misterio dentro del mundo matematico, pues este
es construido a partir de métricas generadas por conjuntos abiertos.

Fl resultado que se quiere obtener en este trabajo, es construir a partir
del anslisis funcional, la topologia y el andlisis complejo, usando los espa-
cios topolégicos localmenie convexos, condiciones para que las derivadas de
Frechét v de Gateaux sean equivalentes.
Brevemente lo que se realiza en primera instancia es definir algunos conceptos
de seminorma, conjuntos equilibrados, absorventes y convexos, para definir
los espacios vectoriales apropiados en el desarrollo de éste trabajo. Tales es-
pacios son los espacios vectoriales topoldgicos localmente convezos. Luego se
definirdn las derivadas de Fréchet y de Géteaux para después proceder a de-
mostrar algunos resultados que se utilizardn en los capitulos postreros.

Una vez demostrados los resultados referentes a las derivadas de Fréchet
y Géteaux, se procederd a demostrar el teorema principal llamado Teorema
de Hartags en dimensidén infinita, primeramente en un espacio vecto-
rial topoldgico localmente convexo de dimensién finita. Este espacio es muy
conocido y cumple con todas las condiciones de la hipdtesis del feorema; este
espacio es C". Seguidamente se demuestra el teorema para el caso general,
es decir, en los espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos, donde
son definidas las funciones que se le aplican las derivadas anteriormente men-
cionadas. Estos espacios son de dimensién infinita.

Asi en el capitulo 1 se estudiard la F—derivada y la G—derivada, en el capitu-
lo 2 mostraremos el teorema de Hartogs para X = C® en donde se tendrd en
cuenta la definicién de espacio de Baire y las definiciones de topologia debil
que serdn itiles para demostrar el teorema de Hartogs en dimensién finita
y se demostrardn algunos resultados con condiciones necesarias para que se
cumpla la F—diferenciabilidad en funciones definidas en tales espacios vecto-
riales topolégicos localmente convexos, en el capitulo 3 se mostraré el teore-
ma de Hartogs caso general, demostrando con anterioridad consecuencias de
polinomios homogéneos continuos de grado n y en el Apéndice se encuentran
todos los resultados necesarios que son utilizados para desarrollar la teoria.
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1. CAPITULO 1
F-DERIVADA Y G-DERIVADA EN C

En este capitulo introducimos algunos conceptos y resultados sin de-
mostracién como son los de seminorma, conjuntos convexos, conjuntos equi-
librados, conjuntos absorbentes, para luego poder definir el espacio en el que
se realizard este trabajo que son los espacios vectoriales topogicos localmente
convexos. Una vez introducidos estos conceptos y resultados, se demostraré el
primer teorema de F-diferenciabilidad, que se realiza particularmente para
una funcién definida desde €*, hasta C que admita derivadas parciales en
cada punto.

Fl lector interesado en la demostracién, puede consultar {13].

Definicién 1.1. Una funcidn de valor real p(z), definida sobre un espacio
vectorial X se llama una seminorma, sobre X, si satisface las sigutentes
condiciones:

(i) plz +y} < p(x) + p(y)
(i) plaz) = |alp(z)

Nota 1.1. El conjunio R, es el conjunto formado por todos los nimeros
reales positivos, esto es

Rt ={zxeR:z>0}
Proposicién 1.1. Una seminorme p(x) salisface:
(i) p(0) =0
(1) p(zy — m2) 2 |p(a1) — plaa)l

Proposicién 1.2. Sea p(z) una seminorma sobre X y ¢ cualgquier nimero
positivo, entonces el conjunto

M={zxe X:p(zx)<c}
cumple las siguientes propiedades

(1) 0e M
M es convexo si y solamente si, r,y € M y 0 < o < 1, implica que
fox+(1—a)yle M



(2) M es equilibrada o balanceada si x € M y |o| < 1, implica que
are M

(3) M es absorbente st y solamente si, para cualquier x € X, existea > 0
tal gue a 'z e M

(4)

T)= inf C
P( ) a>0,or—'xEM'a

(inf = infimo = la mayor cota inferior)

Definicién 1.2. Sean X,Y ew.t.lc. y Q un subconjunto abierto de X. Una
funcidn [ : Q — Y es G-diferenciable en a € 1, st el limite

i [a+th) =~ £(a)
£—0,5£0 L

Gfla,h)=

eziste para todo h € X. Diremos que h — G{f(a,h)) = ¢(h) es la G-
derivada de f e el punto a.

Definicién 1.3. Sean X,Y ew.t.lc. y Q un subconjunto abierto de X. Una
funcién f: Q — Y es F-diferenciable en a € (1, st existe una funcion
lineal u € L{X,Y) con la propieded siguiente:

Para toda seminorma g continua en 'Y, existe una seminorma p en X tal que

, q(fla-+h)— fla) —u(h)) _
. p(h) =9

es decir, para € > 0

q{f(a+ k) — fla) —u(h)) < ep(h)

para valores de p(h) suficientemente pequerios.
Existe a lo mds una funcidn lineal continua u con esta propiedad, a lo cual
llamaremos F-derivada de [ en el punlo a y escribiremos v = D f{a).

Lema 1.1. 5i f es F-diferenciable, entonces f es G-diferenciable.

Demostracién. Supongamos que [ es F-diferenciable, entonces, para toda
seminorma continua ¢ en Y, existe una seminorma continua p en X tal que

g(f{a+th) - fla) - Df(a)) _
he+0,p(h)70 p(h)

7



para t € X. Por proposicion 1.1 tenemos que

¢(fla+th) - f(a)) — a(Df(a)) _ la(f{a+th) — fla)) — ¢(Df(a))l
p(h) - p(h)

la(f(a + th) — f(a)) — q(Df(a))| _ a(f{a+th) — f(a) — Df{a))
p(h) - p(h)

entonces, por transitividad

g(f(a+th) - f{a)) — ¢(Df(a)) _ a(f(a+th)— f(a)} — Df(a))
(k) - p(h) '

Consideremos 00 < p(h) < 1, entonces

¢(f(a+th) — fla)) — o(Df(@)p(h) _ a{fla+th) — f(a)) — ¢(Df(a))
p(h) - p(h)

luego,

a(f(a+th) — f(a)) — o(Df(a))p(h) _ a(f(a+th) — f(a) — Df(a))
p(h) - p(h)

entonces,

o(f(a+th)~ fla)) _qo(Df(a)p(h) _ g(fla+th)— fla) — Df(a))
p(h) p(h) - p(h) '

Ahors, cuando b — 0, con h # 0

 falflatth) - £(a) q(f{a+th) — (a) - Df(a))
};33,( oy 1o (“”) < Jm o(h)

donde k # 0, entonces

h_l'{{g?m Q(f(a +pt(h’3)‘ f(a)) _ h%%#Q(Df(a)) < 0.



Pero como p y g son seminormas de X y Y respectivamente, entonces
p(z) >0y g(y) >0, para todo € X y y € Y, de modo que

!
q(f(a+th) - f(a)) ) _
p ) lim a(Df(a)) =0,
asi que

of@) = , tim T2 OIZT)

Es claro que cuando h — 0; p(h) — 0, entonces definamos
Gla, h) = ¢(D f{a)}, asi

|
_ q(f(a+th) — f(a))
Gla,h) = h—lg,lf}#ﬂ l p(h)

1

|
por tanto G{a, h) existe para h € X, lo ciue obtenemos que f es G—diferenciable.

Lema 1.2. St f : X — Y es F— difenencmble en a € X, enlonces f es
continua en a € X :

I

Demostracion. Sea f : X — Y una;funcién F—diferenciable en a € X,

cntonces
i (et h) - f(a) — u(h))
h0f0 p(h)
para valores de p(h) suficientemente pequefios.
Debemos mostrar que:

=0,

o(f(a+ b)) = o(f(a)).

h— oh;&ﬂ |
l
En efecto.

Puesto que f es F-diferenciable en a € X entonces f estd definidaena € X,
luego por proposicién 1.1 tenemos que:

‘ |
g(fla+h)) —alf(a)) — alulh))| _ a(f(a-+h) — fla) — u(h))
p(h) -~ p(h)

Ademds, para p(h) suficientemente peq'ueﬁo tenemos

q(fla+ k) — q(f(a)) — qlu(h)) q(f(a + h)) — q(f(a)) — q(u(h))
p(k) p(h)

) <
|

9
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cntonces

a(fla+ b)) — a(f(a)) — qlu(h)) < LS h)p-( }{) (a) — u(h))

asi, cuando h — 0,p(h) — 0 y tenemos que:
] o o <
pim q(fla+h)) = Mm o(f(a)) - lim qlu(h)) <0

luego

m a(fa+ ) = lm q(f(a)) -, tm qlu(h)) =0,

de modo que

i a(flath))= lim o(f(a))+ lim qlu(h)).

Pero como u es continus, entonces

lim g(u(h))=0

o0 0

por consiguiente

im g(f(a-+h)) = q(f(a)).

h—0,h70
lo que demuestra que f es continua en a € X. [ ]

Teorema 1.3 (Teorema de Hartogs). Si{Q) es un subconjunto abierto y conezo
de C" y f : @ — C, admite derivadas paciales en cada punto, entonces f
es F-diferenciable.

Demostracién. Ver Bibliografia [13]. n

Corolario 1.4. 5t X = C* y Y = C, entonces f es G—diferenciable si y
solamente si f es F—diferenciable.

10
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Demostracién. Sean X = C*y Y = C. Supongamos que f es FF'—diferenciable
y veamos que [ es G—diferenciable. En efecto.

El lema 1.1 garantiza la verdad de esta implicacion.

Supongamos que f es G—diferenciable, veamos que f es F'—diferenciable. En

efecto.
Puesto que f es G—diferenciable, entonces existe el limite

para todo h € X y a € X, luego éste limite existe para los vectores unitarios
e =(0,---,0,1,0,---,0), es decir

Gf(a, h) _ t_‘l(}’,ff:#o f(a + te:) - f(a)

existe para todo a € X, asi, f admite derivadas parciales en X y por el
Teorema de Hartogs (teorema 1.3), f es F—diferenciable. [ |

11



2. CAPITULO 2
TEOREMA DE HARTOGS EN DIMEN-
SION FINITA.

En el estudio de los espacios topoldgicos localmente convexos, podemos
considerar la interseccién de toda familia numerable de conjuntos densos y
abiertos, el cudl serd itil en la demostracion del teorema de Hartogs, puesto
que en su hipdtesis toma en cuenta los espacios de Baire como consecuencia
de los espacios localmente convexos cuando la interseccién de toda familia
numerable de subconjuntos densos y abiertos es un subconjunto denso.

En primer lugar mostremos que el espacio vectorial topoldgico localmente
convexo C" cs de Bairc.

Lema 2.1. El espacio vectorial topoldgico localmente convezo C", es un es-
pacio de Baire.

Demaostracidn. Para demostrar que C* es de Baire, debemos probar que
cualquier interseccién numerable de abiertos densos de C" es densa, esto es,
sea { Xi}ien.o} tna familia numerable de C* tal que para cada i € N+ {0},
X; es abierto y denso en C".

Dcfinamos

A= ﬂ X;.

ieN-{0}

Debemos mostrar que A es denso en C*, es decir A = C™, en efecto.

Sea z € A, entonces z € Aoz € A, pues A — AU A’. Si x € A, entonces
T € mier{O} X;, luego para todo ¢ € N « {0}, z € X;, pero X; C C" para
todo i € N «~ {0}, entonces z € C™.

Si z € A’ entonces para cualgnier r > 0tenemos que B(z,7)NC" ~ {x} # O,
luego existe y € C" y y # z tal que y € B(z,r), esto implica que x €
B(y,r) € C" asi que ¢ € C™.

En resumen, si z € A, entonces z € C?, obteniendo A € C*.

Veamos que C* C A. Razonemos por contradiccidn, esto es, supongamos
que C* ¢ A, luego para x € C*, entonces = ¢ A, asi z € (A)°, es
decir, z € (AUA), estoes z € (A°N(A)), luegoz € Ay z ¢ A,
esto s, T € |Jyennqo) X7 ¥ existe 7 > 0 tal que B(z,7)NC" ~ {z} = 0.

Puesto que x € UieN-n{O} X¢, entonces z € X§ para algin k € N « {0}, pero

12
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X es abierto, entonces X es cerrado, luego « € Xy, es decir X§ contiene
todos sus puntos limites, es decir z € (X§), por tanto para todo € > 0,
B(z,€) NC"  {a} # 0.

Cuando € = r, existe contradiccién. Por tanto C* C A. En resumen, A C C*
y C" C A, por tanto A = C*, lo que cumple que A es denso en C®, con-
cluyendo que €" es de Baire. |

Teorema 2.1 (Teorema de Hartogs en dimensién finita). Sean C* y Y
e.v.t.lc, C" espacio de Baire, Y secuencialmente completo y Q0 un subcon-
junto abierto y conexo de X. Si f : Q@ — Y es continua en un punio y
G-diferenciable, entonces es F-diferenciable.

Dermosiracién. Inicialmente demostremos que la funcién & — Gf(a,h) =
w(h) de C"* en Y es lineal. En efecto:

Sea u € Y* donde Y™ es el espacio dual de Y, luego « es lineal y continua.
Como f es G—diferenciable en a € {2, tenemos que

Gflah) = lim fla-+th) — f(a)

t—0, t#£0 t

existe, luego

w(Gf(a,h)) = u ( lim flatth)— f(a))

t—0, t£G t
o fla+th) — f(a)
B t—»Icl',n}#Ou ( t )
_ g WSlat th) = F(a))
t—0, 40 i
_ g Ut th) — u(f(a)
t—0, t£0 A

- lim uof(a-{-th)—u‘of(a)
t—0, 10 t
—Cluo f)a,h)

esto es, la G—derivada de la funcién wo f en a € (1 existe, de modo que
vof: Q — C es G—diferenciable en a € 1, luego por ¢l teorema 1.3
(teorema de Hartogs) u o f es F-diferenciable y su derivada es lineal de C*
cn C.

13
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Ahora
uo fla+th) —uo fla)

Diuo f)ah= lim :

e Wk ) — u(f(a)
t—0, A0 {

. fla+th) = f(a)

= e ( t )
. fla+th) — fla)

U (t—lg,?#ﬂ A )
= ufp(h))
= (uo p){h)

As{ hemos demostrado que u o ¢ es linesl. Si z,y € C", entonces

w(p(z +y)) = (o p)(z + y)
= (uop)(w)+ (uop)(y)
= u{p(x)) + u(p(y))
= u(p(x) + o(y))

luego,

plz+y) = p(z) + vly)

ademss, para cualquier A.

u(p(Az)) = (u o p){Az) = Mu o p)(z)
= A-u(p(@)) = u(2p(r))

p(Az) = dp(x)

De modo que g es lineal.
Demostremos que:

(k)
MR

14

0, donde w(h) = fla+ h) = fla) — @(h)
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para toda seminorma continua g en Y.

Consideremos
|2 ]l= sup Iz
1<j<n
donde z € C*. Veamos que || - ||: C* — R es una seminorma. En efecto:

Sean z, y € C", entonces
lz+yll= sup |z; +y;] < sup (jz;] + fysl)
1<j<n 1<j<n

< sup |z;l+ sup |yl =llzl+ 1yl
1<5<n 1<j<n

[z+yl<ll=l+Tull.
Sea A € R, entonces
| Az [|= sup |Azj| = |Alr sup o;l=Aliz ||
1<j<n 1<5<n
esto es,

I Az [I= 1A= I |

Por tanto, la funcién || - [|: C* — R es una seminorma.

Definamos W = {z € C": || z [|[< £}, donde 3 > 0. Si 3 es suficientemente

pequefio, entonces a + W C Q. En efecto:

Sea a € Q y supongamos que z € (a + W), entonces existe x € W tal que
z=a+z, luego z = z — a, pero como z € W, entonces || z —a ||=|| z ||< 6,
asi, z estd en la bola cerrada Bla, ), esto es, 2 € Bfa, ff]. Consideremos
a > 0, tal que § < a, entonces || z —a ||< B < ¢, luego z € B(a, a), pero

a € Q y Q es abierto, entonces B(a, ) C Q, por lo tanto z € 2.
En resumen. Si z € (a + W), entonces z € 2, estoes a + W C QL.

Veamos que W es cerrado. Razonemos por contradiccién. En efecto:

Supongamos que W e¢s abierto, entonces para todo x € W, existe r > 0

15



tal que B(z,r) CW. Veamos si esto es cierto: Definamos
r=min{f—§z|, || z|}ytomemos y € B(z,r), entonces || y — x ||< 7;
por definicién r < f— ||z || y 7 <|j z |}; luego, fy—z l<r < f-|[ 2|
¥ lly—z <<l = |; ademds || = [I< B, entonces | y - = [|< f— || & |I<
B-8=0y ||ly—z|<||z|< B;demodoque{y—xz) e Wy|y—z|<0
(contradiccién). Por lo tanto W es cerrado.

Veamos que W estd acotado. Sean z,y € W, entonces {| z [< By || y 1< B,
ademds

lo—y l=1 o+ (=) 1<k« I + | =y =] @ || + [l v < 26. Definamos
M =28, luego || z — y ||< M y por tanto W estd acotado.

Puesto que W C C™ es cerrado y acotado, entonces W C C" es compacto.
Decfinamos

oW —a+W

T a(z)=a+z
Veamos que o es continua. Para ello debemos mostrar que
‘lfrr}la(:c) =og(h)=a+h.

En efecto:
Para todo € > 0, definimos § = ¢. Si || z—A ||< 4, entonces || z—h [|< ¢, luego
| z+a—a—h||<¢€asif| z+a—(h+a) |<c¢ estoes, | o(z)~o(h) [[<e En
resumen. Para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que || a(z) — o(h) [|< ¢, siempre
que |l z — h |[< &, esto es

lgr}l o{x) = o(h).

demostrando asi que o es continua en h € W, pero como k € W es cualquiera,
cntonces o ¢s continua cn W,

Hemos demostrado que W es compacto y que la funcién o : W — a + W
es continua en todo W, entonces por teorema 1.52 (Ver [7]) (W) =a + W
es compacto.

Puesto que a + W es compacto, entonces a + W es acotado, veamos que
| o fla+ W)| es acotado. En efecto:

Sean xz,y € {a + W), entonces existen n,m € W talesque x = a+ny

16



y = a -+ m, luego

fwo f(z) —wo f(y)] = Juo fla+n) —wo fla+m)| = juo fla+n—a—m)]
= Juo f(n—m)| = hwo f(n) — uo f(m)|
< Juo f(m)] + o f(m).

Definamos M = |uo f(n)| + |uo f(m)|, luego juo f(z) —uo f(y}| < M; por
tanto |u o f(a + W)] es acotada, de modo que

M, = sup |uo f(2)| < c0.
z€u+W

Consideremos la funcién g{t) = fla+t2), || z||l=Fy |t] £ 1.
Para cada u € Y*, la funcién u o g es una funcién con valores en C, la cual
es F-diferenciable. Por el teorema 5.1(Ver Apéndice), podemos escribir:

(wog) (t)—(u0g)(0)— D(uog)(O)t = —— /c B u_gg%(_tg e 571;; jl'q:luocg(o i

Q?T’i [
1 uo g()t
- d
27 /I.Clzl <2 C
S [ [0 wesd _nog@)
21 fig= { (-t ¢ ¢? t| 4.

Puesto que uog es anslitica(Ver Apéndice, Definicién 5.20), se puede expresar
como la suma de Taylor:

(wogd) =co+art, donde = LI esto e
o= (wog)(0), o= 1eq

[(wog)(¢)—(uog)(0)— D[(uog)(0)]t| < |[(uog)(t) —(ueg)(0)+ D[(uog)(0))t]
= leo + est — (w0 g)(0) + D[{u 0 g)(0)]¢]
= |(u 0 g)(0) + D[(z 0 g)(0)]t — (0 g){0) + D{(u 0 g)}{0)]¢]
= |Df(u 0 g)(0)]t + Df(w o g)(0)]¢|
= 2|D[(w 0 g)(O1)t] = (10 g}(0)] - [¢}
< 20u(g(0)] - [£* = 2lu(f(a))} - ¢
=2|(uo f)(a)] - [t < Mu2[t)?

17
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Esto es,
(w0 g)(t) — (w0 g)(0) — D[(uo g)(0)}t] < M21t)*

: 1
sl <3ylzl=p
Sabemos que D(uog)(0)=wuoe(z}), por consiguiente

[0 g(t) — 1o g(0) —wog(z) - 1] < M2iP

csto cs 1
u(lg(t) — 9(0) — (t2)f) < Mu2ftf,  sift{<cylizl=8
asl

19(t) — g(0) — ot . 1
u (‘g( ) y(tz) al z)D <M2,  sil<svlzl=8
luego hemos mostrado que el conjunto

{g(t) _g(?) — (P(tz) 10< [t| < %, ” P ”: ﬁ}

2

de Y es acotado en la topologia debil o(Y,Y™*) segin la definicidn 5.21(Ver
Apéndice), donde u € Y* y por lanto en la topologia original, es decir, para
toda seminorma ¢ en Y existe una constante M, talque

a(g(t) — g(0) — p(t2)) < M2|tf*

. 1
sl<ylzl-g
Considerando h = £z, donde || z ||= By || b lI=] &2 |I= It| | z I< g, tenemos

que
AP

alg(t) — 9(0) — g(t2)) < M2Jtf* = M2y s < M2 ik

esto es,
a(g(t) — g(0) — p(h)) < Mq | & 17

pero como g{t) = f(a + £z), entonces

b | T

«mww%ﬂw—wmsménw%uzkawws

18



9

cs decir
q(f(a+1th) — fla) — p(h)) 2 B
<M2= ||h|, ||lzli=8r{i<s
Ta] g ﬂgll b zl=8l k= 3
haciendo h — 0, tenemos que
jim 1@(R) _
o || A
como se queria probar. [ ]

Lema 2.2, Sean Q= {t € C: |t| < B} y Y es un ev.t.lc. secuencialmente
completo. Si ¢ : Q@ — Y es una funcidn tal que uo P : Q@ — C es
G — diferenciable para toda u € Y™, entonces 1 es G—diferenciable.

Demostracidén. Utilizando el corolario 1.4 tenemos que uoy) es F—diferenciable,
asf uo es dos veces diferenciable, es lineal y es continua, ademss es analitica,
luego por el teorema de Taylor, podemos expresar uoy; como sigue, con {g — 0.

(uo¢)(t)=E‘_g%)!_(m.tﬂ+(ic”ﬁ);ﬂ.tl+£u_°}g_)!(i)@l.t2+r(t).t2

donde lim,_q 7(f) = 0, luego

duow)0) | 1 Euop)()

42 g2
7 5 e F4r{)-t

(wog)(t) = (wo$)(0) +
Asi
(wo)(t) = (uwoP)(0) + erf + eot® + r()1?

donde

e = dtu od;/))(())jcz = dg(g 32(0) y limr(t) =0.

19



Redefiniendo r(0) = 0, tenemos que r(t) es continua, luego existe una con-
stante «, tal que |r(f)| < «, de modo que podemos escribir

wo (W) —(0) () - 1/»(0)) I _ ]u (w(t) ~(0) (1) — ¢(0))|
2 T A T
_ (O -¥©@N _ ($(1)=+(0)

‘ u((xb(t)) : u(¢(2)) uu((w(fr))f— 'u.(d)()ol))

[ T
_ |(wos)(t) - (wow)0) _ (wow)r) — (uo)(0)
i T
_|at+ et +rt)  ar+er?+r(r)7?
N t T

= |y + et + r{t)t — &1 — o — {7)7|

= lea(t — 7) + r{t)t — r(7)7|

< lea(t = 7)| + |r(t}t — r(7)7]

< let — 7|+ |r{t)t — r(7)7]

< leg|lt] + leallrl + br(g)lle] + Ir(7)]|}

< Heallt] + leallr| + alt] + alr|

< lea| (|t + |71} + allt] + |)

< (lee] + o) - (Je] + |71) < My - (Je} + I7])

donde M, = (|co| + ¥}, esto es

wo (HAYO D=V <y, i+ 1)

luego

- ("!’(t) '; 1[}(0) _ ll’(’f) '; "/’(0))‘ . (ltl + ITD—I < M,

por tanto

Asi hemos demostrado que el subconjunto de Y

{(H0 OO o+ iy o<l el < 8

20
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es acotado en la topologia debil ¢(Y,Y™*) y por tanto es acotado en la
topologia inicial de Y. Luego para toda seminorma continua ¢ en Y, existe
una constante M, tal que

q (d’(t) ; ¢(0) _ 1/J(T) ;1!)(0)) < Mq . (1tl + l,rl)

por consiguiente, si ({,)nen €5 una sucesién que convere a cero, entonces

P(ta) — ¥(0)
tn

Puesto que ({,)nen €3 convergente, entonces es de Cauchy, es decir, para

todo ¢; > 0, existe k € N, tal que si n,m > k, entonces lt,, — ;3| < €1. Pero

sabemos que (t,)nen converge a cero, asi para todo €; > 0, existe k € N tal

que si n > k, entonces |t,| < -

Ahora, pars todo € > 0, exixte k € N tal que si n,m > k, entonces

Dlta) = 9(0) _ Pltm) = $(0)
o - Yn)

t‘l’l m

) es una sucesién de Cauchy en Y. En efecto:

) <M([ta] + ltm])

SMQ - (61 + 61)
<2Mq ‘€1

<2M, d

.2_%26

. €
definiendo ¢; = m;.
En resumen, para todo ¢ > 0, existe k¥ € N tal que si n,m > k, entonces
"/)(tn) - TJ)(O) _ w(tm) _ QL’(O)
tn tm
(w(tn) = 9(0)
tn
secuencialmente completo, por tanto, si n — oo, entonces £, — t ¥y
(qo)(t,) — (go¢)(t), donde t es cualquiera en C. Asi, cuando { — 0,

) < ¢, lo que demuestra que la sucesién

) es de Cauchy en Y, la cual es convergente ya que Y es
nel

(4 . . .
el cociente -——“—22—% existe, lo que demuestra que 1 es F—diferenciable y
por el lema 1.1, ¢ es G—diferenciable. |

Teorema 2.2. Sean 0 un subconjunto obierto y conexo de C* y Y un
e.v.t.l.c secuencialmente completo. Si las derivadas parciales de una funcién
f:Q—Y emisten, entonces f es F—diferenciable.
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Demostracién. Consideramos u € Y*, luego u es lineal y continua, entonces
la funcién no f : @ — YV admite derivadas parciales, para |t| > 0 y
v; € Q; C C. Por tanto

Buof)a) _ . (o flatie;) -~ (o f)(a)

aj(UOf)(a)=T lim ;
iy B (a1 be)) —ulfla)) _ . (f(a+ te;) — f(a))
10 t t—0 i
_ (1 flatte) — fla) _ . fla+te;) — fla)
() e (1 )
=u09;f(a).

Asi la funcién uo f es continua en un punto, luego por el teorema de Hartogs
en dimencién [inita (Teorema 2.1}, la [uncién v o f es F'—diferenciable y por
el lema 1.1, la funcién u o f es G—diferenciable. En virtud del lema 2.2 la
funcién f es G—diferenciable. En efecto:

Si fijamos 2 € C, entonces {a-+#z) € ), luego para ¢ suficientemente pequerio,
es decir, tomando lf| < B, la funcion ¢(t) = fla+tz) es tal que,
uo¢: 1 — Y es G—diferenciable, donde ¢t € C y it| < . Asi por el lema
2.2 f es G—diferenciable y por el corolario 1.4, f es F—diferenciable. [ ]

22
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3. CAPITULO 3
TEOREMA DE HARTOGS EN DIMEN-
SION INFINITA.

En éste capitulo se realizard la demostracién del teorema de Hartogs,
donde los espacios vectoriales topolégicos localmente convexos en los cuales
se encuentrs definida la funcién protagonista, es de dimensién infinita, pero
antes de proceder a la demostracién de dicho teorema, se demostrardn varios
resultados auxiliares, y se conoceran algunas definiciones previas.

Definicién 3.1. Sean X, Y evtic y f: X — Y. Se llama homogénea
de grado n 0 n-homogénea a la funcién f que cumpla la siguiente condicidn:

fltz) = 1" (=),
dondeteCyzreX.

Proposicién 3.1. Sean X, Y ewv.tlc. yQ un subconjunto abierto de X. Si
f:Q — Y es G—diferenciable, entonces la funcion h — G™f{a,h) es un
polinomio homogeneo de grado n. Este polinomio homogéneo es continuo st
f es continua en a.

Demostracién. Debemos probar que la funcién A — G™f(a,h) cumple la
definicién 3.1, es decir para A € C, A # 0 y cualquier h € X, se tiene
G"f(a, Ah) = A"G™f(a,h) y que h — G™f(a,h) es continua. En efecto:
Razonemos por induccién sobre n.

Para n = 1. Debemos probar que G!f(a,Ah) = A'G'f(a,h), es decir
Gf(a, Ah) = AGf(a,h).

Sea A # 0, entonces

’ t—0 t t—0 M

, M) —
=Alim flatt M) 19 _ s fah).

esto es, G f(a, Ah) = AGf(a, k), donde X # 0.

Ahora supongamos que para n. = k, la funcién h — G" f(a, h) es n—homogénea,

23
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es decir, que para h € X, A € Cy A #0, se tiene G*f(a, \h) = MG* f(a, h).

Sean h € X, A€ Cy A #0, Puesto que Gf(a,h) = 8;1;(}:1), enfonces
AG* fla, \h)  ONG f(a,h)  NOG*f(a,h)
k+1 _ 3 — ) — )
G e M) =—5 £} AR
(k) — fik) {k) _ R
g 70 0R) = 0 e Mot 0h) — fP(a)
=0 t t—0 At
(k) — flE)
z)\k-{-l lim f (a‘ + t/\h) f (a) — )\’“+1Gk+lf(a, h)

t—0 Al

En resumen, para A € C, X # 0 tenemos que G™f{a, \h) = A*"G™f(a, h), es
decir, el polinomio i — G™f(a, h) es homogéneo de grado n.

Ahora demostremos que la funcién b — G™f(a, h) es continua, si f es con-
tinua cn a. En cfecto:

Sea f:Q — Y una funcién continua en a. Si demostramos que
h — G™ f(a, h) es continua en Ox (Listo!).

Sea ¢ una seminorma continua en Y. Si h — 0, entonces
go fla+h) — qo f(a), asl go f(a + h) es continua en h = 0, luego existe
una vecindad V de Ox tal que go f(a + h) € W, donde W es una vecindad
de qo f(a) en Y. Definamos V = {z € X : p(z) < ¢; ¢ > 0}, luego por
la propocisién 1.2, V es una vecindad balanceada de 0x. Hemos demostrado
que si g o f{a + h) es continua en h = 0, entonces existe una vecindad V de
. 0x que es balanceada tal que g o f(a + h) € W, donde W es una vecindad
de go f(a) en Y. Sin pérdida de generalidad, existe una vecindad balanceada
V de Ox tal que go f(a + h) < 1 para todo h € V. Definamos la funcion
t — f(a + th) = g(t). Puesto que f es G—diferenciable en (2, entonces

flatth)—fla) _ . 9(t)—¢(0) _dg

Gf(a,h)= lim Ef(t)

t—0, t£0 t t—0, 0 t

luego ¢ es G—diferenciable en C, en particular en {t € C: |t| < r}, donde
r < 1, luego por el teorema 5.1(Ver Apéndice) tenemos que

h
o) = sl =5 [ HEER

. ) r p
considerando [t| < 5 a8l

d*g, .. o fla+th) _n_'_ fla+cCh) r
d?(t) == am  — om /;;|=r —*m_(cwt)nﬂdc’ lt] < 5

24



Tomando ¢ = 0 tcnecmos

dig, . d"fla) n _ n! fla+ Ch)
QO“E,T(O)—QO Bem =qoG"f(a,h)=qo o i ot ———a—d(
n! goflat¢h), _ ! f 1 / -l
—_ 1 SN < _ - < | n—
2 ic|=r (n-}-l dC = 91 icl=r Cn+1dC w C dC
—n—1+1 -1 — 1\ 1
SR PP it P R VA
n—1+1 n ™ Th

Hemos mostrado que existe una vecindad balanceada V' de 0x tal que
qoG™ f{a, h) < M, luego existe una vecindad K en Y tal que G™f(a, h) € K,
lo que demuestra que la funcién h — G™ f(a, h) es continua en Ox. |

Proposicién 3.2. Sean X, Y ewtlc, Q C X abierto y conezo. Supong-
amos que Y es secuencialmente completo. Si f : Q —> Y es G—diferenciable
y continua en a € 2, entonces existe una vecindad balanceada V de Ox y
una familia (f)nen, de polinomios homogéneos continuos de grado n y

fla+h)= Z falh) para todo heV

neMg

Demostracidn. Definamos la funcién ¢ — f(a+ th) para ft] < r,conr < 1
y h € V. Por el teorema de serie de Taylor podemos expresar la funcién
definida por medio de la serie

flastn =3 THEH oy o

n
consideremos la funcién f,(h) = ¢ f( a,h)
f» €8s un polinomio homogéneo de grado n y es continuo, es decir, existe
una vecindad bslanceada V de Oy tal que f, es un polinomio homogéneo y
continuo de grado n, luego pars todo n € Ny existe una familia {fi)nen, de
polinomios homogéneos vy continuos de grado n. Ahora para £ — 1, tenemos

que
fla+hy = 3 CLEH 5 ny

nelNg nelNg

, luego por la proposicién 3.1,

para cualquier h € (1. a

25

2.5



Proposicién 3.3. Sean X,Y ewtlec., X espacio de baire, Y secuencial-
mente completo y f,, un polinomio homogéneo y continuo de grado n de X
enY, n € Nog. Si la serie formal 3 . fu converge puntuaimente en una
vecindad V de Ox, entonces la funcidn

flz)= an(m), z €V, es continua en Ox.

nelNg

Demostracion. Sea V' una vecindad abierts y balanceada de Ox y g una
seminorma continna en Y. Supongamos que la serie ) f, en V converge
puntualmente en V' y veamos que f,(x) — Oy. En efecto:

Puesto que 3_ fu(z) converge puntualmente en V, definamos f como el limite
de ésta serie, de 2 en Y, es decir

lim 3~ filz) = f(2)
k=1

es decir, para todo e > 0, existe N € Ny tal que si n > N, entonces
9(3>%—; filz) — f(2)) < &1. Ahora

q (Z fk(w)) —-q(f(z)) <|q (Z fk(w)) — q(f{=z))
<q (Z Jilz) — f(w)) <é

asi, para todo ¢; > 0, existe N € Ny tal que si n > N, entonces

q (i fk(a:)) —g(f(=)) <e,

esto implica que

q (2": fk(ﬂf)) <a+q(flz)) =¢

por tanto, para todo ¢ >0, existe N € Ny tal que si n > N, entonces

g(> %y fulz)) < e. Pero g(fu(x)) < q(3°5—, fi(z)) <€, lo que tenemos que
para todo € > 0, existe N € Ny tal que si n > N, entonces ¢(fu(x)) < ¢, lo
que demuestra que f,, — Oy si n — o0, para cada z € V. Luego
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qo fo(z) — Oy para cada z € V, asi la sucesién (go fn)nen, € puntualmente
acotada en V, pues g o f.(x) = q( Ju(x)) < ¢ = M, para todo n € Ny y todo
zeV.

Sabemos que X es un espacio de Baire y V' C X es abierto. Veamos que V
es de Baire. En efecto:

Sea (A,)nen, una familia de abiertos densos de V, es decir A, C V es
denso para todo n € Ny, entonces el conjunto ﬂneNo A, es denso, ya que
A, CV C X para todo n € Ny y toda interseccién de abiertos densos en X,
es densa. Por tanto V' es de Baire.

Puesto que V es de Baire, abierto y go f,, es puntualmente acotada, entonces
existe un subconjunto A C V abierto en X tal que (¢ o fu)nen, €s uniforme-
mente acotada en A, es decir, existe M > 0 tal que g o f,{z) < M para todo
x € Ay todo n € Ny (Principio de la acolacidn uniforme. Ver teorema 5.2
Apéndice). Definamos el conjunto W = J, <, £4 y veamos que W es una
vecindad abierta y balanceada de Ox y W C V. En efecto:

Veamos que W es balanceado, es decir, que para cualquier z € Wy |a < 1,
entonces ar € W. Sea 2z € W, luego existe y € A tal que z = ty para [t| < 1.
Sea v tal que || < 1, entonces ax = aty, pero [at] < |allt| = 1, de modo que
az = oty € A C |y, tA =W, por tanto W es balanceado. Ahora, puesto
que A C tA donde |t| < 1, entonces A C |y, 84 = W, luego A C W.
Sabemos que A es abierto y por ende, tA tamblen es abierto y como la unién
de conjuntos abiertos es un conjunto abierto, entonces W también es abierto.

1 ,
—y, asi

1
Consideremos £ € W, con t = 77 luego existe y € A tal que z = 5

gofulz)=qo0fa (g) =2""go fu{y) <27"M

debido a que f,, es homogénea de grado n y go f,, es uniformemente acotada.
Ademas, como }_, . fu(z) = f(z), entonces

go f(z) (an )<Zq0fﬂ 22‘“M<2M——

nelNg nelNp nelNg

€ . .
donde M = 1Y% € W. Por consiguiente, dado € > 0, existe k£ € N tal que
si n > k, entonces

S g0 ful@) g2M=«;—

n>k
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para x € W. Ahora

o0

o0 k
g(f(2)—F(0)) < q(f(z)) = qof () <Y qofulz) = Y gofule)t > qofalz).

n>k+1

Puesto que f, es continua para cadar tal que 1 < r < k, utilizando el teorema

5.2(Ver Apéndice), existe una vecindad U, C W tal que go f{z) < 5 k’ para
todo z € U,., asi
: = A € €€
Q(f(lv)“f(O))quofﬂ(l‘)Jr Z q0fn(a: SZ—E 5 5 §=€
n=l n>k+1 n=1

para todo z € U = {7, Ur. esto es:

Dado € > 0, existe k > 0 tal que si n > k, entonces ¢(f(x) — f(0)) < ¢, luego
lg o f(z) — go f{0)] < g(f(z) — f(0)) < ¢, es decir, si + — O, entonces
qo f{z) — g o f{0), lo que demuestra que f es continua en Ox. [ |

Proposicién 3.4. Sean © un subconjunto abierto y conezo de un e.v.l. y A
un subconjunto abierto y no vacio de Q). Sia+ W C A para todoa € A y
toda vecinded balanceada W de cero tal que a + W C Q, entonces A — 1.

Demostracidn. Razonemos por contradiccién. Supongamos que A # 2. Puesto
que A es no vacio y Q es conexo, veamos que f.(A) (la frontera de A) es
no vacia. En efecto: Por hipétesis tenemos que ) es conexo, luego Q0 =
Int(A)U Ext{A)U f.(A), donde Int{A)NExt{A) = f[{(A)#0.Si f,(A)=10
entonces Int{A) N Ext(A) = @, obteniendo asi una separacién de Int(A) y
Ext{A) en Q, es decir § no es conexo, lo que contradice la hipdtesis que
es conexo. Por tanto la frontera de A es no vacia.

Sea be f(A) vy sea W una vecindad balanceada de cero, entonces
b+ W+ W C Q, en efecto:

Sea x € b+ W + W luego existen m, n € 2 tales que x — b+ m + n, puesto
que b,m,n € §, entonces x € 2. Asi b+ W + W C (L

Seaac Atalqueac b+ W, luegoa+W C b+ W+ W C Q y por hipdtesis
a+W € A. Sabemos que a € b+W, entonces existe w € W tal que a = b+w,
asi b = a + (—w) y como W es balanceada, tenemos que b € a + W C A,
contradiciendo que b € f,.(A). Asi concluimos que (I = A. |

28



Teorema 3.5 (Teorema de Hartogs en dimensién infinita). Sean X,Y e.v.t.lc,
X espacio de Baire, Y secuencialmente completo y Q un subconjunio abierto
y conexo de X. Si f : @ — Y es continue en un punto y G—diferenciable,
entonces es I'—diferenciable.

Demostracién. Definamos A como el conjunto de los w € Q en los que f es
comtinua. A # 0, pues la hipétesis dice que f es continua en un punto a € €2,
es decir a € A.

A ¢s abicrto. En cfecto:

Debemos probar que existe una vecindad V; abierta dea € A tal que V) C A.
Puesto que a € A, entonces f es continua en a € Q, esto es, si h — 0,
entonces go f(a+h) — go f(a), es decir, para toda vencindad abierta W) de
f(a) € Y, existe una vencidad abierta de Oy tal que si h € V, entonces para
a+heatV, fla) € Wy, estoes,si h €V, entonces paraa +h € a+V,
go fla+h) < M, donde M = sup,)<1¢© fla+h) < oo, es decir go f
cstd acotada.

Siz=a+hea+V,entonces go f estd acotada, luego go f(x) < M, donde
M = supyp)<; g0 f(a+h) < oo, 8si f es continuaen z € a+V, lo que prueba
que x € A y por consiguiente a + V C A, demostrando que A es abierto.
Sean a € Ay W una vecindad balanceada de Ox tal que a + W C 2. Veamos
que a + W C A. En efecto:

Sea z € a + W, luego existe o € W tal que z = a + h. Definamos V' una
vecindad abierta y balanceada de Ox tal que z + u € €2 para todo u € V.
Consideremos la funcién ¢ — f(a + th) definida en el conjunto {t : |t| < r},
pars, algiin 7 < 1, luego por la serie de Taylor tenemos que

G*fla,h) .,
f(a-f—th):z—“rt, |t|Sl
ncMg
luego por la proposicién 3.2

fath) =3 ) fuli) = TLEH

|
neho TL.

donde los polinomios f, son continyos y homogéneos de grado n.
Definamos la funcién £ — f(a+ h +tu), donde u € V y [{| < 1. Como f es
diferenciable, entonces ésta funcidn es diferenciable y podemos expresar

fla+h+th) =" falh+tw),

nelNg
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que converge en {t: [t| < 1}. Asi

. o o o
G*fla+h,u) :@f(aﬁ- = 5 (Z fn(h)) = ZN éﬁfn( )
neNy neho
= G falhyu)

nefNg

es decir, G*fa+ h,u) = ¥, cn, G* fulh, u)

Ahora, por proposicién 3.1 la funcién u — G¥f,(h,«) es un polinomio ho-
mogéneo de grado k, ademds el polinomio k — f,{h) es continuo, asi la suma
infinita de polinomios continuos homogéneos de grado k, es un polinomio con-
tinuo homogéneo de grado k, por tanto el polinomio v — G*f{a + h,u) es
un polinomio homogéneo y continuo de grado k.

Definamos g como la funcién v — g(u) = f(a + h+ u), luego, existe una
familia (g )ren, de polinomios hemogéneos continuos de grado k, tales que

k U
o) = flat bt = 3 g, peluy = FLEERT)

keNg

Puesto que ¢; es continuo para todo k € Ny, entonces su suma infinita es
continua. Por tanto f es continua en z = a + h, asi

g(f(z+u) = f(2)) = q(f(a+ b+ u) — fla+ h)) = g(g(w) - 9(0))

tiende a cero cuando u tiende a cero, es decir
m(f(z +u) - f(2)) =

obteniendo que f es continuaen z =a+h €a| W, estoesz=a+h € A. En
resumen, si z € a+ W, entonces z € A, estoes a+ W C A y por proposicién
3.4 tenemos que A = (2, es decir f es continua en 2.

Ahora, por proposicién 3.2

k
flatmy =3 EHE  ew
ncNg )

asi, por el teorema de representacién de Cauchy

flaten) 1 [ [la+&h)

—G" h =
f(a ) n'Q:’m el=1 é‘n-i—l i i£[=1 5:1+1

¢, heW
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cn h .
Sabemos que para cada n € Ny, L?”-—)— escontinuay e+ W C 2 C X,
Tl
1
luego el polinomio ——'G"‘ fla, h) estd acotado en a + W, esto es, para toda
T
seminorma continua g en Y, existe una seminorma p en X tal que si p(h) < 1,
entoncesa+h ey

q (%G“f(a,h)) =q (L f—(%g—fh)dé)

2 Jigi—1
_ 1 ftat &) )
‘Zﬂ'iq ( [€]=1 §"+1 d€
1 g(fla+&h))
< 2711 Jig=1 p(én+1) «
< [ afla+er)de

~2m Jig=

< + £&h))d

[ atrta+ emag

<[ mag<m| de<m
l¢l=1 jgi=1

donde

M = sup ¢{fla+h)) < o0.
p(R)=1
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Luego, si tomamos « tal que p(h) < a < 1, entonces

g(fla+h) = fla) — G fla,h)) < a{f(a + 1)) — q(f(a)) — g(G f(a, }))
< q(fla+h) — oG f(a, k)

= G*f(a,h) (G f(a, h))
Py )—q (a

k=1

G* f(a, b)) Gl f(a,h
<ZQ( J(0H) _ol6'fla)

ﬂGf%M quWMh
+
e
g(G! f(a, h)) f: Q(ka(a h))

k=12

SiMSMEa"
k=2 k=2

. 1 . o
puesto que la serie 3 oo = T por ser la, serie geométirica, tenemos

el 1-(1-oa2) o?
kL _ - p—d
Za a (I+a)= l—a 1l -«
k=2
luego
e Ma?
_ o < k _
g(f(a+ h) — f(a) Gf(a,h))_Mk%;a o
Consideremos ¢ > 0 tal que o < MG—I— ot asi
€ €
Mo? _M-ava<M‘a'(M+e)_M.a-(M+e)
i—a l-a — j__° - Mite—ce¢
M+e M4 e
_f‘l/.f-oz-e_a_.E
===
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Siplh)=a < , entonces

€
M+tce

]
M- a < a-e=ep(h)
l—a

g(fla+h)~ fla) - G'f(a, b)) <

csto cs
alf(a+h) = f(@) -G flah) _
p(h) B

por tanto, si h — 0, entonces existe el limite

i AUflat ) - fla) — G f(a, b))
h—0,p{h)#0 p(h)

7

quedando asi demostrado que

C'f(a,) = Df(a)
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4. EJEMPLOS

Ejemplo 4.1. Sea X un espacio de dimensidn infinita secuencialmenie com-
pleto y sea Q = {a,, : n € N} un subconjunto de X linealmente independiente
tal que || a,, ||= 1, pare todo n. La funcion f : @ — C definide como
flay) = n, es lineal, no es conlinua en ningin punlo, es G-diferenciable y
por el Teorema de Hartogs en dimensién infinita, no es F-diferenciable.

En efecto: Sabemos que f es lineal, puesto que para a,, a,, € £,

f(un + am) =n-t+m= f(an) + f(am)

y para A € R, A > 0 tenemos que
f(Aan) = X-n=Af(a,).

pero no es continua en ningdn punto, puesto que si f es continna en un punto
ay € {a, : n € N}, entonces

Jim f(ak+ an) = flar),

es decir, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal quesi || a, ||< ¢, entonces
B flart+an)—f(ax) ||< € Sin pérdida de generalidad, consideremos 0 < € < 1,
luego || flax + an) — f(az) |=|| +n —k ||=|| n ||< ¢, obteniendo una
contradiccidn, pues n € Ny n > €. Asi f no es continua.

Ejemplo 4.2. Para el caso real, lo G-diferenciabilidad no implica la F-
diferenciabilidad, ain si f es continua.

Consideremos X =R? y f como

3

fag) = 15TV g S @0 £00)

0 , st (z,y)=(0,0)
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f es G—diferenciable, puesto que

f((O 0) +t(1 0)) — f(0,0)
f((U 0) + (&, 0)) £(0,0)

Gf((0,0),(1,0)) =

t—v t
— (0.0
t—0 t
3.0
t+0-}~tf1 0—0
—lim +
t—0 t
., t+0-0 R
=lim =lim -
1—0 t t—0
=liml =
10

Ademsds, f es continua en (0,0) ya que

F((0,0) + (ha, h2)) = £(0,0),

lim
{R1,ha)-+(0,0)
pero no es I'—diferenciable, puesto que

| F({0,0) + (b1, h2)) — F(0,0) |
o hz)—*(o 0) Il (A1, h2) §
o || £(h, ha) — £(0,0) ||
B (m,f}zl)rﬂ(o,c) | {hy, k) ||
hihy
{h1,h2)~(0,0) h% -+ hy

Df{0,0) =

y el denominador de este limite siempre se acercard a cero cuando el vector
(hy, ha) se acerca, al vector (0,0).
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5. APENDICE

Esta sesién del trabajo contiene las definiciones y resultados que son uti-
lizadas para demostrar los teoremas, las proposiciones y los lemas que apare-
cen en cada uno de los capitulos anteriores.

Definicién 5.1. El funcional

= inf
pM(-'L‘) a>0,c1k1312:€.'\-f @
se llama funcional de Minkowski de los convezos, equilibrado y absorbente
en el conjunto M de X

Definicién 5.2. Sea X un e.v.t.lc. seminormado. Se dice que el subconjuio
V de X es una vecindad de a € X si existe A abierto en X, tal que a €
AcCV.

Nota 5.1. Sea X un e.v.t.l.c. con topologia 7. Los elementos de 7 se llaman
conjunios abiertos en X o simplemente abiertos en X.

Definicién 5.3. Un espacio vectorial topoldgico X se llama un espacio
vectorial topolégico localmente convexo, si cualquiera de sus conjuntos
abiertos que contiene el cero, contiene un convexo, es equilibrado, absorbente
y abierto.

Ejemplo 5.1. Fl espacio vectorial C es un espacio vectorial topoldgico local-
mente convero, en efecto.

Consderemos la funcién |- | : C — R*, tal que para z = a + bi € C,
{#| = va? + ¥, veamos que la funcidn | - | es una seminorma.

(i) Sean z,y € C, donde z = a+ bi, y = ¢+ di y a,b, ¢, d € R, entonces,
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eyl =(z+y)-wty)=(z+y) @+P=2F+z-F+y - T+y T
=g-T+y -F+{at+h) (c—di)+{c+di)-(a—b)
= |z + |y[> + ac — adi + bei + bd + ac — bei + adi + bd
= z|? + |y[? + 2ac + 2bd = |22 + [y|* + 2(ac + bd)
< |zl + ly* + 2Val@ + a?d? + P& + b2
= |z + |y|? + 2¢/a2(c2 + &) + b2(c2 + d2)
= e + [y + 2/(a® + 87) - (¢ + d?)
=z 4y +2vVal + B - VE L @
= lz[* + 2] - [yl + ly* = (=} + ly])?,

asi que
-+ yl* < (=] + [y))?,

lo que podemos concluir que |z + y] < |z} + lyl-

(#1) Notaremos el valor absoluto de los niimeros reales como |zig.
Sea A € R, entonces para x — a+ bi € C, donde q,b € R, tenemos:

IAz] = [Ma + bi)| = |Aa + Abi}
= V222 + X212 = /A2(u® + I?)
= |Arva®+ b5 = [Alr - [z}-

(#2) Sea x = 0 € C, entonces

o = 10] = 10+ 0] = VO =0

Por lo tanto, la funcién |- | : € — R*, definida por a + & — Va? + 2,
€S una scminorma.
Ahora veamos que C es un espacio topologico localmente convexo, en efecto.
" Consderemos G C C, tal que 0 € G y G abierto, debemos probar que existe
M C G tal que M es convexo, equilibrado, absorbente y abierto.
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Puesto que G C C, tal que 0 € G y G es abierto, entonces para todo z € G,
existe r > 0 tal que B(0,7) C G.

1
Por la propiedad arquimediana, existe n € N tal que - < r y definamos el
conjunto

M:{weG:|x|<l,}
ki

para algin n € N. Veamos que MIC G.
Sea a € M, entonces la] < p para algin n € N, luego tenemos que

i s
la] <« = < r, para algin n € N. De modo que |a| <7 y a € B(0,r); adema&s

B(0,7) C G, lo que implica que a € G, concluyendo que M € G.
Ahora, haciendo uso de la proposicidén 1.2, tenemos que M es convexo, equi-
librado y absorbente.

Veamos que M es abierto, en efecto:
Debemos mostrar que para todo x € M, existe r > 0 tal que B(z,7) C M.

1 ) . 1
Sean x,y € M, entonces, |z|] < —. Consideremos r = min |x|,g - |:r|},
n
definamos B(z,r) = {y € M : |y| < r}. Siy € B(z,r) entonces, |z —y] < r.
Sabemos que r < |z] y r < = — |z| por definicién de minimo de un conjunto,
n
1 1 1 1 1
luegor < gl < —yr<——jz] < === =0,estoesr < -y r <0,
n n n n ) n
pero r > 0, entonces, consideramos solo el caso r < -y obtenemos que

1 . 1
ly—z|<r< = es decir ly — x| < —n-.Ahora,

1 1 2 2
lWl=ly—x+z|<|ly—z|+|z)| < =+ == =, esto es |y] < —. Puesto que M
n non n

es absorbente, para todo y € G existe a > 0 tal que a~!|y| € M. Definamos
1 1 1 2 ,

a=s3, luego a~y| = 2Jy| < ~ < -, estoes 2yl < — asf ly} < - lo que

implica que y € M, luego B(x,7) C M, demostrando asi que M es abierto.

En resumen, hemos encontrado en C un subconjunto G que contiene al cero,

tal que G contiene un subconjunto M que es convexo, equilibrado, absorbente

y abierto, lo que demuestra que C es un espacio vectorial topolégico local-
mentc convexo.
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Nota 5.2. Por simplicidad notaremos a un espacio vectorial topoldgico lo-
calmente convezo por (e.v.t.lc.).

Definicién 5.4. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Una separacion de
X esun parU yV de abiertos disjuntos no triviales de X, cuya union es X,

es decir:
Uuv=X

El espacio X, se dice que es conexo st no eziste separacion de X. También
podemos definir un espacio X como un espacio conexo sty s6lo 51 sus Unicos
subconjuntos que son a la ves abiertos y cerrados son X y 0.

Definicion 5.5. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion f : X — Y
se dice que es continua st para cada subconjunio abierto V de Y, el conjunto
FHV) es un subconjunio abierto de X.

Nota 5.3. Recuerde que [~(V) es el conjunio de lodos los punios © de X
para los que f{x) € X, eslo es

fiVy={ze X: f(z) e V}.

Definicién 5.6. Sean E = E; x Ey x ... x E,,, F, Q un subconjunto abier-
todeE, . € B donde k =1, 2, 3,---,ny f:Q — Y una funcidn
G —diferenciable en a € Q. Si el limite

9;f(a) = 85(f,a) = A(f,x;) = 59%‘;‘) = lim fla+ tei) — fla)

. a . .
existe, entonces % se llama derivada parcial respecto a ¢;, en a € L.
F

Definicién 5.7. Una familia o sucesidn de puntos {an}nen, €n un e.v.t.lc
X con seminorma p, tiene limite L, si pare cade € > 0, eziste k > 0 tal que

si n>k, enlonces pla,—L)<e¢
Fn este caso, dectmos que la sucesion {a,} converge hacia I y escribimos

ima,=1L 0 a, — L, siempre que n— o0

= OO

Una sucesion que no converge se llama divergente.
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Definicién 5.8. Sea la sucesidn de puntos {an fnen, en un e.v.t.lc X. Con-
sideremos "
Epn = Z ag.
k=1

A la sucesion de sumas {sp} se le llama serie, siempre que n — o0.
St existe un S € X tal que

lim 5, =8
n—oo

se dice que la serie
o0
lim Sy = E ap = S
OO
k=1
converge. Si {s,} no converge, decimos que la serie diverge.

Definicién 5.9. Sean X,Y evtlc, fo: X — Y tal que {fulnen, €5 una
suceston de funciones. Sea Q C X el conjunto de puntos = para los que f,
converge. La funcidn f definida en Q) por la tgualdad

flx)= lfllgofn(m) st x €1,

se llama funcidn limite de la sucesidn { fn} y decimos que la sucesion { f»}
converge puntualmente hacia f en el conjunto 1.

Definicién 5.10. Sean XY evtlc, {filnen, €5 una sucesion de fun-
ciones, Q C X el conjunto de puntos x para los que f, converge. Consid-
erenmos

fﬂ(a:) = Zju‘k(m)?
k=1

donde {p} son funciones definidas de 2 en Y. St f, —— f puntualmente
en Q, enfonces se dice que la serie {fu(z)} converge puntualmente y
tenemos

f@) = lim faf@) = Y msla)

Definicién 5.11. See X un e.v.t.lc. con seminorma p, {ay}nen Sucesidn de
clementos de X.

La sucesién {a, }nen, se llama sucesion de Cauchy, si y solamente si dado
¢ > 0, existe k € Ny lal que si n,m > k, enlonces p(a, — apm) < €.
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Definicién 5.12. Un espacio vectorial topoldgico es secuencialmnte com-
pleto si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Definicién 5.13. Un punto z es un punto de acumulacion o punto
limite de un subconjunto A C X, X ew.tlc, si toda bola abierta conitene
un gy # x tal que y € X, esto es. Para todor >0

B(z,r)NX #0
Al conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se denota por A’

Definicién 5.14. Al subconjunto A € X se le llama cerrado si todos sus
puntos limites pertenecen a €l, es decir, si cumple que

AcA

Definicién 5.15. Sea X ev.tlc. y A C X, se define la clausura de A
como el conjunto formado por la unidn de A con A'. Lo denotaremos como

el conjunto A, esto es _
A=Au A

Definicién 5.16. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es denso st
A — X, donde A es la clausura del conjunto A.

Definicién 5.17. Un espacio topoldgico (X, 7) se dice espacio de Baire,
st toda interseccion numerable de abierios densos de X es densa.

Definicién 5.18. Sea X un espacio seminormado con seminorme p. Un
subconjunto A de X se dice que estd acotado, si existe algun nimero M tal
que

plx) <M

para todo x € A.
Definicién 5.19. Sea 2 C X, X ev.t.lc., p una seminorma en X.

fa) Se dice que € estd uniformemente acotado si para todo x € §,
existe un M > 0 tal que p(z) < M.

(b) Se dice que Q0 estd puntualmente acotado si para todo x € 1, existe
M, > 0 (que depende de ) tal que p(z) < M,.
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Nota 5.4. S X es un espacio vectorial topoldgico, llamaremos espacio dual
de X, al conjunto X*, que es el espacio de todas las funciones f : X — C,
que son lineales y continuas.

Definicién 5.20. Sea f: Q C C* — C, Q2 abierto en C. Se dice que f es
analitica en a € C*, st el limite

i £2) = (@)

el Z—a

eriste. Fl limite se denota por f'(a).
Se dird que f es analftica en Q, si f es analitica en z, para todo z € 2.

Teorema 5.1 (Teorema de representacién de Cauchy). Sea f: Q C C*" —
C una funcidn analitica en Q y sea C una curve cerrada en la que f es
analitica, entonces

!
W = [ &), =0, 1, 2 3
f (zﬂ) 21‘77 L (z _ Zo)n+1 z! n H * b L
Definicién 5.21. Sean F un espacio vectorial topldgico y F' el espacio dual
de E. La topologia debil o(E, E') sobre E, es la topologia menos fina sobre

E que hace continuas a todas las aplicaciones (¢j)fepr .

Teorema 5.2 (Principio de la acotacién uniforme). Sea X un espacio méiri-
co completo, Y un espacio mélrico y sea F un subconjunto de C(X,Y) lal
que para cada a € X el conjunio

Fa={f(a): feF}

estd acotado. Fntonces existe un conjunto no vacio U abierto en X sobre
el cual las funciones de F estdn uniformemente acotadas, esto es, existe un
niimero M tal que |f(z)| < M para todo z € U y toda f € F.
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