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INTRODUCCION

Desde hace afios la unicidad de la solucién para el problema de ondas
de agua ha sido tratado con mucha atencién. Un esfuerzo considerable se ha
hecho para obtener un teorema general de unicidad, pero sin éxito.
Durante algiin tiempo muchos resultados parciales han sido obtenidos con
ciertas [restricciones para una clase de geometria o rangos de frecuencias.
La razén por la falta de un teorema general es clara puesto que en 1996

Meclver|d4 un contraejemplo que demostrdé que la solucion del problema no

necesita ser nica, Mclver fué capaz de construir una solucién del problema
homogéneo de ondas de agua que tiene energia infinita, tales soluciones son

generalmente llamadas "modos atrapados”.

En 1958 Levine y Rodemich dieron una solucién explicita para el proble-
ma bidimensional esparciendo un par de barrras verticales idénticas, es decir
valido para todas las frecuencias. Esto es conociendo sélamente la solucién
explicita para dos extructuras penetrando la superficie, desafortunadamente
la solucién es compleja y dificil de interpretar. Posteriormente, Evans y Mor-

ris en 1972 formularon el problema en términos de ecuaciones integrales y




mostraron notablemente que es posibile reflejar de manera completa una on-
da incidente por un par de barras en ciertas frecuencias discretas. Asi la
unicidad de la solucién de Levine y Rodemich y la solubilidad tnica de las
ecuaciones integrales obtenidas para el mismo problema por Evans y Morris
(1972) estdn ya establecidas.

Una sollucién para el mencionado problema bidimensional se obtiene espar-
ciendo dos barras verticales extendiéndolas hacia abajo indefinidamente des-
de los puntos ubicados a la misma distancia por debajo de la superficie
y fué olbtenida por Jarvis (1971). En 1994 Pearson y Martin demostraron
numéricamente que un plato liso inclinado verticalmente penetrando una su-
perficie| tiene la propiedad en la cual |R| = 1, donde R es el coeficiente de
reflexién resultante, {0 alternativamente T = 0 donde T es el coeficiente

de transmisién). Posteriormente Linton y Kuznetsov (1997) presentaron un

numero de evidencias fuertes en las que las ondas pueden ser atrapadas por
un par de tales platos y los modos de frecuencia son correlacionados con de-
talles con las frecuencias en las que T = 0 por un sélo plato.

Un afio| m4s tarde en 1998 Evans y Porter hicieron un argumento heuristico
en el cual consideran el caso bidimensional del esparcimiento en un plano de
ondas uno o més obstdculos fijos, donde el coeficiente de refleccién IR depende
de la frecuencia de onda y el cuerpo geométrico y satisface |R| < 1.

Este trabajo ha sido dividido en dos capitulos. El primero contiene los concep-
tos preliminares necesarios para el desarrollo de esta monografia y asf ayudar
a la comprensién de la misma.

En el segundo capitulo, se demuestra el problema principal (Teorema 2.1)

sobre la unicidad de las soluciones del problema de ondas de agua por dos




barras [verticales. En este problema principal se escriben los detalles de la
demostracién la cual consiste en establecer que el problema principal tiene
s6lo 1a ‘'solucidn trivial para el espectro continuo K > [tanhlh. Esto se hace
construyendo una desigualdad que puede ser satisfecha sélo si el potencial
¢ =0.
Mi aporte en el desarrollo de esta monografia es escribir los detalles no da-
dos por los autores N. Kuznetsov, P. Mclver y C.M. Linton del teorema de
unicidad para el caso de dos barras verticales del articulo ” Unicidad y modos

atrapados en el problema de ondas de agua por barras verticales ”.




Capitulo 1

PRELIMINARES

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial normado.
Un subconjunto K € X es llamado compacto si todo recubrimiento de K

tiene un subrecubrimiento finito. Esto es si
KcC U Gy
donde los G, son abiertos en X, entonces

xe e

=1

Definicién 1.2 (Norma). Una funcién de valores reales definida en un es-
pacio vectorial, es llamada norma si satisface las siguientes propiedades:

1) ||z|| >0, Ve € X y ||z|l =0 siysbélosi £ =0.

2) ||zl 2 Alllzll VAeCoR.

3) llz+tyll <lz|l +|lyl] Vz,y € X (Desigualdad Triangular).




Nota: ¥iz,y € X, se tiene que |l[z] - |iyll| < llz - ]
En efecto, |[z]] = ||z — y+yl| < llz —l]+ llyll, luego ||z]| ~ llyl] < |lz - y]]-
De igual forma |jy|| - |jz|| < |iz — ]|, estoes —(]lz|] - [lyl}) < ll= - vll,

tuego [llz - Ilyll| < ks — oll V2,9 € X.

Definicién 1.3 (Continuidad). Sean X e Y espacios vectoriales normados y

f:X - Y una funcién y =g € X, entonces f es continua en z; si dado € > 0,

existe un § > 0 tal que Vz € X si [|x — zo|| < § entonces || f(z) — f(zo)}|] < €.

Definicién 1.4. Sea f : X — Y una aplicacién lineal desde el espacio
vectorial normado X hacia el espacio vectorial normado Y. Decimos que
f: X = Y estd acotade si existe un M € R* tal que para todo z € X,
F (@)l M|=]|.

C—

Definicién 1.5. Sea V un espacio lineal y S un subespaciode V 'y sea
T : § = V una transformacién de S en V. Un escalar A se denomina autovalor

de T silexiste un elemento no nulo z en S tal que

T(z) = Az.

Fl elemento z se llama autovector de T perteneciente a A. El escalar A se

llama autovalor correspondiente a z.

Si V es|un espacio funcional los autovectores se llaman autofunciones.

Definicién 1.6 (Funcién primitiva). Una funcién P se llama primitiva (o
antiderivada) de una funcién f en un intervalo abierto I si la derivada de P

es f, esto es si P'(z) = f{z) para todo z € 1.




Definicién 1.7. Sea  un conjunto abierto de R**! donde k > 1,d> 1y
F : Q = R? una funcién continua, y sea la ecuacién diferencial

d*z dx d* g

T =F(ex0). 5, 20,

Una funcién X : I — R*, donde I C R es solucién de la anterior ecuacién

diferencial si satisface las siguientes propiedades :

1 ((t,X(t) Vs %;,,:,ig) €n
9. %z = F((t, X (1), & o Vie ]
i (, ())’dt’ ........ y FE=T €1

3. I es un intervalo (Subconjunto conexo de R).

Definicién 1.8. Con C§°(R) denotamos el espacio vectorial de las funciones
definidas en R, a valor real, que poseen derivadas hasta orden infinito y son

continuas.

Definicién 1.9. Sea L : C* — C® una aplicacion lineal, que fijada una base
se representa por una Imatriz, siempre tiene algin valor propio A € C que
es solucién de la ecuacién L(v) = Av con v # 0. El conjunto de todos los
valores \ € C que satisface la anterior ecuacién recibe el nombre de espectro

puntual de la aplicacién lineal L.

Definicién 1.10. Dado un operador acotado B, éste es invertible (esto es
tiene un operador inverso acotado), si y sélo si B estd acotado inferiormente
y tiene un conjunto imagen denso en el espacio sobre el espacio de Banach

sobre el que esta definido. El espectro, no vacio, de un operador acotado




siempre puede dividirse en tres partes:
o Espectro puntual. Para ciertos valores el operador (B — AI) no es inyec-

tivo y por tanto no puede definirse una inversa. Esos valores conforman el

espectro puntual.

o Espectro continuo (o espectro puntual aproximado): El espectro conti-
nuo estd asociado con vectores propios aproximados o vectores cuasipropios.
Un valor complejo pertenece al espectro continuo si el operador resolvente
Ry = (A — AI)7! existe y estd definido sobre un dominio denso pero no es
acotado.

o Espectro residual. Esta formado por valores tales que el operador resol-
vente puede definirse sobre un dominio no denso. Este operador puede ser
acotado o no acotado, pero eso es secundario a la hora de considerarlo en el
espectro residual es si el dominio es o no denso.

En dimensién finita, el espectro continuo y residual de un operador siempre

son vacios y el espectro coincide asi con el espectro puntual.

Definicién 1.11. El espectro esencial de un operador consiste de todos los
puntos del espectro excepto valores propios aislados de multiplidad finita.

Hemos asi aiiadido al espectro continuo:

1. Cualquiera valores propios incrustados en el espectro continuo o en sus

orillas;
2. Cualquiera puntos limites del espectro y

3. Valores propios, si los hay, de multiplicidad infinita.




Examinando los varios casos, estd visto que los puntos del espectro esen-
cial pueden caracterizarse por vectores propios aproximados ( posiblemente
incluyendo verdaderos vectores propios ) como sigue :

) estd en el espectro esencial H siy s6lo si existe una sucesion {V,};‘o de
vectores unitarios linealmente independientes ( o, si se prefiere, mutuamente

ortogonales) tales que {|Hy; — Ay, || -—— 0 cuando j — oo.

Definicién 1.12. Si el movimiento del fluido es irrotacional, el vector ve-
locidad V puede ser representado por el gradiente de un potencial escalar ¢

llamadolel potencial de la velocidad
V =V¢.

El potencial de la velocidad es dado por la integral de linca

oz, t) = j;:z:u,fdw,-

donde el limite inferior xo es arbitrario y el limite superior s el punto z =

(-"U 15 L2, T3) .
Definicién 1.13 (Laplaciano). El laplaciano es un operador diferencial de
segundo orden, denotado por A. En coordenadas cartesianas bidimensionales,

el laplaciano es A = V? = &+ %g.

Definicién 1.14. S5i U es un subconjunto abierto de Cy f : U-— Ces
una funcién, decimos que f es complejo-diferenciable en el punto z, de U si
existe e} signiente limite

f'(z0) = lim f__(_‘z)__-__-[(_z‘l)..

2—Zo zZ— Z




Definicién 1.15 (Funciones Holomorfas). Son funciones que se definen sobre
un subconjunto abierto U del plano complejo C y con valores en C, que

ademas son complejo-diferenciables en cada punto de U.

Definicién 1.16. Sea U un abierto en el conjunto de los ndmeros complejos
C. Sea f : U — C una funcién compleja y a € U. Se dice que f es una
funcién analitica en el punto a si existe una sucesién de nimeros complejos

{C¢} y nimero real r > 0 tales que
o
flz) = ch(z - a)k,
k=0

y la serie converge absolutamente en el disco |z —a| <.

Si 1a funcién es analitica en cada punto del conjunto U se dice que la funcién

es analitica en U.

Ejemplo:

La funcién racional

es analitica en C\{1}.

En efecto, es claro que es analitica en 0, pues

o0

1 1
= Zz , 2] <1
n=0
Pero utilizando esta misma suma, si @ € C\{1},
1 i R 1
-z 1-a—(2—0a) (Q-a)1-(&2)




Asi que

Siempre

1l w/z—a — (z—a*
l—ag(lwa) Z (1 —a)rt!

n0

e que |#22] < 1. Es decir en el entorno de a, [2 — a} < |1 ~a.

Definicién 1.17. Se entiende por sinusoide la funcién seno o la curva que

la representa, en general todos los graficos de ondas se llaman sinusoides .

La sinu

soide puede ser descrita por la siguiente férmula:

Asin(2n fz + )

donde A es la amplitud, f es la frecuencia y ¢ es la fase.

O también:

Asin (_Q%x + f,o)

donde T es el periodo de oscilacién,

=7

0 Asin(wz + @), donde w es la velocidad angular, w = 27 f.

Observese que el coseno, o cualquier combinacion lineal de seno y coseno con

la misma frecuencia, pueden transformar en una sinusoide simple y viceversa:

Siendo

M sin{wz) + N cos(wz) = Asin(wz + ¢).

A% = M? + N? y ¢ = arctan(N/M)

Definicién 1.18. Sean las funciones u(z) y v(x), en el caso mas general,

funciones complejas de una variable real, continuas en el intervalo cerrado

10
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. Se define como producto escalar de estas dos funciones y se expresa

como (u,v), a la integral

{u,v) = /a.bu(a:)ﬁ(a:)dm

siendo 7(z) la compleja conjugada de v(z).

De acuerdo con esta definicién, se pueden observar las siguientes propiedades

del producto escalar:

#

f.

g.

Definicién 1.19. Si

(11 + uz, v} = (u1,v) + {ug, v}

{(u, vy + v2) = {u,v1) + {u, va)

Si A € R o C, entonces {Au, v) = Mu,v)

Si A € R o C, entonces (u, Av) = A{u,v)

Si u y v son funciones reales, entonces (u,v) = (v, u)

(=)

55 | es acotada, escribimos f(z) = O{o(x)}, z — o0.

En otras palabras, f es de orden que no excede a ¢.

Definicién 1.20. Una funcién ¢,, n = 0,1,2,3,--- es la asintdtica de la

funciénl propia v si satisface ||v — ¥a]| = O{e"+'/%}.

11
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Capitulo 2

TEOREMA DE UNICIDAD
DE LAS SOLUCIONES PARA
DOS BARRAS VERTICALES

Un fluido ocupa una capa de profundidad media A (posiblemente infinita},

limitada inferiormente por una capa rigida y por encima una superficie libre.

Figura 1 y
' -b +b
] . 4
F F F x
S. S+
|7 4

B
D700
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Nue

ma de

stro papel tiene que ver con la linealidad de las soluciones del proble-

ondas de agua que tienen un potencial de velocidad en la forma

#(z,y)e'~w); tales soluciones son como en el movimiento arménico con

frecuencia angular w y periodo en la direccién z con correspondiente nimero

de ondas [ (posiblemente cero).

Sea L = {—00 < z < 00;—h < y < 0}, F la superficie libre, B es la capa

{-00 < z < oo;y = —h} y S es la curva limitada en el plano (z,y) de

cualquier estructura dentro del fluido; por tanto el dominio del fluido W es

la parte

y la con

donde !

de 1a ca

de L exterior a S. El potencial ¢ satisface
(V2-1P)p=0 en W (2.1)
idicién limitada
dy— Kdp=0 sobre F, (2.2)

{ = w?/g y g es la aceleracién de la gravedad. Puede no fluir a través

pa rigida asf que

¢, =0 sobre B, (2.3)

y tamb

1én puede no fluir a través de la superficie de cualquier estructura

dentro del fluido, asf que

¢n=0 sobre S, (2.4)

donde n denota una coordenada normal medida desde S.

Para el

caso particular de dos barras, esta condicién se convierte en

Pe(+b20,y) =0 sobre Sy y ¢,(—bx0,y4) =0 sobre S_. (2.5)

13
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El presente trabajo estd relacionado con problemas que involucran barras
verticales, asi que S debe ser una unién de lineas sobre valores constantes de

x.

Para ! fijo, el problema (2.1)-(2.4) define un problema de autovalores donde

K es el pardmetro espectral.

Para una solucién ¢ correspondiente a un K particular la cantidad

HigiK) = [ [VoPdsdy+ K [ |gPds (26)

es proporcional al tiempo medido de energia del movimiento por unidad de
longitud del eje z. Si, para un ¢ no nulo, H|¢; K] es ilimitado entonces K
pertenece al espectro continuo del operador relevante; si por el contrario
H[¢; K|} < oo entonces K es un autovalor y la correspondiente autofuncién
¢ describe los llamados ”modos atrapados”.

Como x — +00, las soluciones de las ecuaciones (2.1)-(2.3) son de la forma
§ = Cac™ cosh k(y + h) +O([s + ), (2.7)
donde k es la tnica raiz positiva de

K = ktanhkh (2.8)

y a = vk — 12 es real. Asi el espectro continuo que corresponde a k > | quer
es equivalente a K > [tanh lh. Note que en la profundidad del agua h — coy
asf k — K y en este caso cosh k(y+ h) debe ser remplazado por e¥ en (2.7).
Para las soluciones de (2.1)-(2.4) que tiene energfa finita, esta es suficiente

por la condicién de radiacion y se tiene,

¢ Ficp =0(l) cuando z — Loo. (2.9)

14
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Otra condicién surge del factor que la limitacién de W no es uniforme debido

a la presencia de las puntas de las barras sumergidas y cada angulo entre las

barras y F o B. Asi hay un requerimiento adicional que es

¢ € Hioo(W), (2.10)

esto es para cada conjunto abierto B C W tal que F es subconjunto compacto

de I,

f |¢I2d:l:dy+[ |Vl dzdy < . (2.11)
E E

Las ecuaciones (2.1)-(2.4) y (2.9) junto con la condicién (2.10) constituyen

el planteamiento del problema homogéneo de ondas de agua para barras

verticales que serdn investigadas en este trabajo.

Lema

Demos

(A2p 5

1. Para A\ > 0 y p,q € (R), se tiene que
P+ <(1+Np+ 1+ 2N

tracién. Sea A > 0, entonces para cualquier p, g € (R),

L A~1/2¢)2 > 0, por lo tanto

(/\1/2;0)2 _ 2(A1/2p)()\'1/2q) + (A—1/2q)2

Ap? - 20 2p)(A " 2q) + A7

v
=]

Y
=

2(AVIp) (A1) < AP+ AT

15




Por otra parte

(p+4q)? = PP+ +2pg=p" +¢ +2p(A/AT)
= p?+ ¢+ 2\ p)(A"V2g)
S p2 + q2 + /\p2 + )\—lq2

= (14202 +(1+2A Y

es decir (p+¢)? < (1 +A)p? + (1 + A1)

16
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Teorema 2.1 (Teorema de unicidad de las soluciones para dos barras ver-

ticales). Para la configuracidn mostrada en la figura 1, el problema de dos
barras definido por las ecuaciones (2.1)-(2.8),(2.5) y (2.9)-(2.10) tiene sélo

la solucidon trivial para el espectro continuo K > ltanh{h.

Demostracion. Consideremos la configuracién de dos barras verticales que se

sumergen en un fluido de profundidad h, denotemos estas barras por
St = {z = +b; —as. <y <0}, as>0.

La superficie libre del fluido es F' = { |z| # b; y = 0} = F.. U Fy U F; donde

las porciones de la superficie libre que se extienden al infinito son
Fy={ £z > b; y= 0} y la porcién entre las barras es Fo={ |z| < b; y = 0}.

Primero que todo es conveniente establecer algunas propiedades de

w(z) = [_‘; &z, y) cosh k(y + h)dy (2.12)

donde & es la tnica rafz positiva de K = ktanh kh. Esta funcién (descrita
por John en 1950, como la funcién de onda simple de orden cero) estd dada
para todo = € F ya que las barras son asumidas verticalmente.

Derivando (2.12) con respecto a z tenemos:

we(z) = f(; ¢ (z,y) cosh k(y + h)dy

y derivando nuevamente con respectc a z:

We{T) = /1 ¢zz(x,y) cosh k(y + h)dy, (2.13)
pero

V2¢(.’E, Y) = Pue(z,y) + ¢yy($a ¥)

17
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asi que
d’zz(xs y) = V2¢($: y) - ¢yy($’ y)1
y como

(V212 = 0 en W, entonces

¢:cz(x:y) = l2¢($,y) - ¢yy(x: y)
por lo tanto
0
weas) = [ [P6(,1) = (o) costk(y + W)y (214)
De (2.14) tenemos

0 0
Wep(2) = / ¢(z,y) cosh k(y + h)dy — / $yy(x, y) cosh k(y + h)dy
h ~h

por otro lado,

0 0
Wag — Pw = [ 1*¢(,y) cosh k(y + h)dy — f . dyy(z, y) cosh k(y + h)dy

—h

- [0 2¢(z,y) cosh k(y + h)dy
-h

es decir,
0
W — Pw = —f &yy(z,y) cosh k(y + h)dy
~h
Ahora calculemos

0
[ (@) cosh (y + h)dy,

18




integrando por partes

v = coshk(y+ h), dv = ¢y (z, y)dy,

du = ksinhk(y + h)dy, v = ¢y(z,7),

0

’ 0
/ bus(@.y) cosh k(y + R)dy = u|_ — f vdu
—h _ h

y utilizando las ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.8) tenemos

0
[ byy(Z,y) coshk(y + h)dy = o,(z,0)coshkh
—h

0
- k/ ¢y(z, y) sinh k{y + h)dy
—h

Ahora calculemos

0
f 4 (z,y)sinb k(y + W)y,

integrando por partes

u = siohk(y+ h), dv = ¢y(z,y)dy,

du = kcoshk(y+ h)dy, v =¢(z,y),

0
/ ¢y(z,y)sinhk(y + h)dy = wv
—h

/0 vdu = ¢z, y) sinh k(y + h)l0 —k [O #(x, y) cosh k(y + h)dy
_h —~h —h

19
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procediendo de manera andloga a lo que se hizo anteriormente se tiene

./(:. ¢y(z,y) sinh k(y + h)dy = ¢(z,0)sinhkh — &k fc; ¢(z,y) cosh k(y + h)dy
= ¢(x, 0) sinh kh — kw(z) (2.15)
retomando

fo by (2, y) cosh k(y + h)dy = ¢y(x,0) cosh kh
—h

0
—k [ 6@,y sinhk(y+ K)dy
—~h
= ¢,(z,0) cosh kh — k[¢(z,0) sinh kh — kw(z))
= ¢,(z,0) cosh kh — ke(z,0) sich kh + k*w(z)

luego

0
Woe — Pw = ——/ @yy(Z,y) cosh k{y + h)dy
~h
= k¢(z,0)sinh kh — dy(x,0) cosh kh — k*w(z)
asi por|(2.2) y(2.8)
wet — Pw = k¢(x,0)sinh kh — Ké(z,0) cosh kh — k*w(z)
= k¢(x,0)sinh kh — k tanh kho(z, 0) cosh kk — k*w(z)
, sinh kh 9
= k¢(x,0)sinh kh — kmﬂz, 0) cosh kh — k*w(=z)
= ke(z,0)sinh kh — ksinh kho(z,0) — K*w(z)
= k¢(x,0)sinh kh — k¢(x,0) sinh kh ~ k*w(z)

= —Kkw(z)
es decir

Weg — 2w = —k*w(z)

20
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y como

cuya sol

a = vk? — |2 entonces

Wey + kzw — lz’w = )
We + (K=~ PBw = 0

Wz +@*w = 0 (2.16)

ucion general es

w(z) = C) cosaz + Cysin oz (2.17)

y por tanto la condicién de radiacién

produce

d; Fing = o(l) con z — too

w(z) =0 sobre Fy (2.18)

Ahora ¢, (z,y) es continua a lo largo de z = *b para y # —ax.

Para —a: < y < 0 se sigue de (2.5} y para —h < y < —a4 es una consecuen-

cia de las soluciones analiticas de (2.1). Esta continuidad de ¢, se sigue de

las propiedades del potencial de velocidad que satisface (2.1)-(2.4) y {2.10).

Ademas

punta

éste es continuo en las puntas de las barras sumergidas y para cada

IVé(z,y)l = O(p™/?) cuando p— 0,

donde p es la distancia de un punto en el fluido hasta {a punta. También,

en cada

angulo entre F' o B y una barra, ¢ es continuo arriba del limite del
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2.5

dominio del fluido y

donde

|Vé(z,y)l = O %) cuando r — 0,

r es la distancia de un punto en el fluido hasta el angulo y 6 > 0.

Estas propiedades del potencial de velocidad implican que w,, es continua a

lo largo de = = +b. Por tanto de (2.16) y (2.18),

wy =0 paralz|=25>

y asi sobre Fy

w(z) = Cycoshax con a=mn/b, m=1,23,..,

w(z) = Cesinhaz con o= (2m—1)7/2b, m=1,2,3,..,

Asf que sdlo valores de K surgen desde oo = nw/2b, n = 1,2,..., pueden

ser autovalores del problema (2.1)-(2.3),(2.5) y (2.9)-(2.10). De lo anterior se

tiene

/ o, Pdz = o? / lw|2dz (2.19)
Fa Fo

Las propiedades de w son ahora usadas para establecer ciertas cotas para ¢.

Notamos que para (z,0) € Fy la ecuacién (2.18) nos dé

/ " 6(z, ) cosh k(y + R)dy = 0,
—h

y por tanto, de (2.15)

0
¢(z,0)sinhkh = f ¢y (z, y) sinh k(y + h)dy
—h
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$(z,0)sinh kh| = | fo 8,(z, y) sinh k(y + h)dy
—h
0
< f Iy(z. )sinh k(y + )l dy
0 .
- ] gy(z,9)sinh K(y+ Wldy

s, 0)sinhkh? < ([ 1ol sinh by + B)dy)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
0 0
|(z, 0) sinh kA2 < ( / 16, (z, y)f2dy) ( f sinh? k(y + h)dy) (2.20)
—h —h
Calculemos ahora

0 0
f sinh® k(y + h)dy = [ (cosh? k(y + h) — 1]dy
~h —h

0 0
= [ cosh® k(y+h)dy——f dy
h

—h

integrando por partes

0
/ cosh? k(y + h)dy

u = coshk(y+h), dv = cosh k(y + h)dy,
du = ksinhk(y+ h)dy, V= %sinh k(y + k),

0

0 0
/ cosh® k(y + h)dy = m;] hm/ vdu

-h —h
pero
0 0 1 0 0
uv| - / vdu = — sinh k(y + h) cosh k(y + h)] - / sinh? k(y + h)dy
~h | J_a k - Jop
0
= ‘—’lc—sinh khcosh kh — / sinh? k(y + h)dy
~h

23




es decir,

0 0
f cosh®k(y + h)dy = % sinh kh cosh kh — f sinh® k(y + h)dy
n —h

continuando con nuestros cdlculos tenemos

0 0 0
/ sinh® k(y + h)dy = [ cosh? k(y + h)dy — / dy
—h

—h —~h

1 0
=z sinh kh cosh kh — / sinh® k(y + h)dy — h
—h

0
2 f sinh® k(y + h)dy = %sinh khcoshkh — h
—h

0
f sinh® k(y + h)dy é}E sinh kh cosh kh — 1
-

-2—-‘; sinh kh cosh k‘h

MF;‘

retomando (2.20)

i’

|é(, 0) sinh kh|?

IA

(f i su(e )iy ([ 1 sinb? K(y + h)dy

|¢(x, 0)|* sinh® kA

IA

0
-2-% sinh kh cosh kh [ |py(z, y)*dy
1 f° "
: ] 16y (2, ) Pdy
—h
1 [0 2
5] |by (=, ¥)[*dy
—h
1 f° 2
5/ |6y (2, y)|*dy
—h

P smh2 kh
sinh kh cosh kh

smh kh
osh kh

|#(z, 0)”

IA

IA

|6(z, 0)f*

IA

k tanh kh|é(z, 0)[2
y como K = ktanhkh

K|¢(z,0) [ 16, (2, ) 2dy (2.21)

Integrando (2.21) sobre los intervalos |z} > b nos resulta

K 6z, 0P < = fw ety (2)

FLUF_ 2
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Donde W, = {|z]| > b, —h < y < 0} son las regiones del fluido por debajo de
Fs.

Ahora tenemos que obtener una cota similar para la region del fluido por

debajo de Fy. Tenemos que

w(z) = /:h ¢(x, y) cosh k(y + h)dy

integrando por partes

u = ¢z,y), dv = cosh k(y + h)dy,
1
du = ¢y{z,y)dy, v= g sinh k(y + k),

0 0 0
[_h¢($,y)coshk(y+h)dy = uv[_hmf vdu

—h

0 0 0 1 /0 \
uvl — f vdy = -l—c;S(:B, y) sinh k(y + h)l - — f &y(z,y)sinh k(y + h)dy
—h A k —h k —h

0
- —]lgqﬁ(:r, 0) sinh kh — % f 6,(z, y) sinh k(y + k)dy
~h
es decir,
0 1 1 0
f é(z,y) cosh k{y + h)dy = k—qb(:c, 0) sinh kh — I / ¢y (z,y) sinh k(y + h)dy
—h —h
por tanto

1 , 1[0 :
w(z) = -I;¢($’ 0) sinh kh — 5 [_h ¢y(z,y) sinh k(y + h)dy

1 0
= inh kh — ,y) sinh k(y + h)d
i [qﬁ(m,O) sinh kh [h oy, y) si {y + h) y]

asi que

0
kw(zr) = ¢(z,0)sinhkh — / dy(z,y) sinh k(y + h)dy
—h
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en consecuencia,
{0
¢(z, 0} sinh kh = kw(z) + / ¢y(z,y) sinh k(y + h)dy (2.23)
~h
para (z,0) € Fy. Ahora por lema anterior tenemos que para A > 0
(pia)? = p* + ¢ + 20X *p)(\/2q) < (1+ X)p* + (1 + 271"
asf que|((2.23) queda
0
|6(z,0) sinh kh| = lkw(:t:) + / ¢y (z,y) sinh k(y + h)dy|
~h
0
< lkw@)|+] [ o,(z,u)siohk(y + K)ay]
—h
]
< w(@l+ [ 16, )sinbk(y + By
0
= Jewa)|+ [ 16,z )l sinh (y + Ry
luego
0 2
6(2,0)sinh khP < (Jkuw(@)l + [ 18y(z,9)sinh Ky + Wlay)
< (1+ A)kw(z)?
1 ° : 2
+ ) [ ioytowllsinh k(y-+ Bldy)
< (1 + Nk lw(z)f?
0
+ 0427 [ 16,0, sinh k(g + 1)dy
—h
< (14 Nk w(z)?

0 0
+ 407 [ ity [ sink®ky-+ Wy
-k —h
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esto es

= (1+ NE* jw(z)]?

-1 I h 0 2
+ (14 )(ﬂ sinh kh cosh kh — —2—) fh by (. y)|“dy

=(1+ )\)k2|w(:c)]2
sinh kh h

A 1)(——smhkhco shkh>

= (1+ Nk |w(z)]*

sinh®khcoshkh h 0
+ 00 (S f|¢”$y)| W
= (1 + N w(z)?
. 7sinh® kh h
Y N

cosh kh
= (1+ NF’Jw(z)*

1 sinh®kh h ktanh kh j’ )
)(2k b Eh 2 ktanhkh) |, |20 dY

=1+ Nk |lwlx)f
_1, ¢sinh® kh — hk tanh kh f" 5

= (1 + Ak |w(z)[?

(smh2 kh— Kh

+(1+

+ 1+

/ |¢y(3’ y)l dy

|¢(z, 0) sinh khj? < (1 + A)k?|w(z)[?

sinh? kh — Kh

donde X es elegida posteriormente por conveniencia.
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Puesto |que

se tlene

——

|w

0
w(z) = / (a,1) cosh k(y + W)y

1]
= [ (e, ) cosh k(y + Wiy

por lo tanto

esto es

y como

w@l < ([ 16 9)lcoshkly-+ hldy)
< [ wanrda [ teoshik(y + mPay

0 0
= f cosh? k(y+h)dy[ |6 (z, v)[Pdy
—h

—h

] 0
wiz) < / cosh k(y + h)dy / bz, 0) Py

0 0 0
/ cosh® k(y + h)dy = / sinh? k(y + h)dy + f dy
—h _h —h

1 . h
= -ﬂsmhkhcoshkh ~3 +h

1 . h
= —é—ésmhkhcoshkh+§

entonces de (2.25)

1 h 0
2 — i = 2
lw(z)|* < (2k sinh kh cosh kh + 2) /:h |¢(x, y)I*dy

28

)| = l [_ Z ¢(z,y) cosh k(y + h)dyi < f_ 1 |p(z, y) cosh k(y + h)|dy

(2.25)



2 <«
@)l < (3 inh kh

sinh? kh cosh kh h
/ l¢(z, ) |*dy

1 h 0
—sinh kh cosh khsmh khoy f’- f 6(z, y)|*dy

2k sinh kh

sinh? kh
2k81nhkh [ Id) I, y)|2dy

cosh kh

(
(
(Grmmm
_ (smhzkh / 16z, 9)Pdy
(
(
(

2k tanh kh

sinh? kh h k tanh kh \
2k tanh kh 9 k tanh kh /:h [¢(z, y)[*dy

sinh? kh + hk tanh kh 0
2% tanh kh f |6(z, y)[*dy

sinh? kh + hK
[ 16z, 9)dy

esto es

12 0
wae < (BREE) [ ety 29

y asi que

inh? kh + hK 0
@ < (Fgps) [ el @20

de la ecuacién (2.24) tenemos
|¢(z,0){?sinh? kh < L [(1 + NE2K |w(z)}?
2K
0
+ (1+ A" sinh®kh - Kh] / by (z, )| *dy
—h

entonces,

1
2 sinh® kh

0
+ (1+A1)sinh?kh — Kh] f 18z, y)|2dy

K|p(@,0)f < |(1+ V2K w (@)
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asi que

kK K|w(z)|?
sinh® kh
inh’kh — Kh [°
AR (0o
+ ( + ) 2Sinh2 kh n |¢y(‘1’-? y)l y

= (1+2)

2+ a?
sinh? kh
sinh®kh — Kh [°
+ Q1+ / ,y)%d
( aryea yrall IR

Kig(z,0) < (1+X) K|w(z)]?

Integrando (2.28) sobre Fy obtenemos

y la int

donde |

situado

Combin

K

2+ a?
K 2dr < (14X
Fo pfde < 1+ )sinh2 kh

sinh? kh — Kh 2
dzd:
2 sinh® kh [Wo 16, dedy

egracion de (2.26) a lo largo de Fj resulta

K [ |w]idz
Fo

+ (1421

sinh®kh 4+ Kh
[ s < 22 (#(z, ) Pdzdy,
Fo Wo

directamente debajo de Fy.

2 + o2 K(sinhzkh-i-Kh
sinh? kh 2K
inh® kh — Kh
1+ 2 ) (2 [ 2dd
+ () | Iy
sinh?kh + Kh
2sinh? kh

1\ (sinh*kh — KR 2
+ @+ P ) | 19, dsdy

Ig/%dz < (L+2)
Fy

= 1+0(2+ oﬁ)(

30

) [ l¢Pdzdy
Weo

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Vo = {|z] < b~h < y < 0} es la porcién del dominio del fluido

ando (2.29) y (2.30} junto con (2.19), la ecuaci6n (2.29) queda asi

) | loPdzdy
Wo



esto es

34

sinh?kh + Kh
= (1+A 52f 2dzd
0+ (g ) ,, lodady

o (T ) |, e
o ) () [ ey
= (T ) | ey
- (M) [ st

1 sinhzkh-—Kh/‘ 242
o e () [ el

sinh? kh + KAy [, , \
= dxd;
-+ (Fygmr ) (2, 19dsdy+ [ 1gaPdady)

sinh®?kh — Kh
2sinh® kh

+ @+ah)( ) 16, dady (2.31)

sinh®?kh + Kh

K [ iotar < a0 (M) [, 1o + g yar)

sinh®kh — Kh
2sinh® kh

+ @+ ) |16, dady (2.32)

la eleccion

que €s |

_ sinh®kh — Kh
~ sinh®kh + Kh

positive ya que K = k tanh kh entonces (2.32) queda asi

sinh? kh + Kh
P|g|? + |6, [?)dzd
( 2sinh? kh ) Wo( |8 + |¢z]°)dzdy

(sinh2 kh+ Kh
2sinh?® kh

K [ |¢Pdz <
Fo

) [ @16 +16.17)dwdy
Wa
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de esto

(sinh2 kh — Kh

2
2sinh® kh ) -/Wo ¢y dzdy

_y/sinh’kh — Kh ,
dzd
( 2sinh® kh ) Wo |y [*dzdy
sinh? kh+Kh,
( 2sinh® kh .[ (12|¢|2+|¢z| )dzdy
sinh? kh — Kh\ /sinh® kh+Kh
l2 2 x2d d
(G rn) oo fwo( (91" + 1o ") dzdy
sinh?kh — KR )
dzd
( 2sinh? kh ) |¢”l Lay
sinh? kh + Kh smh kh — Kh .
dzd
(81nh2kh Kh)( 9sinh? kh )fwo|¢y| Loy
sinh® kh + Kh
( 2sinh® kh )_/ (|6 + |¢o ") dzdy
sinh? kh — Kh
( 2sinh? kh )f (1 + |o|*)dzdy
sinh® kh — Kh 2 sinh’ kh + Kh
dzd 2
( 2sinh® kh )f |y | dzdy + ( >einh® kh ) e |6y |“dzdy
sinh? kh+Kh sinh®kh — Kh
12 2 $2 d d
( 2Slﬂh2kh 25inh2kh )/;VU( ]¢| +|¢ l ) Taiy
sinh® kh - Kh smh2 kh + Kh \
drd
( 2 sinh® kh 2sinh? kh )»/;Vn |¢y|*dzdy
sinh® kk + Kh + sinh® kb — Kh f
B|§|? + |¢z|*)dxd
( 2 sint” ) [, (o + 6.z
sinh? kh — Kh +sinh® kh + Kh
( 2 2 ) i¢y|2d$dy
sinh” kh Wo
2sinh? kh
(5em7n) [ (P11 + 1¢2[")dady

2sinh® kh
(2smh2 kh f 64 *dzdy

se deduce que

K [ |opdz < [ (2162 + |dol?)dody + [ 16,2 dzdy
Fg WU WD
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- /W (101 + 6af* + |6y)ddy

por tanto
K [1oPde < [ @16 +IVoP)dady (2.33)
Fo WO
pero
K [|lopdz = K ofds=k( [ loPds+ [ |ofds)
F FLUF_UF, FyUF_ Fo
- K \bf2dz + K [ |6[2dz
FiUF_ Fo

ahora Ia combinacién de (2.33) con la correspondiente desigualdad (2.22)

para el dominio exterior produce

K f s < - [ |6, Pdndy + [ (PIo] + [VoP)dedy.  (2.34)
F 2 Wi UW_ Woy

Comparando esta ecuacién con la identidad de energia
K [ 1oz = [ (P16 +VoP)dads, (2.35)
F w

que es una consecuencia de la férmula de Green; produce

e

8 + Vel )dzdy < 5 [ 1, Pdady+ [ (1o + VOP)dsdy

WiUW.

1

<3 [ vePdwdy+ | (@loF+VoPyisdy
WL UW_ Wo

y como

f 0P+ (VoP)dsdy = [ (PloP + Vo dady
w Wo

+ [ @leP+VoP)dsdy
W uW_
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entonces
1

[ wer+vensdy < 5 [ (vefdsdy

Wi uw._ 2 Wi UW_

asi que

1

f (2|91 + |Vo|*)dzdy — = f |VélPdzdy < 0

W UW_ 2 WiUW_

por tanio
2 2 2 1 2

[ (el +1v6r - 196F)dsdy <0

WiLUW_ 2

es decir
1

[ (10r+51veF) oty <o (2.36)
W UW_ 2

De aqui se sigue que ¢ = 0 en W, U W_ y como ¢ es analitica ésta se anula

en todo|W. +*

Asi, |esto completa la prueba del Teorema 2.1.
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