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" INTRODUCCION

|
El andlisis de conceptos formales, desde el genero particular de andlisis de datos
en el ambiente clésico, tiene la forma de una tabla con filas correspondientes a.

. | . . .
objetos y columnas correspondientes a atributos, y tablas de entradas que contie-

nen Cell'OS y unos dependiendo de si un objeto tiene o no el atributo. El ambiente
clasico 'es apropiado para atributos que son débiles, esto es, cada objeto tiene o no
el a.tnbuto si lo tiene se nota con 1 y sino se nota con 0. Pero muchos atributos
son dlfusos en vez de débiles, de aqui la necesidad de generalizar en el sentido

difuso. |

Hay varias propuestas de generalizacién para el caso difuso. Una de ellas es la
genera,hzacmn natural; considerada en primer lugar por Burusco y Fuentes - Gon-
zalez (1994) ver[7] y luego mejorada por Polland (1997) y Bélohlavek (1998) Ver
12]. Haglr otras propuestas, una de ellas es la llamada propuesta parcial en el senti-
do difu%so, que fué hecha por Ben Yania y Jaova (2001), Bélohlavek (2005) y por

Krajéi (2004).

Este trabajo se desarrolla en cuatro capitulos, el primero.de ellos se dedica a
estable(!:er todas las definiciones preliminares necesarias para probar el teorema
princip:lxl; el segundo capitulo se dedica a un paseo por las distintas propuestas
para generalizar los reticulos de conceptos formales; el tercero estard dedicado al
estudio|de la prueba de nuestro teorema principal; y probaremos que la propuesta
de Krajéi es equivalente a la de Pollandt y Bélohlavek y, por tltimo, en el cuarto

capitulcll daremos un ejemplo.




CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES

bl

En este capitulo nos referimos a los conceptos fundamentales de la teoria de con-

juntos, tales conceptos serdn de gran importancia para el desarrollo de nuestros
Ob]etIVOS

1.1. ’ Sobre conjuntos clésicos

|
NofTaremos los conjuntos por letras mayusculas: A, B, C,--- ,X, Y, Z y los

elemenltos con letras mindsculas:a, b, ¢,--+ ,z, y, 2. Utilizamos la notaciénz € §
para inldicar que z es un elemento de § o que z pertenece a S. Si x no pertenece
as esc|ribimos rgS.

Deﬁni!cién 1.1.1 (Subconjunto). Decimos que un conjunto A es un subcon®
Junto del conjunto B y escribimos A C B, si para todo ¢ € A también a € B.

Definicién 1.1.2 (Igualdad entre conjuntos). Decimos que un conjunto A es
igual al conjunto B, si y solosi ACBy B C A

Definicién 1.1.3 (Producto cartesiano). Dados dos conjuntos A y B, defini-
mos su|producto cartesiano por

| AXB={(a, b)/ac A A beB}

Definicién 1.1.4 (Relacién - Clases). Dados dos conjuntos A y B, decimos
que R es una relacién de A en B si R C A x B; una relacién R en A es un
Subconjunto de A x A,

Dada una relacién R en A, decimos que A es:

» Reflexiva: si para todo o € A, (e, a) € R.

» Antisimétrica: si !(a, b) Ry (b, a) € R implica que a = b.

- Triansitiva: si{a, b) €Ry (b, c) € R entonces (a, c) € R.
» Simétrica: si (a, b) € R entonces (b, a) € R.

Deﬁniclién 1.1.5 (Conjunto parcialmente ordenado). Un conjunto L. no
vacio, se dice parcialmente ordenado si existe en L una relacmn < reflexiva,

antlslmetrlca y transitiva.

Definicién 1.1.6 (Con_]unto acotado). Sea B un conjunto ordenado y A C B,
si existe un b € B tal que a < b para todo a € A, se dice que A es acotado
superm'rmente y b € B es una cota superior de A.

Por otro! lado, si existe un b € B tal que b < a para todo a € A se dice que A es

acotado inferiormente y b € B es una cota inferior.




Definicién 1.1.7 (Supremo - fnﬁmo). Sea B un conjunto parcialmente or-

denado y A C B, A acotado superiormente. Supongamos que existe & € B tal
que: '

n bl es una cota superior de A.

Sli a < b entonces a no es cota superior de A. Entonces b se llama el supremo
dLe A o minima cota superior de A.

bles cota inferior de A.

Sli b < a entonces a no es una cota inferior de A. Entonces b se llama. el
infimo de A
Definicién 1.1.8 (Funcién). Dados dos conjuntos A y B decimos que f es una
funcién/de A en B, si f C A x B, ademss para todo a € A, existe un unico b ¢ B
tal que|(a, b) € f.

Definicién 1.1.9 (Funcién inyectiva - sobreyectiva - biyectiva). Sean A y
B conjuntos, y sea f: A — B.

Decimos que f es inyectiva si f(a;) = f(a) implica que a; = ay para todo
ap, g e A -

Decimos que f es sobreyectiva si para todo b € B existe a € A tal que b = f(a).
Decimos que f es biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva. '

Definicién 1.1.10 {(Isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados).
Dados A y B conjuntos parcialmente ordenados, decimos que A es isomorfo a B
sl existe una funcién biyectiva ¢ : A — B tal que para todo a3, a; € A, se tiene
que
a1 < ap st y solo si p(a1) < p(az)

Definicién 1.1.11 (Reticulo). Sea L un conjunto parcialmente ordenado do-
tado de|dos operaciones binarias denotadas por A y V, y definidas por a Vb =
sup{e, 115} y a A'b = inf{a, b}. Si para todo a, b € L, a A by aV b existen y
pertenecen a L, L se llama un reticulo.

Definicién 1.1.12 (Reticulo completo). Un reticulo L se dice completo si
para todo A C L, existen

| |

\ /\A = inf{z|z € A} y VA = sup{z|z € A} .
enL. | '
|

Deﬁnicilén 1.1.13 (conjunto sup-denso e inf-denso). Sea L un reticulo com-
pleto, A|Q L, se dice que A es sup-denso en L, si para todo 1 € L, existe B C A
tal que 2= VB.

A es inf- denso en L, si para todo ¢ € L, existe B C A tal que ¢ = AB.

|
Deﬁnicilén 1.1.14 (Reticulos Isomorfos). Dados dos reticulos S y L, se dicen

isomorfos si existe una biyeccién ¢ : § -—— L tal que para todo a, b € S se tiene
que:




Asf

(1)
(ii) ¢

o YR R

< bsiy solo si p(a) < @(b), Va, beS.
(@ A b) = p(a) A p(b)

@laVb) = p(a) v o(b) Va, bes.

Lema

1.1.1. Sean IL y S reticulos. Consideremos p:L—Sy

S — L tales que v y o son biyectivos, preservan el orden v ol = 4

Entonces @ es un isomorfismo de reticulos. :

| e
Demostracidn.

(i} @lay :/\ag) = (ay) Nyp(az). Vay,ay € L. En efecto, sean ay, ay €Ly 51,8, € §

tales que
elar) = s Y(s1) = ay
plaz) = s d)(sz) = ay
tal eleccion es vélida pues ¢ y 1 son biyecciones.

@ Aaz =01y apAar < ag, luego pla; Aay) < wlaz) y (a) A ag) < ay asi

plar Aaz) < plar) A p(as)

Por otro lado, por un razonamiento analogo tenemos que:

Asi

(i) (az \

Por otro

de donde

(51 A s2) < P(s1) A PY(s2)
p(W(s1 A 82)) < P(¥(s1) At(se))

51 A sz < (e A ay)
w(a1) A plas) < plag A ay)

wla1) A plaz) = p(ar A ay).

a2) = ¢(a1) V- p(az). En efecto,
a1 < ayVag ¥ az < a3 Vay luego
ela1) <play Vag) y olaz) <o Vag) asi

p(a1) V plaz) < p(ar V ay)

lado, con un razonamiento andlogo tenemos que

Y(s1) Veh(s2) < 9(s1 V 59)

w((s1) V i(s2)) < o(9(s1V ) luego
wlag Vay) < s Vs,
wlar V az) < plar) V p(ap)

@(a1 Vaz) = (a1} V p(as)




Definicién 1.1.15 (Conexién de Galois). Sean A y B conjuntos parcialmente
ordenadosy f: A — By g:B — A, decimos que f y g forman una conexidn

de Galbis si:

(i) &1 < a; implica que f(ay) < f(az) para todo ay,a, € A.
(ii) by < by implica que g{b2) < g(by) para todo b, b, € B.
(ii}) a/< g(f(a)) y b < f(g(b)) para todo a € A ybeB.

Usualmente f y g también se llaman un par adjunto de Ore

Definicién 1.1.16 (Monoide conmutativo). Una estructura {L, ®, 1) se lla-
ma un monoide conmutativo si ® es conmutativo, asociativo v
a®1=1®ea = a para todo a € L, L no vacio,

. Il - L . » ” :*
Deﬁmci:lon 1.1.17 (Funcién monétona creciente y monétona decrecien-

te). Sela L. un conjunto parcialmente ordenado. Sea f : L x L — L decimos

que f es mondtona creciente en el primer y segundo argumento si a; < as im-
plica qde flai, @) < f(ag, a) ¥ fla, a1) < fla, as) respectivamente, para todo
aj, ag, o eL ' :
Dualmente, f es mondtona decreciente en el primer y segundo argumento si
a; < a2|implica que f(az, a) < flay, a} y f(a, a3) < f(a, a1) respectivamente,
para todo a,, a3, a € L.

Definicion 1.1.18 (Reticulo residuado completo). Una estructura
(L, A, I\/, ®, —, 0, 1) se llama un reticulo residuado completo si:

(i) (]L!,/\,V, 0, 1) es un reticulo completo con 0 y 1 elementos mdximos y
minimos universal respectivamente.

(ii) (IL', ®, 1) un monoide conmutativo.
(iif) ® y — forman un par adjunto. Donde  — y := méx {zel/z@z <y}

Deﬁnicilén 1.1.19 (Funcién continua a izquierda). Sean A y B reticulos
completc?s y L un conjunto parcialmente ordenado. Sea f : A x B —- L, f se
dice continua a izquierda en el primer argumento si f(a, b) <! vale para b€ B
ylel 3'( para todo a € X C A, entonces f(supX, b) <I.

Dualrneﬁte, [ se dice continua a izquierda en el segundo argumento, si f(a, b) <1

vale pare:t a€ AyleLyparatodobe Y CB, entonces f(a,sup Y)<b

|
|

1.2. Sobre conjuntos difusos

Definicin 1.2.1 (Conjunto difuso). Sea U un conjunto universal no vacio. Un
conjunto|difuso f sobre U, es el conjunto dado por {(z, 7)/z € U,r € L}, donde L

es un conjunto parcialmente ordenado. Un conjunto difuso se caracteriza por una




|
I

funcién f: U —s L, tal que f(z) se interpreta como el grado de pertenencia a f
de cad? z € U. Ademds, por LV denotaremos la coleccién de todos los conjuntos
difusos en un conjunto U. Usualmente se considera L. C [0, 1]. Decimos que fes

un sublconjunto L~ difuso de U si f € LV.

Definicién 1.2.2 (Relacién L-difusa). Sean A y B conjuntos no vacios, L

un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que R es una relacién L- difusa si
R € LA*B,

Deﬁnilcién 1.2.3 (Contenencia de conjuntos difusos). Sean A, B € LX.
Decimos que A C B si y solo st A(z) < B(z), para todo z € X.
Si A € IL¥, entonces podemos escribir

i .

| A:X—1L
| " A={(z, A(z)):zeX)
|

En lugar de (z, A(z)).escribiremos z|A(z).




'2. DE LOS RETfCULOS DE CONCEPTOS
FORMALES CLASICOS A LOS RETICULOS DE
CONCEPTOS FORMALES DIFUSOS

El anélisis de concepto formal es un método de datos- labor sobre un método
objeto :— atributo representado por una matriz rectangular.

La conflstruccién clasica de Ganter - Wille considera el caso débil, esto es, una
matriz que.contiene solo ceros y unos. Este es un ejemplo natural de una matriz
objeto 1 atributo, pero muchos atributos son difusos en vez de débiles, de aqui la

necesidad de generalizar en el sentido difuso.

En este|capitulo se estudiaran las diferentes propuestas de generalizar en el sentido
difuso los reticulos de conceptos formales.

2.1. |Reticulo de conceptos formales

Definicién 2.1.1 (Contexto formal). Un contexto formal es una tripleta X, Y, I)

donde X, Y son conjuntos de objetos y atributos respectivamente. 1 C X x Y es

una rel%mic’)n binaria. (z, y) € I significa que el objeto = tiene atributo y.

Definicién 2.1.2 (Concepto formal). Un concepto formal en (X, Y, I) es un
par (A, B) formado por un conjunto A C X de objetos y un conjunto B C Y de
atributos tales que:

» B|es la coleccidon' de todos los atributos compartidos por los objetos de A.

es la coleccién de todos los objetos que comparten los atributos de B.

|
!
Para A|C Xy B C Y, pongamos

A" = {y| para cada T € A : {z, y) € I}
B! = {z| para cada y € B : {z, y) € I}

Esto quiere decir que, A es el conjunto de todos los atributos de Y compartidos
por todos los objetos de A, y B! es el conjunto de todos los objetos de X que
compa.rten todos los atributos de B. Por tanto, un concepto formal es un par

(A, B) para el cual AT =B y B! = A

Definicién 2.1.3 (reticulo de conceptos formales). El conjunto de todos los

conceptlos formales en (X, Y, I) con la relacién < dada por

(A, IB1|) < (A;, B3) si y solo si A; C Ay{ o equivalente, B, C B,) se llama un
reticulo: de conceptos formales cldsicos y lo denotamos por B(X, Y, I).

Ejemplo

Dado X' = {a, b, ¢, dy'e, f}, Y=1{1, 2, 3, 4, 5, 6}, 1. XxY — {0, 1} como




l N
se muestra en la siguiente tabla.

Luego

(Ag,
(Al,
(Ad,
(43,
(A,
(A4,
(Ad,

B,)
By)
B,)
B)
By)
Bs)
Bg)

Ila b
1({0 -1
211 1
311 1
4 (0 0
510 0
611 0

(¢, {1, 2, 3, 4, 5, 6})
{a}, {2,3,6})

({8}, {1,2,3})
({c}, {1,2,5})
{d}, {1,4,5})
({a,b}, {2,3})
{&,c}, {L,2})

S k= OO ke =0

d e f
1 10
0, 0 0
0 0 1
1 190
1 0 0
0 0 0

{Az, BT) = <{C! d}a {115}>
<A8= BS) = ({d} 6}, {114})
(Ao, Bo) = ({a,b, f}, {3})
{410, Bio) = {{a,b,c}, {2})
(All: Bll) = ({b! G dve}? {1}> .
(A12, B2} = ({a,b,c,d,e, f}, ¢

De lo anterior obtenemos el siguiente reticulo de conceptos formales.

|

NI FREETA
- [:(-;; ':.' -

BIBLIO =

gt de

N

\3



2.2,

En
sentido

(A2, B;z)\ '

Reticulos de conceptos formales en el sentido difuso.
Diferentes propuestas

esta seccion se estudiaran las diferentes propuestas de generalizar en el
difuso los reticulos de conceptos formales.’

La propuesta de Burusco y Fuentes - Gonzalez

Bur

usco y Fuentes - Gonzalez son los primeros autores sobre el analisis formal

de conceptos desde el punto de vista difuso.

Definicién 2.2.1 (f-conorma). Sea L un reticulo, una ¢- conorma sobre L,

es una

operacién binaria la cual es asociativa, conmutativa y tiene al 0 como

elemento neutro { donde 0 es el extremo inferior universal)

Definicién 2.2.2 (Negacmn) Sea L.C [0, 1], AC ¥, definimos la negacién

de A (

—A) por :
—A(z) = 1- A(x)

donde ]I es el elemento mdximo universal de L. . _
Consideremos la estructura (L., <,7, @, 0, 1}, donde (L, <, 0, 1} es un retfculo com-

a



pleto alcotado por O y 1, 7 es una operacion de complementacién y @ es una ¢-
conorma sobre L. (ellos consideran L = [0, 1])

Para un - contexto (X, Y, I) definimos las siguientes funciones:
LY LY y |: I[.Y—+I[,Xpor

| A= A (A ©1(,y)
reX :

B!(z) = N\ B) & l(z,y))

yeY

Para Ale LX y Be LY. :
Ponganilos BX, Y, I) = {{A,B) € L¥ x L¥/A" = B, B! = A} y definamos
un orden parcial < sobre B(X, ¥, I) dado por (A;,B;) < (As,By) si y solo si
A; C A ( siy solo st By C B;). Luego (B(X, Y, 1), <) es un reticulo completo.
(estos se prueba en [6])

La propuesta de Poilandt y Bélohlavek
l ]

Pollandt y Bélohlavek independientemente elaboraron la siguiente propuesta,
ademés|ambos consideran un reticulo residuado completo, tal eleccién y en par-
ticular las propiedades de la implicacién y la conjuncién son cruciales, pues ellos
forman un par adjunto.

Consideremos (X, Y, I} un - contexto, esto es, 1: X x Y — LL para conjuntos
difusos A € L* y B € LY, consideremos conjuntos difusos Al € LY, B! € LY,
definidos por

|
| Alw) = /\(A(z) — I(z, v))

zeX

| Bl (z) = A (B(y) — Iz, ))
‘ yeY

| , .
Pongamos B(X, Y, 1) = {(A,B) € L* x LY|AT = B,B! = A} y definamos
un ordeh parcial < sobre B(X, Y, I) dado por, {A;,B;) < (A2, By) si y solo si
A, C A2(31 y solo si B> C B,). Luego (B(X, Y, I), <) es un reticulo completo.
(ver pruleba [1, [2], 17])

|
La propl)uesta de Yahia vy Krajci

Yahilh e independientemente Krajéi tiene una propuesta llamada propuesta
parcial‘en el sentido difuso sus propuestas no son del todo diferentes, es
mas, solo difieren en que Yahia considera un L - contexto (X, Y, I) y Krajé
considera un L - contexto dado por (Y, X, 17!}, con I7! € LY** definido por
I"Y(z, y) =I(z, y). Ademds ambos consideran L = [0, 1].

Consideremos un L- contexto (X, Y, I) definamos f: {0, 1}* - LYy

-



—s {0, 1}5; por .

f(A)y) =

Az, v)

l's

| . TEM

| h(B) = {z € Xl para cada y € Y : By} < Iz, y))

pongamos BX, ¥, I} = {(A,B) ¢ {O 1 < LY[F(A) = B, h(B) = A)} y
deﬁnanlnos un orden parcial < sobre B(X, Y; ) dado por (Al,]Bh) < (Ag, By) si
y solo si Ay C As(si y solo si B, C B,). Luego (B(X, Y, I),<) es un reticulo
.completo. (ver prueba. [18]) : '

'Retlculos de conceptos formales y conexién de Galois con funciones
cubiertas

Definicion 2.2.3 (Cubierta ). Sea L un reticulo residuado completo, una fun-
cién de|cubierta, es una funcién unaria * : L. — L que satisface:

Para todo a, be L

Ejemplo

Funcién| cubierta idéntica
a* = a para todo a € L.

Funcién; cubierta globalizada, .

| - {1,.s¢a:1
a =

0, en otros casos

SiL = {0, 0,25, 0,5, 0,73, 1} cone151gu1enteorden0<025<O5<075<1
Entonces la funmon cublerta 1dentlca, es:

Q_Q 0 _Q 0
T L 0.25 0.5 075-. 1 L

v la funcién cubierta globalizada es; ~




*;C::\\\ ‘ 3 Q
O\U// 0.75 1 v

Consideremos un L~ contexto (X, Y, 1). Sea z* y y* funciones cubiertas para un
IL- conj|unt0 A € L* (IL-conjunto de objetos), B € LY (L conjunto de atributos),
definimos L- conjuntos AT € LY y B! € LX dados por

’ N

N = AT — IG)

T€X
- Bli@) = A B)Y" — I(z,9))
} ] zeX
Pongamos BX=, v¥', I) = {(A IEB) e L* x I[ﬁ‘7|15kT IB B! = A} y definamos
un orden parcial < sobre B(X", , I) dado por, (AI,JBl) < (Ag,By) si y solo
si Ay C Ay(si y solo si Bg C B,). Los operadores T y l forman una conexion de
Galois. [Luego (B(X*", , I}, <) se llama un reticulo de conceptos formales con

funcidn! interior inducida por (X, Y, ).

Generalizacién de Krajci

a.dlos conjuntos X y Y deobjetosy atnbutos consideremmnos un contexto difuso
como una tripleta (X, Y, I) donde I es una I- relacién entre X y Y, es decir,
e ]LK|"Y Ademads, con51deremos Ly conjuntos A de-objetos y Ly- conjuntos
B de atributos, esto es, A € lL vy B € ]LY Krajéi asume que Lx y Ly son
reticulols completos y L es un conjunto parcialmente ordenado. Por conveniencia,
denotaremos todos los ordenes parciales sobre Ly, Ly y L por <. También, el
infimo y el supremo en (Lx, <) y (Ly, <) lo denotaremos por A y V.
Krajé asume que hay una operacién ® : Lx x Ly — Y tal que
@y < az|implica que ;. X< a; @b ‘
b <b iimplica quea®b <a®b,

Sia; ® b6 < ¢, para todo 7 € J, entonces (VjEJa-) ®@b<c

Sia®b; <¢, para todo 7 € J, entonces a ® (\/JEJ < ¢ para todo conjunto

mdlzadé') Jytodoa, a; € Lx y.b, b; € Ly y ¢ € L, entonces , Krajci introduce
funciones : L§ — LY y /: LY — L¥ definidas por

A (y)=\/{belyVe e X: A(:c) ®b< Iz, 1)}
B (z) = \/{a clyglVyeY: G®By <Kz, y)}

y deﬁne un concepto formal en (X, Y, ]i) como un par (A,B) € L¥ x LY tales
que A =B y B = A.

pongamos B(X, Y, I) = {(A,B) € L% x ]LY|A/‘ B, B = A} y (A, B,) <
{Ag,By)| si y solo si Ay C As(si y solo si By C By). (B(X Y, I), <) se llama un




reticulo de conceptos formales generalizados.

El estudio de esta propuesta es el objetivo principal de este trabajo y se reali-
zard en! el siguiente capitulo.

\d



3. UN TEOREMA BASICO SOBRE RETICULOS

GENERALIZADOS DE CONCEPTOS FORMALES

En este capitulo estudiaremos como en base al teorema bésico para reticulos de
conceptos formales cldsicos, se formula el teorema bésico para reticulos de concep-
tos formales generalizados, ademds se estudiard la demostracién de tal teorema.

3.1.

TEOREMA PRINCIPAL

Consideremos (B(X, Y, 1), <) un reticulo de conceptos formales clisicos. El
siguiente teorema describe su estructura basica.

Teorenlla 3.1 (Teorema basico sobre reticulos de conceptos formales
cldsicos).

El conjunto B(X, Y, I} bajo la relacidn < es un reticulo completo donde el
inf y sup esta dado por

A (4;,B;) = <ﬂ a5 (U 1&;)”)

jed jEJ jeJ
V (A;B;) = < (U Aj)n: N BJ>
Jed FES FEJ

Un reticulo completo V es isomorfo a B(X, Y, 1) si y solo si existen fun-
ciones B: X —V, a:Y — V {ales que

('i) B(X) es sup- denso en V.
(1) a(Y) es inf-denso en V.

3. Paretodoz € X, y €Y se tiene que aly) > Blx) si y solo i (z, y) €.

La demostracién del teorema anterior se encuentra en [10] tal teoremas ‘es

fundamental para la formulacién del teorema que se dard a continuacidn.

De ahora en adelante asumiremos que I es un conjunto parcialmente ordenado, C
y D son reticulos completos, - : C x D — L es una funcién monétona y continua
a izquierda en ambos argumentos. A y B son conjuntos no vacios y R es una
relacién [L-difusa sobre su producto cartesiano; de no ser que se diga lo contrario.
Definimos las siguientes funciones: si g : B — I,

/ ()(a) = sup{c € C: (¥ € B - g(b) < R(a, 1))

)
g—/(9):A—C

(9



Simétri:ca.mente, sif :'A -~ C,

/CA — DB

| f—d () :B—D
/wﬁw%=deeD:WaeAwadSRm,w} |

Decimos que un concepto formal es un par (g; f) € B® x A€ tal que / (g) = f y

/ (f) % g. Definimos {gy, J1) < (g2, fa) si y solosi g1 < go( siysolosifo < fi).

El conjllmto de tales conceptos formales con el orden < lo llamaremos reticulo de
conceptos formales generalizados y lo denotaremos por L.

Teorenfla 3.2 (Teorema basico sobre reticulos de conceptos formales -

generalizados).

1. El reticulo de conceptos formales generalizados L es un reticulo completo

en el cual “
A ={ o (e ()

el

Vo= (7 (V) A

L5} ief el

2. Por otro lado, sea O, el elemento minimo deL y Og-d = Op y¢- Op = Oy,
pam todo c € C y d € D. Entonces un reticulo completo V es isomorfo a L
sily solo si existen funciones a: AXxC —V y 0 :Bx D — V tales que

( I¢|z) a es no creciente en el seqgundo argumento.
(1 |b) B es no decreciente en el sequndo argumento.

(2?) oA x C] es inf- denso en V.
(2?) BB x D] es sup- denso en V.

3. Paratodoa ¢ A,beB, ceC, deD,alac > B(bd siy solo si
c-|d < R(a,b).

Lema 3.1.1. Las funciones /' y ./ forman una conexidn de Galois, es decir,

fe) g1|< gy implica q;w A g) 27 (92)-
1) HI< fr implica que / () 2 (fa).
Ewg%/ofm»
%) F </ ()

Demostracion.

2.0



la) SL& a € A, g1 < g3, esto es, g1(b) < go{b) para todo b € B. Para todo
ci€ Cy b € B tenemos que ¢ g1(b} < ¢ go(b) ( pues - es mondtona en
el segundo argumento). Por tanto si (Vb € B)c - go(b) < R(a,b) entonces
(Yb € B)e- ¢1(b) < R(a,b). Esto es,{c € C : (Vb € B)c- g2(b) < R(a,b)} C
{c € C: (Vb € B)e-g1(b) < R(a,b)}, esto implica que . (g1)(a) >, (g2)(a)
phra todo a € A, asi /* (g1) >, (g2).

1b) Sea b € B. fi < fo, esto es, fila) < fa(a) para todo @ € A. Para todo
dle Dy a € A, se tiene que fi(a) - d < fa(a) - d( pues - es mondtona en
eli primer argumento). Por tanto si (Ya € A)fz(a) - d < R{a,b) implica que
(Va € A)fi(a)-d < R(a,b) estoes {d € D: (Va € A)fo(a) - d < R(a,b)} C
{cli eD: (Vo€ A)fi(a)-d < R(a,b)} esto implica que ./ (f1)(b) =/ (f2)(b) -
para todo b € B. Asi ./ (f1) 2 (fa).
2a) Sea b, € B, debemos probar que g(b,) < .~ (/" (g))(b,)
=: sup{d € D: (Va € A) /" (g9)(a) - d < R{a,b)}. Consideremos el conjunto
X = {ceC:(VbeB)c-g(b) < R(a,b)}. Como b, € B, tenemos que c -
g(b,) < R(a, b,). Puesto que ¢ € X C C y - es mondtona a izquierda en el
primer argumento, se tiene que sup X - g(b,) < R(a, b,). Pero la definicién
de /" implica que supX = " (g)(a) para a € A. Luego para a € A,
/1 (9)(@)- 9(b) < R{a,b,), Inego
glb,) e{deD: (Vae€ A) 7 (g)(a) d < R(a,b)} de donde

9(bo) <sup{d € D: (Va € A) / (9)(a) - d < R(a,b)} = (/" (9))(bo)-

2b) Sea a, € A, debemos probar que f(a,}) < 7 (7 ())(a.)
=Isup{c € C : (Vb € B)c: ./ (f)}(b) < R(a,,b)}. Consideremos el conjun-
toY = {deD: (Va€ A)f(a) d < R(a,b)}. Como a, € A, tenemos que
fla,) -d < R(a,, b). Puesto qued € Y C D y - es monétona a izquierda
en el segundo argumento, se tiene que f(a,) - sup Y < R(a,,b). Pero la de-
ﬁI!liCién de ./ implica que supY = / (f)(b) para b € B. Luego para b € B,

f(!GO)' :/ (f)(b) S R(aO: b)v Iuego
flao,) € {ce C: (¥Vbe B)c / (f)(b) < R{a,,b)} de donde

f(ao) < sup{c € C: (b € Bl / (f)(b) < R(ao,8)} =/ ( (£))(80).

Corolario 3.1.1.

fa) /'l (" (7 (@) =""1(9)
1) N7 (D) = ().
2) g </ (f) stysolosi f</ (g)

|
Demostracion.

18) g £/ ( (a)), loego / (g) =,/ (/ (" (g))). Por otro lado, por (3.L.1)
parte (2b) se tiene que /* (g) < (/" (/" (9))).




|

|

‘S/‘ (v (f)), luego ./ (f) >/ (/" (/ (f))). Por otro lado .~ (f) <./
(" (7 (f))) por la parte (2a) de (3.1.1).

)
| |
2) 81 g </ (f), entonces / (9) 2,/ (/ (f)) = f. Si f </ (g) entonces
/, NNz (@) =9 \
! 00
Lema i?) 1.2

1. Para todo {g; : ie INCcon®

/ (\/gi) =N\ /(@)

i€l iel

|
|
|
2. Plam todo {f; i€ I} CCA
|

v (\/fi) = /\ s (fi)

el il

Demostracion.

1. Consideremos {g; : 1 € I} C DB,
Vi g: > g; para j € I, esto implica que / (g;) >, (V 9;) = u para todo

tEI

7 |€ I. Puesto que C es un reticulo completo y u es una cota inferior para
todo  (g;), j € I, tenemos que v = /\ gy 2" (V g) =

icl
R?mprocamente sea a € A. Denotemos por u =" {V ¢:)(a)
el
y b = /\ /" {9:)(a). Probemos que v < u, es decir,

v—/\zefsup{cec (Vb € B)c - g:(b) < R(a, b)}

S\sup {ceC:(vbe BV, g(b) < Rla, b)} = u.

Consideremos Q; = {c€C: (Vb€ B)c- g:(b) < R(a, b)} y v = sup@;
asll v = \,;c; v Paratodo c € @; y todo b € B tenemos que c-g;(b) < Rf{a, b),
puesto que - es continua a izquierda en el primer argumento, se tiene que
sup Qs - g:(b) < R(a,b), esto es, v; - ¢;(b) < R(a,b) y como v < v; y - es
monétona en el primer argumento se tiene que

‘  vgi(b) < ui-gi(b) < R(a,b)

Alilora de la continuidad a izquierda, en el segundo argumento, se tiene que
que v - Vier 9i(0) < R(a,b) para todo b € B.
De donde v € {c € C: (Vb€ B)c- V,.; 5:(b) < R(a, b)} luego

v T!<_s.up {ceC:(VWbeB)c: Ve 9:(b) < Ra, b)} =



2.C

onsideremos { f,, i€ T} C CA

\/ fi = f; para todo j € I, esto implica que ./ (f;) >/ (V fi) = v para
iel el

todo j € I. Puesto que I es un reticulo completo y u es una cota inferior

Ri
¥

v=
SI
D
as

R

V|

para todo / (f;), j € I, tenemos que v= A ./ (f;) 2/ (V f) =u.

i€l el
eciprocamente, sea b € B. Dénotemos por u =" (V fi)(a)

el
v= A/ (f)( ). Veamos que v < u, esto es,
el

= Niersup{d eD: (Va € A)fi(a) - d < R{a, b)}

sup{deD:(VaecA)V,, fila) - d<R(a, b)} =u.

enotemos por S; = {d€D: (Vac A)fi(a) - d < R(a, b)} y v; = supS,,
iv = ;v Paratodod € S;y todoa € A, tenemos que fi(a)-d <
(a,b). Puesto que - es continua a izquierda en el segundo argumento, se

tiene 'que f;(a) - sup S; < R(a,b), esto es, fi(a) - v < R(a,b) y como v < v
y .

es mondtona en el segundo argumento tenemos que
fi(a) v < fi(a) - v < R(a,b)

y|de la continuidad a izquierda, en el primer argumento, tenemos que
i1 fi(a) - v < R(a,b) para todo a € A.

Luegov € {de D: (Ya € A)V,, fi(a) - d < R(a, b)}, de donde

Definic

v<sup{deD:(VaeA)V,, fila) d< Ra, b)} =

00

ién 3.1.1 (Funcién singular). Sea T un conjunto cualquiera no vacio

y U un conjunto parcialmente ordenado con elemento minimo O, definimos

Veai

Lema 3

Demost

|

ST —U

E—)S;H:;P(IE) :={

U, ST =1

Oy, en cualquier otro caso

nos algunas propiedades bésicas de estas funciones.

}.1.3.
f:sup{Sgl:fJ :tET}

ucion. Sea ¢ € T. De la definicién de supremo puntual de conjunto

t.f(t) t,f(t)

de funcilones tenemos que sup {STU ‘te T} (z) = sup {STU (z}:t € 'I['}, para

todo z # ¢ se tiene que l!m)(m) Oy, luego sup {STU (@)t € ']I‘}

= f(=),

8,£(t
de donde sup {St oy St E ']I'} (x) = f(z) para todo z € T. 6o

23
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I

| .
Lema 3.1.4.

a) PamtodanA;bGIB,cetC

/ (S2E)(b) =sup{d € D: - d < R(a,b)}

b) Paratodoac A, beB, decD

/! (Sgs;f))(a) =sup{c€ C:c-d < R{a,b)}

Demostracion.

a) P

or definicién tenemos que

A (SEEY(b) =sup {d e D : (Vz € A)SEL(z) - d < R(a,b) }. Puesto que S4T(z)-

d=

C:

Asi

= O¢ - d = Oy, para todo z # a, se tiene que

(Vm € A)SAE(z) - d < R(z,b) si y solo si S2%(a) - d < R(a,b), esto es,

|
|

d < R{a,b) para todo d € D, esto implica que _
{deD: (Vac A)SEE(a)-d < R(a,b)} ={d€D:c-d < R(a,b)}

A
|
N

sup {d € D: (Va € A)S} C(a)-d < R(a,b)} = (SAC)(b)

_sup{dEID.c-dSR(a,b)}

b) Por definicién tenemos que
/‘ (ngd ){a) = sup {c e C: (Vz € B)c: S D(z) < R(a,:c)}. Puesto que ¢+
SBD( ) = ¢ Op = O, para todo = # b, se tlene que
(Vz € B)c- S ’&D(m) < R{a,z) sty solosic- S,;B;;D(b) < R{a,b), esto es,

C

Asi

g < R(a,b) para todo ¢ € C, de donde

{CEC: (Vb € B)c- SEP(b) < R(a,b)} — {ceC:c-d < R(a,b)}

,I/“ (S]E,’?)(a) =sup{c€C:c-d < R(a,b)}

Primero probaremos la segunda parte del teorema para V = L. Definamos

acy Be

ac(a,c) = (/ (80), /7 ( (828))
Belb,dy = (/ (/" (SED)), /7 (SBD))

son conceptos formales y la prueba es consecuencia inmediata de (3.1.1).




a) ar es no creciente en el sequndo argumento.

b) Br es no decreciente en el seqgundo argumento.

;

Demost|mcién.

a) Sean|c;, ¢z € C tales que ¢; < ¢;. Veamos que ag{a, 01) > agla, cy) para
un a €| A arbitrario. Es suficiente probar que (ng) >/ (S4L), esto es,/

(S‘M:)(b) > (SAL)(b) para todo b € B. Puesto que - es monétona en el primer -

a,c1 a,cz
argumento tenemos que ¢; - d < ¢2-d. Si ¢p-d < R(a,b) entonces ¢; - d <

R(a,b).| Luego {deD:¢;-d < R(a,b)} 2 {deD:cy-d < R(a,b)}. Por tanto
sup{d € D:c1-d < R(a,b)} 2sup{d €D: cy-d < R(a,b)}. Asi que

 (Sae)(B) 2/ (S25)(0)

b) Seand;, dy € D tales que d; < dy. Veamos que ﬁ,;(b dy) < ﬁg(b ds) para

un b € |B arbitrario. Es suficiente probar que * ( bdl) >/ (8 bdz) esto es,/

—8

(SIE 2 ) ) >/ (Sg‘fﬂ)(a) para todo a € A. Puesto que - es monétona en el segundo

argumento tenemos que ¢ - dy < c¢-dp. Si ¢c-dp < Rfa,b) entonces ¢ - d; <
R(a,b).| Luego {c€ C:c-dy < R(a,b)} 2 {c€C:c-dy < R(a,b)}. Por tanto
sup{ce C:c-dy < R(a,b)} >sup{ce C:c-dy < R{a,b)}. Asi que

|
/ (Spp)a) =/ (Spp)a)

Lema 113.1.6.

ag(a, ¢) > Be(b,d) siy solo sic-d < Rla,b)

Demostracion. Si ¢-d < R(a,b), entonces ¢ € {k e C:k-d < R(a,b)} luego

SAC(a) = c < sup{fk € C: k-d < R(a,b)} =/ (S DY(a). Para z # a tenemos
que SAE(z) = O¢ 5/‘.(8{,'d )z} de aquf SPE </ (SE:P). Como 'y, forman

una conexién de Galois tenemos que ,/ SAS >/ (/ (SB’D))" esto es, ac(e, c) >

Be (b, d) :

Rec:proFamente seaz € Aju € {(keC:k-d< R(z,b}} siy solo si - d <
R(z,d).| Puesto que - es continua a izquierda en el primer argumento tehemos

que / (S Vz)-d=sup{keC k- -d< R(z,b)} d < R(z,b). Asf

(Vz € A) / (SE?)(cc) -d < R(z,b) y esto implica que

de {m eD: (Vz € A) 2 (SEP)(z)-m < R(:c,b)}, luego

d<{mem: (v e a) S (SED)e) m < R(z,b)} =/ (/ (SEDO).

Puesto que az(a,c) > P(b,d) entonces ,/ (SAC) >, (/ (S]E‘c'?)), de donde,




d</ (7 sBPY (b)) </ (SAE)(b). Como - es mondtona en el segundo argumento
b,d a,

se tiene que ¢+ d < ¢,/ (SAE)(b).

Por otro lado, w € {meD:c-m < R(a,b)} siysolosic w < R(a,b), puesto
que - €s continua a izquierda en el segundo argumento tenemos que

c - sup {'T}TL €D :c-m < R{a,b}} < R(a,b), esto implica que

¢/ (S5)(b) < R(a,b) por tanto
c-d< e / (SO < Rla,b

Q0

Lema 3.1.7. Sea f : A — C, g: B — D y (g, f) un concepto formal, entonces;

*

o) (g ) = inf {ac(a, f(a)) : a € A},
b) (g f) = sup {Bc(b,g(b)) : b € B}.

Demaostracion.

a) Sea al € A. Entonces (Sf,’j,:(a))(a) = f(a) y (Sﬁ‘,‘ﬁa))(a:) =-0¢ < f(z) para los
T # a. F)ntonces Sﬁf < f. Puesto que / y ./ forman una conexién de Galois
tenemo} que " (. (S59)) </ (/ (1) = /. luego
(g, f) < {/ (S2C), /7 (/ (SAE))) = ac(a, f(a)) para todo a € A asi

(9,f) < inf {ac(a, f(a)) : @ € A}.
Reciprocamente, por la parte (1) de 3.2 tenemos que

inf {oc g F@)acat= A acte f@) = A (< (8550)./ (< (885)))

ach ach

= </\ s (850) 7 (v (\E/A /(v (Sﬁ,’ﬁa,))))>

aCh

Por otré lado, como /'y ./ forman una conexién de Galois tenemos que S‘:]’jfc(a) </

N
(/ (Sf"ﬁa))) = sup {/‘ (/ (Si’?(m))) T € A} para todo a € A. Como

[ = sup {Shif,) o€ Al <o { /(v (825)) 2 € A}
1 el E52)) =)
(7 )

esto es; [ </ (v (Voer ~ (v (ij(m))))). Por tanto

(g, f) > inf {as(a, f(a)) 1 a € A}




I

I
b} Sea b| & B. Entonces (Sﬁﬁb))(b) =g y (Sf,ﬁ?b))(m) = 0¢ < g(z) para los

z # b. Entonces S'E,f(]b) < g(z). Puesto que ,/ y ,/ forman una conexién de Galois

tenemo|s que ./ (/ (Sfﬂb))) </ (" (9)) =g, luego
(g, f) > (/ (/ (SB2.)), /7 (sgfgb))> = B (b, g(b)) para todo b € B luego

sup {846, () : b € B} < (g, ).
Reciprocamente, por la parte (1) de 3.2 tenemos que

sup {8 (b, 9(6) : b € BY = \/ 86,900 =\ ( (/ (sB2,)). 7 (s22,))

beB beB

Por otrtl) lado, como 'y ./ forman una conexién de Galois tenemos que Sﬁ;‘?b) </

( (Sfﬁb))) = sup {/ (/~ (SE:;[,]’(I))) I € ]B} para todo b € B. Luego

g = sup {S[g:';[?b) : b € IB} < sup {,/ (/' (Si’gx))) ‘T € IB}
e (7 () <)

A% (x\é /(7 (520))))

esto es,lg <./ (/' (erm Ve (/‘ (Sgﬂx))))). Por tanto -

(g9, Fy < sup {Bc(b,g(b}) : b € B}

Lema 3.1.8.

a) ag[A x C] es inf-denso en L.

b) ﬁﬁ[IB x D] es sup- denso en L.
Demostracion.

a) Puesttl) que (g, f) = inf{a,(a, f(a)) : @ € A}, se tiene que cualquier elemento
de £ puede ser expresado como el infimo de algiin subconjunto de a.fA x CJ.

(< (VL EMA 7 ER)



b) Pueszo que (g, f} = sup {B(b, g(b)) : b € B}, se tiene que cualquier elemento
de £ puede ser expresado como el supremo de algiin subconjunto de

BB x |]D]- G0

Hemos probado la segunda parte del teorema bdsico para el caso especial
VY = £.|Ahora probemos los otros casos.
Primero asumamos que V es un reticulo completo isomorfo a £. Sea
w: L T V¥ un isomorfismo, definamos

| | afa, ¢) = plac(a, c))
} ' ﬁ(b? d) = {P(ﬁﬁ(b? d))

Veamos que estas funciones cumplen las apropiadas.

Lema 3.1.9.
a) a es no creciente en- el sequndo argumento.

b) 3 es 1o decreciente en el seqgundo argumento.

Demostracidn.

a) Sea ¢ < cg, luego tenemos que arla,c1) > arfa,cz). Puesto que ¢ es un
isomorfismo tenemos que w(az(a,ci)) > wlacs(a, cz)), esto es,

ala,c1) > ala, ca).

b) Sea dll < da, luego tenemos que G.(b,di1) < Bc(b,dy). Puesto que ¢ es un
isomorfismo tenemos que p(Bc(b,d1)) < (B:(b,ds)), esto es,

Blb,di) < Blbida). 6o
Lema 3.1.10.

a) oA x C] es inf-denso.

b) BB x|D] es sup-denso.

Demostracion.

~a) Seavle V. Sea (g, f) € L tal que ¢({g, f}) = v( la existencia de v esté garan-

tizada va que @ es una biyeccién). Entonces

inf {a(e, f(a)) 1 a € A} = inf {p(ag(e, f(a))):a € A}
= (inf {as(a, f(a)) : a € A})
=p({g,f)) =

Asi podlemos expresar cualquier elemento de ¥V como el infimo de algin subcon-
junto de afA x C]




b) Sea v € V. Sea (g, f) € L tal que ((g, f)) = v entonces

sup {8(b, 9(0)) : b € B} = sup {p(6c(6, 9(8))) : b € B)
a = (sup {2 (b, 9(5)) : b € B))
= pl(g, £) =v

Asi podemos expresar cualquier elemento de V como el supremo de algin sub-
conjum‘Jo de BB x D] 6o

Lema 3.1.11. a(a,c) > (b, d) si y solo sic-d < R{a,b).

Demostracion. Be(b, d) < ag(a,c) siy solosi - d < Ra,b). Bc(b,d) < acla,c)

siy sol? si @(Be(b,d)) < plagla,c)) siy solo sif(b,d) < afa,c). luego afa,c) >
B(b,d) siy solo si ¢-d < R(a,b). 6o

Conl esto hemos probado una implicacién. Probemos la otra.
Sean « |y 0 con las propiedades apropiadas.

Lema 3.1.12.

a)pamtodanA ceCyveV '
a(a,¢) >y si y solo si (Vb € B)(Vd € D)(B(b,d) < v — ala,c) > 5(b,d)).

b) pamtodobEIB dE]Dy’uEV
B3(b, d) <vsi y solo si (Va € A)(Vc € C)(afa,c) > v — ofa,c) > B(b,d)).

1

Demostlmcién.

a) Si a(c|u ¢) > v, entonces 3(b,d) < v implica que afa,c) > B(b,d) esto significa
que ¢ - d < R(a, b) :

Reciprocamente, Puesto que BB x D es sup- denso, nuestro

v = sup {B(b;,d;) : i € I'} para algin conjunto de pares {(b;,d;):4 € I}. Esto
implica {que B(b;, d;) < v para todo ¢ € I, de donde afa,c) > B(b;, d;) para todo
i € I, s decir, afa,c) = sup {G(b;,d;) it €[} =v

b) Si (b, d) < v, entonces afa, c) > v implica que afa, c) > F(b, d) lo cual signifi-
caque c-d < Rfa,b). -
Reciprocamente, Puesto que a[A x C] es inf- denso, nuestro
v = inf {a(a;,c,) ¢ € I} para algin conjunto de pares {{a;, ;) : ¢ € I}. Esto im-
plica que a(ai,c;) > v para todo i € I, de donde a(a;,¢;) > B(b, d) para todo
i € I, es decir, v-1nf{a(a,, i€ I} > B(b,d) 0b

Ahora podemos definir la funcion ¢ : £ — V de la siguiente forma

o(lg, 1) = inf {o(a, /(@) : 0 € A}

| P .
y veremos que ¢ asi definido es el isomorfismo deseado.
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Lema 3.1.13. ¢ preserva orden.

Demostracion. {g1, f1) < {ga, f2) si y solo si fi > f; si y solo si fi(a) > f2(a)
para todo a € A. Puesto que « es no creciente en el segundo argumento tenemos

que a(d, £1(a)) < a(a, £2(a)), luego p({gy, /1)) = inf {ala, f1(a)) : a € A}
< ofa, f2 (a}) para todo a € A. Esto implica que

({91, /1)) < inf{a(a, f2(a)) : a € A} = ((g3, o). 60

Ahora definamos la funcién v : V — £ por ¥(v) = {g,, f») tal que f,(a} =
sup{ceC afa,c) = v} :
gv(b) #lsup {deD: 8(,d) <v}y veamos que 1p = !

PrirneroI probemos que (gy, f,) es realmente un concepto formal.

|
Lema 3.1.14.

|
a) /(g = fo
b) e (fv) : Gy-

Demostracion.

a) afa,c) > v es equivalente a (Vd € D)(vb € B)(8(b,d) < v — ala,c) > 8(b,d))
esto es |equivalente a (Vb € B)(Vd € D)(8(b,d) < v — c¢-d < R(a,b)).
Esto es|equivalente a (Vb € B)c-sup{de D: 3(b,d) <v} < Ra,b). Luego
{ceC:ala,c) =z v} = {ceC:(VbeB)c-sup{deD: F(b,d) <v} < Rfa,b)}
y por lal definicién de fy(a) y ,/ tenemos que f,(a) =, (g,)(a) para todo a € A;
ast fu =/ (gu)-

b) B{b, d|) < v es equivalente a (Va € A)}Vc € C)la(a,c) > v — afa,c) >
B(b,d}) |esto es equivalente a (Va € A)(Vc € C)(a(a,c) — ¢-d < R(a,b)).
Esto es|equivalente a (Va € A)sup{c€ C:afa,c) > v} -d < R(a,b). Luego
{deD I[3‘(1) d)<v}={deD:{(Vee A)sup{c € C:ala,c) > v} -d< R(a,b)}
De la definicién de f,(a) tenemos que sup {d € D : 8(b,d) < v}
={de ID) (Va € A)f.(a) - d < R(a,b)} y por la definicién de ,/ y g,(b) tenemos
que g,,(b) = (f.,)(b) para todo b € B. 60

Lema 3.1.15. ¢ preserva orden.

Demostracion. Si vy < vg entonces 3(b,d) < v; implica que (b, d) < v,
luego {d eD:[(b,d) <wv} C{deD: s, d) Ug}, esto es, gy, (b)
=sup{d€D: f(b,d) <v;} <sup{d € D: f(b,d) < v3} = gy (b),

para todo b € B. Esto quiere decir, que

'ﬁb‘('ul) = (gvufm> =< (g‘vza fvz) = 11!)(1}2)




l

Lema 3.1.16. o{()(v)) = v, para todo v € V.

Demostracion. Sea v € V, puesto que F[B x D] es sup- denso v puede expre-
sarse d'e la siguiente forma: v = sup {B(b;,d;) : i € I} para algin conjunto de
pares {(b,,d) i € I'}. Esto implica que 8(b;,d;) < v paratodoi € I.Sia € A
yceE C tales que a(a,c) > v, entonces ﬁ(b,,d) < afa,c) para todo i € i, de
aqui ¢-|d; < R(a, b;) para.todozef

Con51deremos X = {ceC:afa,c)>v}, nuestro ¢ € X, luego supX - d; <
Ria, b) de la definicién de f,{a) tenemos que f,(a) - d;i < R(a,b;) para to-

“do % € Iy para todo a € A, esto implica que a(a, fu(a)) > B(b,d;) pa-

ra todo i € I. Luego afa f,,(a)) > sup{B(bi,d;) :i €1} = v por lo tanto
‘P((gv,fv» = inf {a(a, fo(a)):a € A} 2 v.

Remprocamente sea v € V, puesto que oA x C] es inf- denso v puede ex-
presarse de la siguiente forma: v = inf {a{a;,¢;) : i € I} para algin conjunto
de pares {{a:, ;) : i € I}. Si afa;,¢;) > v, entonces ¢; € {c€ C: afa;,c) > v}
de donde ¢; < sup{c€ C:afa;,c)>v} = f,(a;) para todo ¢ € I. Como «
es no creciente en el segundo argumento, tenemos a(a;, ¢;) > ofas, fu{a:)) pa-
ra todo i € I y puesto que af(a;, fu{a:)) € {afa, fu(a)) : a € A}, tenemos que
alai, ;) > alas, fo(a;)) > inf {ala, fu(a)) 1 a € A} = ¥({gv, fu)) para todo i € I
Asi ‘ '

' v =inf {a(a;, ) i € I} > o({gu, fo))

Lema 3.1.17. Y(¢({9, /))) = (9, /). Pora todo (g, ) € L.

Demostlmcio’n. Sea v = ©({g, f)) = inf {a(a, f{a)) : @ € A}. Es suficiente probar
que g !: gv. (Va € A)(f(a) - d < R{a,b)) si y solo si (Va € A)(a(a, f(a)) >
B(b, d))' esto es equivalente A(b,d) < inf{a(a, f(a)):a € A} = v de donde
{deD: (Ya€A)f(a) - d < R(a,b)} = {deD: g(b,d) <v} usando la deﬁmcxon
de y gy tenemos que

2 (H)(py=sup{d € IDJ (Vae€ A)f(a)-d < R(a,b)} =sup{deD: 6(1) d) < v}
= g,(b) para todo b€ B

Asi g, =/ (f) =

Luego, p y ¢ preservan orden, @ ¢ ¢ y ¥ o son funciones idénticas. Esto es

realmente 1 = ¢~! y ¢ y ¥ son isomorfismos de reticulos. Lo cual querfamos
demostrar. _ éb

Para probar la parte (1) de 3.2, es suficiente ver que los resultados son con-
ceptos formales. En efecto,

(e (Vﬂ-))) =/ (}E/Ifi) A<= Ao v

i€i

()= (< )= ( (Y 7)

iel
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Por otr

o lado,

y (/5 #)= (A7 @)=, (V&) v

A% (\/Ig))) =/ (\/;g) =\ @ =:é\1f,-.

3.2. LA PROPUESTA DE POLLANDT Y
BELOHLAVEK ES REALMENTE UNA

DE RETICULOS DE CONCEPTOS FORMALES

Record?mos que Pollandt y Bélohlavek consideran un reticulo residuado completo
(L, A, V), ®, ~,0,1). Ademés consideran conjuntos X y Y y una relacién I :
X x Y +— L definen aplicaciones 1: L¥* — LY y [: LY — L% tal quesi A € L%
y B € Y, entonces

A'y) = A\ (Alz) — Iz, v))

zeX

B!(z) = \ (B(y) - l(z,y))

yeyY

Notemos que en este caso C, D, L son los mismos y que las correspondientes
coorden;a.das de R y I son intercambiables. Por tanto nuestras definiciones de
/" (g)(a) y .~ (f}(b) pueden escribirse de la siguiente forma:

delam

Al(y)=sup{ceL: (Vz € X)c® A(z) < I(z,y)}
Isma forma

B'(z) = sup{d € L: (Vy € Y)d ® B(y) < I{z,y)}

Teorema 3.3.

a) A(A(z) — Kz,y)) =sup{cel: (Vz € X)c® A(z) <I(z,y)}

z€X
) A\ (Bly) — U(z,y)) =swp{d€L: (Vy € V)d®B(y) < X(=,9))
ve
Demostracion.
a) Seau= A (Alx) — Kz,y)) yv=sup{cel: (Vz € X) c® Alz) < {z,¥)},
z€EX
esto es 4 = inf {A(z) — I(z,y) : € X} Veamos que u = v.
Si v = inf {A(x) — I(z,y) : z € X}, entonces (Vz € X) u < Az) — I(z,9),

GENERALIZACION EN EL SENTIDO DIFUSO .
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puesto élue ® y — son un par adjunto, tenemos que (Vz € X) u® A(z) < I(z, y),
esto es u e{cel: (VzreX)c®A(r) <Iz,y)} de donde

u < sup{c eL:(VzeX) e®A(z) <I(z,y)} =v.

Reciprocamente, sea w € {c € L.: (Vz € X) c® A(z) < I(z,y)}, esto es,

(Vz € X) w ® A(z) < I(z,y), lo cual es equivalente a (Vz € X)w < Az) —
Hx,y). Luego para cualquier w € {c €L : (Vz € X) c® A(z) < I(z, y)} se tiene

que w < m/E\X(A(av) — I(z,y)) = u, asi

v=sup{cel: (Vz€X)c®A(z) <I(z,y)} <u

b} Sea u|= inf {B(y}) — ]I(as,y) y€Y}y

v=sup{del: (VyeY)d®B(y) <I(z,y)}. Probemos que u = v.
Si w =inf {B(y) — I(z,¥) : y € Y}, entonces
(Vy € Y) u < B(y) — Iz,y) y como.-— y ® forman un par adjunto, tenemos
que (Vy|€ Y) u®B(y) < I(z,y), luegou e {d €L : (Vy € \Y) d®B(y) <I{z,y)},
de donde u <sup{d € L;: (Vy € ) d®@ B(y) < I(z,y)} =
Remprolca.mente seaw € {delL:(VyeY)doBy) < }I(:r,y)}, luego
(Vy € SYI') w B(y) < 1{z,y), lo cual es equivalente a (Vy € Y) w < B(y) —-
Iz, ). lLuegc» w < A (B(y) — I(z,y)) = u, esto para cualquier

yEY

we{deL:(vyeY)dQB(y) <I(z,y)}. Asi

v=sup{delL: (VyeY)daB(y) <I(z,y)} <u

Por {iltimo probemos que @ es continua a izquierda en ambos argumentos.

Teorema 3.4. Sea C un reticulo completo, L. un conjunto parcialmente ordenado
v D un lconjunto arbitrario. Sea @ :CxD — Ly —: D x L — C fales que
c®@d <|l st ysolo sic<d— 1. Entonces @ es continua a tzquierda en ambos
argumentos. ‘

Demostracion. Es suficiente probar que es continua a izquierda en el primer ar-
gumento, pues ® es conmutativa.

Sic®d <1 para todoc € X C C, entonces ¢ < d — [ para todo ¢ € X, con
lo que d — I es cota superior para todo ¢ € X, puesto que C es un reticulo
completo, existe \/ X. Luego VX <d —lestoes VX®@d < L. 60




4. EJEMPLOS

En est;a.I seccién mostraremos unos ejemplos.

1. C:onsideremos los conjuntos B = {b, b} y A = {ay, as} de objetos y
atributos respectivamente. Sea L = {0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8,
0. 9 1. 0} un conjunto parcialmente ordenado con < dado por 0,0 < 0,1 <
-0,9 < 1,0( el orden usual). Ademés, consideremos los reticulos completos
(C yD, talesqueC=D=LycAcg=min{c, ¢z} y 1 Vo = méx {e1, 2}
para todo ¢y, ¢ € C.
SeaR A x B — L dado por:

I|{ by b
ar 0.5 0.5
53 0.7 0.8 |
Consideremos.e = B x D — L dada por c e d = méx {c,d} para todo
celC,deD
| g :B—D H:A—C
b1 — 0,5 a, — 0,5
b2 — 0:8 av2 — 0,8

Veamos que (g1, fl) forman un concepto formal, probemos que

a) ' (g)(a1) = fi(ar).
ll|)) /" (g1)(az) = fi{az).
271) S (fi)(b) = g (by).

2b) « (£1)(b2) = 91(ba).
Delemostmcédn.

la}l /" (q1)(a1) =sup{c € C: (Vb€ B) c- g1 (b) < R(a1,0)}
para b; tenemos que :

{C € C: c"gl(bl) < R(alabl)} = {0101 0:1: 012: 0331 0:43 015}

para by tenemos que

—

| {ceC:c-gi(b) < R(ay,b2)} = ¢
lego /" (g1)(@1) = 0,5 = fi(a1).

1b)| 7 (91)(az) = sup {c € C : (¥b € B) c- g1 (b) < Rlaz, b)}
para b; tenemos que

{ceC:c qi(bi) < Ras, b1)} = {0,0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6, 0,7}

L

funr

para by tenemos que
{cle C:c-qi(be) < R(az,b2)} = {0,0, 0,1, 0,2, 0,3, 04, 0,5, 0,6, 0,7, 0,8}
Luego (91)(652)' = 0,8 = fi(az).

=
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i
2a)| S (fi)(b) =sup{deD: (Vae A) fifa)-d < R(a,- b1)}

pa.ra ay tenemos que

| {deD: fi(ar) - d < Blar b)) = {00, 0,1, 0,2, 03, 04, 05)

para az tenemos que
- (deD: filag)-d £ Rlag, b))} = ¢
Litego ./ (f)(b1) = 0,5 = (b1).
2b) / (f)(b2) = sup{d € D : (Va € A) fi(a)-d < R(a,bn)}

para a; tenemos que
(deD: fu(a) d < Rlas,b)} = {00, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5}
pa'tra ay tenemos lque
{deD: fia) -4 < Rog,ba)} = {01, 02, 03, 04 05, 0,6, 0,7, 0.8}

Luego v (fl)(bz) = 0,8 = g1(b2).
A51 {g1, f1) forman un concepto formal.

Alnalogamente considerando los mismos conjuntos y R: A x B — L dada

per
R b b
a, 05 05
a2 0.0 1.0
" g,:B—D f1:A—C
h — 0,5 a; -+ 0,5
by — 1,0 ay; — 1,0

(.':71: fl) = ({b1/0:53 b2/0=8} ) {CL1/0,5, a2/0}8}>l Y
(gi,f{) = ({62/0,5, b5/1,0}{a1/0,5, b>/1,0})

Cada. uno de los conceptos anteriores forman un reticulo de conceptos for-
males pues todo conjunto en si mismo es un reticulo completo. 60

|
|
I
l
|
Exiltonces {g1, fi) es un concepto formal.
|

Cl'lando queremos estudiar la influencia de las cantidades de alcohol y co-
lesterol en la evolucién de la leucemia y la diabetes en dos poblaciones,
1a§ cuales se someten a exdmenes bajo la supervisién de dos doctores, los
resultados que ellos dan son los siguientes:

Para el primer doctor:

La{ relacién entre alcohol y leucemia es del 50 %

La relacién entre colesterol y leucemia es del 70 %

La relacién entre alcohol y diabetes es del 50 %

La relacién entre colesterol y diabetes es del 80%

|
|
|
|



A

L
L
L
L

L

demads, el 50 % padecia leucemia, el 80 % padecia diabetes, el 50 % tenia

pl'"esencia de alcohol y el 80 % tenia presencia de colesterol.

El segundo doctor

a relacién entre alcohol y leucemia es del 50 %
a relacion entre colesterol y leucemia es del 0%
a relacion entre alcohol y diabetes es del 50 %

B relacién entre colesterol y diabetes es del 100 %
Adernas el 50 % padecia leucemia, el 100 % padecia diabetes, el 50 % tenia
presencia de alcohol y el 100 % tenia presencia de colesterol.

nego de la investigacién obtenemos la siguiente relacion:
R Leucemia Diabetes
Alcohol 0.5 0.5 0.5 0.5

Uolesterol 0.7 0.0 081.0

y |

los siguientes clonjuntos difusos
g:B—D fi:A—C
alcohol — 0,5 alcohol — 0,5
diabetes — 0,8 colesterol — 0,8
gi:B—D filiA—C
leucemia — 0,5 aleohol — 0,5
didgbetes — 1,0 colesterol — 1,0

De lo anterior obtenemos el siguiente concepto formal.

(9!, f
{alcohol /{0,5,0,5}, colesterol/{0,8,1,0}})

oi

Y = {{leucemia/{0,5,0,5}, diabetes/{0,8,1,0}},

queremos estudiar la presencia de alcohol, vemos que los doctores coin-

ciciien en que el colesterol y el alcohol influyen mas sobre la leucemia, que
soIlJre la diabetes.




| 5. CONCLUSION

= Hemos probado una extensién del teorema bésico sobrexeticulos de concep-

a

L

v B

tos formales. Tal teorema caracteriza todos los reticulos que son isomorfos

| ) : .
los reticulos de conceptos formales generalizados.

5, idea. fué usar dos reticulos completos diferentes D para el conjunto B de

objetos y € para el conjunto de atributos.

studiamos la relacién entre dos generalizaciones, en [14] se prueba que

tado reticulo de conceptos formales con funcidn interior es isomorfo a algin
re:tl'culo de conceptos formales generalizados. En [13] se prueba la relacidn -
entre la propuesta parcial en el sentido difuso y los reticulos de conceptos

Reticulo de conceptos

fo
|

[ . . . .
rmales generalizados. De lo anterior obtenemos el siguiente diagrama:

Reticulo de conceptos formales generalizados

Reticulo de conceptos formales I.- difusos con funcién interior

|
|
l.
|
l
|
| .
|
!
|
|

|
formales IL-difuisos Reticulo de conceptos formales difusos parciales

Reticulo de conceptos cldsicos
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