1
{
|
i

CONSTRUCCION DE 3 VARIEDADES
‘ Y
CUBIERTAS RAMIFICADAS



4

CONSTRUCCION DE 3 VARIEDADES Y
CUBIERTAS RAMIFICADAS

IVONNE REINA IfONZALEZ

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA
FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERIAS
PROGRAMA DE MATEMATICAS
CARTAGENA
2000



CONSTRUCCION DE 3 VARIEDADES Y
CUBIERTAS RAMIFICADAS

IVONNE REINA ﬁ}ONZALEZ

Trabajo de grado presentado como
requisito parcial para optar al titulo
de Matemitico Puro

RUBEN DARIO ORT{Z O. M. Sc.
Profesor Asistente

Universidad de Cartagena

Asesor

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA

. FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERIAS

PROGRAMA DE MATEMATICAS
CARTAGENA
2000



\Bl_P_\ !

514,
6643

Cartagena, 3 de Noviembre de 2000

Nota de aceptacion

8]

Acelpﬂézc/a,

Jurado

UN'VERSIDAD D ¢
§ CENTRQ DE NEr

SR Y ST N

S ADGLEI N

S 11T LR TN o)

! - o

‘i

% rocio & /CO OO'O Provaedo‘m i, 9 4 T
f

No.de Accose 95/0‘22/“) SN
i Farha de ingreso: D l 5 AR O-}—%\ oA




A mis padres y Oliva
con todo mi amor.



i AGRADECIMIENTOS

-

i
A Rubén Dario Ortiz O., Asesor, por sus valiosas orientaciones,
constante dedicacion, apoyo e interés al asesorarme este trabajo.

{

i
A la profesora Magnolia por sus correcciones y observaciones y a
Miguel' Angel por haberme brindado un espacio de su tiempo.

A mis compaiieros y profesores de Matematicas.
A Richard, por su constante apoyo y paciencia.

A mis padres, amigos y familiares.

A ]airm-:l Castillo, Ingeniero de Sistemas, por su valiosa ayuda en la
transcripcién de este trabajo.



CONTENIDO

-~
-

CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1.Algunos conceptos de Topologia

1.2.Topdlogia Cociente

1.3.Variedades

1.4.Clasificacién para superficies compactas 1

W O O = =

CAPITULO 2. LEVANTAMIENTO DE TRAYECTORIAS Y DE

HOMOTOPFIAS 26
2.1. Construccion del Toro a partir de la esfera 26
2.2. Cubiertas 30
2.3. Teorema del Levantamiento de Trayectorias y de Homotopias 34

CAPITI.jLO 3. GENERALIZACION DE LA CONSTRUCCION

Y VARIEDADES DE DIMENSION 3 43
3.1. Caracteristica de Euler 43
3.2. Generalizacion de la construccion 46
3.3. Variedades de dimensién 3 47
APENDICE 56
CONCLUSIONES 62
BIBLIOGRAFIA 63

ANEXO' 65

‘
i



+ CONSTRUCCION DE 3 - VARIEDADES Y
’ CUBIERTAS RAMIFICADAS

RESUMEN

El objetivo de este trabajo es realizar una escritura mas clara del
articulo “Construccion de 3 - Variedades y Cubiertas Ramificadas” de la
Dra. Débora Maria Tejada ( Universidad Nacional de Colombia,
Mede]lm) tomado de la revista Lecturas Matematicas, Vol. 18 (1997),
paginas 3 - 21. En la cual se esbocen todos los detalles técnicos para
facilitaruna mejor comprensién del mismo.



INTRODUCCION

3

Este trjabajo se realizé con base en el articulo “Construccién de 3 -
Variedades y Cubiertas Ramificadas” de la Dra. Débora Maria Tejada
( Universidad Nacional de Colombia, Medellin) publicado en la
revista Lecturas Matemaéticas, Vol. 18 (1997), paginas 3 - 21.

Este tr.%:lbajo sirve para la familiarizacién y entendimiento de articulos
recientemente escritos y publicados en el drea de las Matemaéticas o
en cualquier otro campo de la Investigacién.

Las superficies en S? son cosa de nuestra experiencia cotidiana, de
manera que resulta razonable estudiarlas mateméticamente. Pero si
observamos esta idea en forma critica, podemos cuestionarnos
acerca de la existencia de superficies en $¢ ... o en §” ... o, inclusive ,
superficies que no estan en ningtn espacio euclidiano en absoluto.
Para construir una definicién de una superficie asi no podemos
apoyarnos en nuestra experiencia directa del mundo real, sino en
nuestros conocimientos mateméticos de las superficies en S,

A con{ienzos del Siglo XX, el Matematico francés Henri Poincaré
conjetur6 que toda 3 - variedad cerrada cuyo grupo fundamental es
trivial es homeomorfa a S . Esta conjetura fue aprobada, para n >4,
por S. Smale en 1960.

A partir de esto, han sido muchos los mateméticos que han trabajado
en este campo. Vale la pena destacar el trabajo realizado por
Freedmann vy Donaldson, al mostrar por primera vez ejemplos de
variedades puramente topolégicas en 1980. A partir de este
acontecimiento, a las dimensiones 2 y 3 se les empieza a catalogar
como “Topologfa de Dimensién Baja”.



La creacién de la topologia algebraica data del siglo XIX, donde solo
se conocian métodos geométricos como ;cortar y pegar”’, pero toda
esta teoria quedo olvidada hasta que en 1976, W. Thurston
redescubre el método geométrico riemanniano en el estudio de 3 -
variedades. Thurston ademds publicé unas notas donde introduce
nuevas e importantes ideas, las cuales han sido de mucha utilidad
para los top6logos de dimensién baja hasta hoy dia.

En el capitulo 1 se establece la terminologia, las definiciones y los
resultados matematicos més importantes para facilitar al lector una
eficaz comprensién del contenido general de este trabajo. Asi mismo,
se definir4 de manera adecuada lo que es una variedad y se estudiara
en particular lo que es una 2 - variedad o superficie y se describe la
geometria de las superficies en el espacio tridimensional.

_ En el capitulo 2, se construird el Toro a partir de la esfera, se
establecerd el término “cubierta” y finalmente se enunciara el
teorema de Levantamiento de Trayectorias y de Homotopias, el cual
nos sera de gran utilidad en la construccién de las variedades de
dimensién 2 o superficies que sera descrita en este capitulo.

En el capitulo 3, de definir4 la Caracteristica de Euler, se generalizara
la construccién vista en el Capitulo 2, se vera el concepto de cubierta
ramificada y por dltimo se construird el método disefiado por
Montesinos para la construccién de variedades de dimensi6n 3.
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Capitulo 1.

Preliminares

El presente capitulo recopila todas las definiciones y hechos basicos de
Topologia y Geometria para asi facilitar al lector una completa comprensién del
contenido expuesto en los capitulos posteriores y por consiguiente del tema
general de esta monografia. De igual forma, se dar4 una clara explicacién de lo
que son las variedades y se estudiara en particular la 2 - variedad o superficie,
Los resultados de las secciones 1.1 y 1.2 se han tomado de [Mu] y los de la
secci6n 1.3 y 1.4 de [Ma] y [Arm].

1.1. ALGUNOS CONCEPTOS DE TOPOLOGIA

Definicién 1.1.1
Una topologia en un conjunto X es una coleccién | de subconjuntos de X que

cumplen las siguientes propiedades:

(1) 9y Xestanen ]
(2) La uni6n de los elementos de cualquier subcoleccién de | estd en J.
(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccién finita de | est4 en

J.

Un conjunto X para el cual una topologia | ha sido aplicada es llamado un
espacio topolégico.



Deﬁnicién 112
Sea X un espacio topolégico con la topologia J. Se dice que un subconjunto U de
X es un conjunto abierto si U pertenece a la coleccién J.

' Z

Definicién 1.1.3.

Sea X un espacio topolégico con la topologia J. Si ¥ es un subconjunto de X, la
coleccion Jy = { Y nU/U e |} es una topologia en ¥, llamada la topologia
subespacio de X ; sus conjuntos abiertos consisten en todas las intersecciones de
conjuntos abiertos de X con 7.

Definicion 1.1.4.
Sea X un espacio topolégico. Un punto pcX es un punto de acumulacién o
punto limite (también llamado punto de aglomeracién o punto derivado) de un
subconjunto A de X siy sélo si todo conjunto abierto G que contiene a p contiene
algan punto de A diferente de p, es decir,

|

Si G es abierto p eG entonces (G \{p}} NA#D

El conjunto de los puntos de acumulacién de A denotado por A, se llama
conjunto derivado de A

|
Definicién 1.1.5.
Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X. La clausura de A denotada
por A se define asi: si {F;:i €1} es la clase de todos los subconjuntos cerrados

de X que contienen a A entonces

A=n,'F,'

Observacmn 1.1.1. (Caracterizacion de la clausura de A con respecto a los puntos de
acumulacion de A

Sea A un subconjunto de un espacio topol6gico X. Entonces la clausura de A es
la unién de A con el conjunto de sus puntos de acumulacién, esto es:

A=AUA

g-;‘,,“_ [
¥’
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Un punto p eX es un punto de clausura o un punto de adherenciade Ac X siy
s6lo si p pertenece a la clausura de 4, esto es pe A.

Definicién 1.1.6.
Un subconjunto A de un espacio topolégico Xes densosi A = X.

Definicion 1.1.7.
Sea A un subconjunto de un espacio topolégico X. Un punto p € A es un punto
interior de A si p pertenece a algtin conjunto abierto G que esté contenido en 4

pe G < A donde G es abierto

Fl conjﬁnto de los puntos interiores, denotado por Int (4) se llama interior de A.

1

Definicién 1.1.8.

El Exterior de A simbolizado por Ext (A), es el interior del complemento de 4,
esto es Int (A). La frontera de A denotada por Fr(A), es el conjunto de los puntos
que no ipertenecen ni al interior ni al exterior de A

Definicién 1.1.9.
Sea U un conjunto abierto. Si U contiene un punto x, decimos que U es una
vecindad de x.

Definicién 1.1.10.
Un esp?cio topolégico X es un espacio de Hausdorff si y s6lo si verifica el
axioma siguiente:

Dados dos puntos diferentes cualesquiera 4, b € X, cada uno pertenece a un
conjunto abierto y estos conjuntos abiertos son disjuntos.

En otraé palabras, existen conjuntos abiertos G y H tales que

aeG, beH yGNH=0O

14



Definicién 1.1.11.

Sean X y Y espacios topolégicos ysea f: X — Y una funcién biyectiva. Si f
y f .y —» X son continuas, entonces decimos que la funcién f es un
homeomorfismo de X a Y y que los espacios X y ¥ son homeomorfos.

Definicién 1.1.12

Sean X y Y espacios topolégicos. Una funcién f: X — Y es continua si para
cada subconjunto abierto V de ¥, el conjunto f-1(V) es un subconjunto abierto
de X,

Definicién 1.1.13.

Sea X un espacio topolégico. Una separacién de X es un par U, V de
subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X cuya unién es X. El espacio X es
conexo si no existe una separacién de X.

Definicién 1.1.14.
Sea X un espacio arbitrario. Definimos la relacién de equivalencia en X

designada por x ~ y, siexiste un subconjunto conexo de X que contienea x
y a y. Las clases de equivalencia son llamadas las componentes o
“componentes conexas” de X.

Definicién 1.1.15.

Definimos otra relacion de equivalencia en el espacio X, denotada por x ~ y,
si existe un arco en X de x a y. Las clases de equivalencia son llamadas las arco -
compoi:entes de X.

Definicién 1.1.16.

Dados los puntos x y y del espacio X, un arco en X de x a y es una funcién
continua f:[a b]—® X talque f(@=x y f(b) =y Un espacioX es arco ~
conexo:si todo par de puntos de X pueden unirse por un arco en X,

15



Definicién 1.1.17.

Un espacio X es localmente conexo en x si para toda vecindad U de x, existe una
vecindad conexa V de x contenida en U. Si X es localmente conexo en cada uno
de sus puntos, se dice simplemente que es localmente conexo.

Definicién 1.1.18.

Un espacio X es localmente arco - conexo en x si para toda vecindad U de x,
existe una vecindad arco-conexa Vde x contenida en l.Si X eslocalmente
arco - conexo en cada uno de sus puntos, se dice simplemente que es localmente
arco - conexo.

Definicién 1.1.19.
Sea X un espacio topolégico. La compactacién de Alexandrov o compactacién

se define con un punto de X que se denota por X, donde X =X u {o }. El
punto o« es llamado punto al infinito y es distinto de todos los demés puntos.

e UNIVERS T
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1.2. TOPOLOGIA COCIENTE

Una de las principales motivaciones de la Topologia Cociente esti en la
Geometria donde construimos objetos ,geométricos como las superficies
haciendo uso de las técnicas de “cortar y pegar”. El toro, por ejemplo, puede ser
construido tomando un rectangulo, apropiadamente juntamos sus bordes y los
“pegamos”, como en la Figura 1.1. La Formalizacion de esta construccién
implica el concepto de topologia cociente.

\(ﬁ

b A Ab

29 [ Jo

0

g}\x

Figura 1.1.

Definicién 1.2.1.

Sean X'y ¥ espacios topologicos; sea p: X~ ¥ una aplicacién sobreyectiva. La
aplicaciéon p es llamada la aplicacién cociente, si un subconjunto U de ¥ es
abierto en ¥ siy sélo si p1(U) es abierto en X.



Dos clases especiales de aplicaciones cociente son las aplicaciones abiertas y las
aphcaciones cerradas. Recordemos que una aplicacién £ X — Y es una
aphcacu‘m abierta si para cada conjunto abierto U de X, el conjunto fU) es
ablerto{ en Y. Y decimos que fes cerrada si para cada conjunto cerrado A de X, el
conjunto f (A) es cerrado en Y. Se sigue de la definicién quesip: X —> Y es
una aplicacién sobreyectiva y continua que es abierta o cerrada, entonces p es
una aplicacién cociente.

Definicion 1.2.2.

Sea X un espacio, A un conjunto y p: X —* A una aplicacién sobreyectiva,
entonces existe exactamente una topologia | en A relativa a la cual p es una
aplicacion cociente; es llamada la topologia cociente inducida por p.

La topologia | est4 claramente definida de tal forma que le permita consistir de
aquellos subconjuntos U de A tal que pi( U) es abierto en X.

Veamos que ] es una topologia (Ver Definicién 1.1.1). Los conjuntos & y A son
abiertos porque p' (J)=Jy pl(A) =X Las condiciones (2) y (3) se siguen de
las ecuaciones:

l

P‘l ( Uae} Ua) = Uae] P’l (Ua)
pl (M= U) = M= p? (Up)

(Ver [Mul).

Definicién 1.2.3.
Sea X un espacio topol6gico, y X una particién de X en subconjuntos disjuntos

cuya unién es X. Sea p: X—> X' la aplicacion sobreyectiva que lleva cada
punto de X al elemento de X" que lo contiene. En la topologia cociente inducida
por p, el espacio X* es llamado un espacio cociente de .X.

Algunos mateméticos llaman a X* un espacio de descomposicion o un espacio de
identificacion de X. Lo llaman asi porque X" ha sido obtenido “identificando”
todos los elementos en cada clase particién a un solo punto”.



1.3  VARIEDADES

Las variedades estan alrededor de nosotros en muchos aspectos. Como
observadores del mundo tri - dimensiondl, estamos familiarizados con dos -
variedades: la superficie de un balén, una donat, la superficie de una casa o un
arbol o una malla de voleibol. En este capitulo se definira el concepto de
variedad, siguiendo como objetivo hacer entender las variedades como objetos
geométricos, traduciendo propiedades geométricas ( topoldgicas) en algebraicas.

Definicién 1.3.1.

Sea 1 un entero positivo. Una variedad n-dimensional o una n - variedad es un
espacio de Hausdorff, tal que cada punto tiene una vecindad abierta
homeomorfa a la bola abierta » ~dimensional:

U ={xeR :|x|<l}

donde| | representala normal usual en R".

Ejemplo 1.3.1.
El espacio euclideo R* es una variedad n - dimensional. Podemos demostrar
que la esfera unidad de dimensién »

S'=fxeR" :x|=1

es una n - variedad.

En efecto, para el puntox = (1, 0,..., 0), el conjunto { (x;, ..., Xpes) € 5" 1 x1 >0 } €8
una vecindad con las propiedades exigidas, como puede verse por proyeccién
ortogonal sobre el hiperplano de R**! definido por x; = 0. Para cualquier otro
punto x € S, existe una rotacién que transforma x en el punto ( 1, ..., 0). Esta
rotacion es un homeomorfismo de S* sobre si mismo; por tanto x tiene también
una vecindad del tipo deseado.

19



Como se desprende del ejemplo anterior, una » - variedad puede ser conexa o
no conexa, compacta o no compacta. En cualquier caso una n - variedad es
siempre localmente compacta .

k3

Las variedades conexas de dimensién n, n >1, estan divididas en dos clases:
orientables y no orientables.

Considérese, primero, el caso n = 2. Se puede dotar de una orientacién al plano
euclideo R? y, en general, a una pequefia regién del plano, de varias maneras.
Por ejemplo, se puede fijar cual de las dos clases de sistemas de coordenadas del
plano sera considerada como positiva y cuél como negativa .

Consideraciones analogas se aplican a cualquier variedad conexa de dimensién
2, ya que cualquier punto tiene un entorno homeomorfo a un entorno de un

punto del plano.

Ejemplo 1.3.2.

Fl ejemplo més simple de una variedad 2- dimensional que presenta este
fenémeno, es la famosa banda de Mobius. Geométricamente podemos construir
un modelo de banda de M&bius tomando una tira rectangular de papel, larga y
estrecha, y pegando los extremos en sentidos opuestos (Ver Figura 1.2.).
Matematicamente, una banda de Mébius es un espacio topolégico que se define
como sigue. Designemos por X el signiente rectangulo del plano:

X={x ) eR :-10<x<+10-1<y<+1]

Formemos entonces el espacio cociente de X obtenido al identificar los puntos
(10, y) y (-10, -y) para -1 < y < 1. Obsérvese que los dos bordes del rectangulo
correspondientes a y =1 e y = -1 se omiten. Esta omisi6n es esencial; en caso
contrario el resultado no seria una variedad (seria una variedad con borde).
Podriamos también definirla mediante un subconjunto de R® que fuera
homeomorfo al espacio cociente que acabamos de describir.

Como se quiera definir la banda de Mobius, la linea central de la tira rectangular
pasa a ser un circulo tras la unién o identificacion de los dos extremos (Ver
Figura 1.2)



AI'\ b 4 A’
B BJ’
Cf\ W c,

Unir el borde ABC al A'B'C’

; Figura. 1.2.

i
Definicién 1.3.2.
Una Ve;ﬁedad 2 - dimensional conexa es orientable si todo camino cerrado
conserva la orientacién; una variedad 2 - dimensional conexa es no orientable si
existe al menos un camino que invierte la orientacion.

H
Considérese ahora la orientabilidad en variedades de dimensién 3. Podemos
dotar de una orientacién al 3 - espacio euclideo, o a una pequefia region del
mismo, fijando la clase de sistemas de coordenadas considerada como positiva y
la clase considerada como negativa. Otra manera seria fijar el tipo de hélice, o
rosca de tornillo, que se considera que avanza en sentido directo, y el que hace
en sentido inverso. Podemos ahora decir que un camino cerrado de una 3 -
variedad invierte o conserva la orientacién segiin que un mébil que recorre el
camino vuelva o no al punto inicial con los sentidos directo e inverso, que se han
elegido inicialmente cambiados.

r ]
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Existe una géneralizacién de la banda de M&bius para dimensién 3, que nos
proporciona un ejemplo sencillo de 3-variedad no orientable.

Sea .

X={xy,2)e R :-10<x<+10~1<y <+l-1< z <+1}

Formemos un espacio cociente de X por identificaciéon de los puntos (10, y, z) y
(-10, - y, z) para -1 < y < 1y -1 < z < 1. Este espacio puede ser considerado
también como producto de la banda de Mobius. ordinaria por el intervalo
{z e R: -1 < z <1}. En todo caso, el segmento -10 sx <10 del eje x, pasa a ser
un circulo después de la identificacion.

Definicién 1.3.3.

Una superficie es un espacio topolégico en el cual cada punto tiene una
vecindad homeomorfa al plano y para la cual dos puntos distintos tienen
vecindades disjuntas.

El con'cepto topolégico de superficie o variedad de dimensién 2 es una
abstracciéon matemética del concepto familiar de superficie hecha de papel,
lamina metalica, plastico u otro material delgado cualquiera. Un microbio
inteligente, con un alcance visual limitado, que se arrastre sobre una superficie,
no la distinguiria de un plano.

De ahora en adelante se hara referencia a una 2 - variedad conexa como una
superficie. El ejemplo mas sencillo de superficie compacta es la esfera 52 otro
ejemplo importante es el toro. Otro ejemplo de superficie compacta es el plano
proyectivo real o simplemente plano proyectivo. Debido a que no es
homeomorfo a ningtin subconjunto del espacio euclideo R3, el plano proyectivo
es mucho mas dificil de visualizar que la esfera S? o el toro.

Definicién 1.3.4.
El plano proyectivo es el espacio cociente de la esfera S? obtenido por
identificacién de cada par de puntos diametralmente opuestos.



A esta superficie también se le puede llamar plano proyectivo real. Recuérdese
que un punto tiene coordenadas homogéneas (x 4,x;,x ;) donde xo, x1, x 2 son
nimeros reales y al menos uno de ellos es distinto de cero. El término
“ homogéneas” significa que (x5 ,%; ,x ) ¥, (x'7,x"; ,2"y) representan el mismo
punto si y s6lo si existe un nimero real (necesariamente 0) tal que

x,= Ax!i=0,,2,

Si se iﬂherpreta (x 0,1 ,x3) como coordenadas euclideas ordinarias de un punte
de R?,se observa que (x 0,x;,x 3) ¥ (x's,x’; ,X’3) representan el mismo punto del
plano proyectivo si y sé6lo si estan sobre una misma recta que pase por el origen.

SeaH={(x,¥ 2) € §: z 20} el hemisferio superior cerrado de 52 Tenemos que
cada par de puntos de $? diametralmente opuestos, al menos uno se encuentra
en H. Si los dos puntos se encuentran en H entonces estén sobre el ecuador, que
es el borde de H. Asf pues, se puede definir también el plano proyectivo como el
espacio cociente de H obtenido por identificacién de puntos diametralmente
opuestos del borde de H. Puesto que H es homeomorfo al disco unidad cerrado
E? del plano,

E2={(xy) eR2 :x2+32< 1},

el espacio cociente de E? obtenido por identificacion de los puntos
diametralmente opuestos del borde es un plano proyectivo. Pero E? puede
sustituirse por cualquier espacio homeomorfo, en particular por un cuadrado.
Asi pues, un plano proyectivo se obtiene identificando los lados opuestos de un
cuadrado tal como se indica en la Figura 1.3.

‘ a

L &

Ky 23

Figura 1.3.
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El plano proyectivo no es orientable, en efecto, contiene un subconjunto
homeo?:norfo a una banda de M&bius.

i

-

Definicién 1.3.5.
Sean 51y S2dos superficies disjuntas. Su suma conexa, designada por S1 # S,
estd formada practicando un pequefio agujero circular en cada superficie y
pegando entonces las dos superficies a lo largo del borde de estos agujeros. Para
ser precisos, escojamos subconjuntos D1 < &1 y D2 < S tales que D1 y D2 sean
discos cerrados (es decir, homeomorfos a E?). Sea S'; el complementario del
interior de D; en §;, i =1,2. Escojamos un homeomorfismo # del circulo borde
de D1 sobre el circulo borde de D;. Entonces 51 # 5; es el espacio cociente de
$'; US'2 obtenido identificando los puntos x y hi(x), para todo x del borde de D1.
Observando que 5: # 52 es una superficie.

Ejemplos 1.3.3. |
1. Si Si y S2son dos 2-esferas, entonces S1 # Sz es homeomorfo a §

2. Si S; y S2 son dos toros, entonces S; # 52 es homeomorfo a la superficie de un
bloque que tenga dos agujeros que lo perforen. ( Se supone que los agujeros
no estan tan juntos que sus bordes se toquen o intersecten).

1.4. CLASIFICACION PARA SUPERFICIES COMPACTAS

Se describira por ahora lo que se puede entender por “forma canénica” de una
suma conexa de toros o planos proyectivos.

Recuérdese la descripcién de un toro como un cuadrado con los lados opuestos
identificados. Se puede obtener una descripcién anédloga de la suma conexa de
dos toros asi: representemos cada uno de los toros por T y T2, como un
cuadrado con los lados opuestos identificados, tal como lo muestra la Figura 1.4.
Obsérvese que los cuatro vértices de cada cuadrado estan identificados en un
solo punto del toro correspondiente.
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Para formar su suma conexa, tenemos, primero, que recortar un agujero circular
en cada toro, lo cual podemos hacerlo como mejor convenga. Es conveniente
cortar las regiones sombradas en los diagramas. Designese por ¢1 y c2 los bordes
de los agujeros, que estan identificados tal como lo indican las flechas. Podemos
representar también los complementarios de los agujeros en los dos toros de los
pentagonos de la Figura 1.4, ya que las identificaciones de las aristas indicadas

implican que los dos extremos del segmento ¢; estan identificados, 7 =1,2.

Figura 1.4

2.5



Identifiquese ahora, los segmentos ¢1 y c2; obtenemos el octégono de la Figura
1.4., en el cual los lados estidn identificados a pares, tal como estad indicado.
Obsérvese que los ocho vértices del octégono estédn identificados en un solo
punto en T # T>. Este octégono con las aristas identificadas a pares es nuestra
“forma canénica” de la suma de dos toros.

El procedimiento para la suma conexa de planos proyectivos es anélogo al del
toro. Se ha considerado el plano proyectivo como el espacio cociente de un
disco circular, al identificar los puntos diametralmente opuestos de su borde.
Eligiendo un par de puntos diametralmente opuestos como vértices, el circulo
del disco queda dividido en dos segmentos. Asi, podemos considerar el plano
proyectivo como obtenido a partir de un poligono de dos lados al identificarlos.

(Ver Figura 1.5.)
b

}

b
' Figura 1.5.

El método es basicamente el mismo que el utilizado para obtener una
representacién de la suma conexa de 2 toros como espacio cociente de un

octégono (Ver Figura 1.4.).

Representemos ahora la esfera como espacio cociente de un poligono con los
lados opuestos identificados a pares. Se puede hacer tal como se muestra en la
Figura 1.6. Podemos imaginar una esfera como una bolsa que tuviera una
cremallera; si la cremallera est4 abierta, la bolsa puede aplanarse.

b

b

Figura 1.6.
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Definicién 1.4.1

Una triangulacién de una superficie compacta S consiste en una familia finita
de subconjuntos cerrados { Ty, 1z, .., T} que cubren S, y una familia de
homeomorfismos ¢;: Ty = T;, i=1,..,n donde T'i es un tridngulo del
plano R? , es decir, unsubconjunto compacto de R? limitado por tres rectas
distintas .

Los subconjuntos T; se llaman “tridngulos”. Los subconjuntos de Ti que son
imagenes de vértices y aristas del tridngulo T'; se llaman también “vértices” y
“aristas” respectivamente. Finalmente se impone la condicién de que dos
triangulos distintos Ti y T; o son distintos o tienen un solo vértice comiin o
tienen toda una arista coman.

Ejemplo 1.4.1.

La superficie de un tetraedro ordinario del 3 - espacio euclideo es homeomorfa a
la esfera 5 ; mas ain, los cuatro tridngulos satisfacen todas las condiciones de
una triangulacién de S$? . En este caso, hay cuatro vértices y toda terna de
vértices es el conjunto de vértices de un tridngulo. Ninguna otra triangulacién
de unasuperficie cualquiera puede verificar esta propiedad.

Teorema 1.4.1 ( Teorema de Clasificacion para superficies Compactas)
Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una suma conexa de
toros, o a una suma conexa de planos proyectivos.

Demostracion.
Sea S una superficie compacta. Veamos que $ es homeomorfa a un poligono con

los lados identificados a pares.

Primer paso.
Sea S triangulable y sean Ty,.., T, los n tridngulos tales que cada T; tiene un
lado ¢; comiin con al menos uno de los triangulos Ty,..., T.;, 2<i <n.

Sea T; :cualquiera de los tridngulos, sea T cualquier tridangulo que contiene un
lado comiin con T;, T3 cualquier trigngulo que tiene lado comiin con T; o con
T5, etc. Si en algin punto no se puede continuar este proceso, entonces se
tendrian dos conjuntos { Ty,..., Tg } y { Tg+1,» Ty } tales que ningiin triangulo

5.
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del primer conjunto tendria un lado o vértice com(in con ningtin tridngulo del
segundo conjunto. Pero esto contradice la hipétesis de que S es conexa ya que se
originaria una particién de S en dos conjuntos cerrados disjuntos y no vacios.

Usando esta ordenacién de los triangulos T;,..., Ty, y la eleccién de los lados ¢;,
2<i <n, se puede construir un modelo de S, el cual sera un poligono cuyos lados

estén identificados a pares. Recuérdese que para cada T, existe un T'; en R? y
un homeomorfismo ¢ : T'; —p T; Supongamos que los triangulos T';, T'5,...,

T';, son disjuntos dos a dos.

Sea T' = Uy T ; . Entonces T' es un subconjunto compacto de R2. Definase
una aplicacién ¢:T'_, S por ¢|T'; = ¢ estaaplicacion es continua por
ser ¢ un homeomorfismo. ¢ es también una aplicacién cerrada dado que T' es

compacto y 5 es un espacio de Hausdorff. Por tanto, S tiene la topologia cociente
~determinada por ¢ (Ver definicién 1.2.3.)

El poligono deseado se construira como un espacio cociente de T'. Por hip6tesis,
€, 2<isn es un lado del tridngulo T; y de otro triangulo T;, 1< <i. Por tanto,
@1 (¢;) consta de un lado del tridngulo T'; y un lado del triangulo T',.

Identificando los puntos que se aplican por ¢ en un mismo punto de ¢;, se

realiza la identificacién de los dos tridangulos T'; y T';. Designemos por D el
espacio cociente de T' obtenido por las dos identificaciones anteriores para

cada uno de los lados ¢;, 2<i <. La aplicacion ¢: T' —® S induce una
aplicacién w: D —® S y como D es compacto, S es de Hausdorff y
es una aplicacién cerrada, entonces S tiene la topologia cociente inducida por .

Se plantearan las dos siguientes consideraciones que seran utilizadas para
probar que D es topolégicamente equivalente a un disco cerrado.

(a) Sean A7 y Az espacios disjuntos homeomorfos a FEZ esto es,
topologicamente equivalentes a discos cerrados. Sean B; y B2 subconjuntos del
borde de A7 y A2 respectivamente, que sean homeomorfos al intervalo cerrado
[0.1], y h: Bz — B> un homeomorfismo determinado.
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Identificando los puntos que se corresponden por h, formemos un espacio
cociente de A7 U Az Luego el espacio cociente es también topolégicamente

equivalente a un disco. Esto significa que si identificamos dos discos a lo largo
de un segmento comin de sus fronteras, se obtiene de nuevo un disco.

(b) Al formar el espacio cociente D de T' se pueden hacer todas las
identificaciones a la vez, o bien hacer primero la identificacién correspondiente

a €y, luego la correspondiente a e3, efc., y asi sucesivamente.

Veamos ahora que D es un disco. T'; y T', son topol6égicamente equivalentes a
discos entonces por (a), el espacio cociente de T'; U T'; que se obtiene al
identificar puntos de qp‘l(e 5)  es nuevamente un disco. Haciendo las
identificaciones correspondientes al lado ¢3, se forma un espacio cociente de la

unién de este discoy T'3, etc.

Por tanto se ha obtenido un poligono D tal que la superficie dada S resulta al
identificar a pares los lados de D.

Indiquemos estas identificaciones con simbolos apropiados. Se dice que un par
de lados es de primera especie si la letra que indica este par de lados aparece en
el simbolo con los dos exponentes +1 y -1. En caso contrario, se dice que el par
es de segunda especie.

Supongamos que se tiene un poligono de por lo menos cuatro lados. Veamos en
la Figura 1.7 que se puede eliminar un par de lados adyacentes de primera
especie.



.

Y

¢
&

Figura 1.7

Y
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Este proceso puede continuar hasta que todos los pares de este tipo hayan sido
eliminados o hasta que obtengamos un poligono con sélo dos lados. En este
caso, este poligono cuyo simbolo ser4 aa o aa’}, sera un plano proyectivo o una
esfera, y se puede dar por terminada la demostracién de este teorema.

Segundo paso.
En este paso se transformar4 un poligono de tal forma que todos los vértices
pertenezcan a una sola clase de equivalencia.

Se dice que dos vértices son equivalentes si y sblo si estan identificados.
Algunas clases de equivalencia contienen s6lo un vértice y otras contienen dos o
tres vértices.

Supongamos que por lo menos hay dos clases de equivalencia distintas.
Entonces existe un par de vértices adyacentes del poligono que no son

equivalentes. Denotemos estos vértices por P71y P2 (Ver Figura 1.8)



Py
P

®
Figura 1.8

Dado que P; y P; no son equivalentes, los lados 2 y b no pueden estar
identificados. Cortando a lo largo de c en la Figura 1.8 (1) y pegando los dos
lados designados por g, resulta un nuevo poligono con un vértice menos en la

clase de equivalencia de P; y uno mas en la de P; (Ver Figura 1.8 (2)).

Realizando de nuevo el segundo paso, podemos reducir el nimero de vértices
de la clase de equivalencia de P1, para asi realizar el primer paso. De esta forma
se va alternando el segundo y primer paso hasta que la clase de equivalencia de
P1 sea totalmente eliminada. Y si atin quedan mas de una clase de equivalencia

de vértices, se repite el proceso para reducir su nimero. Finalmente se obtiene
un poligono con todos los vértices identificados a uno solo.

Tercer paso.
En este paso se transforma la superficie de tal forma que todo par de lados de
segunda especie sean adyacentes.

Supongamos que se tiene un par de lados de segunda especie que no sean
adyacentes como lo ilustra la Figura1.9
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Figura 1.9

Cortando a lo largo de 4 e identificando a lo largo de b en la Figura 1.10 se
obtienen dos lados que son adyacentes (Ver Figura 1.10).

a a
!
i
S
f
b ?’
I ,
f
1 !
P
Figura 1.10

Se continua este proceso hasta que todos los pares de lados de segunda especie
sean adyacentes. Si no hay pares de primera especie se habra terminado el
proceso ya que el simbolo del poligono sera de la forma aj a1 a2 a... an an, y por
tanto la superficie es la suma conexa de # planos proyectivos.

Supoéngase por el contrario que en este punto de la reduccién existen por lo
menos un par de lados de primera especie la cual se denotara con la letra c.
Luego se puede afirmar que existe por lo menos otro par de lados de primera
especie tal que estos dos pares se separan uno del otro, esto es, al recorrer el
borde del poligono los lados de estos dos pares aparecen alternativamente. Por
tanto, el simbolo sera de la forma c....c....c’? .... d1... donde los puntos indican
otras letras posibles.
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Supongamos que los lados ¢ no estin separados por ningtin otro par de lados
de primera especie. Luego el poligono se asemeja al de la Figura 1.11, donde D
y E designan sendas sucesiones de lados. Ningun lado de D esta identificado
con un lado de E. Lo cual contradice el hecho que los vértices inicial y final de
cada uno de los lados ¢ han de estar identificados, por el segundo paso.

D

Figura 1.11

Cuarto paso.

Supongamos que se tienen dos pares de primera especie que se separan el uno
al otro como se ilustra en la Figura 1.12. Veremos que se puede transformar el
poligono de tal forma que los cuatro lados sean consecutivos a lo largo del
perimetro del poligono.

Figura 1.12
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Cortando a lo largo de c e identificando a lo largo de b obtenemos la siguiente
Figura:

Figura 1.13

Cortando ahora a lo largo de d e identificando a lo largo de a se obtiene la

Figura 1.14.
¢

!
!
|
A d
|
!

c

Figura 1.15

Se continua este proceso hasta que todos los pares de primera especie estén en

grupos adyacentes de cuatro lados tal como el cd ¢ d"! de la Figura 1.15.

Figura 1.15



Si no hay pares de segunda especie, tenemos el resultado buscado ya que en
dicho caso, el simbolo seria de la forma

arbrarlbsrl axbraylbyl... aybnay™ byl

Y la superficie es la suma conexa de n toros.

Asi pues, se ha mostrado cémo cada una de las superficies compactas puede
obtenerse como espacio cociente de un poligono con las aristas identificadas a
pares. Por ejemplo, en la Figura 1.8 (b) y (c) observamos que el toro puede
obtenerse de varias maneras.

< f o d
gy
a
(a) Estera (b) Toro
c 4
b/\. /] b 2 4 e
c 2
{c} Toro (d) Botellade Klein
;o d
2 2
1 1
d !

Figura 1.8



Obsérvese que si se tiene un nimero determinado de poligonos con un nmero
total de lados par, y si sus lados se identifican por parejas, se obtiene una
superficie cuyas componentes conexas son cerradas. La dltima gréfica de la
Figura 1.8 ilustra otra forma de obtener un toro la cual consiste en identificar
convenientemente los lados de tres cuadrilatero y al identificar los 12 vértices
originales se convierten en sélo tres.

Consideraremos conveniente indicar simbélicamente cémo se lleva a cabo la
identificacién, mediante un diagrama como el de la Figura 1.8. Los lados que se
identifican estan indicados con la misma letra del alfabeto, y las identificaciones
deben hacerse de forma que las direcciones indicadas por las flechas coincidan,
esta construccién sera descrita con més precisién en el Capitulo 2.
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Capitulo 2.

Levantamiento de Trayectorias y
de Homotopias.

En el capitulo anterior vimos que un toro puede ser obtenido identificando de
manera conveniente los lados de tres cuadrildteros y que al hacer la
identificacién los 12 vértices originales se convierten en 3. En el presente
capitulo se considerara la construccién del toro representada en la altima grafica
de la Figura 1.3 desde un punto de vista diferente y se estudiara el teorema de
Levantamiento de Trayectorias y de Homotopias.

21. CONSTRUCCION DEL TORO A PARTIR DE LA ESFERA.

Para empezar esta construccién, tomaremos una esfera S? y tres puntos
diferentes en 5% x 1, x 2, x 3. Sean a; (j =1, 2) trayectorias disjuntas en la esfera
tales que 4; tenga punto inicial x; y punto final x;; . Obtenemos una “linea
quebrada” () con vértices en los puntos dados. Cortemos ahora la esfera a lo
largo de Q. En este sentido se dice que Q es el “complejo de fractura”.

Luego se obtiene un espacio $ homeomorfo a un cuadrilatero (Ver Capitulo 1),
cuya frontera es la duplicacién de todos los puntos del complejo de fractura Q
excepto sus extremos x 1y x 3.
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Figura 2.1.

v
N

Sy S "*x.r"“;

N Y

En la Figura 2.1 se puede observar el cuadrilatero S, donde las flechas de los
tramos indican el sentido original del corte. Como los tramos a; aparecen
duplicados en S, denotamos con 4 ;' ( resp. 4;) al tramo que, al ser recorrido en el
sentido de Ia flecha de corte, el interior del cuadrilatero S se encuentra al lado
derecho (resp. al lado izquierdo). Paraj : 1, 2, 3 obtenemos las siguientes réplicas

$1,52 y S3 (Ver Figura 2.2)
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Siguiendo la siguiente regla de pegamiento:
ant =mo’
a12" za1s (2.1)

+ -
a3 =dai1

Obtenemos la siguiente figura:

Figura 2.3

Y siguiéndo la regla de pegamiento siguiente, obtenemos el toro.
az1’ =23
ag2’ = az1” (2.2)

+ -
423 =22

Identificamos primero 21" y 423, para asi obtener :

“22 \ . 2N
\.\ gy
4 oam N
+ Pk “ 2t
g N/ \ 23

Figura 2.4
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Se debe identificar ahora @22 con a23" y 22" con @21 para obtener el toro
deseado. Procedamos a “torcer” la figura geométrica obtenida anteriormente y
asi:

22 N P 23
’
Ny ¢
rd 4 S
+ “ as
7 N/ “ 21
Figura 2.5

Finalmente, obtenemos el toro buscado:

Figura 2.6



22. CUBIERTAS

Se dara primero una breve explicacién del concepto de Espacio Cubierta, luego
el concepto de cubierta y por tltimo se aplicara toda esta teoria en un ejemplo el
cual es puramente constructivo.

2.2.1. ESPACIO CUBIERTA

La teoria de espacios cubierta est4 estrechamente relacionada con el estudio del
grupo fundamental (Ver Apéndice).

Definicién 2.2.1.

Sea X un espacio topolégico. Un espacio cubierta de X es un par formado por un
espacio X y una aplicacioén continua £ X —» X de manera que verifique la
siguiente condicién: Todo punto x €X tiene una vecindad arco - conexa U tal
que cada arco - componente de f-(LI) se aplica por f topol6gicamente sobre U
(en particular se supone que f-1(U) no es vacio).

La funcién f se denomina una cubierta sobre X. De igual forma se puede decir
que X es una cubierta de X'y todo entorno que satisfaga la condicién que se
acaba de enunciar se [lama entorno elemental.

En otras palabras, si para todo x € X, una vecindad suficientemente pequefia de
x se repite en el espacio X tantas veces como el cardinal de la preimagen de z,
decimos que X' es una cubierta de X.

Ejemplo 2.2.1
Definamos £ R —» S! por _

f(t)=(sent cost)

para todo ¢ € R. Entonces el par (R, /) es un espacio cubierta de la circunferencia
unidad $!. Todo subintervalo abierto del circulo 5! puede servir como entorno
elemental.
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Definicién 2.2.4.

Decimos que € es un niimero de Lebesgue de un recubrimiento de un espacio
métrico X, si todo subconjunto de X de didmetro < ¢ estd contenido en algiin
miembro del recubrimiento.

Teorema 2.2.1.
Sea X wun espacio métrico compacto. Para todo recubrimiento abierto de X

existe un nimero de Lebesgue.

Demosiuacién.

Sea U = {U;} un recubrimiento abierto de X y supongamos que U no tiene .

nimero de Lebesgue. Luego para cada entero positivo n existe un subconjunto
By talque 0< d(By)< I/n y By U; paratodo U; el.

Para cada 1, escojamos un punto b, € By Dado que U es compacto, la sucesién
{ b1, b2, ... } contiene una subsucesién { bi1, bi,... } que converge a un punto
pelU. Dado que pel, entonces p pertenece a un conjunto abierto Up del
recubrimiento {/. Luego existe una esfera abierta S(p, &) tal que peS(p, &) Up.

Y como {bin} converge a p, entonces existe un entero positivo iy, tal que

d (p, bino) < g/n, bino € Bino y d (Bino) < &2.

Por la desigualdad triangular se obtiene Bin, < S(p, €) © U, Lo cual contradice

el que Bipy ¢ U; para todo U; del recubrimiento U. Por tanto, U posee un
ndmero de Lebesgue.

Ejemplo 2.2.2.

En la construccién del toro que se hizo a partir de la esfera en la Seccién 2.1
consideremos la funci6n cociente fr =g hy: S, ® S§2 = (S/=)(r=1, 2, 3)
inducida por la composicién del homeomorfismo natural entre iy : S, —p S

con la funcién cociente q: S———» 52, donde 5?=(5/ =), esto es, 52 se ha
obtenido por medio de la identificacién de los lados correspondientes en S.



La explicacién geométrica se puede observar en la Figura 2.7, donde T ha sido
obtenido por medio de la identificacién de las copias 5; (i=1, 2, 3).

Recordemos que la funcién inversa f-1({x1, x 2, x3}) se encuentra definida asf:

| A xvxaxd)={(xy2):f(xy 2 e fx,r2x3})} ()

Con base en (+), podemos observar que la imagen inversa de f de los puntos
{ X1, X2 x3} enla esfera son los correspondientes puntos {x1,x2 x3} en el toro
después de haber hecho las identificaciones.

Se puede definir de forma natural una funcién donde f: T 52 donde
T=(U3=15/2 vy f=U3=1(f:/ =), de tal forma que f|T- 1 ({ x5, x5 x3})

sea una cubierta sobre $2 - {x i, x 2, x2}.
Veamos que f|{T- f-1({xyx; x3}) es una cubijerta sobre S2 - {x 1, x 2, x3}.

T- fUN{x1,x2x3}) y5 - {x1, x5 x3} son arco- conexos y localmente arco
conexos yaque para toda vecindad U de un punto en T- f-1({xy x2 x3})
yen S?-{x1, 13 x3}, existe una vecindad arco - conexa de ese punto contenida
en U. Esto es, todo par de puntos que tomemos en T- f-1({x1,x2x3}) ¥
$? - {x 1, x 5 x3} se pueden unir por un arco ( Ver Definiciones 1.1.14 y 1.1.16).

S[:T—»52-{x 1, x 3 x3} es continua ya que para cada {x';, x'2, x'3} € 5% fx1,x2, x3}

el conjunto f-1({x'y x'2, x'3}) es un subconjunto abierto de T. Ahora, por
ser f continua y T-f-( {x1, x 2 x3}) un subespacio de T, entonces la funcién
FIT-fUfx,x,x3) : T- fU{x,x2x3) — P S?-fx1,x2x3} es continua.
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2.3. TEOREMA DE LEVANTAMIENTO DE TRAYECTORIAS Y
DE HOMOTOPIAS

En esta secci6n se tratara de encontrar una relacion entre la regla de
pegamiento vista en la seccién 2.1y el grupo fundamental de S2- {x 1, x 2, x3}.

Definicién 2.3.1.

Una trayectoria en un espacio topolégico X es una aplicacién continua de algin
intervalo cerrado en X. Las imagenes de los extremos del intervalo se llaman
extremos de la trayectoria, y se dice que una trayectoria une sus extremos. A
uno de los extremos se le Hama origen y al otro punto final de la trayectoria.

i

Definicién 2.3.2.
Dos aplicaciones continuas f, g: X — ¥ son homotépicas si y sélo si existe
una aplicacién continua ¢ : XXI —® ¥, 1= [0,1] tal que, para todo x € X,

o(x,0) = f(x),
plx,1) = g(x).

Y decimos que ¢ es una homotopia de f a g. Si dos aplicaciones fy g son
homotépicas, escribiremos f = g. Las clases de equivalencia se denominan clases
de homotopia de aplicaciones. Desde el punto de vista geométrico, pongamos
que @ «(x) = @ (x,t) para todo (x,t} € XX I. Entonces, para todo t € ],

o X —»Y

es una aplicacién continua. Si consideramos el parémetro £ como representante
del tiempo, entonces, en el instante t = 0, tenemos la aplicacién £, y al variar ¢, la
aplicacién @ ; varfa con continuidad, de tal manera que en el instante t =1
obtenemos la aplicacién g. Por esta razén a una homotopia se le llama a menudo
una deformacién continua de una aplicacién.

Definicién 2.3.3.
El producto de dos trayectorias esta s6lo definido si el punto final de la primera
trayectoria coincide con el origen de la segunda. Si se verifica esta condicién, se

L
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recorre la trayectoria producto recorriendo la primera trayectoria y a
continuacién la segunda, en el orden dado. En otras palabras, supongamos que

flabl > X
g e > X

son trayectorias tales que f(b) = g(b) (suponemos que a <b <c). Entonces el
producto f- ¢ se define por

f(v' le [a!bl

0 20 = <
gy, t € [bc]

que es una aplicacién [4,c] —» X.

Definicién 2.3.4.
Si f y g son caminos en X tales que el extremo de f comc1da con el origen de
g, entonces f- g estara definido por

1121, 0<t<Xk

. &y =
g2t-1), % <151

Definicién 2.3.5.
Sea X un espacio. Sea * un punto de X. Una trayectoria en X que comienza y
termina en + es llamada un lazo con origen en -

En otras palabras, una trayectoria se llama lazo, si sus extremos coinciden. El
extremo comun se dice que es base del lazo, o que se trata de un lazo con base
en el extremo comin.

Definicién 2.3.6.
Dado » en X, el conjunto de todos los lazos con base en * es un grupo. Este
grupo se llama el grupo fundamental o grupo de Poincaré de X en el punto
base » , y se denota por m(X, »).

gREy : C”Rm&?
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El grupo fundamental de un espacio X se ha definido en este trabajo de tal forma
que sus elementos son lazos en X que empiezan y terminan en un punto origen
fijo xo € X, pero se considera que ambos lazos determinan el mismo elemento
del grupo fundamental si un lazo puede ser continuamente deformado al otro
en el espacio X. ( Todos los lazos que ocurren durante deformaciones pueden
también empezar y terminar en xo).

Teorema 2.3.1. ;
Sean f: X — % X unacubierta, xe X y xe f-1(x). 5i a: +—» X, [=][0, 1],
es una trayectoria de X con origen en @ (0) = x,existe una (nica trayectoria

a: 1 —® X cona(0)=x ytal que f ¢ a= a/(se dice que a es el
levantamiento de « con origen en x ).

Demostracién.
Supongamos que ¢ esta contenida en entorno elemental U. Luego si denotamos
por W la arco - componente de f-1{(l} que contiene a x entonces existiria una

tinica trayectoria a:[—*X en Wtal que a (0)=x y foa=a

Por otra parte, a no siempre estara contenida en algn entorno elemental de U.
Sin embargo, a puede ser expresada siempre como un producto finito de
trayectorias mas pequefias, donde cada una esta de ellas estd contenida en un
entorno elemental para poder asi aplicar el razonamiento del parrafo anterior a
cada una de estas trayectorias.

Sea { U;} un recubrimiento de X por entornos elementales luego { a1 (U} } es
un recubrimiento abierto de 1. Por ser ] un espacio métrico compacto, podemos
hacer uso del Teorema 2.2.1. y decir entonces que existe un niimero de Lebesgue
£ para el recubrimiento { a! (U;)} . Escojamos un entero # tal que 1/n <& (Ver
Definicién 2.2.4.).

Dividiendo el intervalo I en los subintervalos: [0, 1/n], [1/n, 2/n], ... [ (n-1)/n, 1].

Se puede observar que « aplica cada subintervalo en un entorno elemental de X.
A partir de [0, 1/n], se va definiendo « sobre cada uno de estos intervalos.

La unicidad de la trayectoria levantada es consecuencia del siguiente lema:
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Lema 2.3.1.
Sea (X J) un espacio cubierta de X, e ¥ un espacio conexo y localmente conexo.
Dadas dos aplicaciones continuas @, 1 : ¥ — X tales que fao fm , €l

conjunto B = {yeY: ao(y) = ar(y)} es vacio o estodo t.

Demostracién.
Dado que Y es conexo, basta probar que f es a la vez abierto y cerrado. Veamos
primero que es cerrado. Sea y un punto de clausura de este conjunto y

x = faoo () = faz ().

Sea U un entorno elemental de x. Luego podemos encontrar por la Definicién
2.2.1. un entorno conexo W de y tal que cada arco- componente de f 1(U) se
aplica por f topolégicamente sobre W. Ahora, como fay y fai son continuas y ¥
es localmente conexo, entonces existe unas vecindades que estin contenidas en
U, esto es, fao W) c Uy fan(W) c UL

Sea V una componente de f-1(U). Luego como W cortaa f y a0 (W) y a1 (W) son
conexas, éstas deben estar contenidas en V. Por tanto, como f aplica
topolégicamente V sobre U, se tiene que ao () = a1 (¢).

Veamos por medio del siguiente lema que si o es otra trayectoria de X
hométopa a a ( homotopia relativa a los extremos), los levantamientos de o' y
de o que comiencen en un mismo punto x son también hométopos.

Lema 2.3 2.

Sea (X, f) un espacio cubierta de X, y @ v ar: [—> X trayectorias en X con
el mismo origen. Si fap ~ f a; , entonces op ~ a;, en particular ay y a; tienen
el mismo extremo.

Demostracion. .
Sea x el origen de oy y a;. Como por hipétesis fae y fau son homotépicas,
entonces por la Definicién 2.3.3, existe una aplicacién G: I X [—» X tal que

GG 0) = f«:a:eo ),

G (SI 1) =f(51 (5)1 - (*)
G(0,t)=fao (0) =f(3),

G(L b =fay (1)
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Dividiendo el intervalo I en los subintervalos: [0= so, 1], [s1, 52}, -/ [Sm-1, 5m= 1]
y [0= t, ti], [ty &), .-, [t , t= 1] de tal forma que G aplica cada rectangulo
{si1,84] x [t , t] en algtin entorno elemental de X.

Como G aplica el rectangulo [0, 5;] x [0, t;] en un entorno elemental del punto

, podemos definir F sobre este rectangulo de tal forma que se cumpla (*).
Usando el namero de Lebesgue (Ver Definicién 2.2.4), podemos encontrar
nimeros 0=57<5;<..<s, =1y O0=to<t <..<t, =1 tales que F aplique cada
rectangulo [ s .;, 8] X [t;;, ;] en algln entorno elemental de X.

Veamos que existe una tnica aplicacion G: X1 X tal quefG=Fy

G{(0, 0) = x. Primero definimos G sobre el rectangulo {0, s;] X [0, t;] de manera
fique se verifiquen las propiedades requeridas. Esto se puede hacer, ya que F
aplica este rectdngulo en un entorno elemental del punto f (35.

Luego se puede generalizar la definicién de G para los rectangulos
[si1,s] X [0, 4], parai= 2, 3, ..m, de tal forma que dados dos rectangulos
consecutivos, sus definiciones coincidan sobre su lado comin

Se ha definido asi F sobre la banda I X [0, t1] y asi sucesivamente se podra
definir sobre IX [t, ], IX [t2, ta], etc.

Por el Teorema 1y el Lema 1, F es tnica y satisface las siguiente propiedades:
Gfs, 0)= g (s), G(O, t)=x,
G(s, 1) = o (s) y G aplica {1} x Ien un solo punto x, tal que

Fle)=fao (1)=Ffou(1).

Luego F define una homotopia entre las trayectorias o y oi. Por tanto, a ~ a.

Corolario 2.3.1.

Si (X f) es un espacio cubierta de X, entonces los conjuntos f -I(x) tienen el
mismo cardinal, para todo x € X. Dicho en otras palabras, el nimero de
preimagenes de un punto cualquiera es constante para todo x € X.
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Demostracion.

Seanxp, x1eX.5ean wl— X ¥y a:T—» X trayectorias con origenen
xo (resp. 3 ) y punto final x; (resp. y;). Se puede definir una aplicacién

F: fl{o)™™ f-1(x;) de tal forma que al tomar un punto y, € 1 (xp), y al
levantar o ala trayectoria o sea tal que fa. = a.

Como y; es el extremo de a entonces la aplicacién o —» i es la
aplicacion deseada. De manera similar, se puede definir una aplicacién

G: fix1) —™ f(xp) por medio de la trayectoria inversa o~ definida por
a (1) =a (1 ~t), Las aplicaciones Fy G son inversas una de la otra, por tanto
cada una es biyectiva.

A este:cardinal comiin de los conjuntos f -1(x) se le denomina grado de la
cubierta o nimero de hojas del espacio cubierta.

Dado un lazo cuyo origen o base es un punto - € X (Ver Definicién 2.3.5), su

- levantamiento genera una permutacién en f -!(-). Al deformar dos lazos
homoétopos, las propiedades algebraicas como lo es la permutacion que se
induce, no cambian. Un lazo y su clase de homotopia se representan de la
misma forma.

Obsérvese que si a: [—» Xesel lazo con origen en + € X,y a:l—» X es
el levantamiento de a con origen en f-I{-) (Ver Teorema 2.3.1) entonces su
punto final también pertenecerd a f-(-), lo cual nos indica que existe una
funcién p: f “l)—> f7!(+),donde Pa (x) es el punto final del levantamiento que
empieza en x € f~'»). Ya que a! es el lazo a recorrido en sentido contrario,
podemos encontrar la inversa p,! y decimos asi que p,! es una funcién
biyectiva. Por tanto, p,. es una permutacién.

a no tiene porqué ser un lazo. En efecto, dada una cubierta f: X—» X, X=T
vy X =8y un lazo &: | — X, [=[0,1] basado en +, podemos encontrar tres

levantamientos a1, @ y azen el toro Tde a que no son necesariamente lazos.

Si aff es el producto de los lazos ay f ( Ver Definicién 2.3.3) entonces pop =
PaPs = Pp° Pa- En efecto, el lazo aff es el lazo formado por el producto o
composicién del lazo de a yfS de la siguiente forma:



El lazo @ comienza en ¥, hace un recorrido en sentido contrario a las manecillas
del reloj y dandole la vuelta una sola vez a x, llega nuevamente a x. De aqui
parte de manera analoga hasta el lazo fy hace un recorrido de manera similar
hasta llegar finaimente al punto x (ver Figura 2.8).

Figura 2.8

Observamos asi que siendo pgp (x) el punto de llegada del levantamiento of que
comienza en x, éste estd compuesto por el producto de p.(x) y ps (x), esto es,
los puntos de llegada de los levantamientos @ y f que comienzan en x. Por

tanto, pop = papp

Como se puede ver en la definicién A.2.1. del Apéndice, la funcién p es la
representacién del grupo fundamental 71(X, *) en el grupo simétrico Sy de las
permutaciones de f-I(+), la cual aplica un elemento del grupo fundamental o

en su permutaciéon p.. En este trabajo, a la representacion p se le llamara
monodromia de la cubierta.

La representacién p es de gran importancia cuando se construyen superficies ya
que estas se pueden obtener por identificaciones convenientes de los bordes de
poligonos.

Consideremos dos lazos a: y az cuyo origen es el punto + € $2- {x1,x2 x3l, y
donde a: es el lazo que partiendo de -, rodea a x1 en sentido contrario a las
manecillas del reloj e intersecta a 4: una anica vez y a; es el lazo que partiendo
de +, rodea a x1y a x2 en sentido contrario a las manecillas del reloj e intersecta a
#;una Gnica vez.
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Figura 2.9

Teniendo en cuenta las identificaciones (2.1) y (2.2) donde (2.1) representa al
lado a: yv (2.2) representa al lado a2 (Seccién 2.1}, observamos que el
comportamiento de los segundos subindices en (2.1) estin en correspondencia
con la permutacién (123) y los de (2.2) con los de (132). Lo anterior nos permite
definir la monodromia de la cubierta del Ejemplo 2.2.2 por la representacién

p: m{(S2-{x1,x2,%3},«) —® Sstal que pa;=(123)y pa» = (132)
En general, se puede obtener una regla de identificacion asi:

Si pa es la permutacion asignada al lazo a; el lado a*; perteneciente a la copia
S; se pegara al lado a’jpq, de la copia Spy .

donde a—pp, es una representaciéon del grupo fundamental de 52 - { x1 ,x2 ,x3}
en el grupo simétrico S3

Identificando los lados de S, (r: 1, 2, 3) de S se obtiene una superficie cerrada,
orientable y conexa.

= Cpt
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Se resumiré en la siguiente tabla las representaciones asociadas a la esfera y al
toro. (Ver la obtencion de esta tabla en el Anexo).

REPRESENTACION SUPERFICIE
a1 = (3B, a — (123); Esfera l
ar = (123)  ; a2 — (A2)3); Esfera 2

mo>(12) ;w->@ | Torw




Capitulo 3.

Generalizacion de la construccion
y Variedades de dimension 3.

El objetivo de este capitulo es mostrar la generalizacién hecha por Montesinos
{(Ver [Mol] y [Mo2}) de la construccién vista en el Capitulo 2. En la primera
seccibn definiremos el concepto de Caracteristica de Euler ya que es de
fundamental importancia en la construccion, y se citaran algunos ejemplos de
cémo ésta opera en superficies, para asi seguir con la generalizacion de la
construccién en la segunda seccién. Y por dltimo se trabajara la construcciéon en
3 - variedades.

3.1. CARACTERISTICA DE EULER DE UNA SUPERFICIE

Definicion 3.1.1.
Sea X una superficie con una triangulacion {7}, ..., 7,,}. Sean

© = namero total de vértices de X,
! = namero total de lados de X,
t =ndamero total de tridngulos ( en este caso f = n)

Entonces
yX=v I+t

se llama caracteristica de Euler de X.

sS4



Ejemplo 3.1.1.
La Figura 3.1. sugiere métodos uniformes de triangulacién de la esfera (a) y del

toro (b) , con un niimero de tridngulos tan grande como queramos.

Mediante estas triangulaciones, se puede comprobar que las caracteristicas de
Euler de una esfera y un toro son 2 y 0 respectivamente. También se comprobara
que las caracteristicas de Euler no dependen del niimero de lineas horizontales y
verticales de los diagramas correspondientes a la esfera y al toro (Ver [Ma]).

</ /z e
T

\/h

//
yd
e
/\

ra %
P
P

Figura 3.1.
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Proposicion 3.1.1.
Sean S; y 52 superficies compactas. La caracteristica de Euler de 51, S2 y de su
suma conexa 51 # Sz estan relacionadas por la féormula

Y(S1#S) =S+ x(S2) -2

Demostracion.

Dado que $1y S: son triangulables. Su suma conexa se puede formar quitando el
interior de un tridngulo de cada una de ellas e identificando los lados y vértices
de los bordes de los tridngulos suprimidos. La férmula se obtiene entonces,
contando vértices, lados y tridngulos antes y después de formar la suma conexa.

Teorema 3.1.1.

Sean S; y Sz superficies compactas. Entonces 51 y Sz son homeomorfas si y sélo
si sus caracteristicas de Euler coinciden y las dos superficies son ambas
orientables o ambas no orientables.

Demostracion.

Sea 51 una superficie conexa compacta, con borde o sin él. Supongamos que se
tiene una triangulacién de S1 y que al quitar el interior de un tridngulo se genera
una nueva superficie con borde S'. Luego el borde de S' tiene una componente
més que el de 51 y

1 (8)=x(5)-1;
esto es, la caracteristica de Euler se reduce a 1.

Luego, si tenemos una superficie sin borde Sz y se quitan los interiores de n
tridngulos dos a dos disjuntos, se obtiene una superficie con borde y

X (51) = x(52) - n.

Obtenemos asi todas las superficies con borde con n componentes en el borde,
haciendo uso del Teorema 1.4.1. Y observamos que la caracteristica de Euler de
51 esta determinada por la de S:y la de S: por la de S1. Se deduce ademas que 5;
y S2 son ambas orientables o ambas no orientables.
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Mediante el anterior teorema y una obvia induccién, a partir de los resultados
conocidos como la esfera, el toro y el plano proyectivo, obtenemos los siguientes
valores para la caracteristica de Euler de las diferentes superficies compactas
{(Ver {Ma] y [Arm]):

Superficie Caracteristica
de Euler
Esfera 2
Suma conexa de n toros 2-2n
Suma conexa de n planos proyectivos 2-n

Obsérvese que la caracteristica de una superficie orientable es siempre par,
mientras que la de una superficie no orientable puede ser par o impar.

3.2. GENERALIZACION DE LA CONSTRUCCION

Para la construccién general, tomaremos k puntos { x1, x2, ..., 2! en 52, los
cuales describen trayectorias disjuntas a; j =1, ..., k - 1 y forman un complejo de
fractura Q cuyo origen y punto final sonxj y xj.1 respectivamente.

Si cortamos la esfera a lo largo de (), obtenemos un espacio homeomorfo a un
poligono S con 2 (k - 1} lados. En efecto, en el Capitulo 2 cuando cortamos la
esfera a lo largo del complejo de fractura Q formado por los tres puntos en xi,
x2, x3 en 52 se obtuvo un espacio homeomorfo a un poligono de n = 4 lados y
cuya frontera es la duplicacién de todos los puntos de () excepto sus extremos x1
y x3 . Luego para k = 3 puntos obtuvimos un espacio homeomorfo a un
poligono con 2(k-1) = 2 (3-1) = 2(2) = 4 lados (Fig. 2.1)

De igual forma, para 3 puntos se obtienen 2 lados en el complejo de fractura, v
al cortar alo largo del complejo, se duplican. Luego obtenemos un poligono de
2 - 2 lados. Por consiguiente, dados k puntos, se obtendran (k-1) lados sobre el
complejo de fractura y al cortar a lo largo del complejo se duplican. Luego,
obtenemos 2(k-1) lados.
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De igual manera, se tiene la generalizacién de la funcién cociente
f:S —¥ (S/ =), donde ahora f; es una copiade S para todor =1, 2,..., .
{Ver Figura 3.2 (b)).

Sea + e 5% el origen de un lazo a; (j=1,..,k~1), el cual rodea los puntos
X1,..,x; en sentido contrario a las manecillas del reloj e intersecta a Q en g4;
(Ver Figura 3.2 (a)). De la misma manera, los lazos a; generan libremente al
grupo fundamental n 1(52- {x1, ..., x«}). Enefecto, cada lazo a; cortaa a;una
sola vez (Ver Definicion A.1.9.)

Figura 3.2 (a)

Siguiendo la generalizacién, una representacion a—pp , del grupo

(S~ X 1, .., X x }) en el grupo simétrico S, de las permutaciones de n
elementos permite identificar los lados de 5: siguiendo la siguiente regla de
identificacion:

Ellado o’y situado en la copia S; se pega con el lado a'.. situado en la copia
Spuiw f=1,...,k-1;1=1,..,n).



Para que la superficie obtenida sea cerrada y orientable, estos pegamientos se
hacen de tal forma que identifiquen puntos que eran correspondientes en S
antes del corte (Ver Figura 3.2(b))

" Y
ﬂk" 1"

Figura 3.2 (b)

Sea f:X— 52 la funcién definida por f(x) = f{x), ¥ € S, donde X es
el espacio que se obtiene al hacer las identificaciones de las copias S;y 5? la
esfera.

Comolos lazos a; (j=1,..,k~1) intersectan a Q una sola vez (Ver Figura
2.9), entonces la monodromia de la cubierta,

Sl Gefitm oy s X fUE L, o, Xk)) —B 52T 1, 0, X i)

estd dada por la representacién a——¥ p,, dondela funcién restriccion
FIX- f'(fx1,..xx}) es la cubiertasobre S2- {x 1, .., x x} de grado n.

5

<



Si levantamos g, para que el levantamiento tenga su punto inicial en la copia
S; , el punto final debera estar en la copia Spaj(i) ¥ como este levantamiento corta

un tnico lado una sola vez ( ya que ¢ corta a Q una sola vez), esto nos dice que
estas dos copias deben estar pegadas a lo largo de ese lado.

Definicion 3.2.1.__.
Una funcién f:Y —— ¥ es una cubierta ramificada de grado nsiexiste K 'V

tal que f| sipx.x) es una cubiertade gradon y (Y -KX) es densoen Y.

El conjunto K se llama el conjunto de ramificaciénde f Luego la funcién
f: X" S2es una cubierta ramificada de grado n con conjunto de ramificacién

{x1,...,xk}.

Dado que X es cerrada y orientable, se tiene que X es trlangu]able luego por la
Definicion 3.1.1. podemos calcular su caracteristica de Euler 7X).

Sean ¢,  y v el nimero de caras, lados y vértices de X .En esta poligonalizacién,
¢ es igual al namero n de copias de 5, /es igual n(k - 1) (k es el nimero de
puntos seleccionados en la esfera $? antes del corte) y v serd la suma de los
cardinales de las preimagenes de los puntos x; (f = 1, ..., k).

Sea f (=1 ..,k unlazo en m (8- {x1, .., xxf) con el mismo
comportamiento de @ visto anteriormente y si se induce la permutacién
pg = C1j €2 ... ¢ij asociada a B;, donde los ¢ ;s son ciclos disjuntos no triviales
(Ver Teorema A.2.2. del Apéndice), entonces el cardinal de f-(x;) es

v + (n - Pi=1 L{cij) , donde L{qjj) es la longitud del ciclo cij (i=1.,r)yresel

namero de ciclos en la permutacién. Finalmente, de la definicién de los lazos oy
se tiene que

pi=ar fi=ajalyy (j=2,..,k-1)
¥ = aler

tl'*z
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Ejemplo 3.2.1.
Calculemos la caracteristica de Euler del ejemplo dado por la regla de
pegamiento del Capitulo 2, Figura 2.3.

En el ejemplo, tenemos que el niimero de caras es 3, el namero de lados es 6,
esto es, n = 3, I= 6 y k = 3. Calculemos el nimero de vértices. Tomemos i =1.
Luego,

Para j=1, ppr=(123).

Para j=2, pp=(132)(132)=(123)

Para j=3, pp=(123).

Observamos asi que 7 ;= 1 ya que se trata de un solo ciclo de longitud L (c1;) = 3,
para j=1,2 3.

Por tanto,
y = Zaj=1 [r+n—2_",-=1 L{c1p) |

=(33=17)+3(3) - %=1 Mi=1 L (c1))

=3+9-9
= 3.
En consecuencia,
¥y(X)=v-I+tc
=3-6+3
= 0

Verificamos asf que la caracteristica de Euler es 0, lo cual confirma que la
superficie que se obtiene es un toro (Ver Ejemplo 3.1.1)
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3.3. VARIEDADES DE DIMENSION 3.

Definicién 3.3.1.

Un nudo es un subconjunto de S* homeomorfo a S'. Un nudo se puede imaginar
como una “cuerda “ infinitamente fina contenida en S con extremos
identificados.

En particular, un nudo es una curva cerrada simple en el 3 - espacio euclideo.
Es una abstraccion matematica de nuestra idea intuitiva de un nudo hecho con
un trozo de cuerda; los dos extremos de la cuerda deben considerarse
empalmados, de manera que el nudo no pueda deshacerse.

Para la construccién de variedades de dimensién 3 son primordiales los
siguientes elementos: la esfera $% un nudo K contenido en % un complejo de
fractura Q con el cual se pueda elegir un conjunto de generadores del grupo
fundamental © 1( $? - K) de K de tal forma que cada generador corte a Q una
sola vez, y una representacién de este grupo fundamental en el grupo de las
permutaciones. Para obtener un complejo de fractura para un nudo dado K, se
debe seguir el siguiente método diseftado por Montesinos:

Supongamos que K c R3 (dado que K c Sy § ~R3 U {w }, aunque K puede
también estar contenido en R3 U {0 }, ver Definicién 1.1.19) . Sea P el plano xy y
sean U, bolas cerradas con centroen x; (i =1, ..., 7). Se deformara el nudo K de
tal forma que quede contenido en la frontera de U; y que en dicha frontera no se
intercepte el nudo con él mismo. Ademas que los puntos de cruce x;
correspondan a la proyeccién del nudo K sobre el plano P.

Sean las regiones del nudo sobre la frontera de U;, semicirculos méximos en esta
esfera, los cuales al proyectarse sobre el plano P generan dos lineas
perpendiculares entre si. Sea P; el punto méximo del semicirculo maximo con
tercera coordenada positiva y Q; el punto minimo del semicirculo méximo con
tercera coordenada negativa, tales que se proyecten sobre x;. Sea d; el segmento
que une a P; con Q; (Ver Figuras 3.3y 3.4 (a)).
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Figura 3.3

Se denotarén con el término “celdas” las componentes del complejo de fractura
Q que necesitamos.

e Los puntos P; y Q; descritos anteriormente son las 0 - celdas de Q.
Observamos que en total son seis: P;, P; P3 Q; Q> y Qs (Ver Figura 3.3).

o Los segmentos d; (sin sus extremos) y los segmentos del nudo que se
obtienen al quitar las 0 - celdas, son las 1 - celdas de Q. Observamos en la
Figura 3.3, que hay nueve en total: seis son los segmentos del nudo y tres
son los segmentos d;.

Se denotara Z; (j =0, ..., r + 1), las r + 2 regiones que resultan de realizar la
diferencia entre el plano P y la unién de (U; n P) con K, donde Zo es la region
no acotada.
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"II s Zs

Qi

Figura 3.4 (a)

Denotemos con A; la 2 - celda para cada Z; (j # 0 ), las cuales serdn construidas
en los pérrafos siguientes paso a paso. Decimos que x; es vecino a Z; si x; es tal
que la vecindad U, limita con Z; Por ejemplo, parai = 1, el punto x; es vecino a
Zo, 21, Z2y a Z4. En efecto, la vecindad limitaconZo, Z1, Z2y a Zs4.

Sean Ty y Ty los puntos de K y de la frontera de Z; (en P) més cercanos (sobre
K)a P; y Q; respectivamente y sea m;; al punto medio del arco cerrado To;Tpy
( Ver Figura 3.4 (b)).

Figura 3.4(b)



Sean E; y Fy las partes de la frontera de U; con puntos extremos Try, P; y my;
y Tog,Q: ymy respectivamente y Gy el semicirculo formado por los puntos P,
Qi y my.(Ver Figura 3.4 (b} ). La superficie cerrada D;=E; U F; Gy es
homeomorfa a un disco cerrado el cual podemos visualizar en la Figura 3.4 (b).

En la Figura 3.4 (b), tenemos 3 triangulos, 5 vértices y 7 lados. Luego, t =3, v=5
y I =7 y utilizando la Definicién 3.1.1 (de la Caracteristica de Euler), tenemos
que y (D;)} = 1. Por otra parte, al unir tres puntos cualesquiera en un disco dado
M, tenemos 3 vértices, 3 lados y 3 tridngulos. Luego, y (M) = 1. Por tanto, D; es
homeomorfo al disco M.

Dela misma forma, para cada uno de los x; vecinos a Z;. Denotemos por A’ la
regién que se obtiene al pegarlea Z; todos sus discos vecinos D, Luego la
2 - celda Aj es Ay ~U;{d; U Te;; P;U QiToi).

Anélogamente para cada una de las regiones 7Z; acotadas, para obtener
finalmente que las 2 - celdas del complejo Q son Ay, Az, ..., Ar+1(la 2 - celda
A, se ilustra en la Figura 3.4 (c)).

Figura 3.4 (c)

Buscaremos ahora el conjunto de generadores del grupo fundamental z1($*- K)
del nudo, de tal forma que cada generador sea libre, esto es, que intersecte a Q
una sola vez. Elijamos otros generadores de 7 1($*- K). Consideremos el nudo K
como se defini6 al principio de la construccién. Sea * el punto origen en Zo.
Definamos el lazo ¢; con origen er * , como aquel que avanza bajo el plano Py

b
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dentro del complemento de U; hasta atravesar P en un tinico punto de Z; y que
retorna al punto por “encima” del plano P (Ver Figura 3.5).

Como. ap es el lazo de la region Zs donde no existe construccién alguna,
entonces es homotopicamente nulo, esto es, ap se contrae en el mismo origen.

Figura 3.5.

Para la construccién de una vecindad de dimensién 3, tenemos que cortar S%a lo
largo de J, obteniendo asi un “poliedro” S cuya frontera esta representada por
cada2-celda A;(j=1,..,7r+1), repetida dos veces, tal y como sucedia con las
trayectdﬁas en la secciébn 3.2 (Ver Figura 3.2 (b)). Como las 2 - celdas A,
aparecen duplicadas en 5, denotamos con A*; y A7 las celdas donde la regién
Zj pueden ser aproximadas con puntos de tercera coordenada positiva y por
puntos de tercera coordenada negativa (respectivamente) después del corte.

Dada una representacién @ — % p  del grupo fundamental de $?- K en el
grupo simétrico S, de las permutaciones de n elementos, se define una regla de
pegamiento asi:

La 2—celda Aty de la copia Si se pegard ala 2 —celda A*pyo dela copia

S Past)e

Al aplicar esta regla a los lados de las copias Sr (r = 1, ... ,n) del poliedro S, se
obtiene una 3 - variedad la cual es una cubierta ramificada sobre $?con conjunto
de ramificacién el nudo K.
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Apéndice.

Algunos conceptos de la
Teoria de Grupos

A.l1l. GRUPO

Definicién A.11.
Se dice que un conjunto no vacio G es un grupo si en é] hay definida una
operacién - tal que:

{a) a, b e Gimplicaquea-b e G. Se dice entonces que G es cerrado respecto
a-

(b) Dadosa, b, c G, se tienequea«(b+-c)=(a-b)-c.

(c) Existe un elemento especiale € Gtalquea-e =¢-a=aparatodoac G
(e sellama elemento identidad o unidad de G).

(d) Paratodoa € G existe unelementob € Gtalquea-b=b-a=e.
Este elemento b se llama inverso de 2 en G y se describe como a1,

Definicién A.1.2.
Se dice que un grupo G es un grupo finito si consta de un nimero finito
de elementos. El niimero de elementos de G se llama orden de G.

Definicién A.13,
Sean G y G’ dos grupos entonces una aplicacion ¢: G— G” es un
homomorfismo si ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ (b) para todo a b €G.
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Definiciéon A.1.4.
El homomorfismo ¢:G — G’ se llama monomorfismo si ¢ es inyectiva. Si ¢
es biyectiva se llama isomorfismo.

Teorema A.1.1.

Sean (G, 1) y (G, +*) dos grupos y sea f: G—p G’ un homomorfismo de Gen G'.
(a) Si e es el idéntico en G y ¢’ es el idéntico en G, entonces f(e) =¢'.

(b) Si aeG entonces f{a)=(f(a))! € G".

Demostracion.

(a) Seax=f(e). Entonces x+x=f(e) ~"f(e) =f(e+e)=f(e) =x. Luego x+"x=nx.
Al multiplicar ambos miembros por x-], se obtienex = x +“x+"x 1= x +x-1
=¢’. Por tanto f () = ¢'.

(b) Por la propiedad (d) de la Definicién A.1.1., dado 2 €G, existe un elemento
ale G tal que a=a-1=e¢. Luego por la parte (a) de este teorema, f(@+a1)=
f(e)=¢"obien fa) +* fla-!) = ¢, por ser { un homomorfismo. Analogamente

f@?) - f(a)=f(a) = ¢’ Luego f (@) = (f (@) )7

Definicion A.1.5.

Si § es un subconjunto de un grupo G, se dice que S genera G si todo elemento
de G puede escribirse como producto de potencias positivas y negativas de S.
Por ejemplo, si G = {x, x2,x3, ., x¥"=e} es un grupo ciclico de orden #,
entonces el conjunto S= {x }generaG.

Ejemplo A.1.1.
Si el conjunto S genera el grupo G, ciertos productos de elementos de S pueden
dar el elemento neutro de G. Por ejemplo,

(a) Six €5, entoncesxx 1 =e.
(b) Si G es un grupo ciclico de orden n generado por {x }, entonces x " =e.

Un producto de elementos de S que sea igual al elemento neutro se llama a
menudo una relacién entre los elementos del conjunto generador S.
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Definicién A.1.6.
Un subconjunto X de un grupo G es llamado un conjunto libre de generadores
para G si todo g € G - { ¢ } puede ser expresado en una Gnica forma como un
producto

g=x1"1x,"2 L x ¥ )
donde x; pertenece a X, x; nunca es igual a x;,,, y cada »;es un entero no nulo.
Decimos el conjunto de generadores libres porque por la unicidad de (+) no
existe relaciones entre sus elementos.

Definiciéon A.1.7.
Si G tiene un grupo libre de generadores, entonces es llamado un grupo libre.

Ejemplo A.1.2.
Si G es un grupo ciclico infinito formado por todas las potencias positivas y
negativas de un elemento x, entonces G es un grupo libre sobre el conjunto

S={x}

A. 2. GRUPO DE PERMUTACIONES

Definicién A.2.1.
Sea A un conjunto. Una permutacién de S es una funcién biyectiva de S en §.

Denotamos por A(S) el conjunto de todas las permutaciones de S.

Definicién A.2.2.
Si S es un conjunto que tiene n elementos entonces A(S), el conjunto de todas las
aplicaciones inyectivas de S sobre si mismo con la composicién de funciones, se

denomina grupo simétrico de grado 7, y se denota con S,. Los elementos de
S, se llaman permutaciones. Dicho de otra forma, un grupo finito se puede
representar por un grupo de permutaciones.
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Definicién A.2.3.
Si g 7€A(S), el producto de o por 7 se define por:
(o7) (s) = o(7(s)) para todos €85.

Definicién A.2.4. :
Si G es un grupo arbitrario, un homomorfismo de G en el grupo simétrico §,, se
denomina una representacion de G por permutaciones.

Los elementos de S,, se representan de la siguiente forma:

b | - Al —l'
6 - - 4 (v =
- ! 1 z ~ -4 : ;
_ S 1 l,l DL,
00 - g i AR A P

De acuerdo con esta definicion. La permutacién identidad se puede expresar
por:
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Definicién A.2.5.

Sifh, ., Itcfl,2 .., n} lapermutacidonen 5, queenviai1en iy izen iy, ..., ir1
en I, ir en# y deja los demas elementos de { 1, ..., n} fijos se llama un ciclo de
longitud r o un r - ciclo y se simboliza por (i1 i2 i3 ... ir1 ir) . De acuerdo con
esta definicion, los simbolos (i1 iz ... iy), (ir i1 12 ... ir1), (ir1 Ir 71 d2 .. ip2), etc,
representan la misma permutacién.

Definicion A.2.6.
Un conjunto de ciclos es disjunto si ellos no poseen elementos comunes.

Ejemplo A.2.1.
{ (23), (145), (67) } es un ciclo disjunto.
{ (145) ,(2461) } no es un ciclo disjunto.

Teorema A.2.1.
Toda aeS, es un producto de ciclos disjuntos.

Demostracién.

Considérese los elementos: 1, a(1), (1), &3(1), ... ; donde los exponentes
representan la multiplicacién de permutaciones. Se puede observar que en esta
lista surgiran una que otra repeticién.

Supéngase que @ (1) es el primer elemento en repetirse; luego se debe tener
que a' (1) = 1, ya que si existiera 0 < s <7 tal que a'(1) = a’(1) entonces
ars (1) =1, lo que contradice la escogencia der.

Considérese el ciclo
Bi=(1, afl), a*(1),..., & 1(1})

y obsérvese que ay f coinciden sobre estos r elementos.

Sea i el primer elementode {1, 2, ..., n} que no aparece en 5 ; si se considera
i, a( i), &?(i), .. llegaremos a un segundo ciclo £ el cual es disjunto de £, ya
que si tuvieran un elemento j en comin, los dos ciclos podrian obtenerse
mediante j, a(j), ... llegando a coincidir todos sus elementos.

unwc?;%‘ﬁf;;- - REMADFE
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Continuamos ahora, tomando un elemento que no aparezcanien 4 nien Sy
construimos un tercer ciclo 3, etc. Puesto que los elementos involucrados estidn
en {1, 2, ..., n} este proceso termina en algin ciclo fn. El productof,, Bp1... B3 2
P1y la permutacién a coinciden sobre el conjunto {1, 2, ..., n} es decir

a=foufm1 - P32 1
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CONCLUSIONES

1) Se puede generalizar el concepto de superficie en S por

2)

3)

medio del concepto de variedad. La 2 - variedad es llamada
superficie y la variedad mas sencilla de todas es la recta real. Una
n- variedad es un espacio de Hausdorff, tal que cada punto tiene
un entorno abierto homeomorfo a la bola abierta n - dimensional

U =fxeR :x|<1}

Para la construccién de 2 y 3 -~ variedades, se necesitan los
siguientes elementos: una esfera S? ( respectivamente $* ) un
subconjunto K de puntos de 52 (resp. S%), un complejo de fractura
Q que permita escoger un sistema de generadores del grupo
fundamental n1( 52 - K) (resp. 11(S®* - K)) de K de tal forma
que cada generador corte a Q una tnica vez, y una
representacién de este grupo en el grupo simétrico de las
permutaciones.

El método constructivo disefiado por Montesinos permite calcular
el grupo fundamental de la variedad construida y también
identificarla siguiendo ciertas reglas de pegamiento. Asi:

Sila variedad es de dimension 2, la regla es la siguiente:
“ Si p 4 es la permutacion asignada al lazo a; el lado a™;; que
pertenece ala copia S; se pegard al lado a py de la copia Sy “

Y sila variedad es de dimensién 3, la siguiente regla:
“La 2 - celda A* ji de la copia Si se pegard a la 2 —celda A*jpyici)
de la copia Spg j 1) ”.
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ANEXO

Dados los lazos a1 y a; cuyo origen es el punto + ¢ §2- {x1 2 X3}, definidos de
la misma forma como se hizo en la Seccién 2.3 del Capitulo 2.

La representacion ;s —p (1)(2)(3), @2 —— (123)del grupo fundamental de
$%- {1, x2, x3} enel grupo simétrico S3 define la siguiente regla de pegamiento:

Si p o es la permutacion asignada al lazo a;, el lado a”; perteneciente a la copia
S; se pegard al lado @ a5 de la copia Sy .

vista en el Capitulo 2.

ESFERA 1.

Dados los lazos @, j=1,2. Tenemos los siguiente:

a1 —» (1)(2)(3) a —» (123)
1—»1 192
22 2 —P*3
3_53 3 —p1

Esto es, al lazo asociado a; le corresponde la permutacién (1)(2)(3) y al lazo
asociado o le corresponde la permutacién (123).

Esto define una representacién p : m ($2- { x1,%2,43},+ ) = S3 tal que
Par = (IN2)(3) ¥y pa2 = (123). Luego,

Parry =1 Po1) =2
Pai) =2 Pa2) = 3
Par(z) =3 Po2(3) = 1
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Sea j =1 Luego p,; esla permutacién asignada al lazo «; y el lado a; 7 e Sise
pegara al lado a; pei¢y € Spwuw. Por tanto,

Si i =1 entoncesellado 4;," € §; se pegard allado ajpay = a4y € St
Si i =2 entonces el lado a;;” € §; se pegar4 al lado Tipat =X12 € S
Si i =3 entonces el lado a;3” € §; se pegara al lado Tipaiy) =X 13 € S3.

Sea j =2 Luego pa es la permutacién asignada al lazo a; y el lado a2 ;e Sise
pegara al lado @ po2 ¢y € Spaz¢p . Por tanto,

Si i =1 entoncesellado 4" € §; se pegaraallado a;ppp =a2 € S
Si i =2 entoncesellado ay;" € S, se pegara al lado @ 3pp2) = @23 € S
Si i =3 entonces ellado ay;” € §; se pegaraallado @ ;p2) = a2z € S

Obtenemos asi la siguiente tabla que presenta los pegamientos para obtener la
Esfera 1:

j=1 j=2
i=1 Y e Si=air Y& S =azr
a1’ € S;zay;r € §, az1 € S;zaz1e€ S,
i=2 a1t € Szaiz e S; azy’ € S;zap3 € S;
i=3 113 € S;2mz e S; az3 € S;zanre S

ESFERA 2.

Dados los lazos &, j=1,2. Tenemos los siguiente:.

ar —» (123) a —» (12)(3)
1—2 1—»2
2% 3 2 %1

3—p1 3 —»3
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Esto es, al lazo asociado a; le corresponde la permutacién (123) y al lazo
asociado o le corresponde la permutacién (12)(3).

Esto define una representacién p: m (52- { x1 ,x2 %3}, + ) —— % Ss tal que
Par =(123) y paz = (12)(3)

Par(ry = 2 Pa2ty =2
Par2) =3 Pa2) =1
Pa3 =1 P23 = 3

Para j =1 Luego p es la permutacién asignada al lazo o; y el lado a;,” € S;se
pegaré al lado a; pa1¢y) € Spaicsy - Por tanto,

Si i =1 entoncesellado a,,” € §; se pegardallado a;pum = a2 € Sa
Si i =2 entonces ellado a;;" € S, se pegardallado ajpupm =a ;€ S;.
Si i =3 entoncesellado a;3” € §; se pegardallado @ pmp) =a € S;.

Para j =2 Luego p, es la permutacién asignada al lazo a; y el lado a2,” € S;se
pegaré al lado @3 poz ¢y € Spaz ¢y - Por tanto,

Sii= 1‘ entonces el lado a;,” € §; se pegaré4 al lado Tapo2ey =T 22 € S
Si i =2 entoncesellado a," € S, se pegardallado @ 2peey =a 2 € Si.
Si i =3 entoncesellado ay" € §; se pegardallado azpp2y = @23 € S5

Obtenemos asi la siguiente tabla que presenta los pegamientos para obtener la
Esfera 2:

=1 =2

| .y
I

a1’ € S;za1z€ 8§,

az1" € 8;za20€ S

el

I

aig’ € S)za15€ S;

a2’ € S;zazre S

-

I

| Bo| i

a13° € ;a1 e S

a23" € Szzaz3se S

1%



TORO

Dados los lazos ¢, j=1,2. Tenemos los siguiente:

a; —p (123) ay — (132)
1—»2 1 —»3
27%"3 2™
3—p1 3 —p2

Esto es, al lazo asociado @y le corresponde la permutacién (123) y al lazo
asociado @ le corresponde la permutacién (132).

Esto define una representacion p : m (52- { x1,%2 ,x3}, - ) —® Ss tal que
Par =(123) y pa = (132)

Pai(1) = 2 Porty =3
Por2) = 3 Pa22) = 1
Par3) =1 Pa2(3) = 2

Sea j =1 Luego pg; esla permutaci6n asignada al lazo a; y el lado a;;* € §;se
pegaré al lado @} pairy € Spaicy - Por tanto,

Si i =1 entoncesellado a;," € §; se pegara al lado | paiy =12 € 32
Si i =2 entonces el lado 4;;," € S; se pegara al lado Oipaiyy =T13 € S3
Si i =3 entoncesellado 455" € S; se pegardallado a;pwp = a1 € Si.

Sea j =2 Luego pa» es la permutacién asignada al lazo a; y el lado a2, € §;se
pegard al lado @3 pa2 ¢y € Spaz(y - Por tanto,

Si i =1 entonces el lado a;,* € S, se pegaré al lado Aop2y =d3 € S3.
Si i =2 entonces ellado 4" € S, se pegardallado @ ;ppp) =a 2 € S
Si i =3 entoncesellado " € §; se pegardal lado @ 2p2p) =a ;€ S
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Obtenemos asi la siguiente tabla que presenta los pegamientos para obtener el
toro:

Jj=1 j=2

i=1 + ~ao + ~
a1 € S;za;ze S, az1 € S;zaue S,
i=2 ar2’ € S, zaise §; az2’ € 8;za21 € S
i=3 ais € S;=a117e€ S, 423 € S;za € 5,




