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Prefacio

Historicamente, la ensefianza y el aprendizaje en el area de las matematicas han
sido un proceso dificil de desarrollar pero importante dentro del ambito académicoy,
posiblemente por esta razon, se ha utilizado como filtro para acceder a la educacién
superior.

Con el desarrollo de nuevos sistemas de educacion, los paises afrontan el reto de
mejorar la estructura del curriculo en matematicas y de esta forma poder ofrecer
mas oportunidades para todos los estudiantes. Uno de estos retos es el curso de
precalculo, dado que desempefia un rol importante ya que se convierte en el puente
entre las matematicas de bachillerato y la universitaria.

No es discutible que en los inicios de las carreras universitarias se presente el ma-
yor riesgo de desercién, debido a que en esta etapa los estudiantes confrontan sus
expectativas con la realidad de sus conocimientos académicos, haciéndose notorio
la existencia de un desfase entre la preparacion del estudiante en la educacién me-
dia para los recién egresados y los requerimientos de la educacion superior para los
recién admitidos.

La intencién de este libro es darle al estudiante en su inicio de carrera universitaria
mas opciones y oportunidades para un mejor desempefio en los cursos de calculo,
para esto se tuvo en cuenta teorias que permiten integrar toda la tematica basica
que cimienta los conocimientos necesarios para cursos en matematicas posteriores,
apoyados en el uso de las nuevas tecnologias en el aprendizaje de las matemati-
cas; es asi, como se elabord material didactico, con guias de trabajo en el software
WxMaxima y ayuda audiovisual (videos) para el apoyo del proceso de ensenanza-
aprendizaje de los estudiantes basado en la teoria APOS, el texto contiene:

1. 24 guias de trabajo con software WxMaxima, estas deberan ser trabajadas en
salas de informatica con el fin de desarrollar las dos primeras etapas de la Teo-
ria APOS, Accion-Proceso. Aqui el estudiante mirara el “comportamiento” de lo
que se pretende estudiar para posteriormente en el aula desarrollar la segun-
da parte de Objeto-Esquema, donde se va a conceptualizar matematicamente,
basado en la abstraccion reflexiva y el aprendizaje cooperativo.
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2. 47 videos de apoyo audiovisual, donde los estudiantes tienen otra herramienta
para repasar los temas, estudiar ejemplos y ejercicios que le permitan afianzar
los conocimientos después de la clase o para adelantar lecturas.

Se recomienda al docente que debe estar familiarizado con la teoria anteriormente
mencionada para un uso mas provechoso de este libro cuyo proposito es el tra-
tamiento moderno de los temas intermedios entre el algebra basica y el calculo,
conocidos generalmente como precalculo o matematicas previas al calculo.




Estructura del libro

Es una propuesta pedagogica enfocada en teoria APOS, en un curso de precalculo
basado en conceptos basicos con ayudas audiovisuales y uso de software como lo
es WxMaxima, creado con el animo de incentivar el uso de las tecnologias en el area
de las matematicas. El libro comprende seis unidades que comprende la siguiente
estructura:

Inicio de la unidad
Capitulg 4

T".gon'nml'."l‘n‘a

Nustraciones o procesos
fundamentales relacionados
con la simbologia
matemdtica para ir creando
el concepto,

Encuentras una explicacion de

la estructura del tema, con el

cual  se  destacan  las’
definiciones,

S—_
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Capitulo 1

Sistemas de numeracion

1.1. Numerales y sistemas de numeracion

Las matematicas aparecieron originariamente como parte de la vida diaria del hom-
bre y si es valido el principio biologico de la supervivencia de los mejores adaptados,
entonces la raza humana probablemente no deja de estar relacionada con el desa-
rrollo de conceptos matematicos por el hombre. De las nociones historicas primitivas
del numero, magnitud y formas, que de manera gradual surgieron un sinnumero de
experiencias, generando asi el proceso de evolucién de los sistemas numéricos y
debe quedar referenciado que esta evolucion fue un proceso largo y completamente
improbable que un descubrimiento haya sido la obra de un hombre individual o una
unica tribu, como por ejemplo el uso del fuego hace unos 400.000 anos.

La conciencia del numero es suficientemente extendida y clara, como para sentir la
necesidad de expresar estas propiedades con un lenguaje simbdlico. Podria pen-
sarse que los dedos de la mano pueden usarse facilmente para expresar conjunto
de dos, tres, cuatro o cinco elementos, con las dos manos un conjunto hasta de diez
elementos y si se usan los dedos de los pies un conjunto hasta de veinte elementos;
cuando el uso de los dedos no era suficiente o inadecuados se debid utilizar pe-
quenios montones de piedras para representar la cantidad correspondiente con otro
conjunto, se asumiria que estos pequefios montones fueran de diez (un sistema de-
cimal) como consecuencia anatémica de los dedos de las manos.

Los numeros son el medio mediante el cual se expresan las cantidades con las que
se trata en el dia a dia. Histéricamente civilizaciones han contemplado sus propios
sistemas, como el mesopotamico, egipcio, babildnico, hindu entre otros [4]. Las si-
guientes imagenes muestran algunos simbolos usados por algunas culturas para
representar el numero:

1



1.1. NUMERALES Y SISTEMAS DE NUMERACION

CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION

Simbolo | Cantidad | Simbolo | Cantidad
| 1 A 20
T 2 Ann 30
I 3 alas 40
T 4 < 100
T 5 I 1,000
i 6 ] 10,000
TN 7 y 100,000
T 8 g 1,000,000
TR 9 13 Al
N 10 342 R 8nnnn Il

Cuadro 1.1: Numeracion egipcia

simbolo [ | Y VY 20|15 TR R R ¥ C
Cantidad| 1 | 2 3 4 |5 6 |7 8 9 10
Simbolo | T | (VY| 11¥ {5 (o (g i CREEE L
Cantidad| 11 ' 12 13 14 |15 16 |17 18 19 20
Simbolo {Q{«@\, (S(« Y’

Cantidad| 30 | 40 | 50 | 60

Figura 1.1: Numeracion mesopotamica

Simbolo | == | == == [ ¥ LP'M?";) ﬁ@(
Cantidad| 1 2 3 4 5 |67 89 10
Simbolo| @ | = | 0 & HFE

Cantidad| 20 | 60 @ 80 100 & 400

simbolo| 1~ | TI Tap | Fo< | IO

Cantidad | 1000 4000 6000 10000 20000

Figura 1.2: Numeracion hindu

12




CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION

1.1. NUMERALES Y SISTEMAS DE NUMERACION

Simbolo | === | === ﬁﬂ!ﬁ?{'t ‘\ '+”‘
Cantidad| 1 2 3/4 5/ 6,7 8|9 10
Simbolo =
Cantidad| 100 | 1000
simbolo /= == 5
Cantidad 10000 100000

Figura 1.3: Numeracion china

Los numeros arabigos que son semejantes a 0123456789 donde se especula que
tiene origenes en la China y que tienen gran acogida, debido a la facilidad en el
momento de sacar cuentas, con su principal fuerte posicional: con respecto a la
posicidn numérica, en donde podemos distinguir el 23 del 32 [4]. Garantizandonos
asi la facilidad de sumar, restar, multiplicar o dividir numeros grandes, en la siguiente
forma:

Forma natural de la suma

3 4 6 7 8 6 9 8 6
+ 7 8 7 + 5 4 9 + 5 9 2
1 01 3 1 2 1 4 8
1 2 1 215 17
1 13 3 1 3 35 1 578

Como el sistema es posicional, solo es de mantener la posicion correspondiente de
cada cifra, por lo que se puede ejecutar la suma por cualquier sentido escogido.

Forma tradicional de la suma

’
9

N =

+
10

NS N -
Ao o
~N( AN -
~|© o™
Ao ow
INTNENY
oo &
®|N o =
(V] ENN NG
-0 o

1
5
1
7

w

NN B -
Ao O
NP~ W
wW| o1
~N|IN O
A~O B
WIN =

Forma tradicional de la resta

8 1
2

2
5
6

DO W
|00 O
O|N O
=00 ©
AN O
=W s
w| o1 o
Wb~ N
N O1 o
o O
|00
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1.2. PRIMEROS INICIOS CON LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION

Forma tradicional de la multiplicacion

546
256438 “ 275
26 2730
><4526 153888 3822
3 51296 1092
13578 666848 1750150
Forma tradicional de la division
2356 20
546 | 2 35 117.8 512 | 4
14 273 156 11 128
06 160 32
0 0 0
1100 8
30 137.5
60
4 0
0

1.2. Primeros inicios con las operaciones entre nu-
meros

El primer encuentro con los sistemas de numeracion y sus simbolos se encuen-
tran en los primeros afos de escuela. El primer conjunto de numeros con el cual
se tiene contacto es el conjunto de numeros naturales, este se representa como
N ={1,2,3,4,...}. Se aprenden operaciones como suma, resta, multiplicacion, divi-
sion, potenciacion y radicacion. Se organizan las operaciones con algunas restric-
ciones, y una que otra omision, que posteriormente cuando se tiene un grado de
madurez de dominio de las propiedades, se extienden de forma clara en cada pro-
piedad:

Como encontraremos en los siguientes enunciados que nos manifestaron en prima-
ria.

= |a suma de dos numeros naturales cualesquiera es un numero natural.
= |a resta de dos numeros naturales es un numero natural.

m el producto de dos numeros naturales es un numero natural.

14



CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION 1.2. PRIMEROS INICIOS CON LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS

m |a raiz cuadrada de un ndmero natural es un niumero natural.

Cuando algunas de estas expresiones no es posible, simplemente nos dicen que
“esta operacion no se puede” o bien se trabajara en otro curso posterior a este.
Algunos ejemplos posibles en los que usted ha podido tener la experiencia de vivir
en la escuela primaria:

Calcular expresioses como

= 5-2 si se puede

= 2-5no se puede Diga cuanto es
®m 73 no se puede m 4-4

= /81 = 9 porque 92 = 81 n /144

= /81 = 3 porque 3* = 81 = /32

v/5 no se puede

V2 no se puede

“‘No se puede” en este contexto significa que los resultados no son numeros na-
turales. Pero existen otros sistemas numéricos donde estas operaciones si tienen
sentido.

Luego se habla de propiedades para las operaciones en donde las descripciones
verbales predominan sobre el uso de simbolos.

= Clausurativa: Las operaciones definidas entre numeros del mismo conjunto
producen numeros del mismo conjunto.
Por ejemplo si se suman o multiplican dos numeros naturales se obtiene otro
numero natural.

= Conmutativa:
Si al intercambiar el orden de los nUmeros que se operan generan el mismo
resultado. Por ejemplo 5 + 2y 2 + 5, generan el mismo resultado.

= Distributiva el producto con respecto a la suma:

El producto de un numero por una suma de dos numeros se puede obtener
como la suma de dos productos de numeros, mas especificamente, es igual
a la suma del producto de dicho numero con cada uno de los sumando. Por
ejemplo2-(5+3)=2-5+2-3.

15



1.2. PRIMEROS INICIOS CON LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION

A medida que se avanza en los afos escolares se va refinando el lenguaje y se
van incorporando nuevos conjuntos de numeros y nueva simbologia junto con un
lenguaje mas formal para la descripcion de las propiedades. Algo como

Propiedad clausurativa de suma y producto

Suma Si z y y son numeros naturales entonces = + y es un numero natural.

Producto Sixy y son numeros naturales entonces z - y es un numero natural.

Ejemplo 1.2.1. Propiedad clausurativa de suma y producto

= L asuma delos numeros naturales 5y 6 es 11y este es un numero natural.
La suma de los numeros naturales 10 y 15 es 25 y este es un numero
natural.

» El producto de los numeros naturales 5y 6 es 30 y este es un numero
natural. El producto de los numeros naturales 10 y 15 es 150 y este es
numero natural.

La suma y el producto de numeros naturales son operaciones conmutativas. Esto
quiere decir que el orden en que se operen los numeros no altera el resultado.

Propiedad conmutativa de la suma y el producto

Suma Si z y y son numeros naturales entonces z +y = y + .

Producto Si x y y son numeros naturales entonces z -y =y - x.

Ejemplo 1.2.2. Conmutatividad de la suma

= El| orden en que se sumen los numeros 5 y 6 no altera el resultado.

546=11 'y 6+5=11

= Elorden en que se multipliquen los numeros 10 y 15 no altera el producto.

10-15 = 150 y 15-10 = 150

La potenciacion no es conmutativa ya que el orden en que se operan los numeros

es importante para la determinacion del resultado. El intercambio de posicion de los

numeros 2 y 3 en las operacion potenciacion 22 y 32 generan resultados distintos.
23=2.2.2=38 y 32=3-3=9

¢ Qué otros ejemplos pueden dar? 4 Es posible con el 4 y el 2?7

16



CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION 1.2. PRIMEROS INICIOS CON LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS

Observe los siguientes enunciados y confirme su veracidad.
= 5 — 13 = —8, pero —8 no hace parte del conjunto de los niumeros naturales.
= 7/3 no hace parte del conjunto de los numeros naturales.
= /7 no hace parte del conjunto de los nimeros naturales.

Todas estas operaciones y restricciones estan ligadas a un concepto que se estu-
diara en mayor detalle mas adelante, pero que se mencionara aqui para ilustrar la
importancia de las propiedades de los numeros y el sentido en que se usaran. El
concepto es el de funcion.

Una funcién es una regla, dada explicitamente o no, que asocia a un elemento de un
conjunto de partida (dominio) un unico elemento del conjunto de llegada (codominio).
Si laregla se llama f y x es un elemento del dominio, al elemento que f le asigna
a x se le simboliza por f(x). Para indicar que f es una funcion desde el dominio A
hasta el codominio B se escribe f : A — By para indicar que = es asignado a f(x)
se escribe también = — f(z).

Ejemplo 1.2.3. Funcién

Por ejemplo f : {1,4,9,16} — N donde la regla es que a cada elemento del
conjunto de partida se le asocia la raiz cuadrada de dicho numero en el con-
junto de llegada. En simbolos, para n € {1,2,4,9,16}, f(n) = v/n.

Ejemplo 1.2.4. Funcién

Por ejemplo f : {1,2,3,---} — N donde la regla es a cada elemento del con-
junto de partida se le asocia un numero impar en el conjunto de llegada. En
simbolos paran € {1,2,3,---}, f(n) =2n — 1.

La variable en una funcién, en el caso anterior n, puede pensarse como un con-
tenedor, en el cual puede escribirse cualquier expresion que tenga sentido para la
funcién asi como para la expresién que define la funcién. Cuando sea el caso, la
funcién puede pensarse como un instrumento que transforma lo que se le pase en
el contenedor.

El dominio de la funcién del ejemplo anterior es el conjunto {1,4,9,16}. Pode-
mos definir otra funcién haciendo el dominio mas grande, por ejemplo

Ejemplo 1.2.5. Funcién

SiC =1{1,4,9, 16,25} entonces definimos g : C — N por g(z) = \/x paran € C
y esta seria otra funcion. Tiene la misma regla de asignacion que f pero actua
sobre un conjunto de numeros diferente.
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1.2. PRIMEROS INICIOS CON LAS OPERACIONES ENTRE NUMEROS CAPITULO 1. SISTEMAS DE NUMERACION

Observe que en el dominio de la funcion f en el ejemplo o en el del ejemplo
no podrian estar nimeros como 2 porque f(2) = v/2 = ¢(2) no es un valor que
esté en el conjunto de llegada N.

En lo que sigue se estudiaran algunas propiedades mencionadas anteriormente pero
en un contexto mas amplio y otras adicionales pero en el conjunto de los numeros
reales.
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Capitulo 2

Sistemas numeéricos

2.1. Numeros reales y sus propiedades

2.1.1. Convenciones

En las expresiones que se mostraran, una expresion literal como = o y, representa
un contenedor en el cual puede ubicarse cualquier expresion que tenga sentido en
el contexto. Por ejemplo si decimos que x es un numero natural, entonces debemos
pensar en cualquier numero que se encuentre dentro del conjunto {1,2,3,4,5,6,7, ...}
o cualquier combinacion de operaciones que produzcan numeros naturales.

Para indicar el producto de los numeros z y y se usa la yuxtaposiciéon, es decir, un
simbolo al lado del otro, zy, o un punto centrado entre los factores x - y.

Se usaran paréntesis (), llaves { } o corchetes[ ] para agrupar cuando sea con-
veniente y asi evitar confusiones sobre el orden de las operaciones.

A menudo encontrara operaciones o grupos de operaciones entre simbolos de agru-
pacion. Algunas opciones para llevar a cabo las operaciones planteadas son:

(1) Realizar todas las operaciones entre ellos, antes de hacer las operaciones que
existan dentro, con otros términos por fuera de los mismos. Cuando hay sim-
bolos de agrupacién anidados, es decir, signos de agrupacién dentro de signos
de agrupacion se deben realizar las operaciones desde las mas interiores ha-
cia las mas exteriores, totalizando, cuando sea posible los resultados en un
mismo nivel de agrupacion.

(2) Aplicar la propiedad distributiva en forma reiterada hasta eliminar los simbolos
de agrupacion.

(3) Unacombinaciénde (1)y (2) proporciona el camino mas adecuado para reducir
un sistema que involucra mas simbolos de agrupacion en diversos niveles.
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2.1. NUMEROS REALES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

2.1.2. Orden de evaluacién o precedencia

Para evitar ambiguedades en el orden en que deben hacerse las operaciones se han
acordado algunas reglas basicas llamadas orden de precedencia de operaciones.
Para cambiar el orden en que se hacen las operaciones por defecto se utiliza algun
simbolo de agrupacién. Tenga en cuenta que en las calculadoras y en software el
unico signo de agrupacion es el paréntesis.

m La sumay la resta estan en el mismo nivel y generalmente se realizan en el
orden de aparicion.

= La multiplicacion y la division estan en el mismo nivel y generalmente se reali-
zan en el orden de aparicion.

= La operaciéon de multiplicacion o division tiene preferencia a la de adicion o
resta cualquiera que sea el lado del numero donde aparezca.

= L os exponentes tienen preferencia sobre las sumas y multiplicaciones, y ten-
drian que ser colocados unicamente como superindice a la derecha de su base.

= Laevaluacion de funciones tiene precedencia sobre las operaciones anteriores
y se evaluan por defecto en la expresion mas cercana.

Ejemplo 2.1.1. Precedencia de sumas y productos

Halle el valor de 7+2 x5 y explique el orden de precedencia de las operaciones.
¢, Que se debe hacer para realizar primero la suma?; Cuanto es el resultado en
este ultimo caso?

Solucion La respuesta algebraica de 7 + 2 x 5 es 17 porque primero se realiza
la multiplicacion y luego la adicidn. Los simbolos de agrupacion, se pueden utilizar
para evitar confusiones, por lo que la expresion anterior también puede ser escrita
como 7+ (2 x 5). Es posible cambiar el orden de precedencia. Si queremos indicar
que primero se hace la suma 7 + 2 y luego se multiplica por 5 debemos escribir,
obligatoriamente, (7 + 2) x 5 cuyo resultado es 45.

Ejemplo 2.1.2. Precedencia de potenciacion, sumas y productos

Simplifique cada expresion.

(@) 6 +1 x 8. ;Como se debe escribir la expresion para forzar primero la
suma?

(b) 3+62% ¢Cbomo se debe escribir la expresion para forzar primero la poten-
ciacion de la suma de 3y 6?
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Solucion

(@) 6+ 1 x8 =06+ 8 = 14. Para forzar la adicién sobre la multiplicacion, se escribe
(64+1) x 8 =7 x 8 = 56.

(b) 3+ 6% = 3+ 36 = 39. Para forzar la adicion sobre la potenciacién, se escribe
(3+6)*=(9)* =81.

Ejemplo 2.1.3. Precedencia de resta, potenciacion y division

Explique cdmo es el orden de precedencia de las operaciones en el calculo de
13—5-62=2. § Como debe escribir la expresidn si primero quiere hacer la resta
13 — 5.

Solucién

Para realizar 13 — 5 - 62 + 2 primero se resuelve 6 al cuadrado. Como la division y
la multiplicacién tienen el mismo orden de precedencia, la préxima operacion puede
ser, resolver 62 entre 2 y luego resolver por 5 o multiplicar 62 por 5 y luego dividir
por 2. En todo caso, alguna de las combinaciones anteriores debe hacerse antes de
hacer la resta. Por tanto el resultado es —77.

13-5-36+2=13-180+2=13-90= —-77
13-5-36+2=13-5-18=13-90=—77

Si en la operacion inicial queremos primero la resta entre 13 y 5 debemos alterar el
orden de precedencia y escribir (13 — 5) * 6/2. De nuevo se hace primero 6% y se
multiplica por el resultado de la resta y luego se divide por 2.

(13—-5)-6%/2=8-36/2=28-18 = 144
(13 —5)-6%/2=8-36/2 =288 + 2 = 144

Ejemplo 2.1.4.

Determine el orden de precedencia en las siguientes expresiones:
= 7+15/3
m 3x10x4+15—4

m 20 —30x 15+ 25/5

Ejemplo 2.1.5. Simplificar

Simplifique 7 — 4[5 — 23(7 4 3(5 — 45)] usando el orden de precedencia de los
simbolos de agrupacion.
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2.1. NUMEROS REALES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Solucién
7 — 4[5 — 23(7 + 3(5 — 45)]
——
5—45=—40  7— 4[5 — 23(7 + 23(—40)] %0
——
3(—40) = —120 7 — 4[5 — 23(7 + (—120))] 120
+(—120) = —113 7 —4[5 — 23(—113)] . s
—23(—113) =2599 7 — 4[5+ 2599] . 2%
542599 = 2604 7 — 4[2604] . 2604 )
—4[2604] = —10416 7 — 10416 = —10409 N i y

—10409

2.1.3. El conjunto de los numeros reales, suposiciones basicas

Suponemos la existencia de un conjunto de numeros que se llamara conjunto de los
numeros reales con dos operaciones basicas: suma y producto. Estas dos opera-
ciones satisfacen la propiedad commutativa y clausurativa. Ademas se acepta que
satisfacen las siguientes propiedades

Intercambio de posicion de los niumeros en la suma y multiplicacién.

Al intercambiar los numeros en las operaciones de suma y multiplicacién se
observa que el resultado no se altera. Esdecirz +y =y + x y xy = yx.

\. J

Existencia de elementos neutros de la suma y el producto

Existen numeros 0 y 1 en los numeros reales tales que

z+0=0+z=2z y z-1=1-z=ux.

Debido a estos resultados al numero 0 se le conoce como el elemento neutro con
respecto a la operacion sumay al numero 1 se le conoce como elemento neutro con
respecto a la operaciéon multiplicacidon. Al operar un numero dado con el respectivo
elemento neutro de la operacién se obtiene el numero dado.

Ejemplo 2.1.6. Elemento neutro con respecto a la suma en los numeros

reales

1.54+0=5 & === =115 5. 44+0=-4
2.20+0=20 4. 14+0=m7 6. 1254 4+ 0 = 1254
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Ejemplo 2.1.7. Elemento neutro con respecto a la multiplicaciéon en los

numeros reales

1. 12-1=12 4. (54+6)-1=5+6 7. 500 -1 =500
2.20-1=20 5.23-1=23 8. 45-1=45
S 150l =15 6. 7-1=m 9. —-15-1=-15

Existencia de inverso aditivo

Para cada numero = existe otro numero y talque x +y = y + = = 0. A este
numero y se le conoce como el inverso aditivo u opuesto de «

El inverso de x se acostumbra a llamar —x. Es decir, si y es un numero tal que
x +y = 0 entonces y = —x. El opuesto de 0 es 0 y el unico numero real que es
opuesto de si mismo.

Ejemplo 2.1.8. Elemento opuesto con respecto a la suma de algunos nu-
meros reales

1. El opuesto de 12 es —12 debido a que 12+ (—12) =0

El opuesto de —10 es 10 debido a que —10 + 10 =0

El opuesto de 7 es —w debidoa que 7 + (—7) =0

El opuesto de 5 es —5 debidoaque 5+ (—5) =0

El opuesto de —(—2) es —2 debido a que —(—2) + (-2) =0

El opuesto de —(—(—a)) es —(—a) debido a que —(—(—a))+ (—(—a)) =0

N o a s w b

El opuestode 1 es —1 debidoaque 1 + (—1) =0

Definicion 2.1.1: Posibilidad de la resta

La resta de un numero = con un numero y, notada = — y, se define como la
suma de z con el opuesto aditivo de y, es decir:

r—y=z+ (—y).

Observe que la resta de y con x es la suma de y con el opuestode x, y — x =
y + (—z) y el opuesto de = puede ser diferente del opuesto de y. Asi que la
resta no es commutativa. 3 -5=3+(-5)=—-2y5—-3=5+(-3) =2.
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2.1. NUMEROS REALES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Existencia del inverso multiplicativo

Para cada numero z distinto de 0 existe un niumero y tal que zy = y=z = 1. A
este numero y se le conoce como el inverso multiplicativo de x.

El inverso de = se acostumbra a llamar ! o 1/z. Es decir, si y es un numero tal que
ry = 1 entonces y = x~!. El producto de un nimero = con su inverso multiplicativo

se escribe z(y~!) =z - —.
)

Definicién 2.1.2: Divisién entre un niumero x y un namero y

La division de un numero = con un numero y distinto de cero, notada x/y o
x =+ y, se define como el producto de = con el inverso multiplicativo de y, es
decir,

= -

) )

Ejemplo 2.1.9. Elemento inverso con respecto a la multiplicacion de al-

gunos numeros reales

1 1
1. Elinverso de 12 es 75 debido a que 12 - 19— 1

2. Elinverso de —10 es I_Ol debido a que —10 - I—Ol =1

. 1 . 1
3. Elinverso de m es — debidoaquer-— =1
s m

4. Elinversode 5 es % debido a que 5 - % = 1

5. Elinverso de 2/3 es % debido a que 2/3 - 1

1 —
2/ 2/3

5 _
2=

ot W

6. Elinverso de g es g debido a que

7. Elinversode 1 es  debidoaque 1-1 =1
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Ejemplo 2.1.10. Inverso

Tomemos a=5#0yb=3, asi:

3
—=3.51
3

o bien puede ser de la siguiente forma, sia =2y b = 150:

150 _

150 -27 1 =
2

75

Ejemplo 2.1.11. Observe los resultados de las siguientes operaciones

1.54+47=74+5=12 5. 10-5=5-10 =50

2. 154+42=42+15=57

3.4+ (-3)=(-3)+4=1

4. 1+2+3+4=4+3+2+1=10 7. 12(1/3+5)=(5+1/3)12 = 64

Propiedad asociativa

Al agrupar de diferentes formas bajo la operacion adicion y multiplicacion se
observa que se obtiene el mismo resultado, es decir:

6. 7200 =200 7 = 2007

z4+ (y+2)=(x+vy)+ =

r-(y-2)=(z-y) -z

Si se tiene una suma o multiplicacion reiterada, se pueden agrupar con el fin de efec-
tuar las operaciones de forma ordenada. Esta propiedad es util cuando se requiere
escoger los términos mas adecuados para realizar una determinada operacion. Con-
sidere los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.1.12. Asociar diferentes formas para operar.

1. 54246 = (5+2)+6 = 5+(24+6) 3.5:8:4=(5-8)-4=5-(8-4)
2. 5+b+2=54+24+b=(5+2)+b 4.9-b-2=(9-2)-b=18"-b

Propiedad distributiva de la adicion respecto a la suma

Para numeros reales z,y y z se tiene z(y + z) = zy + zz.
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2.1. NUMEROS REALES Y SUS PROPIEDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Basicamente lo que dice es que cuando en una multiplicacion uno de los factores es
una suma, el producto puede obtenerse haciendo los productos de los sumandos (y
y z) por el otro factor (z) y luego sumando los resultados parciales (xy y xz).

Una forma sencilla de ver la distribucion es la siguiente:

2a+3)=(a+3)+(a+3)=2a+2-3=2a+6.

La propiedad distributiva puede pensarse como una estructura y las expresiones
que intervienen pueden pensarse como contenedores que pueden albergar otras

OO0+ A=00+0 A

El cuadrado fuera de la parte contenida en el paréntesis, representa el término que
debe acompanar a cada uno de los miembros del paréntesis. Por tal razén el cua-
drado esta al lado del circulo y al lado del triangulo.

Cuando se da la suma y se escriben los factores, es decir, se da, xy+x2 y se escribe
xy + xz = x(y + z) se dice que se ha factorizado y x es el factor comun.

Ejemplo 2.1.13. Desarrolle las siguientes operaciones haciendo uso de

la distribucion

1. 22a?(6 + za) = 12za® + 22%a3.
2.3(5+2) =3-5+3-2=15+6=21
3.3/2(2+0b)=3/2-2+3/2-b=3+2

4. (x+a)[(z* = b)+2(y+5)] = (z + a)(@® = b) + 2(x + a)(y + 5)

Dominar todas estas propiedades es indispensable en el momento que use software.
El orden jerarquico de las operaciones se sigue manteniendo, por lo que se debe
hacer un uso cuidadoso de las mismas. Consulte la Guia WxMaxima (click aqui
o consulte el cédigo QR al final del libro). Alli se presenta un uso basico de las
propiedades de los numeros reales.

2.1.4. Propiedades de los niumeros reales

En la seccion se presentaron las propiedades basicas que se dan por hecho y
que se satisfacen en los numeros reales. En esta seccion se presentaran propieda-
des adicionales que pueden deducirse del conjunto de propiedades basicas.

Ejemplo 2.1.14. Suma

Sean a = -2y b= —6, determine a + b.
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Solucién
Remplazando los valores correspondientes se obtiene:

a+b=(—6)+(-2)=(—6)—(2) = =2+ (—6) = -8.

Teorema. 2.1.1: Multiplicacion por —1

Para todo numero real a, (—1)a = —a.

Lo anterior nos dice que el opuesto de 1 multiplicado por un numero «a es el opuesto
de a.

Teorema. 2.1.2: El opuesto del opuesto

El opuesto de un nimero a es —a y el opuesto de —a es —(—a).

—(—a)=a

El opuesto del opuesto de un numero a es el mismo numero a.

Ejemplo 2.1.15. Operaciones con —1

Tomemos los siguientes valores para a, a = 3y a = —7, determine —(—3) y

—(=(=7))

Solucion

Teorema. 2.1.3: Propiedad distributiva respecto a la resta

El producto de un numero a con la diferencia de dos numeros b y ¢, es equiva-
lente a la diferencia del producto de ab y ac. Es decir

a(b—c¢) = ab — ac.

Ejemplo 2.1.16. Distribucién

Sean los siguientes valores a = 8, b = 10 y ¢ = 5, determine 8(10 — 5).

Solucion

8(10 —5) =8-10—8-5 =80 — 40 = 40
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Teorema. 2.1.4: Multiplicaciéon por cero

Todo numero multiplicado por ceroescero. 0-a=a-0=0

La multiplicacion del numero O con cualquier numero real genera como resultado
cero.

Ejemplo 2.1.17. Multiplicacién por cero

Sea a un valor cualquiera, como por ejemplo a = 9, determine « - 0:

Solucion

Determine los resultados de las siguientes expresiones a = (—25)12 vy
(—25)(—12).

Solucion

(=25) - 12 = 25 - (—12) = —(25 - 12) = —300.

Para el otro caso se tiene:

(—25) - (—12) = 25 - 12 = 300.

Teorema. 2.1.6: Opuesto de una suma

—(a+b)=—a-0.

Ejemplo 2.1.19. Suma con opuestos

Determine el resultado de las siguientes expresiones —(5+ 8) y —(4 + 3).

Solucion

—(5+8) =-5-8=-13

—(443)=-4-3=-4-3=-T.
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Teorema. 2.1.7: Opuesto de la resta

—(a—b)=—a+0b.

Ejemplo 2.1.20. Opuesto para una resta

Determine los resultados de las siguientes expresiones. —(12 — 10).

Solucion

—(12—10) = —12 — (—10) = =12+ 10 = —2.

Teorema. 2.1.8: Inverso del inverso multiplicativo

Sia # 0, entonces (a7 !)"! = a.

El inverso multiplicativo del inverso multiplicativo de a es a.

Ejemplo 2.1.21. Inverso multiplicativo

Determine el resultado de (671)~.

Solucién
Se tiene que

Teorema. 2.1.9: Inverso multiplicativo del producto

Si a y b son distintos de cero (ab)™! = a~1b7.

El inverso multiplicativo para el producto de dos numeros reales distintos de cero es
el producto de los inversos multiplicativos de cada factor.

Ejemplo 2.1.22. Inverso de un numero

Determine el resultado de (16 - 7).

Solucion

=161 771
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Teorema. 2.1.10: Teorema del factor cero

Siab=0entoncesa=000b=0.

Ejemplo 2.1.23. Factor cero

Determine el valor de b, para que se cumpla a - b = 0.

. J

Se tiene que a = 50 que valor debe tomar b para que 50 - b = 0, se deduce que a b
no le queda otro camino de tomar el valor de cero, asi b = 0.

Lo mismo ocurre con « si b toma un valor distinto de cero, para que su producto sea
cero.

o bien, como 50 # 0:
50-b=0

5071 .50-6=50"1-0

S8
I
@

Teorema. 2.1.11: Inverso multiplicativo de un cociente

Si a y b son numeros distintos de cero, entonces
G =
b a

Teorema. 2.1.12: Suma de cocientes
(a/b) + (¢/d) = (ad + bc)/(bd) Sib# 0y d # 0

ad + be
bd

+

l o

a
b

Ejemplo 2.1.24. Suma de fracciones

oo
(@)
—_

Determine el resultado de las siguiente sumas. a) = + 1 b) 3 + 3
Solucién
a)8+6_8-4+5-6_32+30_62_31
5 4 5.4 20 20 10
3 1 641 7
b)3+3=1+3= 5 72
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Teorema. 2.1.13: Multiplicacion de cocientes

(a/b)(c/d) = (ac)/(bd) sib # 0y d # 0

Ejemplo 2.1.25. Multiplicaciéon de fracciones

Determine el resultado del siguiente producto.

8 6
5 4

Solucion

Ejemplo 2.1.26. Simplificacion

Simplifique la siguiente expresion.

=~
oo

w
oo

Solucion

‘q;
oo
|
Il

w
oo

Teorema. 2.1.15: Cociente de cocientes

Sib£0,c#0yd+0(a/b)/(c/d) = (ad)/(be)

ad

= 55"

o |ole
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Ejemplo 2.1.27. Cociente

. I . 10 8
Determine el siguiente cociente 5 entre 5

Solucion

Ejemplo 2.1.28. Cociente negativo

: : . ., 13 10
Muestre las combinaciones de signo en fraccion = y -
Solucién
13 13 13
1 11 -1

o biensia =10y b = 2 se obtiene:

10

- —_5
2

—10

- —_5§
2

10

=5
-2

En todos los casos se obtiene el mismo valor resultante.

Teorema. 2.1.17: Diferencia de dos cocientes
Sib#0yd# 0 setiene (a/b) — (¢/d) = (ad — bc)/(bd)

a
b

E_ad—bc
d bd
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Ejemplo 2.1.29. Diferencia de dos cocientes

- . 8§ 6
Muestre numéricamente el teorema anterior para E T

Solucion

pu— = - = — .1_
20 20 10 0

8-4—-5-6 32-30 2 1
5-4

wtl oo
|
=1 o

2.2. Clasificacion de los numeros reales

Historicamente para llegar a la estructura de los numeros reales, estos debieron
evolucionar, pasando por distintas épocas y diversos procesos de razonamiento que
conllevaron a ir mejorando la solucion de diversos problemas que se presentaban,
para dichos momentos donde no se contemplaba la solucion.

De esta forma se presenta una breve informacion de los subconjuntos de los nume-
ros reales, quienes contribuyeron a la evolucién de los niumeros reales y de forma
expansiva se van adicionando mas elementos a cada conjunto hasta completar los
numeros reales.

2.2.1. Numeros naturales
El conjunto de los numeros naturales se denota con N y se define como
N =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, ...}.

Un sistema de numeros usados para el conteo, estos presentan un orden y la exis-
tencia del numero 1 como primer elemento de este conjunto.

2.2.2. Propiedades de los numeros naturales

1. Si se toman un n en los numeros naturales, podemos considerar que el 1, es
el menor de todos los numeros naturales. Esto es 1 es menor que n para todo
n € N.

2. Sifija un numero natural k, entonces definimos sus sucesor como £ + 1 donde
k + 1 se encuentra en el conjunto de los naturales.

3. Sifija un numero natural k que sea distinto de 1, entonces se define el antecesor
como k — 1. Ademas, k£ — 1 se encuentra en los numeros naturales.
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En los numeros naturales se definen las operaciones de suma y producto; si se
suman dos numeros naturales el resultado es un numero natural, de igual forma
sucede con el producto. El producto de dos numeros naturales es un numero natural.
Por ejemplo: 2+5 = 7el 7y 5-3 = 15 el 15 son numeros naturales. Ademas contempla
las siguientes propiedades: asociativa, conmutativa, la suma distribuye con respecto
al producto y el 1 es el elemento neutro con respecto al producto.

Sin embargo, estas propiedades no son suficientes para representar en una forma
eficiente, desde un punto computacional, situaciones o transacciones que se presen-
tan en el vivir diario: deudas, el nivel por debajo el mar, temperaturas bajo cero, etc..
Ya que se necesitaria un numero y una descripcién verbal que explique el sentido.
Por ejemplo 1000 metros por encima del nivel del mar, o 1000 metros por debajo del
nivel del mar. Se hace necesario construir un conjunto mas grande que no requiera
mayor explicacién una vez establecidas ciertas convenciones. Si se habla de metros
bajo el nivel del mar se puede establecer que un signo menos delante del numero
indique metros bajo el nivel de mar. Por ejemplo, una expresion como —100m indica-
ria 100 metros bajo el nivel, sin explicaciones adicionales. El conjunto que resuelve
esta situacién es el conjunto de los numeros enteros Z.

2.2.3. Numeros enteros

El conjunto de los numeros enteros se denota con Z y se define como el conjun-
to formado por los numeros naturales, el numero 0 y los opuestos de los numeros
naturales, es decir,

Z={.,—6,-5 —4,—-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,...}.

Los opuestos de los numeros naturales se llaman enteros negativos, los numeros
naturales también se llaman enteros positivos.

En este conjunto quedan definidas las operaciones de suma y producto, con las pro-
piedades: asociativa, conmutativa, distributiva, existencia del elemento neutro bajo
el producto (1) y la suma (0). En gran medida existen situaciones en la vida real, co-
mo por ejemplo: repartir 12 dulces entre 5 nifos, o bien sea una pera entre dos nifos,
0 ¢,qué parte representa 15 minutos con respecto a una hora? Estas situaciones no
pueden resolverse con numeros enteros, se hace necesario construir un conjunto
mas amplio que nos ayude a solucionar estos tipos de situaciones; este conjunto es
el de los numeros racionales Q.

2.2.4. Numeros racionales

El conjunto de los numeros racionales es un subconjunto de los numeros reales y
esta formado por los productos de numeros enteros con inversos multiplicativos de
nuameros enteros, se denota con QQ y se define como

Q:{%:a,beZ,b;«éO}.
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Cuando b = 1 se tiene % = % = a de modo que

{%ZQGZ,}:Z

y asi los numeros enteros quedan incluidos en los numeros racionales asi como los
inversos multiplicativos de enteros distintos de cero.

Ejemplo 2.2.1. Numeros racionales

;2 o 1 7 2
3 99 5
_5 3
2. — 3 8. =
6 5. 5 4
1 1
3. — -
L _y 6. 8 9. 5 J

Todas las propiedades de los numeros enteros siguen siendo validas en QQ, ademas
se verifica la propiedad del inverso multiplicativo de todos los niumeros racionales
. a - . . a b i
excepto el cero. Si i se multiplica por su inverso, se obtiene 3 a = 1, ademas
a
a 1
—=a-—=a-bL

b b

2.2.5. Numeros irracionales

El conjunto de los numeros reales que no son racionales se llaman irracionales, este
conjunto se denota con 1.

Ejemplo 2.2.2. Numeros irracionales

Algunos ejemplos de numeros irracionales
1.« 6. \/p donde p es un numero pri-
2. V3 mo.
3. V11 7. e
4. V11 8. % +,/p donde a, b son numeros
5. V53 enteros y p un ndmero primo.
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2.2.6. Numeros decimales

Se entendera como un numero decimal, un numero real escrito de la forma

y=bdids...d,...

donde b es un numero entero el cual se llama parte entera, separado por una coma
(representacion espafiola) o punto (representacion anglosajona) de un conjunto de
digitos did, ... d, ... alos cuales se le llama parte fraccionaria, en la cual cada uno
de ellos representa a un digito, es decir, cada uno representa un numero entre O y 9.

n 1 ,
—— = n—— donde n es un ndmero entero

Las fracciones decimales tienen la forma
10™ 10m

y m €s un numero natural.
Dependiendo de la forma de la parte fraccionaria, los numeros decimales se clasifi-
can en

= Decimal finito o exacto.
Si la parte fraccionaria tiene un numero finito de digitos. Por ejemplo 3.2 o
9.425467.

= Decimal infinito.
La parte fraccionaria tiene un numero infinito de digitos 3.1415...

= Decimal periodico.

Si cierto grupo de digitos se repiten infinitamente se dice que es un decimal
perioddico. El grupo de digitos que se repite se llama periodo y se acostumbra
a representar colocando una barra sobre ellos. Por ejemplo 1.9999999... en el
cual se repite el nueve, se abrevia 1.9.

Todo decimal finito puede escribirse en la forma 75 donde n es un numero entero
y m 'y k son numeros naturales.

Ejemplo 2.2.3. Representacion decimales finitos

32 9425467
A== 425467 = —————
s 100’ 9425467 1000000

Todo numero racional se puede escribir de forma de un niumero decimal ya sea este
finito o infinito periddico. El conjunto de los numeros irracionales 1 es el conjunto de
los numeros decimales infinitos no periddicos.

Ejemplo 2.2.4. Decimales

Expanda de forma decimal los siguientes racionales: T 15 =61 y g
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Solucion:
1. g% =0.14 4. :iﬁ =—-1.5
2. % =0.3333333... = 0.3 5. % =1.25
3. g =25 6. g =15

Dado un numero = decimal periddico finito o infinito es posible expresarlo en la forma
racional. Se identifica primero el numero entero del decimal x y la parte decimal que
se repite en forma periddica. Luego se multiplica tantas veces la base 10 hasta iniciar
con el decimal periddico. Por otro lado se multiplica al nimero x por la base 10 tantas
veces, hasta que solo quede un periodo de la parte decimal, manteniendo la igualdad
con el numero z.

A estas dos expresiones se les halla la diferencia la cual ocasiona que se anule
la parte periddica infinita y asi poder obtener la representacion de x en forma de
fraccion.

Ejemplo 2.2.5. Decimal periédico infinito

Dado el siguiente numero decimal periddico infinito 1.1215151515... = 1.121
encuentre el numero racional correspondiente.

Solucion:

En primera instancia tomemos = = 1.12151515... = 1.1215. Posteriormente multipli-
quemos a z por 100 y por 10.000, que al restarlas hace que la parte infinita periddica
se anule, manteniendo un sistema de ecuaciones estable.

100z = 112.15
10000z = 11215.15

Restando estas dos igualdades en el orden siguiente se obtiene:
100002 — 100x = 11215.15 — 112.15
Realizando las operaciones se obtiene

9900z = 11103
11103

9900
3701

T =
3300

Asi se contempla que

1.1215 = @
3300
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Dados dos numeros racionales cualesquiera siempre es posible encontrar otro nu-
mero racional entre ellos, esto es, sean a y b numeros racionales, entonces aT“’ es
otro numero racional que se encuentra entre a y b.

Por otro lado se podra pensar que los numeros racionales cubren toda la recta real,
pero esto no es cierto; si intenta resolver la siguiente pregunta. s Cual es el valor de
la longitud de un lado correspondiente a un cuadrado cuya area es de 5 unidades
cuadradas? o ¢, Cual es la razon entre el perimetro de una circunferencia y su radio?
Estos tipos de numeros no son racionales y generan agujeros en los numeros racio-
nales, una tarea que a lo largo de la historia ha consistido en generar numeros no
racionales.

2.3. Valor absoluto

A menudo se acostumbra a trabajar con cantidades que usualmente son positivas,
como las medidas de longitud, el tiempo, la medida de la masa de un cuerpo, entre
otras cantidades; por lo que es recomendable garantizar el signo de cierta medida.
Si desea que las cantidades o expresiones sean positivas 0 negativas ¢que acon-
sejaria para garantizar su signo?, por ejemplo se requiere que las siguientes expre-
siones sean positivas:

5—38, 1256 — 56845, 12+a, 2(—8+6), (—1)", con el fin de dar respuesta a la inquietud,
se tiene la siguiente definicion.

Definicion 2.3.1: Valor absoluto

El valor absoluto de un numero real a es 0 sia = 0, es a si a es positivo y es
—a Si a es negativo. El valor absoluto de a se denota por |a|.

\.

Ejemplo 2.3.1. Valor absoluto

1. 10| =0 4. le|=¢e
2. |-1=1 5. |—e|=e
3. 3-8 =|-5=5 6. 5-6-8=|-9=9

\. J

Ejercicios 1. Numeros decimales
Exprese los siguientes racionales en forma decimal.

114 4

1. — 3. = T
100 3 1000
11

2. — 4. > 6. )
32 9 8

Escriba los numeros decimales dados, si es posible, en forma de fraccion.
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7. 0.000141414... 10. 3.141615 13. 2.26
8. 1.123512351235... 11. 2.2151515... 14. 0.235
9. 5.717171... 12. 1.2345678912545789...  15. 2.85

Determine el valor absoluto de las siguientes expresiones usando la definicion.
16. | — 45| 18. | — (—(—12))|
17. 1100 — 250 19. | — (= (—(—=(—2x))))|

De un ejemplo donde no se cumpla cada enunciado.

20. Dados dos numeros racionales se puede encontrar un numero entero entre
ellos.

21. Dados dos numeros irracionales se puede encontrar un numero natural entre
ellos.

2.4. Ordenamiento de los numeros reales

Existe un subconjunto de R denotado R* tal que la suma y el producto de numeros
positivos es positivo. Es decir, si z y y estan en R™ entonces zy € Rty z +y € R™.
Se asume que 0 ¢ R™.

Una propiedad fundamental que se utilizara con frecuencia es la propiedad de trico-
tomia que establece lo siguiente:

Para un numero real x se tiene, una y solo una de las tres posibilidades siguientes:
=0,z € R" 0o —x € R*. Los opuestos de los numeros positivos se llaman nimeros
negativos y se representan con R™.

Negativos Positivos

4
N

Ahora se establecera cual es el significado de menor que o mayor que y las des-
igualdades relacionadas.

(1) Menor que: = < y se lee “x es menor que y” y significa que y — x es positivo.
Esto implica que un numero es positivo si y solo si es mayor que cero ((y—x) €
R™).

(2) Mayor que: y > x se lee “y es mayor que z” y significa que = < y. Esto implica
que x — y es negativo si y solo si es menor que cero (—(z —y) € RT).
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(3) Menor o igual que: x < y se lee “r es menor o igual que 3" y significa que
rT<Yyoxr=uy.

4) r<yyy<zseabreviar <y< z.
(5) x<yyy< zseabreviax <y <z
(6) r<yyy<zseabreviax <y <z

(7) r<yyy<zseabreviazr <y <z

Definicion 2.4.1: Intervalo abierto

El conjunto de los numeros reales mayores que a y menores que b se escribe
(a,b) y se llama intervalo abierto,

(a,b) ={r € R:a < x < b}.

@ b

Ejemplo 2.4.1. Intervalo abierto

llustre en la recta el intervalo (1, 2).

Solucion

Se dibuja la recta real y se resaltan los puntos que se encuentran entre 1 y 2 como
se muestra a continuacion:

Definicion 2.4.2: Intervalo cerrado

El conjunto de los numeros reales mayores o iguales que a y menores o iguales
que b se escribe [a, b] y se llama intervalo cerrado,

[a,b] ={z €R:a <z < b}

& b
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Ejemplo 2.4.2. Intervalo cerrado

llustre en la recta el intervalo [1, 2].

Solucién
Se dibuja la recta real y se resaltan los puntos que se encuentran entre 1y 2 e
incluidos el 1y el 2 como se muestra a continuacion:

1 2

Definicion 2.4.3: Intervalo semiabierto a derecha

El conjunto de los numeros reales mayores o iguales que a y menores que b
se escribe [a, )
[a,0) ={zr € R:a <z < b}

@ b

Ejemplo 2.4.3. Intervalo semiabierto a derecha

llustre en la recta el intervalo [1, 2).

\. J

Soluciéon
Se dibuja la recta real y se resaltan los puntos que se encuentran entre 1y 2 e incluido
solo el numero 1 como se muestra a continuacion:

1 2

Definicion 2.4.4: Intervalo semiabierto a izquierda

El conjunto de los numeros reales mayores que a y menores o iguales que b
se escribe (a, b]
(a,b) ={x € R:a <z <b}.

4 b

Ejemplo 2.4.4. Intervalo semiabierto a izquierda.

llustre en la recta el intervalo (1, 2].

Solucién
Se dibuja la recta real y se resaltan los puntos que se encuentran entre 1y 2 e incluye
solo al numero 2 como se muestra a continuacion:

1 2
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Definicion 2.4.5: Intervalo abierto e infinito a derecha.

El conjunto de los numeros reales z tales que = > a se escribe (a, o).

?
a

Definicion 2.4.6: Intervalo cerrado e infinito a derecha

El conjunto de los numeros reales z tales que = > a se escribe [a, 00).

a

Definicion 2.4.7: Intervalo abierto e infinito a izquierda

El conjunto de los nimeros reales z tales que x < a se escribe (—oo, a).

yi
° a

Definicion 2.4.8: Intervalo cerrado e infinito a izquierda

El conjunto de los numeros reales z tales que = < a se escribe (—oo, a].

Vi
N

a

Con las anteriores representaciones graficas y el conocimiento de los numeros po-
sitivos y negativos, se puede presentar otra forma de la definicién de valor absoluto

a, Si a €s un numero positivo.
la| = <0, si a es igual a cero. (2.1)
—a, Siaesunnumero negativo.

Ejemplo 2.4.5. Determine el valor absoluto

Si se sabe que = < y, halle |y — z|.

Como x < y, se tieneque y —x > 0y portanto |y — z| =y — x.

Ejemplo 2.4.6. Determine el valor de cada expresion

1. 5=7=|-2 =2

2. | -2 |=-7+4=2-7T+4=(2-T)+4=-5+4=-1
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Ejemplo 2.4.7. Verifique la siguiente condiciéon

Verifique que |a| = | — a

Se realizara la verificacion considerando los diversos casos para a.

1.

2.

Sia=0entonces —a=0y|a|=|0]=0y|—a|] =|0| =0.Portanto |a| = | —al.
Si a es un numero positivo, entonces —a < 0y |a| =ay | —a| = —(—a) = a.
Por tanto |a| = | — a.

Si a es un numero negativo, entonces —a > 0y | —a| = —a y |a| = —a. Por
tanto |a| = | — al.

2.5. Propiedades de orden

Cuando se trabaja con el orden de los numeros reales, es indispensable conocer sus
propiedades y tener el dominio de las mismas, por lo que se listan a continuacién
con un ejemplo.

1.

Propiedad de tricotomia. Para a y b numeros reales cualesquiera se verifica
una y solo una de las tres relaciones a < b, b < a, a = b.

Ejemplo 2.5.1. Tricotomia

Compare el siguiente par de numeros: —2 y 5.

Solucion

Dados los valores de a y b, esto es a = —2 y b = 5, este par de numeros solo
puede cumplir una y solo una de las tres condiciones, en efecto

—2 < 5.

Propiedad transitiva: sia < by b < c entonces a < c.

Ejemplo 2.5.2. Transitiva

Compare los numeros —20y 1, 1 y 8. Compare —20 con 8.

Solucion

Se tiene que —20 < 1y por otro lado se tiene que 1 < 8, se puede concluir que
—20 < 8.
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3. Propiedad del multiplo positivo: sia < by c > 0es ac < bc.

Al multiplicar a ambos lados de una desigualdad por un numero positivo los
productos conservan el sentido de la desigualdad original.

Ejemplo 2.5.3. Producto por un numero positivo

Multiplique por 3 la desigualdad 5 < 12.

Solucion
Seaa=50b=12yc=3

Observe que a < by al multiplicar por ¢ en ambos lados de la desigualdad, por
ser este ¢ > 0 se cumple que:
b <12

0-3<12-3
15 < 36.

4. Sia<byc<0,esac> be.

Al multiplicar a ambos lados de una desigualdad por un numero negativo, los
productos tienen el sentido contrario de la desigualdad original.

Ejemplo 2.5.4. Producto por un niumero negativo

Multiplique a ambos lados por —3 en la desigualdad 5 < 12 y escriba la
desigualdad resultante.

Solucion
Seaa=50b=12yc=-3

Vemos que a < by al multiplicar por ¢ en ambos lados de la desigualdad, por
ser este ¢ < 0 se cumple que:
5 < 12

5:-(=3)>12-(-3)
—15 > —36.

5. Sia # 0 es a? > 0. El cuadrado de un numero real distinto de cero siempre es
positivo.

Ejemplo 2.5.5. El cuadrado de un numero distinto de cero es posi-

tivo

Tome el numero —3 y verifique el signo de su cuadrado.
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Soluciéon Sea a = —3, entonces (—3)% = 9, el cual es positivo. Otra forma de
verificar es usando las propiedades anteriores: —3 < 0 y multiplicando por un
numero ¢ = —3 en ambos lados de la desigualdad y como este es negativo, se
invierte el sentido de la desigualdad. Esto es:

-3<0

(=3)(=3) > 0(=3)
9>0

6. Desigualdad de los opuestos. Sia < b, es —a > —b. En particular si a < 0, es
—a > 0.

Ejemplo 2.5.6. Comparacién de opuestos de una desigualdad

Como es la desigualdad del opuesto de 6 < 11.

Solucioén

Tomemos 6 < 11, con la propiedad anterior y tomando ¢ = —1, se determina
que es cierto.
—6 > —11

7. El producto positivo de dos numeros. Si ab > 0 entonces a y b son ambos
positivos o0 ambos negativos.

Ejemplo 2.5.7. EIl producto positivo de dos numeros

Si el producto de dos numeros es 12, determine como son los signos de
cada par de numeros que cumple con esta condicion.

Solucion

El 12 es un numero positivo y existen muchos numeros cuyo producto es 12.
Por ejemplo —3y —4,3y 4,12y 1, —12y 1. En general si a es numero real que
no es cero, los numeros a 'y 12/a asi como —a y —12/a tienen producto 12. La
condicién que deben cumplir es que ambos numeros tengan el mismo signo.

8. El cociente positivo de dos numeros. Si % > ( entonces a y b son ambos posi-
tivos o ambos negativos.

Ejemplo 2.5.8. Cociente positivo

¢, Qué signo le corresponden a los numeros que generan el siguiente co-
ciente —?
3
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10.

1.

Solucién
.3 " .
Dada la fraccién R la cual es positiva, y se escoge un par de numeros como

. . -3 3 . .
a=—3Yyb= -5, asi se tiene que = = H > 0, cualquier par de numeros que
generan a g ambos deben tener el mismo signo.

La uniformidad sia < cy b < d entonces a + b < ¢+ d. Al sumar una misma

cantidad a ambos lados de una desigualdad el sentido de la desigualdad se
conserva.

Ejemplo 2.5.9. Uniformidad bajo la suma

Adicione las siguientes desigualdades 6 < 9y 10 < 15.

Solucion

Tomemos las siguientes desigualdades 6 < 9y 10 < 15, al adicionar estas dos
desigualdades en el respectivo orden, la desigualdad de mantiene, esto es:

6+10<9+15
16 < 24

El inverso multiplicativo de u numero distinto de cero. Sia > 0 entonces 1/a >
0, sia < 0 entonces 1/a < 0.

Ejemplo 2.5.10. Inverso multiplicativo

Determine el signo del inverso multiplicativo de 5.

Solucion

L1 , .
Sea a = 5, entonces la fraccién = s mayor que cero, asi es positivo.

Los inversos de dos nimeros positivos. Si 0 < a < b entonces 0 < b~! < a1

Ejemplo 2.5.11. Los inversos multiplicativos

. . 1 1
Determine el orden de los inversos de 3 y 3"

Soluciéon

1 1 1 1 . .
Seaa = 3 yb= 7 donde 0 < 3 < 7 considere ahora los inversos de a y b, en
efecto a=! =8 y b~! = 2, organizando los resultados se obtiene:

0<2<8.
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12.

13.

14.

15.

Otra forma es tomar un numero mayor que cero para multiplicar la desigual-
dad, se toma positivo con el objetivo de mantener la desigualdad. EI nimero
adecuado a la situacion es 16, debido a que 16 es divisible por 8 y por 2.

| 1
0<16 - <16~
R A )

0<2<8

Propiedad transitiva. Sia < by b < centonces a < c.

Ejemplo 2.5.12. Transitividad

Si5 <10y 10 < 10 ¢Como es 5 con respecto a 107?

Solucién

Dado que 5 < 10y 10 < 10 entonces 5 < 10.

La propiedad no se cumple si los dos numeros no son positivos. Observe que
—4 < 2 pero ; = 0.5 no es menor que -; = —0.25.

Una caracteristica de la propiedad de la tricotomia. Sia < by b < a entonces
a=n"b.

Ejemplo 2.5.13. Propiedad de la tricotomia

Determine los valores de a para que se cumplaa < 10y 10 < a.

Solucién
Dado que ¢ < 10y 10 < a, la unica forma en la que se pueden cumplir esta
dos condiciones, es que a = 10.

Suma del cuadrado de dos numeros. Para numeros reales cualesquieraay b se
tiene a®+b? > 0. Si alguno de los dos nimeros no es cero entonces a?+b? > 0.

Ejemplo 2.5.14. Suma de cuadrados

Determine el signo de 22 + (—3)2.

Solucion

Dados los valores a = 2 y b = —3, sus cuadrados correspondientes son a? = 4
y b =9, cuya suma es 4 + 9 = 13. Este es un nimero mayor que cero.

Para a > 0:

|z] < asiysolosi—a<z<a.

47



2.6. POTENCIACION, LOGARITMACION Y PROPIEDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

16.

17.

18.

19.

2.6.

Es decir, = satisface la condicion |z| < a siy solo si z € (—a,a).

Para a > 0:
|z| < asiysolosi—a<z<a.

Es decir, = satisface la condicion |z| < a siy solo si x € [—a, a].

Ejemplo 2.5.15. Valor absoluto

Determine los valores de z, para los que se cumple |z| < 2.

Solucion

De acuerdo a la propiedad anterior |z| < 2 siy solo si —2 < z < 2, por lo que
los valores que puede tomar z estan en el intervalo [—2, 2].

® ®
—9 x 2

Paraa >0
|z] >asiysblosiz <ao0z>a.

No existe ningun numero real a tal que x < « para todo real z. Es decir, no
existe un numero real que sea mayor que todos los numeros reales.

Si x tiene la propiedad que 0 < x < h para cada numero real positivo h, enton-
ces z = 0.

Potenciacion, logaritmacion y propiedades

2.6.1. Potenciacion

Observe lo qué sucede cuando se toma un numero a en los reales y se opera bajo
la multiplicacién varias veces.

El uso de una represen-

a-a tacion simbdlica para re- a-a=a
a-a-a sumir expresiones cortas a-a-a=a
a-a-a-a y complejas, para este a-a-a-a=at
a-a-a-a-a-aq tlpp de multiplicaciones Goad-aa—a"
- reiteradas, es:
n—-Vveces n-veces
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Definicion 2.6.1: Potenciacion

Cuando se mantiene el numero que multiplica, el cual recibira el nombre de
base (a) y el nUmero de veces que se multiplica a este nUmero se reconoce
como n, que se ubica en la parte superior derecha de a, el cual se denomina
exponente a”.

Desarrollar las destrezas tanto del software como de las propiedades basicas de los
nameros reales.(Dar click aqui o consulte el codigo QR al final del libro) ™

Propiedades de la potenciacion

Sea a un numero real, para un entero positivo n se define:
a"=ad"'a=g-a---aq, n>1 (2.2)
n— VECces
1 1 1 1 1
— = so===o0=00c - n>1 (2.3)
a” an— a a a a
n— VECes
a®=1, a#0 (2.4)
1
a "= (a")"' = et £ 0 (2.5)
an = Va, a>0 (2.6)
a™™ = (Ja)", a>0 (2.7)
1
a~™" = —n @ >0 (2.8)
am n
(a™)Y™ = |a|™",  myn pares (2.9)
Var=a, a>0 (2.10)
(—a)* = /—a, a>0, nimpar (2.11)

Algunos ejemplos.

Ejemplo 2.6.1. Producto de potencias

Simplifique la expresién a3 - a*

Solucioén
Partiendo de la expresion dada y al utilizar las propiedades se obtiene:

-~ 1 a’ a\3
a3~a3:—3-a3:—3:<—> =13=1
a a a
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Ejemplo 2.6.2. Simplifique la expresion

Cuando se realizan operaciones con potencias, es de considerar las siguientes pro-
piedades.

(1) a™-a" = g™t

Ejemplo 2.6.3. Desarrolle el siguiente producto de potencias de
igual base

35 3 38 — 35+8 — 313

() (ab)™ = a™b™

Ejemplo 2.6.4. Desarrolle la potencia de un producto

(3 . 5)15 — 315 . 515

n

w ()5

Ejemplo 2.6.5. Desarrolle la potencia de un cociente

3 15 315
(g) - 515
(1v) C;—n =a™". Sim < n debe ser a # 0.

Ejemplo 2.6.6. Desarrolle el cociente de potencias de igual base

Las propiedades anteriores deben aplicarse con cuidado. Se deben verificar las con-
diciones que establecen su validez.

Es incorrecto concluir que ¥/(—2)2 = —2 porque existe una regla que dice /a" =
a. Observe que la regla impone la condicién que a debe ser mayor que cero. Sin
embargo, existe una regla que establece que (a™)'/" = |a|™™ si m y n son pares,
por lo tanto
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Observe que

(—1)" = 1, sinespar
" 1-1, sinesimpar

Por otro lado, (—a)" (—1)"a™ sin es impary que (—a)" = a™ sin es

par.

Il
—~
—
|
—_
~—
—

S
~—
~—
3

|

n .
(—a) = a”, s! n es F)ar
—a™, Sln esimpar

Para hallar ¢ cuando m > n se hace la division de m entre n, si el residuo es r y el
cociente es ¢ entonces m = ng + r y entonces

m ng+r ngq

303

= qalar.

313

a

En conclusion cuando m > n se tiene que a= = a%a= donde g es el cociente al dividir
m entre n y r es el residuo correspondiente.

Ejemplo 2.6.7.

Simplifique las siguientes expresiones (a) 23/ (b) 4%/5  (c) V/314

Solucion

3 ]2
(a) Como 1 h entonces 3 =2 x 1+ 1y por lo tanto

23/2 — 9l « 91/2 — 9\/9.

8 | 5
(b) Como 3 h entonces 8 =5 x 1+ 3y por lo tanto

48/5 — 41 x 43/5 — 44/43,

14 |5
(c) Primero observe que v/314 = 3%.Como 4 }7 entonces 14 =5 x2+4y
por lo tanto

5

314/5 — 32 % 34/5 =9 34'

Asi que v/314 = 9v/34.
Ver video de potenciacion

Ejercicios 2. Potenciacion
Calcular el valor exacto de cada expresion:
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1. 2° 4 32 » 45 .55 (2/3)75 0
o 3i_ S (24 5)%- ((23-32)5 +24)4
' Hallar los resultados de las si-
3. (—8)% — (=8)2 guientes expresiones:
4. (0.2)% — (0.5) 12. a® - a* - a'®
5 (=3)' + (=2)? + (-2)3 + (-2)* + 13, go+3b . pBa—db
(—2)*
14. n+2m(, dn—m n+m __ ,,5n+8m
6.3-29— (2—5)2+5° yr Yty )
2n—-3 ., n—2\3
7.3°+371—32437 15, W)
$n78 . y3n77
8. (0.00001)° + (0.0001)?
9. 5! 4+ 51 4 51 4 511 4 51 " Pt
2)\2 3)\2 2,97 ) —q\ P—4
0. (32)2.(23)2.3.22.3 (zr-aypa pe
(2-32)5.(30-22)2.27.33 rpta

Desarrolle mediante WxMaxima los ejercicios anteriores, ver Guia de Potencias. !

2.6.2. Coeficientes binomiales

La idea basica es dar una féormula para la expansion de (a + b)" cuando n es un
numero natural.

Definicion 2.6.2:

Se define el factorial de 0, notado 0!, como 0! = 1. Para n > 1 se define el
factorial comon! =1 x2x3x--- x (n—1) X n.

Ejemplo 2.6.8. Factorial

Determine los siguientes factoriales
1!, 21, 3! 4!, 5l 6!, 7!

Solucion

1. 11 =1, 20=1x2=2, 3l=1x2x3=6, 41 =1x2x3x4=24
Pueden usarse los factoriales previos para calcular el siguiente

Hl=1x2x3x4xhb=4x5=24x5=120
N————
41
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6!:1x2x3x4x§x6:5!><6:120><5:720

5!

7l =6! x 7 =720 x 7= 5040

Los ejemplos quedan incluidos en la siguiente regla

Teorema. 2.6.1: Factorial

nl=n—-k)!n—-k+1)-n—k+2)---(n—1)-n

Sik =1setienen! = (n—1)! x n. Si se empieza en (n + 1), con k = 1 se tiene

m+1)!=n!x(n+1).

Ejemplo 2.6.9. Factorial

Calcular 7!

Pero esta no es la unica forma de expresarlo. Por ejemplo

N=(T-1)Ix7=6lx7
N=T-2)Ix(7T—-1)x7=5x6x7
N=T=-3)x(T-2)x(T—1)x7=4x5x6x7

En general
nl=n—-Dxn=n-2)xn—1)xn=mnN-3)!x(n—-2)x(n—-1)xn (2.12)

y asi sucesivamente.
En las calculadoras cientificas el factorial puede calcularse usando la tecla con el
simbolo m

Definicion 2.6.3: Combinatoria

Se define para los enteros no negativos n y k, con k < n, el combinatorio de n
y k notado (}) de la siguiente manera

R
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Ejemplo 2.6.10. Combinatoria

Calcular las siguientes combinatorias:

Solucion

3 3!
1. <—Com00—1 31=6,y (3—0)! =3I

0 3—0)0!
3\__ 3% _ 6 _6_,
0/ (3-o0)0 3(1) 6

3 3|
- = | = — D=2 =
2. () I Comoll=1, 3l=6,y(3—1)!=21=2

3 3! 6 6
<1> T @-nm 2 (2)(n) 3.

!
3. (6) (6—Com06'—720 4 =24y (6—-4)=20=2

4 6 — 44l
6 6! 720 720
4) 7 (6-—4)4l 214l 48

En las calculadoras cientificas el combinatorio puede calcularse usando la tecla con
el simbolo .
En WxMaxima podemos ver la guia o consulte el cédigo QR al final del libro Coefi-

cientes binomiales. ™

Teorema. 2.6.2: Propiedades de los combinatorios

Para numeros naturales ny kcon k <n

- (5) - 2 (1) - o (20 =)

Lo anterior puede usarse para simplificar calculos. Por ejemplo sin = 10y &k = 4
entonces puede afirmarse que

(2)= () = ()
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de modo que si calcula (%) se tiene inmediatamente el valor de () porque ambos
tienen el mismo valor. Otras igualdades para este mismo caso son

() (- ()-() (-2

El calculo de (4) puede hacerse de una manera mas directa mediante una simplifi-

cacion considerando la férmula dada en (2.12). Segun esta formula 6! = 6 x 5 x 4!

— = 15.
4

6y 6 6x5x4 6x5 30
64yl 42t 2t 2

Mediante combinatorios se pueden expandir binomios elevados a una potencia en-

tera usando
(g) a™b’ + (T) a" ot + (Z) a" i 4
(2.13)

4 n anfkbk_i__i_ n albnfl_i_ n anfnbn.
k n—1 n

(a+0b)"

(2.14)

_l’_
N
> 3
~—
S
i
ol
0
=
>
_l’_
_|_
D
N
S
i
3
<
3

Se puede ver de la expresion anterior que para hallar el término que va en la posicion
j de la expansién de (a + b)", se debe calcular,

<j " 1> a" D1, (2.15)

Ejemplo 2.6.11. Combinatorias

Desarrolle usando combinatorios

1.(a+ b)? 2.(a — b)? 3.(a +b)? 4.(a —b)>.

Solucion
1.

(2 250 2\ 11 2\ 0,2
—(O)ab+<1>ab+ 2ab

= a? + 2ab + b?
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2.
B 2 0 2 2 2—2(_ 1)\2
(a— b)? (0) +<1) (b)+(2)a (—b)
2 0 2 2 0/ 12
(o) (e (e
= a? — 2ab + V?
3.
(a—i—b)3 _ <g>a3_0bo+ (i’)a3—1b1+ (2) a2 (g)a?’_?’b?’
~(3Y 30 3\ 91 3\ 1,0 3\ 0,3
—(())ab +(1)ab + 5 a b+ 5 a’b
=a® + 3a%b + 3ab* + b3
4.

(a— by = @ B0(—p) 4 G’) 1 (—b)! + (g) (b)Y + @ a3 ()

ot ()cors (Jocars (o

=a® —3a%b + 3ab® — b®

Expandir usando combinatorios:

1.(22% + ) 2.(22% — y)* 3. <1 + 2)4 4. <1 — E)zx

Solucion
Primero calculemos todas las combinaciones necesarias

(6)-()-6)-G)-C)

y que
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, (—y)? = —*y (—y)* = y*, se tiene entonces

como (—y)? = y?

(20° — )" = 1622 — 322 + 2425 — 8%y + ¢/

<t O

444444
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C 2 2 22 4 2 3 23 8 2 4 24 16
Omo - = —_ = —= - = - = — - = = = —.
<y> y: Ty (y) v T y® (y> yt oyt

2\ * 8 24 32 16
1+2) =1+-+S+=+

Yy ¥ Y Y

Ejemplo 2.6.13. Término de un binomio

Halle el término numero 3 en la expansion de (22 — y)*.

Solucién

Este ejercicio lo hicimos anteriormente y el término nimero 3 es 2425y2. Lo haremos
ahora nuevamente usando la férmula en (2.15) donde ahora j = 3. Esto muestra que
no es necesario hacer la expansion completa, para calcular los términos deseados.
Observe que (223 + (—y))*. La férmula para el término j es

n oD pi-1
j-1 |

donde n = 4 j =3,a =2y b = —y Como (")) = (,1) = (). se tiene que el
término es

(5) @ = o) = 21

Ver con click aqui o consulte el cdédigo QR al final del libro video sobre binomios 01
(-) y video sobre binomios 02. &

Ejemplo 2.6.14. Término de un binomio

Halle el término 25 en la expansién de (1 + x)?%.
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El término 25 viene dado por

200 200
1)200-24,.24 _ 24
(o)== (3

Desarrolle usando WxMaxima el ejemplo anterior, ver guia Coeficientes binomiales.
i

Ejercicios 3.
Halle el término 15 de los siguientes binomios.

1. (1+2)% 3. 2(3n —2y)*8 5 (z—1t)*
2. 2z +y)"* 4. (1/3z — 5)® 6. (2—h)

Expanda los siguiente binomios:

5 10 7
7. (1+2y) 9. (5h +6) " (4t+2)
T
8. By +x)° 10. (5 — 7x)™? 12. (7 —mt?)?

2.6.3. Logaritmos

Anteriormente, se estudio la potenciacion que consiste en hallar el resultado dada
una base y el exponente. Por ejemplo, dada 23 se calcula 8. En lo que sigue se ilustra
una operacion que sigue el proceso inverso. Dada la base y el resultado, se debe
calcular el exponente. Es decir, dado 2” = 8 se debe hallar el exponente al cual debe
elevarse 2 para que la igualdad se cumpla. En este caso el numero buscado es 3.
Una forma sencilla de hallar la respuesta adecuada a esta igualdad es usando Wx-
Maxima, ver guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro Logaritmos.
Abajo se muestra en azul la entrada correspondiente en WxMaxima y el resultado
entre corchetes.

(% i1) solve([2"x=8], [X]);
Nos arroja como resultado [z = 3]

Utilice software o su calculadora para determinar el exponente correspondiente de
cada ecuacion.

1.3y =9 3. 3¢ =81 5. 11* = 121
2. 27 =32 4. 5b =1 6. 7 = 16807

Considere los resultados de las siguientes expresiones en WxMaxima, usando el
comando log().
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Ver guia de logaritmos en WxMaxima. ™

En forma simbdlica determinemos el exponente de la expresion 2* = 8, como x =
log, 8 a lo que corresponde cuantas veces se debe multiplicar el 2 para generar el
numero 8. Para calcular logaritmos en otras bases utilizando los logaritmos en una
base conocida se utiliza un cambio en la base del logaritmo, esta técnica se estudiara
mas adelante.

— log(8)/log(2)
(% i1)
Ejercicios 4.

Determine los siguientes logaritmos:

(1) log, (5) log, e (9) log,, 10000
(2) log; 12 (6) log, ¢? (10) log,, 10°
(3) log; 3 (7) log, €®

(4) log, 8 (8) log,s e’

Buscar en cada caso el valor del exponente y que hace cierta la igualdad.

7. 29y =32 1. 10Y =1 15. a¥ =1
8. 3¥y=9 12. a¥ =a™

16. a¥ = a™
9. 2Y =36 13. 2¥ = 1.
10. 10Y =100 14. ¥ =14 17. a¥ = a.

Definicion 2.6.4:

Sea a un numero real positivo y sea x > 0. Se dice que el logaritmo de base a
de x es y siy solo si a¥ = x.

log, = y si y sblo si a’ = z.

La expresion log,, se abrevia como log y se lee logaritmo decimal. La expre-
sion log, se abrevia In y se lee logaritmo natural.
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Figura 2.1: Numero de Euler con 234 cifras decimales

En algunos textos fi y lenguajes de programacion, la expresion log se utiliza exclusi-
vamente para el logaritmo natural. Se debe consultar que tipo de notacion usan los
libros antes de usar sus formulas o funciones.

Es importante verificar que la expresién a la cual se le calcula el logaritmo sea mayor
que cero.

Considere algunos ejemplos de logaritmos

Ejemplo 2.6.15. Logaritmo vs potencia

Muestre la equivalencia del logaritmo con la potenciacion.

Solucién
log, 32 = 5 si solo si 2° = 32.

Ejemplo 2.6.16. Logaritmos

Hallar los siguientes logaritmos:

1.log; 125  2.log 3.log, V2

[
ool —

Solucion

1. Se debe buscar un nimero y € R tal que log; 125 = y. De acuerdo a la defini-
cion esto ocurre si y soélo si 5% = 125. Si uno prueba entre los numeros 1,2,3,4
encuentra que el valor y = 3 es la solucion. Esto es log; 125 = 3.

2. Se debe buscan un numero y tal que (%)y = é Por inspecciéon se puede ver

que
D' L1 bt tanto y — 3 satisface la condicion y log, & — 3
5 _ﬁ_é' or tanto y = o satistace la con |C|onyog%§— .

"Calculus |, Tom M. Apostol
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3. Se debe buscar un nimero y tal que 2¥ = /2. Claramente y = % es larespuesta
ya que 22 = /2. Por tanto log, v/2 = L.

2

Ejemplo 2.6.17. Logaritmos

Hallar los siguientes logaritmos

(@) log103 (b) log;9 (c) log,v" (d) log,1

Solucion

(a) Primero observe que log 10° = log,, 10%. Por la definicién de logaritmo log,, 10° =
y si y solo si 10 = 10%. Analizando estas expresiones vemos que para y = 3
la expresion a la izquierda de la igualdad es igual a la de la derecha. Por tanto
log 103 = 3.

(b) Primero observe que log; 9 = log, 32. Por la definicién de logaritmo log, 3% = y
si y solo si 3Y = 32. Analizando estas expresiones vemos que para y = 2 la
expresion a la izquierda de la igualdad es igual a la de la derecha. Por tanto
log; 9 = 2.

Un analisis similar da la respuestas a los otros items.

Las calculadoras cientificas tienen teclas especiales para el calculo de logaritmos
decimales y logaritmos naturales, otras tienen la capacidad de hallar logaritmos en
cualquier base. Las teclas son para el logaritmo decimal y |E| para el logaritmo
natural. Para el calculo de otros tipos de logaritmos se debe utilizar el cambio de
base, que se estudiara mas adelante.

Ver guia Logaritmos en WxMaxima. ™

Propiedades

Cuando aparezca un simbolo o una expresion como base de un logaritmo se asumira
gue es mayor que cero y distinta de 1.

Logaritmos basicos

log, 1 =0, log, a =1, log, a™ = m. (2.16)

log,1=0, sisolosia’ =1
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Logaritmo del producto de dos numeros positivos

log,(zy) = log, = + log, v. (2.17)

Sim =log,zyn =log,yentonces a = x y a" = y. Se tiene entonces zy = a"a" =
a™*™ y por tanto
log,(zy) = m +n = log, = + log, y.

Ejemplo 2.6.18. Logaritmos

Expresar como un solo logaritmo

(@) log, = + log,(7y) (c) logb + logm
(b) log,(x + 1) + log,((z + y)*) (d) log 3 + log 4
Solucién

(@) log, z +log,(7y) = log,((x)(Ty)) = log,(Tzy)

(b) log,(z +1) +logy((z +y)*) = logy((z + 1)(= + y)*)
(c) log5 + logm = log(57)

(d) log3 +log4 =log(3 x 4)

Logaritmo de una potencia

log, b™ = mlog, b. (2.18)

Suponga que z = log, b entonces a* = by b™ = (a*)" = a*™, de donde se concluye
que
log, b™ = mz = mlog, b.

Ejemplo 2.6.19.

Expresar como un solo logaritmo log;(z* + 1) — ; log, «

Solucion

log, (2% + 1) — %Iog:,,x = log,(z® + 1) + (—%) log,

1

= log,(z? +1)+|Og x 2
:Iog3<x + 1)( )

(x + 1)
= log, 1
T2
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Logaritmo del inverso multiplicativo

Para x > 0 .
log, (—) = —log, . (2.19)
x

Seam =log, (1), entonces o™ = 1. Se deduce entonces que za™ = 1. Por tanto

log, (za™) =log,(1),  log(z) +log,(a™) =0
log,(x) + mlog,a =0, log,z+m =0
porque log, a = 1. De la ultima igualdad m = —log, x y reemplazando el valor de m

1
log, <—> = —log, .
T

Logaritmo de un cociente

Parax >0yy >0
log, (g) — log, = — log, y. (2.20)

Sim=Ilog ryn =Io entonces «” = z y a™ = y. Se tiene entonces £ = &= =
a lly y Y

am™

a™~ "™y por tanto log,, (%) = m — n. Reemplazando los valores de m y n se obtiene

log, (g) =log,z —log, y.

Cambio de base en logaritmos

Para cualquier b > 0, b # 1 se tiene

_log, z
log, z = 10,0 (2.21)

Considere y = log, =, entonces «Y = z. Aplicando log, a ambos lados se tiene
log, (a¥) = log, . Aplicando la propiedad del logaritmo de una potencia ylog,a =

. . log, = .
log, x. Resolviendo para y, se obtiene y = i 9 . Reemplazando la expresion para
p Q@
Y, |
0g, r
log, =z = 0%
log, a

Potencia de un logaritmo

alogax — a® = e:z:lna _ e(ln a)z (222)
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Considere y = log, =, entonces aY = x remplazando a y en esta ultima expresion se

obtiene,
a|09a33 —

Considere a?, aplicando In se obtiene Ina® =Ina®-1=1Ina*-Ine = Ine"?* = Ine*n?,
asi finaliza:

a® = 6;I:lna
Ver aqui o consulte el cdédigo QR al final del libro video 01, video 02 y video 03 &
con respecto a los logaritmos.

Ejercicios 5.
Determine los siguientes logaritmos:

1. log, 7 6. log, ¢ 11. log,, 100 16. log; 125
5
2. log; 12 7. log, e 12. log,, 1000 17. log(102.31)
3. log; 3 8. log,; e’ 13. log,, 10000
18. In(3.1
4. log, 8 9. log 100 14. log,, 10° n(3.19)
5. log, e 10. log 10° 15. log,(1/8) 19. In(103)

Determine el valor de x en cada expresion:

20. log, 32 =5 22. log, 5 = —

1
2

21. log,81 =2 23. log, 0.01 = -2

2.7. Plano numeérico

Anteriormente vimos que los numeros reales pueden ubicarse en una recta. Alli se
pueden ilustrar algunas relaciones entre numeros reales, pero no es suficientes para
ilustrar otras.

AN
~
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Existen otras maneras de representar relaciones entre numeros. Una de ellas con-
siste en tomar dos rectas reales y ubicarlas perpendicularmente, siendo su punto de
corte el lugar correspondiente a 0 en ambas rectas. Este punto donde se cortan las
dos rectas se llama origen del sistema de coordenadas. Tradicionalmente se le ha
llamado eje y a la recta vertical y eje = a la recta horizontal. A cada recta se le da
una orientacion. Es comun ubicar los numeros positivos en la parte superior de la
recta vertical y numeros positivos a la derecha de cero en la recta horizontal, pero
es posible cambiar por conveniencia la orientacion de los ejes.

A esta configuracién de las rectas se le llama plano numérico o plano cartesiano.

positivos
negativos

negativos positivos positivos negativos

negativos
positivos

Un punto P del plano queda determinado por dos numeros. Uno ubicado en el eje z y
otro ubicado en el eje y. Estos numeros se llaman coordenadas cartesianas del punto
y se escriben (z,y). Para determinar estas coordenadas se trazan rectas perpendi-
culares a los ejes que pasen por el punto dado. Las coordenadas son los puntos de
interseccidn de las rectas perpendiculares trazadas con los ejes respectivos.

De manera reciproca, dadas un par de coordenadas (z, y) estas representa un punto.
Para ubicar el punto, se ubica la coordenada x en el eje x y se levanta una recta
perpendicular a dicho eje que pase por x. De igual manera se ubica la coordenada
y en el eje y y se traza una recta perpendicular al eje y que pase por y.
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Ejemplo 2.7.1. Puntos en el plano

Diga cuales son las coordenadas de los puntos P y ) ubicados en el plano.

:

-

-1 1
c‘ 1
Puntos en el plano
Solucién
P P ir(l’lﬁ)
® - - -
11 IS 1
1 1 1 1 1 1
-1+ | 1+ ® -1
3 . . o
A7 A7 1
| |
- 1 -1 1 -1
-1 St Sk bbb ¢ -
& o' o-1,-n1 "

Ejemplo 2.7.2. Plano cartesiano

Grafique en el plano numérico los siguientes puntos P(0,3), Q(2,1), S(v/2,7),
T (2,-3).

3
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Solucién
En el plano cartesiano se muestran los puntos correspondientes:

S
T(i ***** ,
P
I

Q!

-1 ;1\/5

14
s
T--@

Ver guia aqui o consulte el codigo QR al final del libro plano numérico (i

Ver video de plano numerico. ®

Ejercicios 6. Ubicar los siguientes puntos en el plano cartesiano.
(1) A=(2,3) (3) C = (v3,-2.5) (5) E = (—4,0)
(2) B=(-1.5,-3.1) (4) D =(0,—4) (6) F=(2,m)

Use WxMaxima para graficar en el plano cartesiano.

7. Ubique diez puntos que se encuentren en una circunferencia de radior =2y
centrada en el origen.

8. Ubique tres puntos en una circunferencia de radio r = 1 y centrada en A =
(1/2,3.2)

9. Dados los siguientes puntos A = (0,4), B = (—4,0),C = (4,0) y D = (0,—4)
unirlos en el orden respectivo. ¢ qué figura puede apreciar?

10. Ubique los siguientes puntos

(1,0),(0,1),(0,2),(1,3),(1,4),(2,5),(3,4), (3,3), (4,2), (4, 1), (3,0), (1,0), (2,5),
(4,5),(5,4),(4,4),(3,5) silos une uno detras del otro que figura se puede apre-
ciar.
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11. Ubique los siguientes puntos:

(3,0), (6,0),(6,1),(7,1),(8,2), (8,4), (9,4), (8,6), (10,7), (1,7), (1,9),(7,9), (8,7),
(1,7),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4), (3,6), (4,6), (4,5), (5,4), (5,7), (6,7), (8,6), (7, 3),
(8,3),(3,4), (4,3),(6,5),(7,5), (7,6), (6,5),(2,4), (3,1), (3,0)

Que figura puede apreciar si los une

12. Grafica los puntos (a — h, k), (a + h,

siguientes valores

a)a=2b=1h=0k=0
b)a=1,b=3h=2k=3
c)a=3b=3h=V3k=¢

2.71.

Un segmento de recta queda determinad

uno detras del otro.

k), (h,k), (h,b —k)y (h,b+ k) para los

Segmentos, longitud y punto medio

o por su dos extremos. Si Py @) son los

extremos del segmento, el segmento se denota por P(). Para graficar el segmento
en el plano numérico se ubican los puntos en el plano utilizando sus coordenadas y

se traza el segmento de recta.

Q

Yo /‘

T % 552
y - Y1+

La longitud del segmento puede calcularse en término de las coordenadas de sus
extremos. Méas precisamente si P tiene coordenadas (z1,¥;) y @ tiene coordenadas
(x2,y2) entonces la distancia de P a ) denotada d(P, (), viene dada por

d(P,Q) = /(2 — x1)% + (y2 — 1)

2= /(x1 — 22)% + (31 — o).

(2.23)

6
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(P, Q) = /T — T (s~ P

Si se invierte el orden de los puntos la distancia no varia, es decir, d(P, Q) = d(Q, P).

Ejemplo de segmento

Ejemplo 2.7.3. Segmento

Para cada uno de los siguientes pares de puntos halle su posicion en el plano,
trace el segmento que determinan y halle la distancia entre ellos.

1. (0,2)y (3,0) 2. (—2,-3)y (0,—4) 3. (2,500) y (%, 300)
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Solucién
Con la ecuacion de distancia entre dos puntos se obtiene:

(0,2)

3,0)

Remplazando en la ecuacién (1) resulta:

d(A,B) =/(0=3)2+(2—-0)2 = \/(=3)*+ (2)> = V13

d(A,B) = /(-2 =02+ (=3~ (-4 = V(-2* + (12 =5

d(A, B) = /(2 — 2/3)2 1 (500 — (300))% = /(4/3)2 1 (200)2 = %gﬂ _ 2\/22501

Ejemplo 2.7.4. Distancia al origen

Halle la distancia entre el origen y cualquier punto (a, b).

Solucion

(0.0)

Las coordenadas del origen son (0,0) y el otro punto es (a,b). Asi que la distancia
entre los dos puntos son

d((0,0), (a,b)) = v/(a — 0)2 + (b — 0)2 = Va2 + b2

71



2.7. PLANO NUMERICO CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Si los extremos del segmento tienen coordenadas P(z1,y1) Y Q(z2,y2) Yy el punto
medio del segmento es M (z,y) entonces d(P, M) = d(M,Q) y

d(P,Q) = d(P, M) + d(M,Q) = 2d(P, M) = 2d(M, Q).

Para que las anteriores condiciones se cumplan entonces las coordenadas del punto
medio deben ser

T =

(2.24)

Ejercicios 7. Plano cartesiano
Determine la longitud de los siguientes segmentos, cuyos extremos son:

1. (-1,3)y (2, -2) 3. (2.5,—3)y (0.5,4)
2. (2/3,1/2)y (—5/3,2/5) 4. (2a,5a) y (—a, 8a)

Determine el punto medio de los siguientes segmentos, cuyos extremos son los si-
guientes:

5. (0,0)y (5,6) 8. (2.5,—3)y (0.5,4)
6. (—-1,3)y(2,-2) 9. (2a,5a) Yy (—a,8a)
7.(2/3,1/2)y (—=5/3,2/5) 10. (=5,7m)y (3,4)

Para cada uno de los siguientes pares de puntos halle las coordenadas del punto
medio, trace el segmento que determinan y ubique el punto medio calculado ante-
riormente.
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11. (0,2) y (3,0) 12. (=2,-3)y (0,—4) 13. (2,500) y (2, 300)

Ver guia, click aqui o consulte el cdédigo QR al final del libro Plano numérico. (i
Determine la longitud de los segmentos, cuyos extremos son:

14. (-1,3)y (2,-2) 16. (2.5,—3)y (0.5,4)
15. (2/3,1/2) y (~5/3,2/5) 17. (2a,5a) y (—a, 8a)

Determine el punto medio de los segmentos, cuyos extremos son los siguientes:

18. (0,0) y (5,6) 21. (2.5,-3)y (0.5,4)
19. (-1,3)y (2,-2) 22. (2a,5a)y (—a,8a)
20. (2/3,1/2)y (—5/3,2/5) 23. (=5,7)y (3,4)

2.8. Numeros complejos

Se define i de tal manera que i = —1 e i = v/—1. i se llama unidad imaginaria. Un
namero complejo es un numero de la forma a + bi donde a y b son numeros reales.
La parte real del numero complejo a + bi es a y la parte imaginaria es b. En otras
palabras, la parte imaginaria es la parte que aparece multiplicando a . EI numero
complejo a — bi puede escribirse como a + (—b)i 0 (—b)i +a = —bi + a.

Todo numero real es complejo porque puede escribirse como a = a + 0:. Es decir,
un numero complejo con parte imaginaria cero es un numero real. Por ejemplo, los
nameros 2 y w son complejos porque 2 puede escribirse como 2 = 2 + 0i, y 7 puede
escribirse como © = 7+ 0i. El nimero 0 correspondiente a los numeros reales puede
escribirse como 0 = 0 + 07 el cual es el cero complejo.

Un numero complejo con parte imaginaria distinta de cero se llama numero imagina-
rio. Un numero imaginario con parte real igual a cero se llama imaginario puro.

La parte imaginaria de % es cero. La parte imaginaria de %z es % y la parte imaginaria
de —1i—4es —1.

1. m,¢e,1,0 son numeros complejos que son reales. Su parte imaginaria es cero.

2. mi,3 — 24, gz — 9, 8i son numeros complejos imaginarios, porque su parte ima-
ginaria no es cero

3. mi, 8 son humeros imaginarios puros porque su parte real es cero.

Con el siguiente esquema se visualiza los tipos de numero complejos.
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| Numeros complejos |

Real siena+bi, b= 0. H Imaginario si en a + bi, b # 0. \ Purosiena+ bi
a=0Yy

b#0.

2.8.1. Representacion grafica de un numero complejo

Un numero complejo a + bi puede representarse graficamente como un punto del
plano numérico. El punto que le corresponde es (a, b). Los numeros reales que son
de la forma a = a+ 0i corresponden a los puntos sobre el eje x que a su vez tienen la
forma (a, 0) y los complejos que son imaginarios puros que son de la forma ib = 0+ib
corresponden a puntos sobre el eje y que su vez tienen la forma (0, b).

En general el numero complejo a + bi puede representarse como un punto del plano
numérico con coordenadas (a, b).

Ejemplo 2.8.1. Numero complejo

Ubique los siguientes numeros complejos en el plano:

2, o, w2 im 3+2, —4i+5
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Solucién
Ubique en el eje horizontal el imaginario puro y en el eje vertical el numero real.

(0,7)

¥

~

Definiciéon 2.8.1: Norma de un numero complejo

Se define la norma o médulo de un numero complejo a + bi , notada |a + bil,

como
la+ bi| = Va2 + b2,

Observe que la norma de un numero complejo es la distancia entre el origen y el
numero complejo cuando se representa como punto en el plano, es decir, |a + bi| =

d((0,0), (a,b)) = Va® + 52

2.8.2. Operaciones con numeros complejos

Definicion 2.8.2: Suma de numeros complejos

Se define la suma de los numeros complejos a + bi y ¢ + di como

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (c+ di)i

(a+bi) + (c+ di) = (a+0b) + (b+ d) i

suma partes reales suma partes imaginarias
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Definicién 2.8.3: Producto de numeros complejos

Se define el producto (a + bi)(c + di) como

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Ejemplo 2.8.2. Producto de numeros complejos

Desarrolle los siguientes productos (2 + 3i)(7 — i) y (a + bi)(a — bi).

Solucién
(2+3i)(7—14) = (2+3)(7T+ (—1)7)
= (2)(7) = B)(=1) + ((2)(=1) + 3)(7))i = 17 + 19i.

(a+ bi)(a — i) = (a+ bi)(a+ (=)
= (a)(a) = (B)(=1) + ((@)(B) + (@) (=))i = @® + 12

Definiciéon 2.8.4: Conjugado de un numero complejo

El conjugado del numero complejo a + bi es el numero complejo a — bi.

Es decir el conjugado de un numero complejo se consigue cambiando el signo a
la parte imaginaria. El conjugado de 3 — 2i es 3 + 2i. El conjugado de —4i + 45 es
47 + 45. El conjugado de un numero real es el mismo numero real porque si a es real
a=a+0i=a—0=a.

La multiplicacion de un numero complejo por su conjugado da como resultado un
numero real que es la suma del cuadrado de la parte imaginaria con la suma del
cuadrado de la parte real, es decir, si el nUmero complejo es a + bi entonces puede
verse que

(a + bi)(a — bi) = (aa — abi — abi + (bi)(bi) = a* — b*i* = a® + b*.

También observe que el producto de un numero complejo y su conjugado es la norma
al cuadrado,
la + bi]* = a* + b* = (a + bi)(a — bi).

Definicion 2.8.5: Division de numeros complejos

a+ bi

c+di
a+bi  (a+bi)(c— di)

ct+di  (c+di)(c—di)

Dados a + bi y ¢+ di # 0, la division se define por
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bi a+ b . .
se multlpllca pr por el conjugado de la expresion en
1

Es decir, para d|V|d|r i
7

el denominador.

a+bi  (a+bi)(c—di) (a+bi)c—di) 1 o
A erd)e—d) @+ @ apgethi—d)

Ejemplo 2.8.3. Conjugado

. - . .1
Hallar el conjugado del siguiente numero complejo -.
1

Solucién
La expresion en el denominador es i y su conjugado es —i. Por tanto la divisién es

Solucién
Observe que la expresion en el denominador es i — 3 y su conjugado es —i — 3 (solo
se le cambia el signo a la parte imaginaria). Por tanto

3+4i (3+4i)(—i—3) —15i—5 —5—15i 5 15, 1 3.

- — — ] = —— — —7

i—3  (i-3)(—i—-3) 12+32 10 0 10 2 2"

Las raices de indice par de numeros negativos son numeros imaginarios.

Mas precisamente, si a es negativo y n es par se tiene que {/a como i{/—a = /—ai.
Por ejemplo /=2 = v/2iy v/—4 = V/4i = 2i.

Para efectos algebraicos, un numero complejo puede tratarse como un binomio y
esta sujeto, en la mayoria de los casos, a las propiedades que se cumplen en los
numeros reales, potenciacion, radicacion, etc.

Por ejemplo, para la unidad imaginaria i se tiene que i = 1, i =iy i> = —1. Para
calcular las otras potencias puede escribirse

z’3:z’2-z’:( 1)i = —i

it =i%% = (—1)(-1) =1
Z-lO Z4X2+3 — Z4X2Z2 (i4>2(—1) — (1)2<_1) - _1.
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Potencias de :

En general para un numero natural n se tiene que i" = i" donde r es el residuo
al dividir n entre 4.

Es decir si n dividido 4 tiene cociente ¢ y residuo r entonces n =4g+ry

"= = = (N = () =

Ejemplo 2.8.5. Potencias de :

Halle las siguiente potencias complejas:
(a) ,L'G (b) Z’827

Solucion

(a) La division por 4 nos da

Se observa que el residuo es 2, de modo que * = i? = —1.

(b) La division por 4 nos da

Se observa que el residuo es 3, de modo que **" = i3 = —i.

Ver video nimero complejo 7| ®

Ejemplo 2.8.6. Potencias complejas

Expandir (a) (a + b1)?> (b) (a —b1)> (c) (2—30)% (d) (4 + (vV—2)°)?

Solucion
(a)
(a + bi)*> = a® + 2abi + (bi)* = a® + 2abi + b*i°
= a® + 2abi + b*(—1) = a* — b* + 2abi
(b)

(a—bi)® = (a+ (=b)i) = a® + 3a®(—bi) + 3a(—bi)* + (—bi)*
= a® — 3a®bi + 3a(—b)** + (=b)**
= a® — 3a%bi + 3ab*(—1) — b*(—i)
=a® — 3ab® — 3a*bi + b* = a® — 3ab® + (b* — 3a®b)i
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(c)

(2 —30)* = 2% — 2(2)(3i) + (3i)* = 4 — 12i + 3%
=412 +9(-1)=4-9—-12 = -5 — 12i

(d)
(4+ (V=2 = (4 + (V20)’)?

njo

Il
—
[\]
[T
S~—
o
Il
[\

Teniendo en cuenta que (v2)? = (v/2)?v/2 = 2V/2, que (v/2)°
i = —i y que i = —1 entonce se concluye que

(4 + (V=2)%)?2 = 16 + 8(2v/2)(—i) + 8(—1) = 16 — 8 — 16V/2i
=8 — 16V/2i
Guia de numeros complejos, click aqui o consulte el codigo QR al final del libro.

Ejercicios 8. Halle el valor de cada expresion algebraica para los valores dados.

V3i+1 VI3 +5
1. 2= — , 2+ +1 4. o = 242 =5
5 y NG ,y*(y* = 5)
V3i—1 5— 13
2. t= St 41 5. y=— —2(5 — 12
5 y 7 NGRS
V13+5 5—+/13
3-y=——+,y4—5y2 6. y=—F7—, —5y* +4
V2 V2

2.9. Aplicaciones de propiedades

Recordemos que los simbolos que se usan son contenedores y que podemos com-
binar las diversas expresiones para obtener cosas interesantes.

Ejemplo 2.9.1. Factorizacién

Expresar 2423 + 18y22° como producto de factores.
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Solucién

Observe que 24 = 2% x 3y 18 = 2 x 32. Las potencias con base comun son las po-
tencias con base 2, base 3 y las potencias con base x. De las potencias de base 2 la
que tiene menor exponente es 2 = 2'. De las potencias de base 3, la que tiene menor
exponente es 3 = 3! y las de base z la que tiene menor exponente es 3. Por tanto
para determinar el factor comun se usa (2)(3)(z%) = 6x3. Es decir, la multiplicacion
es de la forma

63;3(...4_...)7

en donde los puntos deben reemplazarse por las cantidades adecuadas.
Para determinar estas cantidades, se divide cada sumando original por el factor co-
mun. Asi,

- R 2
sumando original = 242, division = =437 = 42" = 4(1) =4

sumando original = 18y2z?, divisién =

Por tanto
242% + 18y*z° = 62° (4 + 325¢?).

Como se puede observar a la derecha, se obtiene la forma inicial del ejercicio, por
lo que extraer el factor comun es aplicar la propiedad distributiva de forma inversa.
Resolver los siguientes ejemplos en forma paralela con las guias que estan disefa-

das en WxMaxima, para este tema consultar Guia de factorizacion. ™

Ejemplo 2.9.2. Factorizacion

Factorizar .
(z+1)Y% - F @+ )72,

Solucién
Se observa que el factor comun es (z + 1) y la potencia de menor exponente es
(z +1)~'/2. Por tanto se divide cada sumando entre el factor comun

5:11)):2 =@+ D)) =@+ )i = e+ 1) =a+ 1
S ) _w () b Tl
PRt I b Rt (Gt
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De modo que

ey (e1 )
— (4 1)+ 2—71') (x4 1)1 (2x+2 — x)

2

= (z+1)7? (:c ;_ 2) = %(w + 1) Y2z +2)

1 42

2V +1

Ejemplo 2.9.3. Factorizacién

Factorizar

2B + 1) @) 20 — )7 — (30 + VY[ (20 - 3 7/(2)]

Solucién
Usando las propiedades fundamentales de la potenciacion se obtiene:

320 —3)Y2 2Bx+1)Y3 (22— 3)VELZ _ (33 4 1)2/341/3

3Br+1)23 22z —3)12 (3 4 1)2/3(2z — 3)1/2
20 —3 —3r —1
(3z + 1)2/3(2z — 3)1/2
—x—4
3z + 1)2/3(2x — 3)1/2
= —(z+4)(3z+1)"¥3(22 — 3)7V2

Algunas veces el factor comun no aparece inmediatamente. Una agrupacion ade-
cuada o reescritura de los términos puede llevar a tener un factor comun.

Ejemplo 2.9.4. Factorizacion

Factorizar la siguiente expresion:

622 — Tx + 2.

Solucion

Observe que 62% — 7x + 2 puede reescribirse como 622 — 42 — 3z + 2, se expandio
de tal manera que la adicion de estos dos términos de variable = genere a —7z y el
producto de los coeficientes genere a 6 - 2 = 12
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622 —Tr +2=06x> —4x — 3x + 2
= (62% — 42) + (=37 + 2).

De los grupos formados se extrae un factor comun
62> — Tx +2 = 2x(3x — 2) + (—=1)(3z — 2).
Se puede notar cuenta que el factor comun ahora es (3z —2) y

62> — 7x +2 = 22x(3x — 2) + (—=1)(3z — 2)
=Bz —2)(2z - 1).

Ejemplo 2.9.5. Factorizar agrupando términos

Factorizar la siguiente expresion z* — 22 + 23 — z.

Solucion

2?4t o= (2t -2+ (2® — 1)

La expresion 22 — 1 también puede factorizarse si se suma cero de una manera
conveniente, es decir si se le suma y se resta la misma expresién. En este caso
conviene sumarle y restarle x

P -l=2*+(—r+2)—1l=0@"-2)+(@-D)=a@-1)+(x—-1)=(z—-1)(z+1).
Asi que la factorizacion completa es,

vttt o= (2 — Da(r+1

Ejemplo 2.9.6. Expandir

Expanda las potencias (a + b)? y (a — b)? usando la propiedad distributiva.
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Solucion
(a+b)?=(a+b)(a+b)=(a+ba+ (a+bd
=a(a+b) + b(a+ b) = aa + ab+ ba + bb
—a’+ab+ab+ b = a®+ 2ab+ V2.
Por tanto

(a+0b)* = a* + 2ab + b°.

En forma analoga se hace la otra potencia.

(a —b)* = (a—b)(a—b) = (a —b)a— (a —b)b
=a(a—0b) —bla—b) =aa — ab— ba + bb
=a?® —ab—ab+b* = a® — 2ab + V*.

Por tanto
(a —b)* = a* — 2ab + b

Resumiendo

(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a —b)* = a* — 2ab + b*.

Ejemplo 2.9.7. Expansion

Expandir el producto (a+b)(a—b). Verifique que se obtiene el mismo resultado
al hacer (a — b)(b+ a).

Solucion

(a+0b)(a—b)=(a+ba—(a+bb=ala+b)—bla+b)
= aa + ab — ba — bb = a® + ab — ab + b

=a -0

(a+b)(a—b) =a® -V

Lo anterior significa que el producto de la suma de dos numeros por la diferencia
entre ellos esta dado por la diferencia de los cuadrados de los numeros. El orden de
la diferencia esta dado por la expresién que tiene el signo menos.
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Ejemplo 2.9.8. Expansion

Expandir (@) (3—z)(3+z)  (b) (Te+12y2)(7Tx—12yz)  (c) (vV2+z)(—v2+

Solucién
@ B—2)3+2)=3—2?=9—21"%
(b) (Tz + 12y2)(Tx — 12yz) = (Tz)? — (12y2)? = 7222 — 1224222 = 4922 — 1444222,
© (V2+2)(—V2+12)=(z+V2)(z — V2) =27 — (V2)? = 2% — 2.

Ejemplo 2.9.9. Factorizar

Expresar como producto (a) z? — 42 (b) 2222 — 81 (c) 16y* — 5.

Solucién
@) 2* —42 = (z+4)(z—4).
(b) 2222 — 81 = (22)? — 9* = (zz + 9)(zz — 9).
(€) 165" — 5 = (49°)? — (V5)? = (49 — V5) (45 + V/5).

Ejemplo 2.9.10. Expansion

Expandir usando la propiedad distributiva
(i) (a — b)(a® + ab + b?)
(i) (a +b)(a® — ab + b?).

Solucion

(1)
(a—b)(a® +ab+b*) = (a — b)a® + (a — b)ab + (a — b)b
= aa® — ba® + aab — bab + ab® — bb*
=a® — a’b+ a®b — ab?® + ab® — b*

=a - b

()
(a+b)(a® —ab+b*) = (a+ b)a* + (a + b)(—ab) + (a + b)b?
= aa® + a’b + a(—ab) + b(—ab) + ab® + bb®
=a® — a’b + a®b — ab® + ab® + b*
=a® + b
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Ver con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Guia en WxMaxima sobre
expansion. ™

Ejemplo 2.9.11. Determine el valor de x

Hallar el valor de z en los reales, tal que = + 2/5 = 3/4.

Solucién
Sume a ambos lados el opuesto de 2/5

x+2/5+(-2/5)=3/4+(-2/5)
z+0=((3)(5) + (4)(-2))/20
x =17/20,

Ejemplo 2.9.12. Simplificar

Simplificar la siguiente expresién 20/6.

Solucion
Se descompone cada numero en factores.
20 10-2 10

6 3-2 3

Ejemplo 2.9.13. Multiplicacion de binomios

Aplique la propiedad distributiva
1. (x4 a)(z +b).
2. (ax +b)(cx +d).

Solucién
1.

(x+a)(z+b)=(x+a)r+ (z+a)b
=zr + axr + xb+ ab
=2 + (a + b)z + ab.

2.

(ax 4+ b)(cx + d) = (az)(cx) + (ax)d + b(cx) + bd
= acx® + adz + bex + bd
= acx® + (ad + be)x + bd.
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Ver con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Guia de factorizacion ™
y ver los videos ©.

Ejercicios 9.
Factorice las siguientes expresiones algebraicas:

1. p*—2p8 1. %p‘l—%p:”

2. ryz — ay2® + 1Yz 12. 9a(n+m)+15b(n+m)—>5ab(n+m)

3. 24a + 32b — 22¢ + 14d 13. 49ab(x + 2y) — 35ab(x + 2y) —

4. ac+ ad+ bc+ bd +56b(x + 2y) — Tb(z + 2y)

5. 6a(c—2) +9b(c—2) 14. gggig)) —dalp+3) —rlp+3) +

6. —14m? + 29m* — 12 15, 3p— 2y 4 6

7o S D 16. (r2 +3)4+ (r2 + 3)56 — 6(r + 3) +

8. —4n” + 36n° — 24n* + 12n® — 16n° 1(r? +3)

9. 20m3®n + 35m2n® + 10mn + 5m? 17. —15c¢% + 24c¢* — 3c® + 51¢% — 662
10. —34m5 + 11m3 + 23m* + 19m? —m 18. m> —m” +m®

Multiplique las siguientes expresiones algebraicas

19. (20— 30)(a* +6) 21. " 02y~ 307)

20. 2/3(zy® + 2)(x + y) 22. (a+b)(a—2b)(x+y)

2.10. Completacién de cuadrados

A menudo es necesario completar un binomio de la forma ax?+bx para convertirlo en
2 2

la forma a (x + ) - () donde el signo de interrogacion se reemplaza por una

cantidad adecuada. Primero se trabajara el caso 22 + bz y luego el caso ax? + bx +c.

(1) Caso z? + bz. Se ordena en potencias descendentes respecto a . Se sumay

.z 2 . . . .
se le resta la expresion (2)”, es decir, la mitad del coeficiente de la variable

2
con exponente 1.

o (- () -(2) )
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2 2
2%+ bx = (x—i—g) — (g) .

Ejemplo 2.10.1. Completado cuadrado

Complete el cuadrado para 22 + 4x.

Solucion

Observe que el coeficiente de la potencia con exponente 1 es 4, es decir, b = 4.
La mitad al cuadrado es (%)2 = (2)2 = 4. Asi se obtiene,

P +dr =1+ + (2 - 22 = (v +2)* — 4

Ejemplo 2.10.2. Completando cuadrado

Caso de la forma az2 + bzx.

Solucion

(n) Caso ax? + bx. Para trabajar este caso, primero se convierte al primer caso
factorizando a.

b :
ar® +br =a | 2°+ —a:) mitad de % es 12

a

I
S

En WxMaxima se puede programar una féormula para que determine automaticamen-
te el término adecuado y necesario para completar el cuadrado, ver con click aqui o

consulte el cédigo QR al final del libro guia Completando cuadrado. s
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Ejemplo 2.10.3. Completando cuadrados

Complete el cuadrado en las siguientes expresiones

3 1
a) 42 + 12z b) ZxQ — 57

Solucion

a) 4z% + 12x = 4(2? + 3x)

4(2% + 3x) = 4

)
-3
|

Ejemplo 2.10.4. Completando cuadrados

Escriba la expresion z? — 2z + 4 en la forma a(x — h)* + &,
en donde h y k son constantes que se debe elegir de forma adecuada.
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Solucién

Puesto que el resultado debe tener un término de la forma (x — )? esto sugiere que
podria completarse el cuadrado sin alterar la expresion. Como el término al cuadrado
tiene coeficiente 1 se procede a completar el cuadrado en la variable x sumando la
mitad del coeficiente de la variable con exponente 1.

- 2r+d4=0"-20+1>-1"+4=(v—1)>+3.
Asique 2> — 2z +4=a(z—h)*’+kcona=1,h=1yk=3.

Ejemplo 2.10.5. Completando cuadrados

Escriba la expresion 322 + x — 4 en la forma a(z — h)? + k,
en donde h y k son constantes que se debe elegir de forma adecuada.

Solucién

Puesto que hay un término de la forma (z — h)? esto sugiere que podria completarse
el cuadrado sin alterar la expresion. Siguiendo las recomendaciones, se factoriza 3
de 322 + x

1
31:2+x—4:3<x2+§x>—4.

Luego se completa el cuadrado dentro del paréntesis, sumando y restando la mitad
del coeficiente de x al cuadrado,

1 1\?2 1\2
3224w —4=3 2>+ —) (= — 4.
r+x (93 +3x+(6) (6))

Dentro del paréntesis no se necesita, a — (%)2 asi que se utiliza la propiedad distri-
butiva para extraer como factor comun,

1\’ 1\?

- -3(=] —4

) ) -2(5)

1
3x2+x—4:3<x2+§m+

[\
|
w
VR
oo|,_.
| N———
S |
S

m¥+x—4—3<x+

no
|
W

I
w
/N
S
+
D= = O
S— ~——— ~— PN
no

Il
w
N
8
+
~————— ~ N~
v ol Bl
W
Ne)

Il

w

&

|
/I\
= D=
N———
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Es decir 32 + z —4 =a(x — h)* + k,donde a =3, h=—- y k= -1

Ejemplo 2.10.6. Completando cuadrado

Complete el cuadrado en z y y para la expresion
y  —8y+at—4x+20=9

y pongala enlaforma (z—h)*+(y—k)? = r? eligiendo h, k, r en forma adecuada.

Solucién
Se asocian los términos en = y y a un lado de la igualdad y se completan los cuadra-
dos en los paréntesis

(2% —4x) + (y* — 8y) =9 — 20 = —11
(2% —da + 2% —2%) + (y* — 8y + 4% — 4*) = —11.

Dentro de los paréntesis no se necesitan los términos —22? y —4? asi se sacan del
paréntesis usando la propiedad distributiva y se suman al otro lado con signo opuesto
para balancear la igualdad

(2% — dx) + (v* —8y)—9—20— 11
(2% —dx + 2% — 2°) + (y* — 8y + 4% — 4%)
)
2

(22 — 42+ 22%) + (v* — Sy + 42 11+22+42
(—2°+(y—4)P2=—-11+4+16=9 =3

Puede verse que (z — 2)? + (y — 4)? = 3? tiene la misma estructura que
(x = h)* + (y — k)’ =
donde h=2,k=4yr=3.
Complete el cuadrado en x y y para la expresion
4y + 32y + 9% — 362 + 100 = 36

(x —h)? N (y — k)

a? b2

y péngala en la forma
adecuada.

= 1 eligiendo h, k, a 'y b en forma
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Solucion

92% — 36 + 4y° + 32y = 36 — 100
9(z® — 4x) + 4(y* + 8y) = —64
9(x? —dw + 2% —2%) + 4(y* + 8y + 4> — 4%) = —64
9(z® —dx +2%) — 9(2°) + 4(y* + 8y + 4%) = —64
9(x —2)? +4(y +4)* = —64 + 9(2%) + 4(4?)
= —64 + 36 + 64 = 36
9(z —2)* + 4(y + 4)* = 36.

Puesto que debe haber un 1 al lado derecho, se divide por 36 toda la expresién, y
se simplifica a
9(z — 2)? N Ay +4)> 36

36 36 36

(z—2)%  (y+4)?
1 T 9 T

Entonces h =2,k = —2,a> =4 de donde a = 2y b*> = 9 de donde b = 3.

Ejemplo 2.10.8. Completando cuadrado

Escriba la expresion az? + bx + ¢ donde a # 0 en la forma a(z — h)? + k, en
donde h y k son constantes que debe elegir en forma adecuada.

Solucion

b
ax2+bx+c:a(x2+—x>+c
a

, b , b b\’ b\’
r+-zrz=r+-zz+|—) — | —
a a 2a 2a
b\* [ b\’
:(“5) _<%)
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ax’+br+c=a (x—l—

+

8
_I_
QI QI Qo

I
S]

al|\x

+

(
(o
(
(

—b b 2 dac — b2
Asiseobservaque h= —VYk=c— | —| = ac
a 2a 4a

Ver con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Guia completando cua-

drados ™y ver video 001 y video 002. ®

Ejercicios 10. Complete el cuadrado de las siguientes expresiones

1. 22+ 62+ 5 4. 1+ 8x* 7. 9212 4 2325 + 144
2. 22+ 42 +3 5. 22+ 64 8. t2—10t—24
3. 2t + 2%y + ot 6. (r—2)>—4(x—2)—5 9. ¢*—6g+38

2.11. Factorizacion

Se quiere descomponer z? + 3z + 2 en dos factores de la forma (x + ny)(z + ny) de
tal manera que

22430 +2=(z+n)(z+ny) = 2%+ (ng +ng)z + ning.

Se deben elegir n; y n, tal que 2 = nyn, (t€rminos constantes)) y 3 = ny + ny (coefi-
ciente de la variable con exponente 1).

Vemos que 2 y 1 son dos numeros cuyo producto es dos y su suma es tres por lo
tanto

(x+3)(x+1)=2+3z+2.

Ver guia con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Factorizacién. ™
En general, para factorizar un trinomio de la forma z? + bx + ¢, observe que el coefi-
ciente del término cuadrado es 1, se buscan dos numeros n; y n, tal que ny - ny, = ¢
y n1 + ny = b. La factorizacion es entonces

2+ br +c= (v +ny)(z +ny).
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CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS 2.11. FACTORIZACION

Aprendimos a factorizar un trinomio de la forma 22 + bx + ¢ buscando nimeros n; y
no talque ny - no =cyny +no = 0.

Cuando este no es el caso, es decir cuando el coeficiente del término de orden dos
ax’+bxr+cdonde a # 1, se usan estrategias alternativas. Antes que nada, se sugiere
ordenar el trinomio en orden descendente, de las potencias en la variable de interés.
Una de ellas es transformar el problema en otro equivalente donde el coeficiente sea
1. Esto se hace mediante un cambio de variable; se escribe:

a(az® + bz + ¢)
a
a’x? + b(ax) + ac
a
(ax)? + b(ax) + ac
a

ar’? +br +c=

Al hacer el reemplazo u = ax en esta ultima expresion nos queda

u? 4 bu + ac
a

ar® +br +c=

que se reduce al caso anterior en el numerador, pero ahora con la variable u. Se
continua el ejercicio buscando dos numeros cuyo producto es acy cuya sumaes by
luego se simplifica.

Ejemplo 2.11.1. Factorizacién

Factorizar la siguiente expresion 6x? — 14x + 4.

Solucion
Hacemos la sustitucion v = 6z en

6(622) — 14(62) + (6)(4)

622 — 14x + 4 = 5
6227 4+ —14(6x) 4 (6)(4)
N 6
(6x)? — 14(6x) + 24

6

(6x)® —14(6x) +24  w?—1du+ 24
6 - 6 ‘
Dos numeros que multiplicados dan 24 y sumados dan —14 son —12y —2 asi
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uw? —1du+24  (u—12)(u—2)
6 a 6
(6x — 12)(62 — 2)

6

6(r —2)2(3z — 1)
6

=2(x —2)(3z - 1).

En conclusion
622 — 14z +4 = 2(x — 2)(3z — 1).

Ver video con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro . ®

Ejemplo 2.11.2. Factorizacion

Factorizar 222 — 3z + 1.

Solucion
Se hara el cambio de variable v = 2z.

2(202 — 3z +1)  222% — 3(2z) + (1)(2))

20" = 3x + 1= 5 = 5
(20 -3(22)4+2)  w?—3u+2
B 2 B 2
_ (u—1)(u—2) _ (2x — 1)(2z — 2)
2 2
_ (2z 1)22(x 1) _ (- 1)z 1)

Ejemplo 2.11.3. Factorizacion

Factorizar la siguiente expresion 8 — 4t — 14t.

Solucion
Primero se ordenan las variables en orden descendente,

8 — 41?2 — 14t = —44% — 14t + 8.

La idea es hacer el cambio de variable v = —4t
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—A(—42 — 14+ 8)  (—4)%2 — 14(—4t) + (8)(—4)

4% — 14t + 8 = —~ = —
(—4t)? — 14(—14t) — 32 u? — 14u — 32
B —4 B —4
 (u—16)(u+2) (-4t —16)(—4t +2)
N —4 N —4
—4(t +4)(=2)(2t — 1)

_ — — 2t +4)(2t — 1).

Oftra estrategia equivalente para factorizar un trinomio de la forma ax?+bx+c consiste
en descomponer el término bz en dos términos semejantes de tal manera que el
producto de sus coeficientes numeéricos coincida con el producto ac, generando asi
una expresion de cuatro términos ax? + Mx + mx + ¢, con M +m = by Mm = ac
esto garantiza que se pueda factorizar por agrupacion (ax? + Mz) + (mz + c).

Ejemplo 2.11.4. Factorizacion

Factorice la siguiente expresion 622 —14x+4, por descomposicion y agrupacion
de términos.

Solucion

Se descompone el término del medio de tal manera que el producto sea 24 y la suma
sea -14

62> — 1dx +4 = 62> — 120 — 20 + 4

Esto es:

61 — 14z + 4 = 62° — 120 — 22+ 4
= (62° — 122) + (—2z +4) se agrupan en par
= 6x(r —2) —2(z —2) se aplica factor comun
= (x — 2)(6z — 2)
=2(zx —2)(3z - 1).

Ejemplo 2.11.5. Factorizacion

Factorizar la siguiente expresion 8 — 42 — 14t.

Solucién
Descomponer el término del medio (después que esté ordenado), de tal manera que
la descomposicién cumpla lo siguiente: el producto corresponda —4 % 8 y la suma
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efectivamente sea la del centro —14 esto es: —16 y 2, con estas condiciones se ob-
tiene:

—41% — 14t + 8 = —4t* — 16t + 2t + 8 = (—4t* — 16t) + (2t + 8)
= —4t(t+4) +2(t+4) = (t + 2)(—4t +2)
=-2(t+2)(2t —1).

Ejemplo 2.11.6. Factorizacion

Factorice usando factor comun por agrupacion. 222 — 3z + 1.

Solucion

20" —3r+1=22" -2z —x+1
= (22 - 22) — (x — 1)
=2zx(r—1)—(z—1)
=(x—1)(2z—-1).

Factorizacion de expresiones de la forma 22 — b?

Una forma sencilla de memorizar, pero que tiene sus raices con las propiedades
fundamentales de los numeros reales, el método consiste en expandir para luego
recurrir al factor comun, esto es: convirtiendo este binomio en un cuatrinomio 22 —? =
22 +040% = 2? +br —br+b* = (2 +bx) — (bx+b?) = z(x+b) —b(z+b) = (x+b)- (x—0)
en lo que se resume a la forma

22 —b* = (x —b)- (v +D).

Ver con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro video 001 © video 002 ®
video 003 © video 004 .

Ejercicios 11.
Factorice las siguientes expresiones algebraicas, usando WxMaxima, ver guia Fac-

torizacion.

1. P*—2P8 —14m? +29m* — 12
. xyz — Y2 + 1Yz pPP+3p+2p+5
. 24a + 32b — 22¢ + 14d —4n" 4 36n3 — 24n* + 12n® — 16n°

20m>n + 35m?2n? + 10mn + 5m*

© © o N O

2
3
4. ac+ ad+ bc+ bd
5

. 6a(c—2) +9b(c — 2) 10. —34m® + 11m3 + 23m* + 19m? —m
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2.11. FACTORIZACION

1.
12.
13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Factorice las siguientes expresiones algebraicas, usando WxMaxima.

38.
39.
40,
41,
42,
43,
44,
45,
46,

25,4 _

3
3 D

i
9a(n+m)+15b(n+m)—>5ab(n+m)

49ab(z + 2y) — 35ab(z + 2y) —
+56b(z + 2y) — Tb(z + 2y)

12(p+3)—4q9(p+3) —r(p+3) +
18(p + 3)

3 27.3 6 ,.2
1P — [Pt P

(r? +3)4+ (r* +3)56 — 6(r? + 3) +
1(r*+3)
—15¢% + 24¢* — 3¢% + 51¢® — 6¢2

m5

(a+b)(r—1)+ (a—=0b)(r—1)
322 + 922 — 62°

—m"+m°

3lm + 27nl + 15mr — 12nr
—36abn® + 12a*n?® — 4a®bn — S8abn
(m+n—1)(m?>+1) —m?

(Ba+1)(a+b+c)—(3a+1)—(a+
b+1)(3a+1)

m? + 9m + 18
2?2 + 13z + 40
n? + 9x + 14
22 4+ 62 +8

q* +2q — 63
a’—a—6
81z% + 63x + 12
9p? 4 21p + 10
2512 + 30t + 8

25
26

27

28.

29

30

31.

32.

33.

34.

35.

36

37.

47.

48
49

50.

51
52
53
54
55

. 5opq — 150pq + 100pg® + 250%pq
CAr? 1103 — 8 T —

. 9ab® — 6na’b® + 3na®b® — 15n2a*D?
Lap+ sxm — 2yp — Zym

. OmS+12m3+27mP —36m3 —21m2 +
15m + 24m*

6

9
- r™m

3
} 4lm— S

rm + 2in —

23 — 425 4+ 62° — 822 +19z* — 1322 —
2243

3Pq — 5P — 3¢+ 5pq + 13p — 1¢

16n + 22nx — 12n + 13nx — 34n +
65n+19nz+19n+17nx+36n-+11nx

m(m+13) 4+ (Tm +8)
8(ab + ¢) + 3(4ab+9)

. p?—2p —48

a® + 9a + 20

A

16b% 4 12b — 18
. 49f% —28f — 5
Ayt + 2y — 12

1622 + 40z + 9
. 49p% 4 56p + 15
. 9y% + 15y — 24
. —4t? — 14t + 8
. pt 1297 + 25
.o+ 142t + 45
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56. m* + 11m? + 24 68. 4y%y* — 49c2ptt

57. a®> - b? 69. 3p* + 5k3p? — 5k

58. a® +1? 70. Tri2% +4aTrz? — 4a

59. Im?p* — 16k%r? 71. 8c2d* + 222y8c*d* — 22%y

60. 36p? — 25k° 72. 5p+ Trbp — Tr

61. 42* — 9r?0® 73. 2zy + 9r?c2xy — 9ric

62. 64a® — 16k> 74. 11op® — 2k11op® + 2k

63. 49n? — 25r4 75. {3m?*n — Tab®}H{3m*n + Tab®}
64. Slz* — 16p? 76. {9p*q — Sed®}H{9p*q + Hed®}
65. 4mSn® — 36p* 77. {4k + 6mp*}{4k — 6mp*}

66. 25a%b* — 81c3d6 78. 8128?20 — 144a5b'2c*

67. 1212° — 9y'2ct 79. 25 — 52* + 1023 — 1022 + 52 + 9

2.12. Racionalizacién y simplificaciéon

A menudo en los calculos conviene multiplicar y dividir por una expresion adecuada
con el animo de convertir la expresion dada en una expresion mas simple. Otras
veces conviene hacer una factorizacidon para simplificar.

Ver guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro Simplificacion. o

La expresion que generalmente se escoge es una que complemente cierta estructura
conocida. Porlo general se escogen las cantidades teniendo en cuenta las siguientes
directrices

1. Para completar la estructura a — b dada (a + b) se multiplica por (a — b) porque
(a+0b)(a—10b)=a®—b2

2. Para completar la estructura a* — b* dada (a — b) se multiplica por (a+b) porque
(a+b)(a—b) =a® —b°.

3. Para completar la estructura a® — b dada (a — b) se multiplica por (a* + ab + b?)
porque a® — b* = (a — b)(a® + ab + b?).

4. Para completar la estructura a® — b dada (a® + ab + b?) se multiplica por (a — b)
porque a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?).
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Ejemplo 2.12.1. Simplificacion

Simplificar la siguiente expresién

Solucién
Observe que en el numerador aparece una expresion cuadrada menos otra expre-
sion. Esto sugiere que podria ser una diferencia de cuadrados 22 — 2 = 22 — (v/2)%y
por tanto

-2 - (V2P _@tVIe-VD) _ s

T—V2 oz —2 r—2
Ejemplo 2.12.2. Simplificacion

Simplificar la siguiente expresién

\/7—255
8x3 -7

Solucién

Observe que en el denominador aparecen dos términos, una expresion al cubo me-
nos otra expresion lo que sugiere que podria ser una diferencia de cubos. Se tiene
por un lado que 8z° = 232 = (22)%. Por el otro 7 = (v/7)°. Asi

\/7—250_ —(21‘—\/7)

83 =7  (2z)3 — (3/7)3

. 22— V1)
(22 — \/7)(1(237)2 + (22)(V7) + (V7)?)
B da2 + 29Tz + (V7)?

Ejemplo 2.12.3. Simplificacion

Simplificar la siguiente expresién
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Solucion

2 —2 2% — (V/2)?

_<\/§)3
_ (z —V2)(z + V2)
 (z—V2)(@2 + V2 + (V2)?)
B T+ 2
2420+ 2

Ejemplo 2.12.4. Racionalizaciéon

Eliminar los radicales en el numerador de la expresion

VETh—
h

y simplificar.

.

Solucién
Observe que al ser raices cuadradas las cantidades /= + h y \/x elevadas al cua-
drado eliminan los radicales. Se puede entonces multiplicar en el numerador y el

denominador por (v/z + h + /x). Aprovechando que a? — b* = (a + b)(a — b), se
escribe
VETR -\ _ (VEEh - DR+ V)
h h(Vxz 4 h+ /x)
_ (Vx+h)? — (Vx)? __zTth-=
h(Vz + h+ x) h(Vz + h+ x)
h

1

N h(Vx+h+x) T Vithto

Ejemplo 2.12.5. Simplificacion

Simplifique la siguiente expresién

(z* = 0%)(a =)
(22 +a*)(a® — b3)

Solucion
En la expresion podemos identificar que es posible expandir 24 — 8 y a® — b3, de esta

forma podemos expresarla asi:
(> =0 (2* +b")(a—b) 2* -0
(z2+a*)(a —b)(a2 +ab+b2) a2 +ab+ b2
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Ejemplo 2.12.6. Racionalizacién

Racionalizar el numerador

Ve+h— ¥z
=

Solucion

Observe que al elevar las raices cubicas al cubo se simplifican los términos a (v/z + h)? =

z+ hy (V) = z. Por tanto, dado v/z + h — /r se busca una expresiéon que multi-
plicada con este término de (v/z + h)? — (/). Esta expresiéon buscada se obtiene

de
Vo h) = (V) = (Vo +h— §a) (Vo + h)? + Vo + hi/z + (V7))

buscada

Vet+th—Yz _ (Ve+h—yz)Vo+h)?+ Vo +hyz+ (V)
h h(Va +h)? + Vo + bz + (2)?)
(Vz +h)’ — (Vz)°
h(Va + h)? + Vo + hz + (V1)?)

B r+h—2x
h(Vx + h)? + Vo + hi/z + (Yz)?)
h

T WV h)? + Yt hiE + (Vo))
1

Va+h)? + Vo +hya+ (V)2

Usar guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro Simplificacion. ™

Ejercicios 12.
Racionalice cada una de las siguientes expresiones:

3 2 x
1. —— 3. — S.
-3 75 L=ve
1 2 1
2. 4, — 6.
5+/3 V2 v
Racionalizar la siguiente fraccién con parametros:
7 va 3 va+b
" 2-Ya “Va+b—a—b
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g _ Vo N Vb 12. V4a%cd + Sabed + 4b2cd
CVa+vh o Ja—vb . |
) _ 4
10. (a+ b+ Va2 + b?) V=
1
14, ——
1. 3+ Va3 - va) Va+ Vb
Realice las siguientes divisiones
15 —1523 20 323 — 22 + 20 + 2
- 5w ' 224+ +1
$n+2yn+1
16. W o1 x2—|—x—12
5 - B ' r—3
17, x® 4+ 3r* — 38x — 10
T —09 B8
25— 22" —42? — 3w — 1 22. b—9
18. 3
342 —1
3 2 1 2 _ _
19, x +:E2 +x+ 23 6m* —m — 30
¢+ 1 2m — 5

2.13. Ecuaciones

Definicion 2.13.1: Ecuacion

Una ecuacién esta constituida por dos expresiones relacionadas mediante el

signo “=".

Ejemplo 2.13.1. Ecuaciones

A continuacion se presentan algunas ecuaciones.

Solucion
1. 8=5+3 3. 8z +2=ux(x+5H)
2. (z+3)2=2*+6x+9 4. 3r+a=a*+4

Una variable es la representacidon de un elemento cualquiera dentro de un conjunto
dado.

Consideremos dos tipos de ecuaciones algebraicas, unas denominadas identidades
y las otras ecuaciones condicionadas.
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Definicion 2.13.2: Identidad

Una identidad es una ecuacion que siempre es cierta para todos los valores
posibles que tome la variable, como por ejemplo 5z = 2z +3z, (3z+15)/3—z =
5.

Una ecuacién condicional, es una ecuacion algebraica que puede ser verdadera o
falsa, de acuerdo a los valores que tome la variable dentro de conjunto dado.

Ejemplo 2.13.2. Ecuaciones

Estime el valor que puede tomar x para que sea cierta la ecuacion:

(a). 224+4=10 (b). 2*+2=6

Solucion

(a). 2x+4 = 10 es verdadera si x toma el valor de 3 y falsa para cualquier otro valor
de z en el conjunto de los reales.

(b). 22 + 2 = 6 es cierta si x toma los valores de 2 0 —2, y es falsa para cualquier
otros valores de z.

Asi podemos definir como conjunto solucién de la ecuacién al conjunto de todas las
x que hacen que la ecuacién sea cierta.

La solucion de una ecuacion a menudo se le llama raiz de la ecuacion y a la variable
algunas veces se le denomina incognita.

Cuando nos referimos a resolver una ecuacion, significa que hay que hallar el con-
junto solucién de la ecuacion. Es decir, hallar todos los posibles valores de la variable
que hacen cierta la ecuacion.

Ver guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro Ecuaciones. (1

Ejemplo 2.13.3. Ecuaciones

Determine el valor de x para el cual la ecuacion 1 + 3x = 7 es cierta.

Solucién
1+3x = 7 cuando el numero 2 se sustituye por la z, la ecuacion original se transforma
en una identidad numérica 1 + 6 = 7.

Ejemplo 2.13.4. Ecuacidn

: . 1 :
Analice la ecuacion = 0 y determine el valor que puede tomar x para
X

que sea cierta.
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Solucion
La ecuacion

e 0 no presenta solucion, ya que no existe ningun valor para x
xz

que haga que la ecuacién sea cierta.

2.13.1. Propiedades fundamentales de las ecuaciones

Si alos miembros de una ecuacion se le suma o resta una misma cantidad la igualdad
se mantiene.

Teorema. 2.13.1:

sia=bentoncesa+c=b+coa—c=b—c.

Si alos dos miembros de una ecuacion se multiplican o dividen por un mismo numero
(diferente de cero), la igualdad se mantiene.

Teorema. 2.13.2:

Sia = bentonces axc=0bxcobiena/c=b/ccon cdistinto de cero.

Si a los dos miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia la igualdad
se mantiene.

Teorema. 2.13.3:

Si a = by n un numero entero distinto de cero, entonces a" = b

Ejemplo 2.13.5. Ecuacién

Determine el valor de z, para3z —5=u2+7

. J

Solucién
Usando las propiedades correspondientes a las ecuaciones se obtiene:

3r—5=x+7
Usando la propiedad de adicionar en ambos lados una misma cantidad.
3r—x—5+4+5=x+(—x)+7+5
Adicionando términos semejantes, se obtiene:
20 =12
Multiplicando por el inverso de 2, este es % en ambos lados de igualdad.

1 1
Sor =12
2% T3
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y asi:
xr =06

Ver con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro video de Ecuaciones. ®
Nota:

No puede concluirse que si a® = " entonces a = b. Por ejemplo (—2)* = 2% sin
embargo —2 # 2.

Ejercicios 13.
Determine la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones lineales.

1. 54+ 6x =2 7.50—9=3x+5 13. 1 —6=18—Tzx
2. 5y+1=6 8. 2k+7=12 -3k 14. 3z —1=2—11
3. b+1=-18 9. 2+3x=8—=x 15. 3x —4=2+6
4. 5—-2r=9 10. -3z +5=4—=x 16. 30 —7T=5x+2
5. —2—-5x=0 M. 2+8=3zx+1 17. (5/2)x+6 =20
6. 1=6—1 12. 2r —6=3x+1 18. axr +5=2

Use WxMaxima y compare sus resultados en los ejercicios anteriores (Click aqui). ™

2.13.2. Ecuaciones lineales en una variable

Una ecuacion de una variable z es lineal si la ecuacion puede tomar la forma
ar+b=10 (2.25)

en donde a # 0.

IZ” | a linealidad hace referencia a que el maximo exponente de la variable es 1.
=" E| simbolo a representa a la constante que multiplica a la variable.
IE” E| simbolo b representa el término independiente o constante.

IZ” |a variable no tiene que ser necesariamente z, puede ser cualquier simbolo
que se designe como variable.

5" Una vez definida la variable todos los demas simbolos son constantes.
" Es posible que b sea cero.

IF” Es posible que la ecuacion inicialmente no tenga la forma en (2.25), pero des-
pués de una simplificacion puede llevarse a esta forma.
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Para resolver la ecuacion en la forma ax + b = 0 se procede asi

ar = —b
b
r=——.
a

Ejemplo 2.13.6.

En cada caso diga si la ecuacion dada es lineal en la variable sefialada, cuando
lo sea indique el valor de a y el valor de b.

1. Variable t,3t +2 =0 5. Variable z, 2(z — 5) = 2 — 4.

2. Variable s, s + %
6. Variable y, y(y — 2) = 0.
3. Variable o, fa + 7.

4. Variable z, 322 — z = 0. 7. Variable z, x(z + p) = x + 3z.

Solucion

1.
2.

La ecuacion es lineal y ya esta en laforma ax +bcona =3y b = 2.

La ecuacion es lineal y ya esta en la forma ax 4+ b. Como la variable es s, a = «
1

. La ecuacion es lineal y ya esta en la forma az + b = 0. Como la variable es o

setienequea=yb=1.
No es lineal, porque el maximo exponente de la variable es 2.
La expresion puede simplificarse a

20 —-5)=a—-4

2 —10=2—-4
2c—xz—10+4 =0
r—6=0

Lo anterior indica que sies linealyque a=1y b= —6.

. Al simplificar se obtiene que y(y — 2) = 0 es equivalente a y?> — y = 0. Como la

variable es y y su maximo exponente es 2. La ecuacion no es lineal.
Si es lineal, la variable =z tiene exponente uno.

rz+pr=x+ 32
rz—3z+pr—x=0
(x=3)z+pr—2=0
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a=x—3yb=pr—u=x.

Usar guia con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Ecuaciones lineales.
0t

Ejercicios 14.
Determine la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones lineales:

1. 54+6z =2 16. 32 —7=5x+2
2. 5y+1=6 17. (5/2)x +6 =20
3.b+1=-18 18. ax +5 =2
4. 5-20=9 19. 2 —2=x+1
> ~2-dr=0 20. 4(z+1)— (2 —x)=5(z —2) — 4
6. r=6—2x

21. 32 — 8 =10
7.50—-9=3z+5

22. —Tx =15+ 2x
8. 2k +7=12—3k

23. 5x+ 13 = —12 — 52
9. 24+3x=8—=z

24. 1/x=1/a+1/b
10. -3z +5=4—z [v=1/a+1/
M. 24+8=3x+1 25. v +1=38
12. 22— 6 =31+ 1 26. 0=z—10
13. x —6=18 — Tz 27. —x+15=20
14. 32 —1=z—11 28. 27 — 15 =50
15. 30 —4=2+6 29. 5r+ 14 =35

2.13.3. Ecuaciones lineales en dos variables

Las ecuaciones lineales con dos variables se pueden representar graficamente en
el plano cartesiano y originan una linea recta.

Ejemplo 2.13.7.

Hallar la representacién grafica de la ecuacion y = 2z — 3.

107


maximaguias/Guia10_Ecuaciones Lineales.wxmx
maximaguias/Guia10_Ecuaciones Lineales.wxmx

2.13. ECUACIONES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

r|y=2x—3
0 -3
2.1) 2 1

0,-3)

Ver video de la grafica. ®

Un conjunto de ecuaciones lineales reciben el nombre de sistema de ecuaciones
lineales y la solucién del sistema es el par ordenado que satisface todas las ecua-
ciones lineales.

Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro guia de Simplificacion. s

Ejercicios 15.
Simplifique cada expresion y grafique:

1.5y —3=x 12. 2—-2m+2m—(2—p)| =2
2. 2=2y+2 13. 8 —2(x —3) =4+ 2(y — 3)
3. 48y — 13+ 12y = T2y — 3 — 24x 14. 100 — 4(z +1) = 13 + 3y
4. 624+ 122 —9—-8x+10+y =0 9
15. —x =Ty
5 23z —1)+7=8x—(3—2y) 3
6. —(dy —6)+9 =Tz — (1 — 6x) 16. 1+ Y _ % _4
2 2
7.3c—1=2(y—1
x (y—1) . 43
8. 7—6(z—1)="7+2(Ty — 4) Yty =
9. 3[2— (3z —6)] —4(1 —2z) =4 — 5y 18 3x—5_:v—6_y
C4 12
10. 2(z+2)—5(2y—3) =3
r—2 zxz-—2xz-4
1. 21 — [5x — (32 — 1)] = 5y — 12 19 ——+ (6 >=%
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Sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de dos, tres o0 mas ecuaciones lineales con sus respectivas variables,
donde se busca una solucion comun, se considera resolver el sistema.
Un sistema dos por dos, se considera de la siguiente forma:

ar +by =c
dr+my=np
Donde a, b, ¢,d, m y p son numeros reales fijos.
Una solucién de un sistema de ecuaciones lineales dos por dos (dos ecuaciones

con dos variables), consiste en hallar el par de valores (z,y), que satisfacen ambas
ecuaciones. Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.13.8. Sistemas lineales

Verificar que para el sistema de dos ecuaciones con dos variables

2r+ 3y =14
3z + 4y = 19.

Tiene como par solucién a (1,4).

\. J

Solucién

Dado que el par solucion es (z,y) = (1,4), es decir z = 1y y = 4, Para saber si es
solucién del sistema dos por dos, basta remplazarlas en cada una de las ecuaciones
ya que debe satisfacer cada una de ellas.

2(1)+3(4)=2+12=14
3(1) +4(4) =3+ 16 =19

Efectivamente, satisface las dos ecuaciones, por lo que se considera solucion del
sistema.

Cada ecuacion lineal representada en el plano cartesiano, le corresponde el trazo
de una recta, si se usa un sistema de ecuaciones dos por dos es de analizar que son
dos rectas en el plano cartesiano, por lo que se consideran todas las posibilidades
de compartir soluciones.

Los posibles casos para la existencia de soluciones son:

1. Una unica solucion, en tal caso las rectas se cortan en un unico punto.
2. Infinitas soluciones, en tal caso las rectas se superponen.

3. No tenga solucion, en tal caso las rectas son paralelas en el plano.
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S

2.13.4. Resolver sistemas de ecuaciones dos por dos

Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.13.9. Método de eliminacion de variables

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

3r+4y = -7
7= g — 1

Determine la solucién en caso que exista.

\.

Solucién

Para eliminar una variable combinando las dos ecuaciones, estas deben tener el
mismo coeficiente y signo contrario, para que el caso se de, se multiplica la segunda
ecuaciéon por —3 y se ejecuta la suma correspondiente.

dr+4y = -7
r—2y=1 = —3x + 6y = -3

Generando un nuevo sistema equivalente.

3r+ 4y = -7
-3z + 6y = -3

Sumando estas dos ecuaciones se obtiene como resultado:
10y = —10

y=-1

por otro lado podemos eliminar la variable y, pero en este caso se multiplica la se-
gunda ecuacion por 2, esto es:
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dr+4y = -7
r—2y=1 = 2x —4y =2
Generando un nuevo sistema de ecuaciones lineales, asi:
3v+4y = -7
20 — 4y =2

Sumando estas dos ecuaciones se obtiene el siguiente resultado.

Como conclusion se tiene el par solucion (z,y) = (—1,—1), en otras palabras la
solucibnesz=—-1yy=—1.

Definicion 2.13.3: Método de eliminacion de variables

El método consiste en eliminar una variable adicionando dos ecuaciones. Ele-
gida una variable, se multiplican las ecuaciones por un numero que convierta
en inversos aditivos los coeficientes de la variable elegida.

Ejemplo 2.13.10. Método de sustitucion de variables

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

3z +4y = -7
r—2y=1

Determine la solucion en el caso que exista.

Solucién
En la segunda ecuacion se despeja la variable x, con el fin de sustituir en la primera
ecuacion

{33:—1—43/:—7
r—2y=1 sr=1+2y
3(1+2y)+4y = -7
3+ 6y +4y=-—7
3+ 10y = -7
10y = —10
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y=-1

Con y = —1 se sustituye en la ecuacion que se despejo a x, esto es

r=1+2y

Cuya soluciones z = -1y y = —1.
Usar con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro guia para solucionar los

ejemplos anteriores. ™

Definicion 2.13.4: Método de sustitucion de variables

Este método consiste en despejar una de las variables en una ecuacion y sus-
tituirla en la segunda, generando una ecuacion con una variable para resolver.

Ejemplo 2.13.11. Método de igualacion de variables

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

3r+4y = -7
7 — g — 1|

Determine la solucion en caso que exista.

. J

Solucién
En ambas ecuaciones se elige la misma variable para despejar, como se muestra a
continuacion:
—7—4y
3
r—2y=1 =sr=1+2y

r4+4dy=-7 ==

De esta forma se igualan las expresiones que se encuentran a la derecha de la
variable z, asi:

74
T,

—7—4y =3(1+ 2y)

—7—3=06y+4y
—10 =10y
y=-1
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Se sustituye el valor de y en cualquiera de las dos ecuaciones que tienen despejada
la variable z.

r=14+2y=142(-1)=1-2=—-1-
Por tanto la solucibnes z = -1y y = —1.

Ver con click aqui o consulte el codigo QR al final del libroguia o

Definicion 2.13.5: Método de igualacion de variables

Este método consiste en escoger la misma variable en ambas ecuaciones para
despegar y posteriormente se igualan los resultados obtenidos, para generar
una ecuacion con una variable y resolver.

2.13.5. Sistemas de ecuaciones tres por tres

Usando los mismos argumentos de los sistemas dos por dos, se procede a solucionar
los sistemas tres por tres. Considere los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.13.12. Usando el método de eliminacién

Solucione el sistema
r+y+z=30 (1)

z+y—22=0 (2)
r+3y—22=30 (3)

por el método de eliminacion de variables.

Solucién

Se observa en el sistema de ecuaciones que la variable x, es candidata para la
eliminacion, solo basta multiplicar la ecuacion por —1. Eliminemos la variable = con
la ecuacion (1) y (2).

r+y+z=30 (1)
r+y—22=0=>—-c—-y+22=0 (2)
r+y+z=30
—r—y+22=0
3z =30
z =10

En este caso se eliminaron dos variables x y y de tal forma que se obtiene el valor
de z = 10.
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Luego se toma la ecuacion (2) y (3), con el mismo objetivo de eliminar a la variable
Z.
r+y—22=0 (2)
r+3y—2:=30=—x—3y+2z=-30 (3)

Sumando estos dos resultados se genera:

r+y—22=0

—2y=-30
y=15

Ocurre que se eliminan dos variables = y z, generando el valor de y = 15. Con estos
dos valores se halla la tercera variable faltante solo con remplazar en cualquiera de
las tres ecuaciones lineales originales.

r+y—2z=x+(15)—-2(10)=x—-5=0

y asi
r =0.

El conjunto solucion es {5, 15, 10}.

Ejemplo 2.13.13. Usando el método de eliminaciéon

Solucione el sistema
br+4y+32=60 (1)

4z + 3y + 52 =50 (2)
3z + 5y +4z =46 (3)

por el método de eliminacion de variables.

\. J

Solucién

Se escoge la variable x para eliminar con las dos primeras ecuaciones, las cuales
se multiplican por 4 y —5 respectivamente, con el fin de tener el coeficiente de la
variable x como inversos aditivos.

5z 4 4y + 32 = 60 = 20z + 16y + 12z = 240 (1)
Az + 3y + 5z = 50 = —20x — 15y — 252 = —250 (2)

Al adicionar estas ecuaciones se obtiene:

20z + 16y + 12z = 240

114



CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS 2.13. ECUACIONES

—20x — 15y — 252z = —250

y—13z=-10 (4)

Se obtiene una ecuacién con dos variables, eliminemos a la variable x con (2) y (3)
ecuacion lineal, multiplicandolas por 3 y —4 respectivamente.

dx 4+ 3y + 5z = 50 = 122 + 9y + 152 = 150 (2)
3x 4+ 5y + 4z =46 = —12x — 20y — 162 = —184 (3)

Adicionando estos resultados se obtiene:
122 + 9y + 152 = 150

—122 — 20y — 162z = —184
—1ly—2z2=-34 (5)

Con la ecuacion (4) y (5) se elimina la variable y, con solo multiplicar por 11 la ecua-
cion (4) y adicionar a la ecuacion (5).

y— 13z = —-10 = 11y — 143z = —110
—1ly—z2=-34=

Adicionando resulta:
11y — 1432z = —110

—1ly—2=-34

—144z = —144
z=1

Este valor z = 1, se reemplaza en la ecuacion (4) para determinar a la variable y.
y—13z2=y—13(1) =y —13=-10
Yy =3.
Con estos dos valores z = 1y y = 3, se hace la sustitucion en (1), esto es:
Sz 44y + 32 =5x +4(3) +3(1) =52 + 12+ 3 = 5z + 15 =60

bx = 45
=9
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La solucion del sistema es {9, 3, 1}.
Ver guia con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro Sistemas de ecua-

ciones lineales. ™

Ejemplo 2.13.14. Aplicaciones

La diferencia de dos numero es de 14 y la cuarta parte de su suma es 13. Halla
dichos numeros.

Soluciéon

Se definen las variables que intervienen en el problema, estas son los dos numeros
que se estan solicitando que cumpla con dos condiciones.

Sea z y y los dos numeros que se requiere, con las condiciones dadas, que se re-
presentaran como sigue:

La diferencia de los dos numeros es 14, que corresponde a

r—1y=14.

La cuarta parte de su suma es 13, le corresponde la siguiente expresion:
Generando asi el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

Tty

13
4
r—y=14
Tr+y
=13
4

Resolviendo para las variables z y y, por el método de eliminacién de variables.

r—y=14
T+y
4

=13=x+y=2>52
Adicionado estas ecuaciones, resulta:

r—y=14
T +y =952

=33

A x le corresponde el valor de 33, esto es x = 33.
Se remplaza este valor en cualquiera de las ecuacion iniciales para hallar y, asi:
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r—y=33—-—y=14
—y=14-33=-19
y=19

Por tanto los numeros buscados son 33 y 19, para que cumpla con las condiciones
dadas.

Ejemplo 2.13.15. Aplicaciéon

Un estanque tiene dos grifos A y B. Si abrimos el grifo A durante 3 minutos y el
grifo B durante 1 minuto, salen en total 501 litro de agua. Si en cambio abrimos
el grifo B durante 2 minutos y el A durante 1 minuto, entonces salen en total
401 litros de agua. ¢, Cuantos litros de agua arroja cada grifo en 1 minuto?

Solucién
Determinese la cantidad de agua que arroja cada grifo en el estanque, identifiquemos
la cantidad de agua con A y B respectivamente en un minuto.
Si abrimos el grifo A durante 3 minutos y el grifo B durante 1 minuto, salen en total
501 litro de agua.

3A+ B =501

Si en cambio abrimos el grifo B durante 2 minutos y el A durante 1 minuto, entonces
salen en total 401 litros de agua.

A+2B =401

Planteadas las ecuaciones de cada situacion, se constituye el sistema de ecuaciones
siguientes:

3A+ B =501
A+ 2B =401

Usando el método de eliminacion para la variable B, recurrimos a multiplicar la pri-
mera ecuacion por -2.

3A+ B =501 = —-6A—2B = —-1002
A+ 2B =401

Al adicionar estas dos ecuaciones se obtiene:
—6A — 2B = —1002

A+2B =401
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—5A = —601
Asi, se tiene el valor de la variable A:

—601
A= Lg =601/5 =120.2

Con este valor de A, se remplaza en la ecuacién A + 2B = 401, en efecto:

1
O 425 = a0t
5
23_401_@:401-5—601:2005—601:14()4
) ) ) 5
B—1404—14O4
10

El grifo A arroja 120.2 litros de agua en un minuto y el grifo B arroja 140.4 litros de
agua en un minuto.

Ejercicios 16.
Resuelva los siguientes sistemas lineales:

| Ju-132=10 (2 + 6y — 132 = 20 (2 +4) y _9

8y =34 7. {22 —8y—122=4 13. 3,2 2
2 +y+2=10 Tty —3B2-2)=

2y — 132 =0 )
2. _ _
{—21y—2z:—4 . Oy = 13z +w =20 (-1 y-3_11
A8y —12z+bw =4 5 3 T %
_ 4y —z+w=0 14.

3. oy —13z=1 20 y—1 6
—1ly —z2=-34 o S5z 42y =1 k_E_‘_?__g
—3rx+3y=>5
3y —132=95 3r — 2 13
-3y —4z = 10. 3 3

233—1—43/— —12 15.
_ 2(—2y+wx) 3z 13
5. {Sy_l?’z_ o Brsy=15 3 3~
oy —z=-9 2v — 3y = -9
2(3:—{—1)_ _ 3
6 6y — 132 = 20 12, 2x—|—3y—14 16. 3 Y=
8y — 12z = 3r—y=— 3(z+5—y)+3x=12
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Resuelva los siguientes problemas:

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Un aspecto importante en el estudio de la transferencia de calor es determinar
la distribucion de la temperatura en estado estable sobre una placa delgada
cuando se conoce la temperatura presente alrededor de los bordes. Suponga
que la placa mostrada en la figura representa la seccién transversal de una viga
de metal, con un flujo de calor insignificante en la direccion perpendicular a la
placa. Sean 11, ..., T, las temperaturas en los cuatro nodos interiores de la malla
que se muestra en la figura. En un nodo, la temperatura es aproximadamente
igual al promedio de los cuatro nodos mas cercanos —a la izquierda, arriba, a
la derecha y abajo-. Por ejemplo,

(5+25+Ty+Ty)

T, = . 04T, — Ty — Ty = 30
20° 20°

LR S A P

5 L R P
250 25

Escriba un sistema de cuatro ecuaciones cuya solucién proporcione un esti-
mado para las temperaturas 77, ..., T, y resuelva el sistema. Ejercicio tomado
del libro [6] Pag. 100.

Buscar dos numeros que sean solucion de la ecuacion 5z — 4y = 1.

Determine un numero de dos cifras cuya suma de sus digitos es 10; y que, si
se invierte el orden de sus cifras, el niumero obtenido es 36 unidades mayor
que el inicial.

En un triangulo rectangulo, uno de sus angulos es 12 grados mayor que el otro.
¢, Cuanto miden sus tres angulos?

La razon entre las edades de dos personas es de 2/3. Sabiendo que se llevan
15 afos de diferencia. ¢ Cual es la edad de cada uno de ellos?

Se mezclan dos tipos de liquido; el primero de 0.64 de acido por cada litro y el
segundo de 0.80 acido por litro, obteniendo 50 litros de mezcla de 0.72 acido
por litro. ¢ Cuantos litros se utilizé de cada liquido?
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2.14. Ecuaciones cuadraticas

La ecuacion cuadratica en la variable z tienen la forma
ar* +bx+c=0, a#0.

Los numeros b o0 ¢ pueden ser cero, pero el numero que acompana a la variable con
exponente 2 no puede ser cero.

Un numero r es solucion o raiz de la ecuacion cuadratica si al reemplazarlo por la
variable se obtiene la igualdad, es decir, si

ar’ +br +c¢=0.

Si b = 0 entonces la ecuacion es de la forma ax? + ¢ = 0y si ¢ = 0 la ecuacién es de
la forma az? + bx = 0.

La expresion D = b* — 4ac se llama discriminante de la ecuacion, y el tipo de las
soluciones de la ecuacion cuadratica dependen del signo de D.

(@) Si D = b* — 4ac = 0 la ecuacion tendra una sola raiz real.
(b) Si D = b* — 4ac > 0 la ecuacion tendra dos raices reales distintas.

(c) Si D = b? — 4ac < 0 la ecuacion tendra dos raices imaginarias conjugadas.

Para resolver una ecuacion cuadratica se usan basicamente tres técnicas:

(1) Factorizacion.

Se agrupan todos los términos a un lado de la igualdad de tal manera que
quede una expresion igual a cero. Luego se factoriza y se aplica el teorema
del factor cero.

(1) Completacion de cuadrado.

Se agrupan a un lado del signo igual los términos que involucran la variable y
del otro lado las constantes. Luego se completa el cuadrado en la variable y se
despeja.

() Férmula general
Se usan la expresiones

—b+Vb?% — 4ac —b—Vb? — 4dac
r = ) ro =
2a 2a

para calcular las raices de la ecuacion. De aqui se puede observar que

. —b+ V0? —dac+ (=b— Vb?* — dac  —2b b
1 5 = = = ——,
2a 2a a
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- (—“m) (—b— m)

2a 2a

(—b + Vb2 — 4ac) (—b — Vb2 — 4ac)

mro = 4a2
(=0)? — (V02 —dac)* b — (b* —4dac) b —V* + 4ac
Ty = = = .
12 4a? 4a? 4a?
dac ¢
Tiry = — = —.
27 402 g
. , b c
Es decir, la suma de las raices es r; + r, = —— y su producto es rjry = —.
a

Ejemplo 2.14.1. Ecuaciones

Resolver las siguientes ecuaciones

a) 22°-5=0 b) 22+1=0 ¢) a’+b=0,a#0.

Solucion
a)
202 —5=0
22 =5
5
2 — —
YT
5
=44/
. 2
Se tienen entonces dos soluciones r; = \/g yre=— g
b)
2 +1=0
?=—1
r==2v—-1==1
Se tienen entonces dos soluciones r; =iy ry = —i.
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c)

ar?+b=0

ar® = —b
b
b
if
a
b b
Se tienen entonces dos soluciones r; —/—=.Sit . €s positivo,

entonces —5 es negativo y las soluciones son |mag|narias conjugadas. Sit -es
negativo, entonces —g es positivo y las soluciones son reales.

Ejemplo 2.14.2. Ecuacién cuadratica

Resuelva por factorizacion 622 — 14z + 4 = 0.

Solucién

Se factoriza la expresion

6(622) — 14(6 6)(4

6o — 147 4.4 = 02 = 16D + O
627 — 14(6x) 4 24

6
_ (62)* - 14(6x) +24

(:U—l?)( r—2)

6
6(z —2)2(3x — 1)
6
=2(x—2)(3z —1).
Resolver la ecuacioén original es equivalente a resolver la ecuacioén factorizada
2(x —2)(3x — 1) = 0.

Aplicando el teorema del factor cero setienex —2=003z—-1=0.Dex -2 =0
se concluye que x = 2. De 3z — 1 =0, se concluyeque 3z =10 x = % Por tanto el
conjunto solucién es {3,2}

Ver guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro Ecuaciones cuadra-

ticas. ™
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Ejemplo 2.14.3. Ecuacién cuadratica

Resuelva completando cuadrado 622 — 14z + 4 = 0.

Solucion
622 — 14z +4 =0
14 4
7 2
2 0 __=
T T3t T3
e+ () =+ (o)
2)(3) 3 (2)(3)
LT 2 (T 2,
6 3 6/ 3 36
7N (2)(12) 49 24 49
6 (3)(12) ~ 36 36 36
7\? —24+49 25
€r — — e —
6 36 36.
Por tanto

7 2
r——-== jzi@
6 36 /36
7
vl 2Ty
6 36 6 6
7+5
=
6
. . 7+ 7—5 1
y las soluciones vienen dadas por:plzT:Zyxg:T:?

Ver con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro video 001. ® y video 002.

7Y
\*/

Ejemplo 2.14.4. Ecuacioén cuadratica

Resuelva usando la férmula general, 62% — 14z + 4 = 0.
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Solucién
La férmula general viene dada por

—b+ Vb? — 4dac
T = )
2a

Para este ejercicio a = 6, b = —14 y ¢ = 4. Por tanto

_ (=14 £+ V/(-14)? — 4(6)(4)

€T =
2(6)
14419696 14+ /100
v 12 BT,
14+ 10
x:
12
14410 24 4-10 4 1
T1 = = — = To = = —_—= -,
L 12 12 YT 12 12 3

Ejemplo 2.14.5. Ecuacioén cuadratica

Dada la ecuacion 22 = —x — 1 determine la naturaleza de sus raices usando
el discriminante. Halle las soluciones.

Solucién

La ecuacién z?> = —x — 1 es equivalente a la ecuacion 2> + = + 1 = 0. Para esta
ecuacion cuadratica a = 1,b = 1y ¢ = 1. Por lo tanto el discriminante es D = b —
4ac = (1)*> — 4(1)(1) = —3. De modo que las soluciones son imaginarias conjugadas
y son:

_ 1P AM(A) -1+ B

T

2(1) 3
1=/ —4)(1)  —1-3i
e 2(1) -3

Puede consultar la guia con click aqui o consulte el coédigo QR al final del libro Dis-
criminante. Puede encontrar la solucidn resolviendo la ecuacidén en maxima.

Ejercicios 17.
Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

1. 22+ 152 +56 =0 4. 22 —37x =0 7. 22 —23x4+120=0
2. 22 4+3x—-83=0 5. 522+ 12x =0 8. 2+ —-72=0
3. 22 —4xr—45=0 6. 2—81=0 9. 622 —-192+10=0

124


maximaguias/Guia1_Discriminante.wxmx
maximaguias/Guia1_Discriminante.wxmx

CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS 2.15. ECUACIONES QUE INVOLUCRAN VALOR ABSOLUTO

10. 2 +3x —88 =0 14, 22 +2-72=0 18. (bx — 3)(2z + 1) =
46 — x
M. 22 —42—45=0 15. 622 — 192 + 10 =0
19. 5z(z —6) =z — 30
13. 22 —-81=0 17. 722 — 132 —1=0 21. 5z(z — 6) = 22 — 20

2.15. Ecuaciones que involucran valor absoluto

Recordar que el valor absoluto se define como

—x Siz <0
ltf=¢ 0 siz=0
T siz>0

Si a y b son dos numeros reales, la distancia entre ellos es |a — b|.

Para resolver ecuaciones que involucran el valor absoluto, se aplican las propieda-
des del valor absoluto, caso por caso y luego se eligen las respuestas que satisfagan
cada una de ellas. La solucion es la unidn del conjunto de soluciones de cada caso.
Como practica se le recomienda ver guia con click aqui o consulte el cédigo QR al

final del libro Valor absoluto,

Ejemplo 2.15.1. Valor absoluto

Hallar el conjunto solucién de |z — 2| = 4.

Solucién
Por la propiedad

lyl=esiysolosiy=coy=—¢

|z —2|=_4 siysolosiz—2=4 0o x—-2=—4
~—~
Yy €
Casoi)Paraelcasoque r —2 =4setienexr =4+2 =6.
Casoii) Paraelcasoque r — 2 = —4,setienex = -4+ 2 = —2.

Por tanto las soluciones son = = 6 y x = —2, 0 alternativamente, el conjunto solucion
es {—2,6}.

Ver con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro video. ©
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CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS
Ejemplo 2.15.2. Valor absoluto

Hallar el valor de ¢ tal que |t — 5| + |t — 4] = 8.

Solucion

(1) Sit—5>0yt—4>0entonces [t —5| =t—5Yy |t —4] =t — 4. La ecuacion se
convierte en

|[t—5|+|t—4|=t—5+t—4=28
=

>0 >0

Al sert —5 > 0 se tiene que t > 5y la solucion encontrada debe ser mayor o
igual a 5. También al sert —4 > 0 se tiene t > 4 y la solucion encontrada debe
ser mayor o igual a 4.

t—54+1t—-4=28

2t—9=28
26=8+9 =17
LT
2
(2) Sit—5<0yt—4<0entonces |t —5| = —(t=5)y|t—4] = —(t —4). La
ecuacion se convierte en
|t —=5|+|t—4|=—{t—-5)+(—(t—4)) =8.
<0 <0

Al sert — 5 < 0 se tiene que ¢t < 5y la solucidén encontrada debe ser menor o
igual a 5. También al sert —4 < 0 se tiene t < 4 y la solucion encontrada debe
ser menor o igual a 4.

—(t—5)—(t—4) =8
—t4+5—t+4=238

—2t+9=8
2t =8-9=—1
-1 1
t=—=—.
-2 2
(3) Sit—5<0yt—4>0entonces |t —5| = —(t—5)y |t —4| =t — 4. La ecuacion
se convierte en
|t—5|+|t—4|=—-(t—-5)+t—4=8.
S~ ~——
<0 >0
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Al sert — 5 < 0 se tiene que ¢t < 5y la solucién encontrada debe ser menor o
igual a 5. También al sert —4 > 0 se tiene t > 4 y la solucion encontrada debe
ser mayor o igual a 4.

—(t—5)+ (t—4) =8
—t+54+1t—4=38
1=38.

Como 1 no puede ser igual a 8, la ecuacion no tiene solucidn en este caso.

(4) El ultimo caso no es posible porque al sert —5 > 0yt — 4 < 0 se debe tener
t < 4yt > 5y no existe ningun numero real que pueda ser menor que 4 y
mayor o igual a 5 al mismo tiempo.

Por tanto las soluciones de la ecuacion son ¢t = 177 yt= %
De manera alternativa se puede decir que el conjunto solucién es {%, 177 .

Operaciones con el valor absoluto

Si z y y son dos numeros reales y n es un entero se cumple que:
£ |ry| = |x|ly] £ 1] = Va2

& |z /y| = |z|/|y| con y distinto de
0 £ |gm| = |z

Dados dos puntos en la recta real a y b, se desea determinar la distancia que los
separa, podemos pensar que esta se puede hallar de a hacia b o de b hacia «a, de
igual forma esta debe dar la misma medida, por lo que se requiere expresarla en
forma positiva. Para hacer esto se usa el valor absoluto.

Definicion 2.15.1: Distancia entre dos puntos en la recta real

Dados dos puntos a y b en la recta real, se define la distancia entre a y b como

diap) = |a — b = |b—al.

Considere los puntos a y b en la recta real, la distancia entre estos puntos es la
longitud del segmento trazado desde a hasta b o desde b hasta a.

La distanciade —2ab5esd =|—2—5| =1|5— (—2)| = 7. El segmento puede verse
en la siguiente figura
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Definicion 2.15.2: Punto medio

Dados dos puntos en la recta real a y b, el punto medio (m) entre estos dos
puntos se define como:

a+b
m = .
2

Ejemplo 2.15.3. Punto medio

Determine el punto medio entre —2 y 10.

Solucién
Usando la definicion de punto medio se tiene:

- —2;10 _ ; .
—-2 A 1'0

Ejercicios 18.

Hallar la distancia entre a y b:
1. 2y6 5. —-2y6 9. —20y3
2.5y10 6. 12y 6 10. =7y 30
3.3y8 7. -3y -1 1. —7y3
4. 1y7 8. =5y0 12. 2/3y6

Determine el punto que se encuentra en el centro de:

13. 2y 6 17. =7y -2 21. 0y 200
14. 0y 10 18. —50y 60 22. —1/3y2/5
15. 5y 9 19. 225y 634

16. —4y6 20. -5y2
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Determine la solucién de cada ecuacion.

23. |z +2|=5 o8 |37 _o9_g 32. Bz +1|+1—-2=0
24, Bz +1]=5 N

25. |1 —2|— [z +2|=0 29. |z +1]=2z+1 33. §+2‘:7x—5

26. |z —2|=-3 30. |2 =9 =0 1

27. |z +2/+7=0 31. |22+ 62 +4] =4 M=9x+§%4x—$

2.16. Ecuaciones que se reducen a lineales o cuadra-
ticas

Existen ecuaciones que originalmente no son lineales o cuadraticas pero que pueden
transformarse a una lineal o cuadratica mediante transformaciones algebraicas o
cambios de variable adecuados. A esta ecuacion transformada se le puede hallar la
soluciéon mas facilmente. No obstante, cuando se hacen estas transformaciones la
solucién de las ecuaciones transformadas pueden no ser soluciones de la ecuacion
original y por lo tanto se debe hacer la verificacién en la ecuacién inicial.

Ecuaciones con fracciones algebraicas

Ejemplo 2.16.1. Ecuaciones fraccionarias

1
Hallar las soluciones de — =0
z+1 2x-—3
Solucion
1 1 72x—3—1(m+1)72z—3—x—170
r+1 20-3  (v+1)22-3) (z+1)(22-3)

r—4
(x 4+ 1)(2x — 3)

= 0.

La expresidn anterior es cero solo si el numerador es cero, es decir, six —4 = 0. Asi
que = = 4. Como este valor de = no hace cero ningun denominador, es la solucién.
La verificacion es como sigue, reemplazando x = 4.

1 11 1
r+1 2x-3 4+1 24)-3
11
=-—_-=0.
5 5
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Usando WxMaxima de forma similar a las guias de ecuaciones puede resolverlas
de forma fraccionarias. Ver con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro

M

Ecuaciones. y ver video. ®

Ecuaciones con radicales

En este caso intervienen términos radicales. Para resolverla, se despeja uno de los
radicales, se eleva cada lado a la potencia indicada por el indice del radical y se
simplifica. Este paso se repite hasta que no queden radicales en la ecuacion trans-
formada. Luego se resuelve la ecuacion que queda y se verifican las soluciones en
la ecuacion original.

Ejemplo 2.16.2. Ecuaciones con radicales

Hallar la solucién de vz +1 — 2z +9 = —2.
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Solucion

Vi+1l—+vV2r+9=-2
Vi+1+2=v22+9
(Vr+1+2)%= (V22 +9)°

Ve +1)2+22)(Vr+1)+22=22+9
r+1+4vVr+1+4=22+9
Wr+l=224+9—2—1—4
Wr+1l=x+4
(4Va +1)? = (z +4)°
16(x +1) = 2%+ 8z + 16
162 + 16 = 2> + 8z + 16
0=2a?48z+ 16 — 162 — 16
0=2a%—8x

0=xz(x—38).

De donde = = 0 o x = 8. Ahora se prueban las posibles soluciones en la ecuacién
original.

Para z =0,

Vi+1—v22+9=vV0+1—-+20)+9=1-9=-2,

es decir z = 0 es solucion.
Para x = 8,

VE+1—vV2r+9=v8+1—/208)+9=3—-v25=-2,

x = 8 es solucién. El conjunto solucién es entonces {0, 8}.

Ejemplo 2.16.3. Ecuaciones con radicales

Hallar la solucion vz — 2 — 3z = —16.

Solucién
De la ecuacion se nota enseguida que la cantidad bajo el signo radical debe ser
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mayor o igual a cero. Es decir, xt —2 > 0,0z > 2.

vV —2-—3zx=-16
vr—2=3x—16

(Vz —2)* = (32 — 16)?
x — 2 =92 — 967 + 256
92* — 967 + 256 + 2 — 2 = 0
92% — 97z + 258 = 0
(x —6)(9z —43) = 0.
Las soluciones de la ecuacion transformada sonx =6y z = 433 Se debe verificar en
la ecuacion original v/z — 2 — 3z = —16.

V6 —2—3(6) = V418 — 16 (6 es solucion )

[43 43\ [25 43 38 i3 .
3_2_3(3)_ o 3= 3 #—16 (% no es solucion ).

Ejemplo 2.16.4. Ecuaciones con radicales

Hallar las soluciones de vz +1 — 3 = 0.

Solucién
Vr+1-3=0
Ve+1=3
(e =s
r+1=27
r = 26.

Ecuaciones lineales o cuadraticas por cambio de variable

Existen ecuaciones cuadraticas que se pueden evidenciar con un cambio de variable
adecuado que aplique. Observar los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.16.5. Ecuacioén cuadratica

Hallar el conjunto solucién de t* — 5t 4+ 6 = 0.
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Solucién

Observe que los exponentes son enteros positivos y la variable con menor exponente
es t2, si se cambia la variable, poniendo > = 2, entonces, (z2)? = (t*)> = t'y la
ecuacion puede reescribirse como

t' 5.t +6=0
~ =~
22 —524+6=0
la cual puede resolverse facilmente para z
(z—=3)(z—2)=0

que tiene soluciones z = 3y z = 2. Como z = t2, esto es equivalente a tener

t? = 2 = 30t> = z = 2. De aqui se obtiene que t = +v/3 0t = ++/2. De estos
cuatro posibles valores de ¢t debemos verificar cuales son respuestas de la ecuacion
original.

(V3)' =5(v3)?+6=9-53)+6=0
(—V3)* = 5(—V3)2+6=9-5(3)+6=0
(V2)* = 5(V2)? +6=4—-502)+6=0
(—V2)' = 5(=v2)2 +6 =4 —5(2) +6 = 0.

Ejemplo 2.16.6. Ecuacion cuadratica

Hallar la solucion de y=* — 672 4+ 9 = 0.

Solucién
Haga u = y~2, entonces u? = (y~2)? = y~* y la ecuacion se transforma en

y =6y +9=0
~~

u? — 6u+9 =0, de donde (u — 3)(u —3) = 0.

, 1 2
Asiu=3.Como3=u=y2= = = (%}) . entonces

y2
1\? 1
() =sryess
Y Y
. 1 . . 1
Se tiene por un lado - = v/3 lo que implica y = —.
Por otro lado i = —+/3 lo que contempla y = _ﬁ' Ir con click aqui o consulte el

codigo QR al final del libro Ecuaciones.

133


maximaguias/Guia09_Ecuaciones.wxmx

2.17. DESIGUALDADES CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Ejercicios 19. Ecuaciones
Hallar la solucién de las siguientes ecuaciones.

2 5 2
1. =0 9. 32 +14+——=0
$—2+x+5 v +x—3
—4 1 1
2. — =0 10. Vo ——=2
2x+3x—5 Ve T
2 3 4_ _
3. 2 0 1. 2% — 20 +2=0
T or — 1
12. 24 + 22 =14
4. Jx+1+8=0
13. 28 —2* —6=0
5. Vr+1-3=0 1 4
14. — 3=0
6.V I—2/3—7=0 wt a2 @+a)
7. Vr+1-3V22+1=0 15. 28 +52* +6 =0
8. y ' +6y2+5=0 16. (z+4)' —4(z+4)*+3=0

2.17. Desigualdades

En la seccion 1.1.1 se presentaron las desigualdades y sus propiedades con el fin de
escribir el orden de los numeros reales. Por ejemplo, si x esta en la recta numérica,
a la izquierda de 3, o si x es cualquier numero real menor que 3, escribimos x < 3.

217.1. Desigualdades lineales

Una desigualdad lineal es una expresion matematica del tipo ax +b6 > 0, ax + b > 0,
ar+b<0,0axr+b<0.

Una manera de visualizar las desigualdades, es relacionandolas con una balanza,
en donde se interpreta el lado de mayor valor o de menor valor, que al colocar objetos
en los extremos de la balanza, podemos identificar que el cuerpo de mayor masa se
encuentra en la parte mas baja y el de menor masa en la parte superior.

S S
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Para dar solucién a las desigualdades que se puedan plantear, se hace necesario el
uso de sus propiedades. Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.17.1. Desigualdad

¢ Cual es el conjunto de los numeros reales que hace que la siguiente des-
igualdad sea cierta?

dr +2 <12

Solucion

Sr+2—-2<12-2

or < 10
57 _ 10
) )
T <2

Por tanto las solucién es el conjunto de todos los numeros reales menores a 2.
S={reR:z<2}

Ver video. ®

(——O
2

Ejemplo 2.17.2. Desigualdad

¢ Cual es el conjunto de los numeros reales que hace que la siguiente des-
igualdad sea cierta?

20+1<0

Solucion

2r+1—-1<0-1

20 < —1
2 -1
2 2

—1

<_
TS
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Ejemplo 2.17.3. Desigualdad

¢ Cual es el conjunto de los numeros reales que hace que la siguiente des-
igualdad sea cierta?

—3r+9<0

Solucion

—3r+9-9<0-9

—3r < -9
—3x - -9
-3 -3
r >3
o —
3

Asi el conjunto que hace que la desigualdad sea cierta es, el conjunto de todos los
numeros reales mayores que 3.

Ejemplo 2.17.4. Desigualdad

¢, Cual es el conjunto de los numeros reales que hace que la siguiente des-
igualdad sea cierta?

—3rz+9<0

Solucion

—-3r+9-9<0-9

—3xr < -9
—3x -9
s 7
-3 — =3
x> 3
——
3
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Asi el conjunto que hace que la desigualdad sea cierta es, el conjunto de todos los
nuameros reales mayores e iguales a 3.

Ejercicios 20. Determine las solucién de cada una de las siguientes desigualdades,
usando las propiedades de la seccion 1.1.1:

1. 20+ 6 <4x +2 5 T +8< 2 -6 9. 2z +1>14
2. 60 —5<2x+6 6. 5x+9>2x+6 10. 72 +6 > 25
3. 5x —5<4x+6 7. 5>2x+3 M. 4o -3 >4z +5
4 3x+6<x—1 8. Jx+7>x—14 12. 20+ 7<4x+ 14

Grafique en la recta real la solucion de cada desigualdad:

13. z+1<8 16. 22 < -3 19. %x<x—l
14. 42 +1>0 17. 52 +9 <5
15. 22 +1<0 18. 3z +1<6x—7 20. §—-% <8

Disefe una desigualdad lineal que tenga como solucion, las siguientes representa-
ciones graficas:

21. —2

22. =9

23. 1

Determine la solucion de cada desigualdad :

24, 2v —3 <4 -2 29.a—|—2<a—1
4 — 3
25. 54+ 3x<4—-2x
Sr — 6
. — <
26. 4—2%>1—5 30. 3z —12<
27. +8<3x+1 31. 34 —x) > 18x+5
1
28.2<x——)>33: ap LT
2 3T 27°7%
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X 1 1 1 7
D < —Zx) (= gy 4=
33 1 <3 7% 36. (2 Sx)( 3)+4( 2x+4> >

hr—2 x—8 x -+ 14
4. - —2
34— 1~ 2
1
35.§+$;r — 2 +2<0 37. 4250

La solucion de las anteriores desigualdades comparelas con los resultados que arro-
ja en WxMaxima, ver guia con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro

Desigualdades. ™

2.18. Desigualdades cuadraticas

Para solucionar una desigualdad cuadratica como por ejemplo az? + bx + ¢ < 0, se
contempla solucionar primero la igualdad az*+ bz + ¢ = 0 con el fin de determinar los
valores donde surge el cambio de signo, esto es de positivo a negativo o de negativo
a positivo, en nuestro caso actual nos interesa los que son negativos, es decir los
que se encuentran por debajo de cero, ax? + bx + ¢ < 0.

Nota: El estudiante debe dominar la factorizacion, con el objetivo de hacer uso de
las propiedades del producto para numeros reales.

Considere los siguientes ejemplos:

Ejemplo 2.18.1. Desigualdad

Halle los valores de ¢ tal que (¢t — 1)(t +3) > 0

Solucién
Se aplica la propiedad

a-b>0siysolosi(a>0yb>0)o(a<0yb<0)
Donde t — 1 hace las veces de a y t + 3 hace las veces de b

t—1)(t+3)>0
\R,_/\T/

(N t—1>0yt+3>0.Laprimera parte implica que ¢t > 1, es decir t debe estar
en el intervalo (1,0) y la segunda parte implica ¢t > —3, es decir debe estar
en el intervalo (-3, c0). La interseccion de estos conjuntos de numeros es la
respuesta buscada.
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(t—1)>0
T
-3 1
T
-3 1

Se ve de la grafica que ambos factores son mayores que cero sit > 1, es decir,
el conjunto solucidn para el caso en que ambos factores es mayor que cero es
(1,00).

() t—1<0yt+ 3 <0.La primera parte implica que ¢t < 1, es decir ¢t debe estar
en el intervalo (—oo, 1) y la segunda parte implica ¢ < —3, es decir debe estar
en el intervalo (—o0, 3). La interseccion de estos conjuntos de numeros es la
respuesta buscada

(t—1)<0
EE——seas————————
-3 1
-3 1
(t+3)<0

Se observa de la grafica que ambos factores son menores que cero sit < —3,
es decir, el conjunto solucion para el caso en que ambos factores son menores
que cero es (—oo, —3).

La solucion total es la unién del caso (i) con el caso (ii) por tanto (t—1)(¢t+3) > 0
tiene por solucién al conjunto (—oo, —3) U (1, 00).

El analisis anterior puede hacerse un poco mas resumido, solo basta colocar los
signos que toma cada expresion en cada intervalo.

S &) b
— 1 (t—1)
S SP) S5
3 N (t+3)
© © © (t—1)(t+3)

Ver con click aqui o consulte el cddigo QR al final del libro video. Click aqui ¢)
it
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Ejemplo 2.18.2. Desigualdades

Halle el conjunto solucién de > — z > 0.

Solucién
Se aplicar la propiedad

ab>0<= (a>0yb>0)0(a<0yb<0)

Para ello se necesita expresar 2> —  como el producto de dos expresiones. Facto-
rizando se tiene 22 — z = x(z — 1) > 0. Se hace entonces el andlisis de signo de los
factores x y x + 1 en el siguiente esquema.

S 2 S >0
x
0 1
© © © r—1>0, =>1
0 1
S S ) o —1)
0 1

Se deduce entonces que los valores posibles para x, que generan un producto po-
sitivo, es en (—o0,0) U (1, 00).
Ver con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro videos. Click aqui @ Click

aqui para ver guia ™

Ejemplo 2.18.3. Desigualdades

1:—1<3

Hallar el conjunto solucién de
T

Solucidén
Primero observe que resolver la desigualdad anterior es equivalente a resolver

r—1
—-3<0
T+ 2 -
y el lado izquierdo puede simplificarse a

r—1 3_$—1_§_($—1)(1)—3($+2)_.%‘—1—337—6 —2r — 7

r+2 " z+2 1 (z +2)(1) T+ 2 or+2

De modo que hallar el conjunto solucion de la expresidn original es equivalente a
hallar el conjunto solucién de la desigualdad
—2x -7

<0
r+2 =
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Aplicaremos la propiedad

%gOsiysoIosi(aZOyb<0)o(a§0yb>0)

donde .
——
—2x -7
— <0
r+2 =
b
Se hace el analisis de signo
© °© © —2z-7>0,0< -1
_7 —2
2
= = © r+2>0, z>-2
_7 —2
o B o —2x — 7
_% —2 T+ 2

El conjunto solucién es (—oco, —I] U (=2, c0).

Ejemplo 2.18.4. Desigualdades

Hallar el conjunto solucién de —3z3 + 422 — z > 0.

Solucién
Factorizando la expresion se obtiene

32 +42® —x =x(-32* +4r — 1) = (-3x+ 1)(z — 1)z >0
Haciendo el analisis de signo para los factores

W=

0 1
@ ®| © © —3$+1>0,x<:—§:%
© © © © r—1>0, z>1
S) e D S
x>0
- e = W N
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Las soluciones reales de la desigualdad estan en (—o0,0) U (5, 1).

Ejemplo 2.18.5. Desigualdades

Halle todos los posibles valores de k para que la ecuacién 22 + kx +1 = 0
tenga soluciones reales.

Solucioén

El discriminante de la ecuacion es D = k* — 4(1)(1) = k? — 4. Las soluciones son
reales cuando el discriminante es mayor o igual a cero, es decir, D > 0 lo cual es
equivalente a k> — 4 > 0. Las soluciones de esta inecuacion en la variable £ es
(k—2)(k+2)>0

) 9

°© © © k42
o o ® o
® S o (k—=2)(k+2)

Asi k? — 4 > 0. si k esta en el intervalo (—oo, —2] U [2, 00). Por lo tanto la ecuacién
cuadratica tiene solucion en los reales si £k cumple con esta condicion.

ke{r:zeR—-(-2,2)}

Ejercicios 21.
Determine la solucion de cada desigualdad cuadratica:

1. (z+2)(2z+5) <0 7. 22 —x+8>21*—2
2. x(x+5)(6z —12) >0 8. 322 +5x—1<52%> -6
3. (z=1)(z =2)(x = 3)(x —4) <0 9. 222 — 2 +8> 9z —2
4. 3x::8<2 10. 32+ —1<2? -9
5. 322 —z+8<zx-2 M. 22—2x+3<2x-2

6. 422 +Tr —1<2?>-6 12. 422+ T —1<62%2—1
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13. 522 — x4+ 8> 222 — 2 15. 822 — 2 4+8>2x -9

14. 3224+ T —1< 2> -8 16. 22—z —-6<0

2.19. Desigualdades con valor absoluto

Ejemplo 2.19.1. Desigualdad

Hallar los valores de x tales que |z — 2| < 4.

Solucién
Se usara la propiedad
ly| < esiysolosi —e <y <e.

Sustituyendo los datos correspondientes se obtiene:

lz—2|<_ 4 siysolosi —4d<zx—2<4

Yy €
sumando 2 a cada término en la desigualdad
—4+2<xr—24+2<442siysolosi —2 <z <6.

El conjunto solucion es el intervalo (—2,6).

Ejemplo 2.19.2. Desigualdad

Hallar el conjunto solucién de |3z — 5| > 25.

Solucién
Se usara la propiedad

ly| >esiysolosiy >eoy < —e.

Realizando la sustitucion correspondiente se obtiene:

|3z —5] > 25 siysolosi —25>3x—5 0 3z —5>25
Yy €

—20+5>3x—-5+5 o 3 —5+5>25+5

—20 > 3z o 3z > 30
—20 30

_— > (o] >— =10
3 7 T

El conjunto solucién es entonces (—oo, —2) U (10, 0o). Ver con click aqui o consulte
el cédigo QR al final del libro video.
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Operaciones con el valor absoluto

Si z y y son dos numeros reales y n es un entero positivo, entonces las si-
guientes expresiones son verdaderas:

1. —|z| <z < |z < —n

2. <nsiysolosi—n<z< . .
[zl < nsiy ner=n 4. Desigualdad triangular: |z+y| <

3.n < |z|siysolosin < z o =] + |y

Ejercicios 22. Desigualdad con valor absoluto.
Utilice las propiedades de valor absoluto para resolver cada desigualdad:

1. [pz — 8| < 5 6. [3—a|>—2
2. v +3] >4
7. [t —4/+3<0

3. 2z 41| <3

1 1
4. =2 +1<0 8. —3l3—2z]+32=1

2 —
5.‘ 1o1>0 9, ’§_5‘<0

M <

2.20. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

2.20.1. Ecuaciones exponenciales

Para resolver las ecuaciones exponenciales, se agrupan las expresiones que tienen
las potencias, se factorizan las potencias y se aplican las propiedades de logaritmo
para despejar z :

Ejemplo 2.20.1. Ecuacién

Hallar el valor de = en e*t! = 2.

Solucion
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G+ 9
In(e**!) = In(2)
r+1=1In(2)

r=1In(2) -1

Ver video. dando click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro © y Ver guia
click aqui ™

Ejemplo 2.20.2. Ecuacién

Resuelva para x cuando sea posible.

(a) 2x2—2z+5 =5 (b) 3 e a

Solucion

(a)
212 —2x+5 — 5

2 — 2z +5 = log, 5
2* —2x+5—1log,5 =0

esta es una ecuacion cuadratica con soluciones

o (=2 V(=22 —4(1)(5 ~ log, 5)
2(1)

lo cual da dos soluciones imaginarias conjugadas porque (—2)? — 4(1)(5 —
log, 5) < 0.

(b)
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Ponga u = e” entonces la ecuacion queda
en la forma u? — 6u—1 = 0. Las soluciones
vienen dadas por

6:(333_ l u = _(_G)i\/(_6)2_481)<—1)
o (@)1 _6£V40 _ 6+ /(4)(10)
e A
6e” = (e*)* — 1 6+2v10  2(3+10)
= (e")? — 6e” — 1 T2 T2
=3+10

Entonces ¢ = 3 + V10 0 ¢* = 3 — /10. Observe que la segunda opcién no es
posible ya que se tendria un valor de la exponencial negativo. De la primera
opcion se tiene entonces que = = In(3 + v/10). Verificando

T _ 6In(3+\/ﬁ) _ efln(3+\/ﬁ)

2 2
1
34 VI - ——
_ 3++10
2
(3+v10)%2 -1
_ _ 3+V10
2
C946V10+10—1
2(3 ++/10)

_ 1846V10  6(3+/10)

ToB1VI0) 2B1vi0) o

Ejemplo 2.20.3. Ecuacién

Hallar el valor de ¢ si:

10 —0.5t 10 rt
2 — ¢ b) 5= ¢
10 + 51(e 95t — 1) 10 + 10(e™ — 1)

a)
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Solucién
a)
10670.515
2 —
10 4 51(e=05t — 1)
2(10 + 51(e” %% — 1)) = 10e "
20 +102(e %% — 1) = 10e™ "
20 + 102795 — 102 = 1095
102¢7%% — 10795 = —20 + 102
e %7(102 — 10) = 82
e 09192 = 82
Ew:§:ﬂ
92 46
41
—05t=In{ —
(%)
t= ! In ay 2In A ~ 0.2301
T 05 \46/) 46)
b)

10e™
5 —
10 + 10(e — 1)

rt

e

T ltet—1

ert

ert
5=1

Debido a que se tiene una inconsistencia, se concluye que no existe solucion. Ver
video con click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro. &

Ejemplo 2.20.4. Ecuacién

Hallar el valor de ¢ |
100 = Pye® + E(ekt —1)
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Solucion

1
100 = PyeM + — (e — 1)

k
1 1
100 = Pyekt + —ekt — =
o€ +ke 2
1 1
1 — kt P -\ =
00 (& <0+l€) L
1 1
100—1—%:ekt <P0+E)
ke _ 100k +1
kPy+1
100k 4+ 1
In(e®) =In [ ———
(™) (k:PO+1>
100k 4+ 1
| kt — 1 oYY T -
n(e™) n(kP0+1>
100k + 1
kt=In| ——
<kP0+1>
oLy (100K +1
ok kPy+1

Ver video con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro ©

Ejemplo 2.20.5. Ecuacidn

Hallar el valor de z, ¢** + 2 = 3¢e®.

Solucion

e* +2 =3¢"
e — 3e” + 2 =0

Ahora se reemplaza e® por y, esto es y = ¢ y y? = (e%)? = ¢** generando una nueva
ecuacion
Yy —3y+2=0.

Resolviendo para vy, se tiene:

v’ — 3y +2=0
(y—2)(y—1)=0
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Asi, se tiene las dos opciones y —2 =00y — 1 =0, de donde y =2 o y = 1. Reto-
mando la sustitucion inicial de y = e* se puede determinar el valor correspondiente
de z. Si e = 2 entonces x = In(2). Si ¢* = 1 entonces x = 0.

2.20.2. Ecuaciones logaritmicas

Ejemplo 2.20.6. Ecuacién

Hallar el valor de x tal que log(z + 1) = 2.

Solucién
Primero note que se debe tener que = + 1 > 0y que por tanto el valor de x debe ser
mayor que —1. Por otro lado como no se indica base del logaritmo, se entiende que
la base es 10, es decir, log(z + 1) = log,,(xz + 1). Como log(z + 1) = 2 se debe tener
que

r+1=107

es decir x + 1 = 100 de donde se concluye que = = 100 — 1 = 99. Este valor de x es
solucion de la ecuacion porque es mayor que —1.

Ver video con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro ©

Ejemplo 2.20.7. Ecuacién

—

Halle el valor de z tal que In(2? — z) = 1.

[\

Solucién

Primero observe que x> — x debe ser mayor que cero, es decir, 2> — z > 0. Lo cual
produce una desigualdad que debemos resolver para hallar los valores plausibles
de z.

r? —x = z(x—1) > 0. Se hace entonces el andlisis de signo de los factores z y z + 1.

© D D -0
T
0 1
© = © r—1>0, x>1
0 1
© °© © x(r —1)
0 1
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Se deduce entonces que los valores posibles para = estan en la union de los inter-
valos (—c0,0) y (1,00). Por otro lado, la ecuacién In(2? — z) = 5 implica

]
|

8
I

®
N[

Como ez = 1.64.87 se obtiene la ecuacion cuadratica

2? — x — 1.6487 = 0 que puede resolverse usando la férmula general con ¢ = 1,
b=—1yc= —1.6487.

b VP —dae  —(=1) % /(C17 — 4(1)(~L.64T)

* 2 2(1)

de donde se obtienen dos soluciones

xr = —0.8779, xr = 1.87793.

Ambas soluciones de la ecuacion cuadratica caen en el conjunto (—o0,0) y (1,00) y

por tanto ambas son soluciones de la ecuacién original In(2* — ) = 3.

Ejemplo 2.20.8. Ecuacién

Hallar el conjunto de posibles soluciones reales para la ecuacion

log(—32> + 422 — z) = V2.

Solucion

Primero se hallan los valores posibles para z. Se debe cumplir que —323+42%—2 > 0.
Factorizando la expresion se obtiene

32 + 40 — 2 = (=32 + 42 — 1) = (=3z + 1)(z — 1)z > 0.

Haciendo el analisis de signo para los factores
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1
0 3 1
) ) O O -1 1
—3r+1>0,r < — =
-3 3
= = © ® r—1>0, x>1
S) S S S
x>0
© °© © © (=3z+1)(z— 1)z

Las posibles soluciones reales de la ecuacioén estan en (—oo,0) U (3, 1).

Ejemplo 2.20.9. Ecuacién

Hallar las soluciones reales de la ecuacion

log(2z + 1) + log(—3z +4) = —1.

Solucién
Primero se halla el conjunto de las posibles soluciones. Se debe cumplir que 2z+1 >
0y —3z+4>0.
De la primera restriccion De la segunda restriccion
20 4+1>0 —3r+4>0
20 > —1 —3r > —4
—1 —4 4
x> 5 xr < 373
:< =
1 4
2 3

Se concluye entonces que las posibles soluciones estan en

(7

151



2.20. ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS CAPITULO 2. SISTEMAS NUMERICOS

Ahora procederemos a resolver la ecuaciéon. Expresando todo como un solo logarit-
mo se tiene

log(2z + 1) + log(—3x + 4) = log((2x + 1)(—3z + 4)) = —1.
Lo que en notacion exponencial significa
(22 +1)(=3z +4) =10"".
Debemos resolver entonces la ecuacion
—622+5r+4=01 0o —62°+52+39=0.

Resolviendo la ecuacion anterior usando la formula general se obtienen las solucio-
nes
x = —0.49086355933747, x = 1.324196892670799.

Vemos que las dos soluciones caen en el intervalo de soluciones posibles, por tanto
estos dos valores son soluciones de la ecuacion original.

Ejemplo 2.20.10. Ecuacion

Resolver

7Iog7(5) _ 6Iog3(2) _ 5Iog5 z—logy x2‘

Solucion

7Iog7(5) _ 3Iog3(2) — 5logs z—logs x2

5_ 9 — 5095 (%)

T 1
3:—:—
2z
1
— =7
3

Ejercicios 23.
Determine los siguientes logaritmos:
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1. log,(4) 4. log(1000) 7. log, (100)
2. log,(9) 5. log,(0.8) 8. |ogg\3/ﬁ
3. log,(32) 6. log.(v/7) 9. log, log; 125

Usando las propiedades de los logaritmos, solucione cada ecuacion:

10. logz +1log20 =3 14. log(4z — 1) — log(x — 2) = log 5
1. log(z +1) =log(z — 1) +3 15. log(2z2 + 3) = log(z? + 5z — 3)
12. logz —log(z +6) =0

J 9ol ) 16 log(16 — 2?)
13. 2logx —log(z 4+ 6) =0 " log(3z —4)

Determina el valor de las variables en las siguientes expresiones:

10. logz =log5 — log 2 16. log(2x) = log 32 — log
1. 1+ 2logz =3 17. 4log,(2z — 5) = log, 81
12. In(z) = 2In(3) 18. log,(2* + x + 2) = 2
13. 3log;x = -9 3r2 45

19. log, Sy =3

14. log,(32V3) = =
20. logz +logy =3
15. logz +1log30 =1 x—3y="70

Resuelva las siguientes ecuaciones y verifique:

21. g2rtl = g3u+2 31. 2271 =8
22. 3% — 2187 32. 3797 — 93
23. 2527 = 5192 33, 25— — L
24. —81 = (=3)>° 34. 573 = /125
25. 3" =21 35. 371 4 3* 4 3771 = 39
26 7x+1 = 1 36 2x+1 + 290 + 29671 — 28
x—1 __
27. 557 =25 37. 27 + 4% =80
28. 27 = ¢
38. 20+ — =5
29. 9w+l 4 gv 4 9r—1 — 14 2
30. 6% = 1296 39. 571 =2+ 57;3_2
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Use WxMaxima para la solucion de los ejercicios anteriores y comparela con sus

resultados. Dar click aqui o consulte el cddigo QR al final del libro.

2.21. Interpretacién de textos matematicos

= En nuestra interaccién con el mundo se usan descripciones verbales y escritas
de las cosas.

m Las escritas pueden estar descritas en el lenguaje cotidiano, de manera sim-
bdlica o grafica o una combinacion de ellas.

= Parte del éxito en las ciencias radica en la capacidad de poder moverse fluida-
mente entre estas maneras de expresar nuestros pensamientos.

= Adquirir la competencia lectora en Ciencias Exactas y Naturales implica ha-
ber adquirido la capacidad de expresar el mismo pensamiento de las diversas
maneras senaladas anteriormente.

En este curso se abusara un poco del lenguaje. Se dira, por ejemplo, que un enun-
ciado esta en forma verbal si esta escrito en su mayoria en lenguaje usual.

Para tener en cuenta

Para tener éxito en la solucién de problemas es “ necesario” tener la capaci-
dad de expresar enunciados descritos en forma verbal a la forma simbdlica y
viceversa. jHay que dedicarle tiempo al desarrollo de esta habilidad!.

Expresar en forma simbdlica:
= El producto de tres numeros naturales consecutivos.
= El cubo de un numero natural menos su cuadrado.
» La diferencia de dos numeros naturales multiplicada por su suma.

» El precio de una mezcla de 200K g donde m kilogramos son de un producto A
a 55000 pesos por kilogramo y el resto son de un producto B a 40000 pesos
por kilogramo.

El uso que se hace de las funciones en las ciencias tiene, por lo general, como finali-
dad establecer relaciones cuantitativas de los diversos componentes que intervienen
en un fendmeno o proceso. Por ejemplo

= El numero de individuos de una poblacion puede crecer o decrecer en el tiem-
po. ¢ De qué factores depende? ; Puede estimarse en numero de individuos en
el tiempo dado?
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= Dos sustancias quimicas se combinan para generar un producto. ;Cémo es la
dependencia de la cantidad de producto generado de las sustancias que reac-
cionan?;Puede determinarse la cantidad de producto conociendo la cantidad
de las sustancias que reaccionan?

= Se tienen dos estructuras matematicas. ¢ Existe alguna relacion entre ellas?; Puede
determinarse su similitud?

Sean a, b, x numeros. Escribir en forma algebraica las siguientes expresiones.

| Expresion | Forma algebraica |

El numero siguiente de a a+1
El nimero anterior a a a—1
Seis veces el numero b 6b
El cuadrado del numero z x?
El cubo de = mas el doble de b 3+ 2b
Cinco veces a mas tres veces b menos ocho 5a +3b — 8
La mitad de ¢ mas tres veces el cuadrado de b menos z g +3 —x
Doce veces x disminuido en cinco 122 — 5
El producto de a y siete veces x a(7x)

. , . 1
z dividido entre el doble de ¢ mas un tercio de b 2£ + §b

a

Cuadro 2.1: Expresion vs algebra

Ejercicios 24.
La edad actual de Humberto es = y la edad de Juan es a, expresar en forma alge-
braica:

1. Las suma de las edades de Humberto y Juan.
2. La diferencia de las edades de Humberto y Juan.
3. Tres veces la edad que tendra Humbero durante cinco afios.
4. Tres veces la edad de Humberto hace 10 afos.
5. Cinco veces la edad de Humberto y Juan.
Exprese en forma algebraica los siguientes enunciados:
6. El area a de un cuadrado de lado !.

7. El area de un rectangulo, de base b y altura h.
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8. El area de un triangulo, de base b y altura h.
9. Los dias que hay en k£ semanas.
10. Los huevos que hay en m docenas.
11. Los dias que hay en m afios.
12. Los kilbmetros recorridos en t horas a una velocidad de 10 kildmetros por hora.
13. Las horas que hay en p minutos.
14. El precio de un articulo si a articulos cuestan b pesos.
15. La suma de las cinco primeras potencias de x.
16. El producto de las cinco primeras potencias de a.
17. Los metros que hay en k kilbmetros.
18. La diferencia del productode a y b, y x.
19. El cociente entre a y la diferencia entre b y .
20. El duplo del cuadrado de la sumade a y b.
21. El cociente del cuadrado de lasumade ay b,y x.
22. El doble de a mas b.
23. El doble de a, mas b.
24. La suma de los cuadrados de a, by =.

25. El cuadrado de = menos el cuadrado de la sumade by z.
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Capitulo 3

Relaciones y funciones

3.1. Relaciones definidas en los reales

En matematicas las funciones tienen importancia por el mero hecho de ser funciones,
mientras que en las aplicaciones su importancia se clasifica de acuerdo a la utilidad
que prestan como herramienta de modelacién. Una misma funcién puede utilizarse
para describir diversos fendmenos.

El calculo es uno de los logros supremos del intelecto humano. Esta disciplina mate-
matica deriva principalmente de las investigaciones hechas por Isaac Newton (1642-
1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716) alrededor del siglo XVII. Sin embargo, algunas
de sus ideas datan de la fecha de la época de Arquimedes (287-212 a.c.) y se origin6
en culturas tan diversas como las de Grecia, Egipto, Babilonia, India, China y Japén.
Muchos de los descubrimientos cientificos que han dado forma a nuestra civilizaciéon
durante los ultimos tres siglos habria sido imposible sin el uso del calculo.

El principal objetivo del calculo es el analisis de los problemas de cambio (de mo-
vimiento por ejemplo) y de contenido (el calculo del area y el volumen, por ejem-
plo). Estos problemas son fundamentales, ya que vivimos en un mundo de cambio
incesante, lleno de cuerpos en movimiento y fendmenos de flujo y reflujo. En con-
secuencia, el calculo sigue siendo un tema vibrante, y hoy este cuerpo de técnica
computacional continua sirviendo como el principal lenguaje cuantitativo de la ciencia
y la tecnologia.

La palabra “funcion” fue introducida en Matematicas por Leibniz, que utilizaba este
término para designar cierto tipo de férmulas matematicas. Mas tarde se vio que
la idea de funcién de Leibniz tenia un alcance muy reducido, y posteriormente el
significado de la palabra funcién fue experimentando generalizaciones progresivas.

La mayoria de las aplicaciones del calculo implican el uso de los numeros reales o
variables para describir el cambio de cantidades. La clave para el analisis matema-
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tico de una situacién geométrica o cientifica es tipicamente el reconocimiento de las
relaciones entre las variables que describen la situacion. Tal relacion puede ser una
férmula que expresa una variable como una funcién de otra. Por ejempilo:

= Eldrea A de un circulo de radio r esta dada por A = 7r2. El volumen V' y el area
superficial S de una esfera de radio r estan dadas por V' = %m’3 y S = 4mr?,
respectivamente.

= Después de t segundos (s) un cuerpo que ha sufrido una caida desde el reposo
ha caido a una distancia s = %th en pies (ft) y tiene una velocidad v = gt pies
por segundo (ft/ s), donde g = 32ft/s es la aceleracién gravitacional.

= E| volumen V (en litros, L) de 3 gramos (g) de diéxido de carbono a 27°C' se da
en términos de su presion p en atmésferas (atm) por V = 1,68/p.

i Las equivalencias entre las dos escalas de medir temperaturas viene dadas
por

Fahrenheit a Celsius : °C' = (°F — 32) + 1.8
Celsius a Fahrenheit : °F = (°C' x 1.8) + 32.

Definicion 3.1.1: Relacion

Una relacion real R definida en un subconjunto D de numeros reales es una
regla que asigna a un numero x en D un numero real en un conjunto D’ de
numeros reales, que se denota por R(x) = {(z,y) : « se relaciona con y}.

Ejemplo 3.1.1. Relacién

Sea el conjunto A = {a,b,¢,d} y el conjunto B = {1, 2,3}, establezca cuatro
relaciones del conjunto A al conjunto B.

Solucién

R(.I) = {(a’ 1)? (bv 2)? (Ca 3)}
R(m) = {(a7 1)? (b’ 1)7 (C’ 1)(d7 1)}
R(z) = {(a, 1))7 (0,2)}

R(z) = {(¢,1),(¢,2), (b, 2)}.

También podemos definir relaciones como: un numero real con su cuadrado, es decir

R(x) = {(z,y) : y = 2*}.

Algunos elementos de este conjunto son (2,4), (v/2,2), (4,16), ...

El papel que juegan las representaciones en la construccién del conocimiento es
fundamental, por lo que una relacion puede tener distintas representaciones; esta
puede ser verbal, algebraica, tablas y graficos.
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a) Forma verbal: Se describe la relacion en el lenguaje comun lo mas preciso

posible, como por ejemplo “un numero real es igual al cuadrado de otro mas
cinco”.

b) Forma algebraica: Tomando la expresion anterior, le corresponde la ecuacion
algebraica siguiente:

y=a>+5.

c) Forma en tabla: Se organiza un arreglo rectangular ya sea vertical u horizontal,
en donde en el primer arreglo se ubican algunos valores para x y en el segundo
arreglo se ubican los valores de y. Téngase presente que una tabla solo nos
proporciona algunos valores de la relacién y tomando la relacién inicial se tiene:

]
S
Il
8
)
_|_
ot

y=2°+519 (6 |56

©

©| O O O ©

d) Forma grafica: Aprovechando las dos formas anteriores y localizando en el
plano cartesiano los puntos de la tabla y uniendo con lineas continuas cada
punto en el orden secuencial de las x, se bosqueja la relacion.
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y=2°+519 |6 |5[6|9

y=1x2+5

1*

] ]

T

-2 -1 0 1 2 7

Nota 1. Entre mayor sea el numero de puntos calculados en la tabla el grafi-
co sera mejor, algunas veces esta forma puede conducir a errores si no son
elegidos adecuadamente los puntos.

3.2. Funciones y sus graficas

Una funcién es una regla que describe un tipo de relacién que existe entre dos can-
tidades en la cual una depende del comportamiento de la otra, como por ejemplo,
el espacio que recorre una piedra cuando se deja caer de cierta altura, vemos que
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esta guarda una relacion con el tiempo, que a mayor tiempo que demore en el aire,
mayor sera la distancia que recorre en el descenso.

Cuando se plantean problemas que involucran cantidades que guardan alguna re-
lacién y se requiere construir una representacion simbadlica matematica, con el fin
de representar las relaciones pertinentes, estas pueden ser graficos, curvas, tablas,
férmulas, entre otras. El realizar estas interpretaciones es de vital importancia para
tomar decisiones ante la prediccién de resultados. El concepto de funcion es muy
importante en las matematicas por ser una forma muy natural de describir los fené-
menos de la realidad, por tal motivo podemos decir que las funciones nos rodean
en nuestro vivir diario, desde la relacién que existe en el consumo del agua con
respecto al valor a cancelar, la edad de cada persona, su estatura o su numero de
identificacién, los codigos de barra de los diferentes productos en un centro comer-
cial, la velocidad promedio con que se transporta en un servicio de bus urbano, el
crecimiento de una planta con respecto a los nutrientes, la tasa de interés anual con
respecto a los afos transcurridos, y asi se pueden citar multiples ejemplos de nuestro
vivir.

Definicion 3.2.1: Funcion

Dados dos conjunto A y B cualesquiera, una funcion es una regla que asig-
na a cada elemento = del conjunto A un unico elemento y del conjunto B. Al
elemento y se le llama imagen de z y al elemento z se le llama preimagen de
.

Al conjunto A se le llama conjunto de partida o dominio de la funcién y al conjun-
to B se le llama conjunto de llegada o codominio. Al conjunto de las imagenes
de elementos de A se le llama rango.

. J

Si f es una funcion definida de un conjunto A a un conjunto B, entonces a la imagen
de z también se le llama f(x) y se usan las siguientes notaciones para la funcion f

deAenB,a:»—>f(a:),AABOy:f(x).

Ejercicios 25. Funciones
Graficar las siguientes funciones:

5 vy 5
2. xr=-5 4, y= -2z -1 6. y =2

Representa las siguientes funciones lineales sabiendo que:
7. Tiene pendiente —3 y ordenada en el origen —1.
8. Tiene pendiente 4 y pasa por el punto (-3, 2).
9. Pasa por los puntos A(—1,5) y B(3,7).
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10. Pasa por el punto P(2, —3) y es paralela la recta de ecuacion y = —z + 7.

Ver guia de Grafica de funciones, con click aqui o consulte el cdédigo QR al final del

libro. ™

3.3. Dominio y rango de funciones reales

El conjunto D de todos los numeros para los que f(z) se define recibe el nombre de
dominio (o dominio de definicion) de la funciéon f. El numero f(z), lee “f de z”, se
denomina valor de f en el numero (o punto) z. El conjunto de todos los valores de
y = f(z) se llama el rango de f. Es decir, el rango de f es el conjunto

{y :y= f(x)} para algun z en D.

En esta seccidon nos ocuparemos mas del dominio de una funciéon que de su rango.
Cuando se describe la funcion f escribiendo una formula y = f(z), a « se le llama
variable independiente y a y variable dependiente porque el valor de y depende,
através de f, de la eleccion de x. A medida que la variable independiente =, cambia
o varia, lo mismo podria ocurrir con la variable dependiente y. La forma en que se y
varia depende de la regla de asignacién de la funcion f.

La idea de funcion se puede ilustrar esquematicamente de muchas maneras. Por
ejemplo, en la figura los conjuntos D e Y son sendos conjuntos de puntos, y
una flecha indica como se asocia un punto arbitrario = de D con su punto imagen f(z)
de Y. Otro esquema es el de la figura donde la funcién f se imagina como una
maquina en la cual los objetos del conjunto X se transforman para producir objetos
del conjunto Y. Cuando un objeto x es transformado por la maquina. El resultado
final es el objeto f(z).

x
= f ()
(a) (b)

Figura 3.1: Esquema de representaciéon de una funcion

Dominios e intervalos
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La funcion f y el valor o la expresion f(x) son diferentes en el mismo sentido que
una maquina y su salida no son lo mismo. Es decir, la maquina tiene incorporada
el conjunto de instrucciones necesarias para hacer la transformacion pero necesita
qgue se le incorporen los insumos necesarios para que haga su trabajo y produzca la
salida. Sin embargo, es comun el uso de una expresién como “la funcién f(z) = z*”
para definir una funcidn meramente escribiendo una expresion que la define. En
esta situacion no se especifica el dominio de la funcion. Entonces, por convencion,
el dominio de la funcion f es el conjunto de todos los numeros reales para los que la
expresion f(x) tiene sentido y produce un numero real y, por ejemplo, el dominio de
la funcién f(z) = 1/x es el conjunto de todos los numeros reales no nulos (porque
1/x se define precisamente cuando x # 0).

Ejemplo 3.3.1. Dominio de una funcién

Determine el dominio de la siguiente funcion: f(r) = 3z(2 — v/2x).

Solucién
El dominio son todos los numeros reales, cualquier nUmero puede ser evaluado en
la funcién generando un y.

Ejemplo 3.3.2. Dominio de una funcién

Determine el dominio de la siguiente funcion f(x) = ﬁ

Solucién
En este caso vemos que el denominador contiene a z, por lo que debemos buscar
que valores generan cero en el denominador, esto es 22 — 92 = 0, factorizando se
tiene

z(x—9)=0.

Asi, se genera cero si x = 0 0 z = 9, de donde se concluye que estos valores no los
puede tomar z, por tanto el dominio de f son todos los numeros reales a excepcion
dex=0yzx=09.

Ejemplo 3.3.3. Dominio de una funcién

Determine el dominio de la siguiente funcion f(x) =

Solucién
En primera instancia se contempla que el denominador 22 — 16 no puede ser cero y
como toda la fraccién esta dentro de una raiz, esta debe ser mayor que cero:

22 -5

—— >0.
2 —16 —
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Resolviendo esta desigualdad se obtiene:

S S o ® © z-+5

S S = - © z+5

S S S S © -4

o ® o = ® x+4
-4 —/5 NG 4

e o @ o ©  fl2)

De tal manera que el dominio de f(x) es
(—o00, —4) U [—\/S, \/5} U (4, 00).

Una funcion puede estar definida a trozos. Es decir dependiendo del valor de = en
un intervalo la funcién puede estar definida de diferente manera.
Ver video con click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. ®

Ejemplo 3.3.4. Funcién por parte

—3—2z, si —4<z<0.

1, siz=0
€Tr) =
/(@) 3, si0<z <2
v —2, siz > 2.

Aqui el dominio se encuentra especificado a la derecha de cada parte definida
de la funcion f(z).

Algunas reglas de la funcién estan dadas por una descripcidn verbal, antes que una
férmula.

Funcién parte entera

Se define la parte entera de =, notada | x|, como el mayor entero que es menor
o igual que el numero z. Otra notacion alternativa para la funcion parte entera
es [z]. Halle |-1.5], |—2], 2], [1.2].

= La gréfica ilustra los enteros que son menores o iguales a —1.5
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—1.5
] ] ] . %

T

-4 -3 -2 -1

Se puede observar que del conjunto de todos los enteros que son menores o
iguales a —1.5, es decir,
{,—4,-3,-2}

el mayor es —2. Asi, | —1.5] = —2.

» La grafica ilustra los enteros que son menores o iguales a —2

-2
* % ®

—4 -3 ~1

]
T

Se puede observar que del conjunto de todos los enteros que son menores o
igualesa —2, {--- ,—4, -3, —2}, el mayor de estos numeros es —2. Asi, | -2| =
—2.

= La grafica ilustra los enteros que son menores o iguales a 2

2
T T T T . %
-4 -3 -2 -1 0 1 3

] ] ] ] ]
T

Se puede observar que del conjunto de todos los enteros que son menores o
igualesa 2, {---,—4,-3,-2,—1,0, 1,2}, el mayor de estos numeros es 2. Asi,
2] = 2.

» La grafica ilustra los enteros que son menores o iguales a 1.2

] ]

-3 -2 -1 0 1

Se puede observar que de todos los enteros que son menores o iguales,
{' Ty _47 _37 _27 _]-7 07 1}7
el mayor es 1. Asi, [1.2] = 1.

En general si = es un numero entero, la parte entera de x es el mismo numero. Si el
namero es positivo y tiene parte decimal, simplemente réstele la parte decimal y el
resultado es la parte entera. Si el numero es negativo, la parte entera es el entero
negativo que esta antes del numero dado. La funcién parte entera también se conoce
como la funcién piso.
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Funcion cielo

Analoga a la funcién piso se define la funcion cielo, notada [z], y es el menor
entero “que no es menor que” el numero x.

Ejemplo 3.3.5. Funcién cielo

Determine el cielo de [1.2].

Solucién
La representacion grafica de 1.2 en la recta real es la siguiente:

Se puede observar que de todos los enteros que no son menores a 1.2, los cuales
son, {2,3,4,5,---}, el menor es 2. Asi, [1.2] = 2.

Funcioén de franqueo postal

En 1997 el costo de una carta en correo de primera clase en Estados Unidos
era de 32 centavos para la primera onza y 23 centavos por cada onza adicional
o fraccién. Para una carta que pese w > 0 onzas el numero de onzas adicio-
nales (incluyendo fracciones de onzas como una) es [w]| — 1. Por lo tanto el
precio de envio de la carta es

s(w) =32+ 23(Jw] — 1) = 9 + 23[w].

En el calculo elemental se estudian funciones cuyos dominios son subconjuntos de
numeros reales y sus valores son numeros reales.

Ejercicios 26.
Determinar dominio y rango de las siguientes funciones :

1. f@)=a+3 6. ()= 5 10, )= LI
2. f(z)=2"+2x -3 —
3 <x>_f’f ) z . f(as)Zf_ll H =gt v
e e 114 12. f(x) = log(s* 4
4. f(x)=a3—62>+8z 8. f(x):2x2—8 13. f(z) = [2z —5].

T +2 42 + 4
5. f(x) = p— 9. f(x)zm 14. f(z) = [#°]=.
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Desarrolle las graficas de los casos anteriores y compare en la guia de graficas de
funciones. Click aqui ™

3.4. Grafica de funciones

Una manera de visualizar funciones es mediante su grafica.

Grafica de una funcion

Si f es una funcién con dominio D C R, su grafica consiste en los puntos del

plano cartesiano cuyas coordenadas son los pares de entrada-salida de f, es
decir, es el conjunto de puntos (z, f(x)) para x en el dominio de f, graficados
en el plano.

» La grafica de una funcion es un dibujo muy util que describe su comportamien-
to.

= Si (z,y) es un punto de la grafica, entonces y = f(x) es la altura de la grafica
por encima del punto (x,0) si f(x) es positivo o por debajo de (z,0) si f(z) es
negativo..

Usando la guia15 de WxMaxima podemos avanzar de forma facil en los trazos de
algunas funciones, dejando como ejercicio al estudiante de indagar mas sobre el
tema. Guia de Graficas de funciones. click aqui o consulte el codigo QR al final del

libro

y=z+1

/
P

Haga una tabla de valores escogiendo valores x y calculando los respectivos valores
de y. Los valores de = deben tomarse en el dominio de la funcion. ¢ Cuantos pun-
tos se eligen? Los suficientes para tener una idea de la forma de la grafica. Entre
mas puntos mejor. Luego trace una curva suave a través de los puntos graficados.
Identifique la curva con su ecuacion.
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Ejemplo 3.4.1. Grafica de funciones

Grafique f(z) = 32(2 — v/2x).

7 (o)) =3([0)) (2~ v2(l0))) £(0) =0
/ () =3 () (2 - V2 ()) £(0.5) = 1.9394
r([(0) =s([0) (2-va (1)) f(1) = 1.75736
/ () =3 () (2 —V2 ()) F(1.5) = —0.54594
/ <> =9 () (2 - V2 ()) £(2) = —4.97056

Grafique los puntos (z,y)

7
v | @)=y 1 0‘.5 s
0 0 L le !
0.5 | 1.93934
1 1.75736
1.5 | -0.54594
2 | -4.97056
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3.4. GRAFICA DE FUNCIONES

A manera de ilustracién se hara la tabla de valores con mas puntos.

::?,34r [ ‘4: ‘

L Y TJJ,:, :LJJ,:,
0 0 REERR N
0.25 | 1.2348 N
05| 193934 |  [_____. D A
0.75| 2.1135 X

1 | 1.75736 N
1.25 | 0.87087 x

15 [-054594 | - i
1.75 | -2.4931 1

2 | -4.97056 |

(a) Tabla (b) Puntos (c) Unidn de puntos

Figura 3.2: Gréfica de la funcion f(z) = 3z(2 — v/2z).

Cuando una funcién esta definida a trozos, la grafica se intenta hacer por partes
tomando valores representativos en cada subintervalo en que se divide la funcion
teniendo en cuenta los puntos de division de los subintervalos. Para asegurarnos del
comportamiento cerca de los puntos de division se aconseja tomar valores cercanos
a dichos puntos.

Ver video. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro ®

Ejemplo 3.4.2. Grafica de funciones

Haga la grafica de la funcién siguiente:

—3—2z, si —4<z<0.

f(@) = 1, s! z=0
3, si0<z <2
v —2, Siz > 2.
Solucién
Observe que para los = que son mayores o iguales a —4 pero menores que cero
(—4 < z < 0) la funcién se define como f(z) = —3 — 2z. Para z = 0 la funcion esta

definida como f(z) = 1. Para todos los = mayores que cero pero menores que 2
(0 < z < 2) la funcion se define como f(z) = 3 y para los  mayores o iguales a 2
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(x > 2) la funcion se define como f(z) = v/ — 2. Lo puntos de division son entonces
—4, 0y 2 que deben incluirse entre los valores para hacer la tabla.

x| flx)
-4 )
-3.5 4
-3 3
-2 1
-1 -1
-05 | -2
-0.05 | -2.9
0 1
0.01 3
0.1 3 A
1.99 3
2 0
201 | 01
25 | 0.7
3 1
4 1.14
5 1.7

Ejemplo 3.4.3. Grafica de funciones

Grafique la funcién f(z) =5, en el dominio 1 < z < 4.

Solucion

A continuacién se presenta un bosquejo de la grafica.

Como la funcion es constante,
basta tomar los puntos en los ex-
tremos, es decir en 1 y 4, mante-
niendo un segmento horizontal de
longitud de 3 y con altura de 5.

Ejemplo 3.4.4. Grafica de funciones

Hallar la grafica de f(x), definida como sigue:

limitada por las rectas z = —2, z = 4 y el eje z.

)3, size[-
f(m)_{z siz e (1,4]

2,1]
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Solucién
El bosquejo de la grafica es como sigue:

7 - —

La grafica en cuestion se muestra en la fi-
gura. Se ha dividido en dos subregiones
por la linea =+ = 1. Queda dividida en dos
rectangulos.

4

|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1
hg
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1

Ejemplo 3.4.5. Grafica de funciones

Dibuje la grafica f(x) =2z + 1 en [0, 2].

Solucion

La funcion es lineal. Basta ubicar dos pun-
tos para trazar su grafica. Para + = 0,
f(0) =2(0)+1 =1, asiunpuntoes (0,1).
Paraz =2, f(2) =2(2)+1=4+1=5.
Otro punto es (2,5).

Un bosquejo de la region se muestra en la
figura de la izquierda.

Ejemplo 3.4.6. Grafica de funciones

Grafique la curva f(z) = —|z — 2| +5, -1 <z < 6.

Solucién
Primero observe que

T — 2, sizr—2>0
|z —2| = .
—(x—=2), siz—2<0,
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es decir,

x — 2, sixz>2
|z — 2| = , .
—(x—2), siz<2.

Al reemplazar los valores de |x — 2| de acuerdo a los valores de = queda que

—(x —2) + 5, Sixz>2

f(93)=—|$—2|+5:{_(_(x_g))_;_g), siz <2,

—x+7, six>2
T+ 3, six < 2.

fl@) = —le =2/ +5 = {
Como se debe graficar f(x) en [—1,6] entonces se grafican los trozos = + 3 en el
subintervalo [—1,2) y —z + 7 en [2, 6]. La Figura B.3 muestra la grafica la cual se ha
divido en dos partes por la linea z = 2.

—1 2 6

Figura 3.3: Gréfica de f(x) = —|z — 2| + 5 del ejemplo

Interceptos

El intercepto con el eje y (si lo hay) viene dado por el punto (0, f(0)) y los inter-
ceptos con el eje z (si existen) estan ubicados donde f(x) = 0. Los interceptos
con el eje = también se llaman ceros de la funcion.

Ejemplo 3.4.7. Grafica de funciones

Grafique los inteceptos de la funcién f(z) = 2% — 2.

172



CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

3.5. TIPOS DE FUNCIONES

Solucion

V2

flx)=2*—-2

En estos puntos podemos observar que
= f(=v2) =0.

Ver video. Click aqui o consulte el cédigo

f(v2)

A

Ejercicios 27.

aqui ™| podra practicar el calculo de las
interceptaciones de las funciones con el

QR al final del libro ®
En la guia de graficas de funciones. Click

eje x, si estas existen.

Grafique las siguientes funciones especificando su dominio:

1. f(z) = 222

2. f(x) = 322

3. f(z) = 5a?

4. flx)=a22+1

5 f(z)=2%+3

6. f(z) =227 -2z +1

7. f(x) =a°+42* —2® + 522 - 30 +1

Grafique las siguientes funciones
M y=(—-172+1
12. y=3(x —1)*+1

13. y=2(z+1)*-3

3.5. Tipos de funciones

Existen muchos criterios para clasificar funciones. Aqui se usaran los siguientes

= Tipo de expresion que la define.

8.

9.

10.

1.

12.

14.
15.
16.

f(x) = sen(z)
f(x) =sen(z) +x

flx) =2

y=—-3(x—2)>-5
y=1a%—"Tr— 18

y=5(x+2)?-3
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» Constantes « Exponenciales
* Lineal * Logaritmicas

* Polinébmica + Trigonométricas
» Racional » Hiperbdlicas

= Naturaleza del dominio, rango y unicidad de las imagenes

* Inyectivas
» Sobreyectivas
* Biyectivas

= Comportamiento de los valores de la funcién

» Crecientes
» Decrecientes

Una misma funcion puede pertenecer a varias categorias. Por ejemplo, una funcién
puede ser lineal, inyectiva, sobreyectiva, biyectiva, creciente. Cada categoria sera
descrita posteriormente con sus respectivas caracteristicas.

3.6. Funciones sobreyectivas

Definiciéon 3.6.1: Funcién sobreyectiva

Unafuncion f : D — R es sobreyectiva si para todo elemento y en el codominio
(conjunto de llegada o alcance) existe algun elemento = en el dominio tal que
la imagen de ese elemento z es y, es decir, f(z) = y.

= Si llegara a existir un elemento en el codominio que no es la imagen de un
elemento del dominio, la funcion no es sobreyectiva.

= Es de mucha ayuda tener claras las propiedades de los numeros reales para
determinar si una funcioén es sobreyectiva.

» Para determinar si una funcién es sobreyectiva se parte de un elemento del
conjunto de llegada y se intenta construir un elemento del dominio, que queda
generalmente en funcion del elemento escogido inicialmente, y cuya imagen
es precisamente el elemento inicial elegido.

Ejemplo 3.6.1. Funcién sobreyectiva

Determine si la funcion f(x) = 3z + 1 es sobreyectiva.
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Solucién

Se toma un elemento arbitrario del conjunto de llegada que en este caso es Ry se
trata de hallar un elemento x del dominio tal que f(z) = y. Suponemos entonces que
f(z) = y e intente ver que seria el valor z.

Como f(z) = 3z + 1, entonces se debe tener que 3z + 1 = f(z) = y. De aqui se
despeja ,

3r+1=y
r=y—1
y—1
r="—.
3

Luego se verifica que efectivamente para este valor de » = yT‘l se tiene f(x) = v.
Recordar que f(z) = 3z + 1.

Ejemplo 3.6.2. Funcién sobreyectiva

Determine si la funcion f(z) = z* es sobreyectiva.

Solucién
Sea y en el codominio y suponga f(x) = y. Se explorara la posibilidad de construir
este x, a partirde 22 = f(z) = v.
22 =y, T = ty.
Siy >0, f(v/y) = (/y)* = y. Sin embargo se observa que la expresion ,/y no da

valores reales para y < 0 de modo que para los valores y < 0 no existe un numero
real x tal que f(x) = y. Por tanto la funcion no es sobreyectiva

Ejercicios 28.
Determinar si las siguientes funciones son sobreyectivas:

1. f(z)=2(x+1) 4. f(z) =2 —4x +2 7. f(x) = cos(zx)
2. f(x) =3z 5. f(z) =In(z +2) 8. f(z)=2°
3. f(x) =tan(z) 6. f(x) = cos(z) 9. f(x)=|z+1]
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3.7. Funciones inyectivas

Una funcion siempre asigna a cada elemento del dominio una unica imagen. No
obstante es posible que varios elementos del dominio tengan la misma imagen. Por
ejemplo para f(x) = x> se tiene que —2 y 2 son puntos distintos del dominio que
tienen la misma imagen, f(—2) = (—2)? = 4 = 22 = f(2). Las funciones donde no
ocurre lo anterior, es decir, las que asignan imagenes distintas a elementos distintos
de su dominio reciben un tratamiento especial y se estudian a continuacion.

Definiciéon 3.7.1: Funcién inyectiva

Sea f una funcion. La funcion f es inyectiva si para todo x, x5, de su dominio

11 # 72 se tiene f(z1) # f(z2).

Una formulacion equivalente a la definiciéon a la anterior es que f es inyectiva
si f(x1) = f(z2) implica z; = z. Si se encuentra un par de elementos distintos del
dominio cuya imagen sea igual, la funcién no es inyectiva. La funcion f(z) = 2% no
es inyectiva. Observe que si a es positivo se tiene que —a es negativo y a es distinto
de —a. Las iméagenes de estos puntos son f(a) = a* = (—a)? = f(—a).
Graficamente se puede ver que una funcion es inyectiva si toda la linea horizontal
no corta a la grafica en mas de un punto. Si se encuentra una recta horizontal que
corte a la grafica en al menos dos puntos, la funcion no es inyectiva. La figura
ilustra una funcién no inyectiva y la figura muestra una funcién inyectiva.

fx)=a? f(x)=x*

(a) Funcion no inyectiva (b) Funcion inyectiva

Figura 3.4: Criterio de la recta horizontal.

Existen funciones que no son inyectivas en su maximo dominio de definicion pero si
lo son en un subconjunto adecuado. El maximo dominio de definicion de f(z) = z?
son todos los reales. Si solo se toman los reales no negativos, es decir, [0, co) como
su dominio, la funcién es inyectiva. Igual seria inyectiva si se escogiera como dominio
al intervalo (—oo, 0].
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(a) Gréfica de f(z) = 22 (b) Gréfica de f(z) = 22
con dominio [0, o) con dominio (—oo, 0]

Figura 3.5: Inyectividad de f(z) = x> en un subconjunto de R.

Ejemplo 3.7.1. Funcién inyectiva

Verifique que f(z) = 3z + 1 es una funcién inyectiva.

Solucion

Suponemos que existen dos puntos z; y z, tales que f(z;) = f(z2) y verificaremos
que z; = x,. Primero observe que f(x;) = 3z1+1Y f(z2) = 325+ 1. Como supusimos
f(z1) = f(xq) se tiene

3I1 +1= 3$2+1
3.351:31'2

1 = T9.

Ver video. Click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro ©. Usando WxMaxima,
se grafica click aqui para analizar el corte horizontal y su inyectividad. (i

Ejercicios 29.
Determinar si las siguientes funciones son inyectivas:

1. flz) =2 +2 6. f(z) =V +2

2. fz)=2"+1 7. f(z)=a*+z

3. flx) =V 8. f(z)=¢"

4 fla)=z—1 9. f: R+ s R

5 flz)=2%—2+2 r—y=f(z)=2>—1+2
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3.8. FUNCIONES BIYECTIVAS CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

3.8. Funciones biyectivas

Definicién 3.8.1: Funcién biyectiva

Una funcion es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo tiempo en el
dominio especificado.

= Vimos anteriormente que la funcidon f(z) = 3z + 1 es inyectiva y sobreyectiva,
por lo tanto es biyectiva.

= La funcién f(z) = z* no es inyectiva cuando se define en todos los reales,
tampoco es sobreyectiva por lo tanto no es biyectiva.

= La funcion f(z) = z* es inyectiva cuando esté definida en [0, ) y es sobre-
yectiva, por lo tanto es biyectiva en [0, o0).

Ejercicios 30.
Determinar si las siguientes funciones son biyectivas en su maximo dominio de de-
finicion.

1. f(z) = Vz +2 3. fa) = 207 5. f(z) = In(z)
2?2 +1
22
2. flx) =V +2 4. f(ff):$2+1 6. f(z)=¢"

3.9. Funciones crecientes y decrecientes

Definicion 3.9.1: Funciones crecientes

1. Una funcién f(x) es creciente si y solo si para todo z; < x, se tiene

f(z1) < f(m2).

2. Una funcion f(z) es estrictamente creciente si y solo si para todo z; <
se tiene f(x1) < f(x2).

Graficamente puede verse que una funcién es creciente si mirada de izquierda a
derecha la gréafica sube o permanece constante cuando = aumenta.

Graficamente puede verse que una funcion es estrictamente creciente si mirada de
izquierda a derecha la grafica siempre sube cuando x aumenta.

Ejemplo 3.9.1.

Verificar analiticamente y graficamente que f(x) = 3z — 1 es estrictamente
creciente.
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Partimos de la suposicién que z; < z».

T < T9 } }
3r1 — 1< 3z9—1 -6 —4
fz1) =321 — 1 <329 — 1 = f(x9)

Otra manera de hacerlo es usando el hecho que f(z2) < f(x2) si f(z2) — f(x1) > 0.

f(l’g) —f({lfl) :3$2 —1- (3$1 — 1) = 3[132 -1 —3[131 +1

= 3ZE2 — 31‘1 = 3(.T2 — (L’1>

Como z; < o, se tiene que =, — x; > 0. Entonces 3(zy — 1) > 0y por tanto
f(z2) — f(x1) = 3(xg — x1) > 0. En conclusion f(zq) < f(z2).

Definicion 3.9.2: Funcion decreciente

1. Una funcion f(z) es decreciente si y solo si para todo z; < z, se tiene

f(z1) = f(m2).

2. Una funcion f(x) es estrictamente decreciente si y solo si para todo z; <
xy se tiene f(z1) > f(xq).

Graficamente puede verse que una funcion es decreciente si mirada de izquierda a
derecha la grafica baja o permanece constante cuando x aumenta.

Graficamente puede verse que una funcion es estrictamente decreciente si mirada
de izquierda a derecha la grafica siempre baja cuando = aumenta.

Ejemplo 3.9.2.

Verificar analiticamente y graficamente que f(z) = —3x + 1 es estrictamente
decreciente.

Partimos de una suposicion de que z; < xs.
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6 |
4 1
1 < Ty o\ |
—3r1 > —319
—3z1+1>-3x,+1 6 —4 _‘2 9 A 6
f(x1) > f(2) _9 ]
_4 1

También aqui pudo verificarse que f(x2) < f(z1) haciendo f(z1) — f(z2) y luego ver
que el resultado es mayor que cero.

Ejercicios 31.

Determine los intervalos en los que las siguientes funciones son crecientes o decre-
cientes, trace su grafica correspondiente usando software.

1. y =2z — 2? 4. y=a3—3x 7. 5—2x — 2?
2. y=ax?— 3a? 5. y=a3—62>+112—6 8. y=a>+Tr -1
3. y=a*—4>+15 6. y=3x? — 83 9. y=4dxr — 42> +2

Click aqui o consulte el cddigo QR al final del libro. ™

3.10. Funciones convexas y coOncavas

De una manera general una funcion es convexa si todo segmento que une dos puntos
de la grafica esta por encima de la grafica. Una funcion convexa se llama también
concava hacia arriba.

Una funcion es concava (céncava hacia abajo) si todo segmento que une dos puntos
de la grafica esta estrictamente por debajo de la grafica.

Una funcién puede ser convexa o concava en todo su dominio o en partes de él.
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fla) = 2

(a) Funcién convexa (b) Funcion concava
Figura 3.6: Funciones convexas y concavas.
Ejercicios 32.

Utilice software para graficar las siguientes funciones y especificar donde es concava
y donde es convexa.

1. f(x) = 222 3. f(x) =sin(z)

2. f(z) = —2a4 4. f(z) =2 —22*+5r — 1
Determine el comportamiento de las siguientes funciones:
at+1 8. f(z)=e"""!

1

2

r— 2 9. f(x):—L
202 — 2

10. f(x) =In(z* —1)

1. fa) =

2. f(x) =
3. f(w)=a"—22" -8
4. flx) = (xfl)Q 7. f(x) = xi?) 1. f(z) = |z — 1] + 2?

Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. s

3.11. Lineales

Tienelaforma f(x) = ax+boy = ax+b. Sumaximo dominio es todo R y el rango para
este dominio es todo R. La interseccién con el eje y viene dada por (0, f(0)) = (0,b).
Tiene intersecciones con el eje x sia # 00 sia =0y b= 0. El punto de interseccion
viene dado por 0 = f(0) = ax + b. Resolviendo para x se obtiene ax = —b de donde
z = —2. De modo que el punto de interseccion con el eje z es (—2,0) .

(1) Una recta horizontal tiene pendiente cero, y si pasa por el punto (z, ¢), ¢ cons-
tante, tiene ecuacion y = c.
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3.11. LINEALES CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

(2) Una recta vertical no tiene pendiente , y si pasa por el punto (¢, y), ¢ constante,
tiene ecuaciéon = = c.

La funcién lineal también se acostumbra a escribir haciendo y = f(z) y escribiendo

Az +By+C =0, B#0.

Para identificar los elementos principales se despeja y y se escribe en la forma y =

f(z).

Arx+ By +C =
By=—-Ax-C
—Ax - C
Y= 7B
y=|—4h+|=£|

La grafica de una funciodn lineal es una linea recta o una porcion de ella dependiendo
del dominio y el término que acompana a la variable se llama pendiente, en el
ejemplo anterior a es la pendiente, esta indica el grado de inclinacion de la recta
respecto al eje x.

@X‘o
401

Y

Si una funcién lineal pasa por los puntos
(z1,71) Y (22, y2) entonces la pendiente a
viene dada por

o= Yo—UY1 W — Yo
To — I xl_Z'Q.

La pendiente de la recta es la misma para cualquier par de puntos sobre la recta que
se elijan para hacer el computo. Es decir, si (z3,y3) Y (x5, y5) €s cualquier otro par de
Ys — Y3

puntos sobre la recta también se tiene a = .
Iy — X3
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La medida de la pendiente se pue-
de interpretar como la razén de
cambio entre la altura y el recorrido
horizontal.

Altura

Altura

Recorrido

Formas de la recta

(@) Forma estandar y = ax + b

(b) Punto pendiente.

Dada la pendiente a y un punto (zy, yo) por donde pasa la recta la ecua-
cion de la recta viene dada por y — yo = a(x — z¢) 0 equivalentemente

y = a(x — xo) + Yo

Ejemplo 3.11.1. Ecuacion de la recta

Halle la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (-2, —2) y (2,1). Sefale
los interceptos con los ejes.

. J

Solucién
Como se conocen dos puntos por donde pasa, puede calcularse la pendiente, y usar
la forma punto pendiente la recta y = a(z—x¢)+yo, tomando como (z, yo) cualquiera
de los dos puntos conocidos.
o 1—(=2) 1+2 3
“To () " 2+2 4
Tomando zy = 2y yo = 1 del punto (2, 1)

La ecuacién de la recta es y = 3
El intercepto en el eje x esta en

8
|
Sz N

I
Q |o
]
SN—"
o
o
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Q
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El intercepto con el eje y esté en (0,b) donde b = —%.

Ver video. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro .

3.11.1. Rectas paralelas y perpendiculares

La medida de la pendiente en una recta que determina el grado de inclinacién que
esta tiene, por lo que podemos razonar que dos rectas son paralelas si tienen el
mismo grado de inclinacién o pendiente.

Definicion 3.11.1: Rectas paralelas

Dos rectas que no sean verticales, son paralelas si estas tienen la misma pen-
diente.

Ejemplo 3.11.2. Rectas paralelas

Determine si el siguiente par de rectas son paralelas:

Jy+2x+5=0 y y=(1/2)x—6

Solucién

Con respecto a la primera ecuacion 3y + 2x + 5 = 0, se tiene y = ‘?2517 — ‘?5 que le
corresponde como pendiente m; = %2 y a la segunda ecuacion le corresponde como
pendiente my = 1/2.

Se observa que estas pendientes son distintas m; # my, asi, las rectas no son
paralelas.
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Grafico de dos rectas paralelas

En el siguiente grafico podemos observar el comportamiento de dos rectas paralelas,
que corresponden a la misma pendiente. Ademas podemos relacionar estos tipos
de comportamiento con las lineas eléctricas ubicadas en los postes, los bordes de
algunos edificios, los bordes de la pantalla de un televisor, entre muchos ejemplos
mas.

Rectas perpendiculares

Entiéndase por perpendiculares aquellas rectas que se cortan formando un angulo
recto (de 90°).

Con el objetivo de facilitar la relacién que guardan sus pendientes, haga coincidir
el punto de corte en el origen del plano cartesiano, como se muestra en el grafico
siguiente:
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Escoja dos puntos cualesquiera en las rectas, uno en la recta roja punteada y otro en
la recta azul que compartan la coordenada x, para este caso x = 1, con el objetivo de
formar un triangulo con los puntos identificados y como el angulo es recto, se puede
usar el teorema de Pitagoras y asi tener una relacion.

El triangulo AOB es recto en O, entonces las medidas de cada uno de sus lados
guardan la relacién pitagorica, esto es :

(d(0, 4))* +(d(0, B))* = (d(A, B))*

Remplazando en esta expresion los valores correspondiente del grafico y usando
nuevamente el teorema de Pitagoras para calcular las medidas de estos lados, se
obtiene:

(d(0,A)?* = 1% +m?
(d(O, B))? = 12 + m?

Sustituimos en la ecuacion inicial,

(12 +m3) + (12 +m3) = (my — my)?
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2 2 2 2
2+m1+m2 :ml _2m]_m2+m2
2= —2m1m2
mime = —1

Con relacion a este resultado se obtiene la siguiente definicion:

Definicion 3.11.2: Rectas perpendiculares

Dadas las dos rectas que tienen como pendiente m; y m, distintas de cero,
estas son perpendiculares si, y solo si, el producto de sus pendientes es —1.

mimseo = —1

Adicionalmente téngase en cuenta que una recta horizontal es perpendicular
a la recta vertical.

. J

Ejemplo 3.11.3. Rectas perpendiculares

Determine si las rectas 2z + 3y = 0y 62 — 9y + 10 = 0 son perpendiculares.

\. J

Solucién

Para la recta 2z + 3y = 0 presenta pendiente m; = 3.

Para la recta 6z — 9y + 10 = 0 presenta pendiente m, = g Ahora realicemos el
producto de las pendientes esto es:

-36 _ —-18
29 18
Por tanto las rectas son perpendiculares.

Las funciones cuyas graficas estan formadas por trozos o pedazos de rectas se
llaman funciones lineales a trozos.

mimsy =

Ejemplo 3.11.4. Rectas

Hallar el érea de la region limitada por la grafica de la funcién f(x) = 5, las
rectasz =1,z =4yelejex.

Solucién
A continuacién se presenta un bosquejo de la region.

5 L—

,- La region bajo la curva corresponde a un
rectangulo de altura 5 y base 3. Por tanto
el area de la region bajo la curva es 15
unidades cuadradas.
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Ejemplo 3.11.5. Rectas

Hallar el area de la region bajo la curva

siz e [—-2,1]

3,
fa) = {7, siz e (1,4]

limitada por las rectas z = —2, x = 4 y el eje x.

Solucién
El bosquejo de la grafica es como sigue

7 [

La region en cuestion se muestra en la fi-
gura. Se ha dividido en dos subregiones
por la linea x = 1. Queda dividida en dos
rectangulos. El rectangulo de la izquierda
tiene altura 3y base 1—(—2) = 3, por tanto
su area es 9. El rectangulo de la derecha
tiene altura 7 y base 4 — 1 = 3, y su area
es 21. Sumando el area de cada uno de
los rectangulos se llega a que el area total
es 30 unidades cuadradas.

——I
1

Ejemplo 3.11.6. Rectas

Hallar el area de la region bajo la curva f(xz) = 22+ 1 en [0, 2] y por encima del
eje r.

Solucion

5

La funcion es lineal. Basta ubicar dos puntos para trazar su
grafica. Para x = 0, f(0) = 2(0) + 1 = 1, asi un punto es
(0,1). Paraz =2, f(2) =2(2) + 1 =4+ 1 = 5. Otro punto
es (2,5).

Un bosquejo de la regidon se muestra en la figura de la iz-
quierda. Observe que la regién bajo la curva es una region
trapezoidal. Con base mayor 5, base menor 1, y altura 2.
Por tanto el drea es (1) (2) = 6.

Ver video. ®
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Ejemplo 3.11.7. Rectas

Halle el area de la region limitada por la curva f(z) = —|z — 2| + 5, z = —1,
r==06Yyelejex.

Solucién
Primero observe que

x — 2, sir—22>0
|z —2| = .
—(x—2), siz—2<0,

es decir,

T — 2, Siz>2
lr — 2| = _ :
—(x—2), siz<2.

Al reemplazar los valores de |z — 2| de acuerdo a los valores de = queda que

—(x —2) + 5, Sixz>2

f(I)=—|x—2|+5:{_(_(x_g))+5, siz <2,

—x+7, sizx>2
T+ 3, siz < 2.

f(-’r)=—|w—2!+5={

Como se debe graficar f(x) en [—1,6] entonces se grafican los trozos = + 3 en el
subintervalo [—1,2) y —z + 7 en [2,6]. La Figura B.7 muestra la region la cual se
ha divido en dos trapecios por la linea x = 2. El trapecio de la derecha tiene area
241(6 — 2) = 12 y el trapecio de la izquierda tiene area >£2(2 — (—1)) = 2. La suma
de estas dos areas da el area total que es % unidades cuadradas.

|
—_
N EEEE
o) [e——

Figura 3.7: Regién ejemplo
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Ejemplo 3.11.8. Rectas

Hallar el area de la region limitada por la curva

fz) =

Y

0, sizel0,1/2]U(1,3/2]
1, size(1/2,1]

el eje y, eleje x =3/2y el eje z.

Solucion

El area es 1/2.

Funcioén caracteristica

Sea X un conjuntoy A C X. Se define la funcidn caracteristica de A en X, notada
X, COMoO

1, sizeA
xa(r) = .
0, size Xperox&A.

Ejemplo 3.11.9. Segmentos de recta

Por ejemplo si X = [a,b]y o, B € (a,b) y a < [, entonces la grafica de x (.5 se
muestra en la Figura y la de x(, 5 en la Figura 3.80.

O ) P
® ® O O
a «Q G b a « 6 b
(a) Funcién caracteristica en (b) Funcién caracteristica en [«, 5]

(a, B)

Figura 3.8: Graficas de funciones caracteristicas de intervalos.

Guia de Graficas de funciones. Click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro
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CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

3.11. LINEALES

Ejercicios 33. Determine los puntos de cortes con los ejes y la pendiente de las
siguientes rectas:

1.

2.

y =06z —3

oy+2x—5=0

Grafica las siguientes funciones:

12.

13.

14.

© © o N o O

fle)=ax+7

flz) =Tz —2

flz) =13z 4+ 22 — 6
flx)=2+3-5
flz)=x+3-5
fz) =4z — 12

. La recta tiene pendiente 3 y corta

al eje y en 2.

La recta tiene pendiente -3 y corta
al eje de las y en 2.

La recta tiene pendiente -2 y corta
al eje delasyen-2.

Determine la ecuacién de la recta [
que es paralelaalarectay = 5x+2
y pasa por el punto (1, 3).

15.

16.

17.

18.

La recta que pasa por los puntos

Larecta3y + 5z +6 =10

Determine la ecuaciéon de la recta
p, que es paralelaa 2z +8y+4 =10
y pasa por el origen.

Determine la ecuacién de la recta
[, que es perpendicular a la recta
y = Tx—2y pasapor el punto (2,5).

Determine si los puntos A(6,2),
B(1,7) y C(5,11) que forman un
triangulo rectangulo.

Trace el grafico de un circulo de ra-
dio 1 y por el punto A(3, %3) tra-
ce la tangente al circulo. ldentifi-
que en que otra parte del circulo
se puede trazar una recta que sea
paralela a esta y tangente al circu-
lo.

Resuelva los siguientes problemas de aplicacion.Use WxMaxima como apoyo. Click

aqui o consulte el codigo QR al final del libro s

19. Enlas 12 primeras semanas de cultivo de una planta, que media 2.5 cm, se ha
observado que su crecimiento es directamente proporcional al tiempo, viendo
que en la primera semana ha pasado a medir 3 cm. Establecer una funcion afin
que de la altura de la planta en funcion del tiempo y representar graficamente.

20.

En un examen de seleccion multiple, las preguntas correctas suman un puntoy
las incorrectas restan medio punto. En total hay 100 preguntas y no se admiten
respuestas en blanco (hay que contestar todas).

La nota de un alumno es 8.05 sobre 10. Calcular el numero de preguntas que

contestd correcta e incorrectamente.
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3.12. REGRESION LINEAL CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

21. Enun concierto benéfico se venden todas las entradas y se recaudan $230.000.
Los precios de las entradas son $500 las normales y $3.000 las VIP.

Calcular el numero de entradas vendidas de cada tipo si la asistencia al esta-
blecimiento es de 160 personas.

22. Sea X =[a,by o, € (a,b) y a < 3, realice la grafica x (o5, Sia =03 =25y
(Cl, b) = (_3a 6)

3.12. Regresion lineal

Dado un conjunto de puntos del plano (datos de un experimento, por ejemplo) {(x;, y;) :
i =1,...,n} se intenta buscar la ecuacién de una linea recta que se ajuste lo méas
posible al conjunto de puntos. Esta recta se usa para predecir valores que por al-
guna razén no pudieron ser medidos pero que es esencial tener una estimacién de
ellos, aunque sea con un margen de error. La idea es que se cometa el menor error
posible.

A continuacién se mostrara una técnica que se llama recta de ajuste por minimos
cuadrados o simplemente regresion lineal:

1. Se calcula el promedio de los z; que llamaremos z, es decir,

n n

_ T+ Ty + -+ Ty Zi:1$i 12:
n n n <

i=1

2. Se calcula el promedio de los y; que llamaremos ¢, es decir,

1+ys+ -+ yn _ Z?:ﬂ%' :liy‘
n n n v

g =
=1

3. Se hacen las diferencias de cada dato x; con su promedio, es decir, se hace

4. Se hacen las diferencias de cada dato y; con su promedio, es decir, (y; — 7).
5. Se forman los productos (z; — Z)(y; — 7).

6. Se suman todos los productos en el item anterior, esto corresponde a

n

S (- 2) (5 — 9.

=1
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7. Se toman las diferencias en el paso [, se elevan al cuadrado y se suman, esto
corresponde a

8. La pendiente de la recta, que llamaremos 3 surge de la division del resultado
del paso [ entre el resultado del paso [7l, es decir,

S (= D)y~ 7).

B =

> iy (v — 7)?
Una formula alternativa para 3 es:
LT
il

9. El término constante, que llamaremos &, surge de hacer la resta del promedio
de las y con el producto de la pendiente con el promedio de las z, es decir,

~

& =g — Bz

Definicion 3.12.1: Recta de ajuste para un conjunto de datos

Dados el conjunto de datos {(x;,v;) : i = 1,...,n}, su recta de ajuste viene dada
por

y =Bz +a, (3.1)

donde
> i (i = %) (i — 9) y
Z?:l(xi —I)?

Ejemplo 3.12.1. Ajuste de datos

Se midieron los siguientes datos en un experimento

(o)
I
N
|
=
Kl

B =

Li Yi
-2.00000 | -3.88271
-1.50000 | -2.27386 , -
~1.00000 | -0.47504 Halle la recta de ajuste por minimos cuadrados
2050000 | -0.01457 y estime el valor para y cuando z = 1.8 Dibu-
0.00000 | 1.19511 je_los pu_ntos de datos y la recta hallada en el
1.00000 | 5.03893 mismo sistema de coordenadas.
1.50000 | 5.75937
2.00000 | 7.86641
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Solucion

Se busca una recta de la forma especificada en B.1. Para hallar 6 y & se procede a
organizar los datos y los calculos.

x; Yi i —7 | y—4§ | (i—2)(y—y) | (v;—1)
-2.00 | -3.88271 | -2.00 | -5.84102 11.68204 4.00
-1.50 | -2.27386 | -1.50 | -4.23217 6.34826 2.25
-1.00 | -0.47524 | -1.00 | -2.43355 2.43355 1.00
-0.50 | -0.01457 | -0.50 | -1.97288 0.98644 0.25
0.00 1.19511 0.00 | -0.76320 -0.00 0.00
0.50 441134 0.50 | 2.45303 1.22651 0.25
1.00 | 5.03893 1.00 | 3.08062 3.08062 1.00
1.50 5.75937 1.50 | 3.80107 5.70160 2.25
2.00 | 7.86641 2.00 | 5.90810 11.81620 4.00
z=0|y=1.9583 43.27522 15.00

Se tiene entonces que

= 2.8667
Z?:l(xi —T)? 15

N

=y — Bz = 1.9583 — 2.8667(0) = 1.9583.

2.8667x + 1.9583.
C

a
La recta de ajuste es y
d uando = = 1.8 se usa la recta de ajuste, evaluando en =,

Para estimar el valor de y

y = 2.8667(1.8) + 1.9583 = 7.1184

T Yi
-2.00000 | -3.88271
-1.50000 | -2.27386
-1.00000 | -0.47524
-0.50000 | -0.01457
0.00000 | 1.19511
1.00000 | 5.03893
1.50000 | 5.75937
2.00000 | 7.86641
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3.12. REGRESION LINEAL

Esta no es la unica manera de calcularla, propiedades de la suma permiten llegar
a ecuaciones diferentes que llegan a los mismos resultados. Algunas se resumen a
continuacion

B =

2ica (@i — 2)(yi — 9)

Z?ﬂ(% —I)?

(s — xy — Ty + TY)

Sov (2 = 22, + 72)

_ 2?21(371%) -y Z?zl Ti—T 22;1 Y + NIy

i (@) = 22300 @i + na?

1 ==
gzizlxi?/i—l’y
1N 2 2
nzz‘:1xz‘ Z

Ty — Ty

2

x? — 72

Esta es la forma alternativa que se menciond para B.

Muy pocas veces se hace este procedimiento manualmente. Existen programas
que traen rutinas para hacer estos calculos automaticamente. Por ejemplo Excel,
LibreOfficeCalc, OCTAVE, MATLAB, WxMaxima y software dedicado a estadistica
como R, minitab, etc...
Ver quia de Regresiones lineales. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro

e

Ejercicios 34.
Desarrolle la regresion lineal de cada problema planteado:

1. Cinco nifios de 2, 3, 5, 7 y 8 anos

de edad pesan, respectivamente,
14, 20, 32, 42 y 44 Kilos.

Hallar la ecuacion de la recta de re-
gresion de la edad sobre el peso.

¢, Cual seria el peso aproximado de
un nifo de seis afos?

. Un centro comercial sabe que su

numero de clientes acuden en fun-
cion de su distancia en kilometros,
se registran los siguientes datos
en la tabla, de acuerdo al nume-
ro de clientes que asisten con res-
pecto a su distancia al centro co-
mercial.

Num. de clientes (x) | Distancia(y)

15
19
25
23
34
40

- NP,PONO®

Calcular el coeficiente de correla-
cion lineal.

Si el centro comercial se situa a 2
km, ¢, cuantos clientes puede espe-
rar?

Si desea recibir a 5 clientes, ¢a
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3.12. REGRESION LINEAL

CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

qué distancia del nucleo de pobla-
cion deben situarse?

. Las notas obtenidas por cinco
alumnos en Matematicas y Quimi-
ca son:

Matematica | Quimica
6 6.5
4 4.5
8 7
5 5
3.5 4

Determinar las rectas de regresion
y calcular la nota esperada en Qui-
mica para un alumno que tiene 7.5
en Matematicas.

. Un conjunto de datos bidimensio-
nales (z, y) tiene coeficiente de co-
rrelacion » = —0.9, siendo las me-
dias de las distribuciones margina-
les mediade z =1, y = 2. Se sabe
que una de las cuatro ecuaciones
siguientes corresponde a la recta
de regresion de y sobre x:

y=—x+2,3v—y=1,2rv+y =4,
y=x+1

Seleccionar razonadamente esta
recta.

. Las estaturas y pesos de diez ju-

gadores de baloncesto de un equi-
po son:

Estatura(x) | Pesos(y)
186 85
189 8.5
190 86
192 90
193 87
193 91
198 93
201 103
203 100
205 101

La recta de regresion de Y sobre
X.

El coeficiente de correlacion.

El peso estimado de un jugador
que mide 208 cm.

Desarrolle la regresion lineal de cada problema planteado:

6. La tabla siguiente nos da las notas del test de aptitud (X) aplicado a seis tra-
bajadores en periodo de prueba, con respecto a sus ventas del primer mes (Y)
en miles de pesos.

(&)
o+

<[ X
BN
N o
~| &
N[N
ol w
o|lw
BN
| ©
Blw
™| &

Hallar el coeficiente de correlacién e interpretar el resultado obtenido.

Calcular larecta de regresion de Y sobre X. Predecir las ventas de un vendedor
que obtenga 47 en el test.
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3.13. Funcion cuadratica
Una funcién de la forma
fx)=ar* +bx+c, a#0,
se llama funcion cuadratica. El rango de una funcidén cuadratica viene dado por la
posicion de un punto especifico llamado vértice.

Dependiendo del signo de la expresion > — 4ac (llamada discriminante) la gréafica
tendra un unico, ninguno o varios interceptos con el eje x.

(@) Sib* — 4ac = 0 la gréafica tendra un solo intercepto con el eje z.
(b) Si b* — 4ac > 0 la gréafica tendra dos interceptos con el eje z.

(c) Sib* — 4ac < 0 la gréfica no tendra interceptos en el eje .

Cuando el discriminante es no negativo los interceptos con el eje = vienen dados por

0= f(z) =ax® + bz +c,

., L. , —b+ /b? — 4dac
la cual es una ecuacion cuadratica con soluciones z; = 5 y x5 =
a
—b— Vb? — dac L , , b 4dac — b?
5 . El vértice de la parabola esta en ECytyanl B
a a a

La grafica de una funcion cuadratica es una parabola que abre hacia arriba si a > 0
y abre hacia abajo si a < 0. Si la parabola abre hacia arriba el rango son todos los
valores mayores o iguales que la coordenada y del vértice. Si la parabola abre hacia
abajo, el rango es el conjunto de todos los valores reales menores o igual que la
coordenada y del vértice.

Definicion 3.13.1: Forma canédnica de la ecuacion cuadratica

Toda funcion cuadratica puede ponerse en la forma f(z) = a(x — h)? + k,
(lamada forma estandar o candnica) La grafica es una parabola de vertice
(h, k) y los interceptos en el eje x en

vV—ak—ah . vV—ak-+ah

a a

==

cuando ak < 0. El intercepto con el eje y es (0, f(0)) = (0, ah® + k).
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De la forma estandar a la forma candnica de la funcién cuadratica.

b
f(:v):aa:2+bx+c:a(x2+ax) +c

b\ b\?
:a<x—|—%> —a(%> +c
b\> b2
:a(x+%) — 47@2—}_0
b\> 1
—a(:c %> —E—i-c
ol _i 2+4ac—62
N 2a 4a
dondeh——i k—4ac_b2
- 2ay  4a

Trace graficas que correspondan a esta forma y determine usando software, los inter-
ceptos en el eje x y observe la abertura de la curva. Ver guia de Grafica de funciones
click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro.

Ejemplo 3.13.1. Grafica de la parabola

Graficar f(z) = (x — 1) +3 e identifique su vértice.

Solucion

Aqui se tiene a = 1, h = 1y k = 3. el vértice
es (h,k) = (1,3). Como a > 0 la parébola abre
hacia arriba y como ak = (1)(3) > 0 la parabola

no tiene interceptos con el eje =. El intercepto (0,4)
conelejeyes (0, f(0)) = (0,(=1)>+3) = (0,1+
3) = (0,4). (1,3)

Ver guia sobre Ecuaciones cuadraticas. Click aqui o consulte el cédigo QR al final
del libro.
Ver video. Click aqui ®
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Ejemplo 3.13.2. Funcidén cuadratica

Escriba la funcion cuadratica en forma candnica y haga un bosquejo de su
grafica identificando los vértices e interceptos.
@) f(z) =322 +2x -5 (b) f(z) = 22® — bz +

Solucion

No existe un solo enfoque para resolver estos problemas. Se puede comenzar com-
pletando los cuadrados y deduciendo la forma candnica o se pueden usar las expre-
siones deducidas anteriormente para & y k. Para ilustrar ambos procedimientos se
desarrollara la parte (a) completando el cuadrado y la parte b usando las formulas
previamente deducidas.

(a)

2
3m2+2x—5:3(x2+§x>—5

2 2 ?

-
o)
|
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Aquia =3, h = —(3),y k = =% El vértice es (h, k) = N
(—3,32%) . el intercepto con el eje y es (0, f(0)) = (0,—5). - ] ]
Como ak = 3 (5%) = —16 < 0 hay interceptos con el eje x. >
_ V—ak—ah
r=—
V—3(-16/3) =3 (—3)
- 3
_ V16+1 5
3 3
. V—ak+ah
a
_ V/—3(-16/3)+3 (—3)
B 3
V-1
3 +

(b) Para f(z) = 12> —bx+ma=13,b= -5y c=mn. El vértice esta en

<_£ 4ac—b2) _ (_ —5 4(d) (@—(—5)2)
2a°  da 2(3) 4(3)

27 — 25
(5, Wz ):(5,—9.3584).

Como el discriminante es mayor que cero, v* — 4ac = (—5)* — 4(1/2)7 > 0, tiene
interceptos con el eje = y vienen dados por la solucion de f(z) = 0, es decir, %xZ —
b5x + m = 0. Aplicando la férmula cuadratica se obtienen las soluciones,

1 =95—V2 =27 =0.6737, x2=+v20—-2m+5=9.3262

El intercepto con el eje y viene dado por (0, f(0)) = (0, 7).
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PN
~

-9.3584 |

Ver video. Click aqui o consulte el cédigo QR al final del libro. ®

Ejercicios 35.
Represente graficamente la siguientes funciones:

1. y=—2?+42 -3 . y=a?+r+1

2. y=a>+2x+1 4. y=22%—-2
Halla el vértice y la ecuacion del eje de simetria de las siguientes parabolas:

5. y=(r—-1)2*+1 7. y=2(zx+1)*-3 9. y=2*—Tr—18
6. y=3(r—1)*+1 8 y=-3x—-2)?*-5 10. y =322+ 122 -5

Resuelva cada ecuacion:

M. 22 +22+1=0 14. x2—zx—|—1:0 17. 22 =22 —1=10
6 3
12. 22 =2+ 15 224 2 41—0 18. 22— (x+1)? = 2—2?
10 4
13. 21’2—?1’4—5:0 16. 62 — z(r — 13) = 18 19. — 22+ T7x—-5=0

Establezca la ecuacion y resuelva el problema.

20. El doble del cuadrado de un numero es igual al cuadrado del sucesor del nu-
mero mas 14. ; Cual es el niumero?

21. La suma de dos numeros es 40 y su producto 221. ; Cuales son los numeros?
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3.14. Funcion cubica

Tienen una expresion de la forma

fx)=a2® +ba’>+cx+d, a#0.

El bosquejo de la grafica de una funcién cubica tiene dos formas basicas que se
muestran a continuacion. Tiene un punto en donde la grafica cambia su curvatura,

. . b
el cual se llama punto de inflexion y se encuentra en la coordenada r = ——

3a’
+ 4

{ 1

El dominio y rango de la funcién cubica son todos los reales, la grafica de la funcién
corta al eje = al menos en un punto. Ver guia. Click aqui o consulte el cédigo QR al

final del libro. ™

Ejemplo 3.14.1. Construccién de una caja

Se quiere construir una caja a partir de una lamina de tamano M x L, ver figura
B.94, a la cual se le cortaran unos cuadrados en las esquinas (figura B3.9H) y
luego se doblara, figura 8.9d. Escriba el volumen de la caja en funcién de z si
se corta un cuadrado de lado = de cada esquina.
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Solucion

! M — 2z

(a) Lamina (bS Lamina y esq[n- (c) Caja formada
nas

Figura 3.9: Formacién de una caja a partir de una lamina

Primero observe que en el lado de longitud M el valor de = no puede ser mayor
que la mitad de M y no puede ser mayor que la mitad de L. Si L > M, x no puede
ser mayor que la mitad de M, Si x = 0, simplemente no se puede hacer la caja y

. M .
el volumen es cero y si x = 5 tampoco se puede hacer la caja y el volumen es

cero. En conclusion los valores posibles de z son 0 < = < X Al cortar cuadrados
de longitud z el largo de la caja es L — 2x, el ancho seria M — 21: y el alto seria x por
lo tanto el volumen es z(L — 2x)(M — 2x).
Asi la funcion es:

f(z) = x(L — 2x)(M — 2x)

Ejercicios 36.

1. Si la funciéon que modela el volu- a) f(z)=x3—22°+x
men de la caja en la figura 3.9, es b) f(z) =2
cada una de las siguientes. Use
WxMaxima (Click aqui o consulte ¢) flx)=2"—22°+u
el cédigo QR al final del libro.) pa- d) f(x)=a2®+72*+ 14x + 8
ra graficar y estimar su maximo vo- i o )
lumen. 3. Graficar las siguientes funciones:
a) f(z)=a+12z+2 8) fl@) =2’
b) f(z) = —a®+ 32?4+ 9z b) /o)==
n fl)=a% =22 +x
C) f($):3332+$3—1 (l‘) 3 +2$ +r—2
2. Encontrar los ceros de las siguien- 4. Una caja de madera tiene una ba-
tes funciones. se cuadrada, siendo x la longitud
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de cada lado del cuadrado que for- a) Elvolumen V en funcion de z.
ma la bgse. En total, las 12 arista_s b) El dominio de V.

de la caja suman 120cm. Determi-

nar:

Ver guia aqui. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro.

3.15. Funciones polinémicas

Un polinomio es una expresion que presenta la forma
P(z) = ap2" + ap12™ '+ - + a2 + a1z + a. (3.2)
(@) P(x)=3

(b) P(x) = gx +7

(c) P(x)=3+2+1-5
(d) P(x) =100x* — 223 +62° + v — 1
Observe que :
1. Aparece solo una variable o ninguna.
2. Todos los exponentes en la variable son cero o numeros enteros positivos.

Si alguna de estas condiciones falla, la expresion no es un polinomio.

Definicion 3.15.1: Funcién polinédmica

En general un polinomio es una expresion de la forma,
P(x) = apx™ + ap12" ' + - + ag2® + a1 + ay, (3.3)

con n un entero no negativo y los a; numeros reales.

Formas algebraicas equivalentes.

(1) Los numeros a,,,a,_1,--- ,as,ay,ag son llamados coeficientes.

(2) Eltérmino a,z™ que tiene la mayor potencia de la variable es llamado término
principal y a,, solo (el cual no es cero ) es llamado coeficiente principal y a, es
llamado término constante o independiente. (No aparece la variable o aparece
con exponente cero).
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(3) Al mayor exponente de la variable se le llama grado del polinomio.

(4) Un polinomio de la forma p(x) = k, donde k es constante, se llama polinomio
constante.

(5) El polinomio P(x) = 0 no tiene grado.

(6) El polinomio P(x) = ¢ donde c es un numero distinto de cero tiene grado cero.
Cuando en un polinomio no aparece una potencia se asume que su coeficiente
correspondiente es cero.

Aunque los polinomios se acostumbran a escribir en orden descendente o ascen-

dente de las potencias, no siempre se escriben de la misma manera.

Las siguientes expresiones corresponden al mismo polinomio f(z) = %x4 + 323 +
2 .

Tt +x — 7.

. 1 g 1

P(z) :—7+7T$2+£E+31'3+§-T47 P([L‘):7T$2—7—|—3.’L’5+§$4+x,
1 1

P(x) :x+§x4—7—|—7rx2—|—3x3, P(x) =7Tx2—|—§$4—7+3x3+$.

El término principal 2, el coeficiente principal 5 y el término constante —7 siguen
siendo los mismos independientemente de la forma como se escriba el polinomio.
Usando WxMaxima grafica de funciones (Click aqui o consulte el cédigo QR al fi-
nal del libro. ) podemos desarrollar los trazos de los polinomios para visualizar su
comportamiento.

Ver guia. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. ™

Identificando partes del polinomio

Especifique grado, término principal, coeficiente principal y término constante
de los siguientes polinomios:

1. P(z) = 3 + 7°. el grado es 0; coeficiente principal es 3 + 72; término
constante es 3 + 2.

2. P(x) = gx + 7. El grado es 1, el coeficiente principal es % término cons-
tante es 7.

3. P(x) = -3+ 222 + 2 —5.

4. P(z) = 1002*.

Basicamente la grafica de un polinomio cuando la variable es lo suficientemente
grande o suficientemente pequefia es como la de un polinomio cuadratico o un po-
linomio cubico. Mas precisamente, si a,z™ es el término principal de un polinomio
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entonces el comportamiento final puede ser descrito en una de las siguientes for-
mas:

N
3

N
Caso n pary a, positivo Caso n pary a, negativo
WV AR
Caso n impary a,, positivo Caso n impary a, negativo

Ejemplo 3.15.1. Comportamiento final de un polinomio

Haga un bosquejo del comportamiento final del polinomio f(z) = 2° — 25 + 4a3.

Solucion

f(z) =2% —2° + 427

El grado es 6 (par), asi que el comportamiento final es como el de un polinomio

cuadratico. El coeficiente principal es 1 (positivo), es como una parabola que abre
hacia arriba.
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15
10 ¢
5 €
AN —1.5\~1-=0.5 05 1 15
(a) Comportamiento general (b) Grafica de la funcién

Figura 3.10: Comportamiento final de polinomios

Con la entrada siguiente en WxMaxima, se obtienen los valores de las raices al ser
ejecutado.

realroots(x"6-x"5+4*x"3);

[z = —1.314596205949783, = 0]

Usar guia. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. o

Ejemplo 3.15.2. Comportamiento final de un polinomio

Haga un bosquejo del comportamiento final del polinomio f(z) = —3z%+22%-3.

Solucion

f(z) = -3z +2° -3

El grado es 4 (par), asi que el comportamiento final es como el de un polinomio
cuadratico El coeficiente principal es —3 (negativo), asi que el comportamiento final
es como el de una parabola que abre hacia abajo.
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ﬂ

J
(a) Comportamiento final (b) Grafica

Figura 3.11: Comportamiento final del polinomio del ejemplo
Con WxMaxima (Usar guia. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. )
se determinan las raices, resulta:
realroots(-3*x"4+x"3-3);
[ (% 04)

El simbolo [] contempla que no presenta cortes con el eje .

Definicion 3.15.2: Ceros de un polinomio

Basicamente un “cero ” de un polinomio es cualquier niumero (real o imagina-
rio) tal que al sustituirlo por la variable, el valor del polinomio es 0. Es decir ¢
es un cero del polinomio P(x), si P(c) = 0.

Para hallar los ceros de un polinomio

P(z) = apz™ + - - + agz® + a1z + ay,
se iguala P(z) = 0y resolvemos
™ + - -+ asz? + a1z + ag = 0.

Esta es una tarea sencilla cuando el polinomio esta factorizado.

Ejemplo 3.15.3. Cero de un polinomio

—5 es un cero de P(z) = x? — 25 porque P(5) = (—5)? — 25 =25 —25=0.
i es un cerode P(z) =2+ 1 porque P(i) =i*+1=—-1+1=0.
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Cuando los ceros son numeros reales estos corresponden a la intersecciéon de la
grafica con el eje .

Ejemplo 3.15.4. Ceros de polinomios

Halle los ceros del polinomio P(z) = 5(z — 2)(x — 2)(z — 2)(z + 1)(z* + 9).

Solucién
Se resuelve
5(x — 2)(x —2)(z — 2)(z + 1)(2* +9) = 0,
5z—2)=0 o0 z-2=0 0o z-2=0 0o z+1=0 o0 2*°4+9=0
r—2=0/5 o0 r=2 0 r=2 0 r=-1 o0 2t = -9
=2 o] r=2 0 r=2 0 =—1 o0 \/ﬁ:\/—9
r =2 o] r=2 0 r=2 0 =—1 o0 r = £33,

los ceros del polinomio son 2 (tres veces), —1, 3i y —3i.

En vez de decir 2 (tres veces) se dira 2 es un cero de multiplicidad 3.
Observe que el polinomio

P(z) =5(x — 2)(x — 2)(z — 2)(z + 1)(2* +9),
puede escribirse como

P(x) =5(z — 2)%*(x + 1)(z* + 1),
la multiplicidad del cero = = 2 corresponde al exponente en (z — 2).

Teorema. 3.15.1: Ceros y factores

Considere el polinomio
P(x) = apa™ + - + a2’ + a1 + ay,
r €S una raiz de P siy solo si z — r es un factor del polinomio P, es decir,

P(r) = 0siysolosi P(z) = Q(z)(x — r) donde @Q(x) es un polinomio que se
obtiene al dividir P(x) entre x — r con residuo cero.

El residuo de dividir el polinomio P(x) entre = — r es, P(r).

Ejemplo 3.15.5. Raiz de un polinomio

Verifique si » = 1 es una raiz del polinomio P(z) = 23 + 2 — 1.
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Solucién
Se hara de tres formas para mostrar las diferentes técnicas.

1. Evaluando directamente 1 en P, es decir, calculando P(1),
P =1"+1-1=1,
se puede observar que P(1) no es cero y por tanto r = 1 no es raiz.

2. Probando si x —r = = — 1 es factor de P(z), es decir haciendo la divisién entre
x — 1y viendo si es exacta.

( x® + x? —1):(L'v—l):x2—|—2x+2—|—L
_ 3 42 r—1
222
—22% + 2x
20 — 1
—2r 42
1

Se puede observar que la divisién tiene residuo 1 y por lo tanto no es exacta.

3. Probando si x —r = = — 1 es factor de P(z), es decir haciendo la divisién entre
x — 1 y viendo si es exacta pero usando division sintética (método de Horner)

110 -1
1 1 2 2
1 2 2 1

Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. ©

Ejemplo 3.15.6. Divisién de polinomios

Dividir el polinomio 223 + 2% — 8 entre x — 2.

Solucién
20% +a” —8):(:,;—2):2:52+5g:+10+i
— 223 + 422 T —2
5x?
— 5 + 10z

10z —8

— 10z + 20

12
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Teorema. 3.15.2: Raices de un polinomio con coeficientes enteros

Considere el siguiente polinomio donde todos los coeficientes son enteros
P(z) = apz™ + - - + apx® + a1 + ag.

Si el polinomio tiene raices racionales entonces, estas son de la forma p donde
p es un factor de aq (término constante) y ¢ es un factor de a,, (coeflc:lente
principal).

La manera de usar el teorema anterior es en combinacion con la division sintética pa-
ra probar las raices. La razon es que todos los cocientes de la forma £ que menciona
el teorema no son necesariamente raices. Una vez que se ha encontrado una raiz,
y continuar buscando las demas raices se utiliza el cociente obtenido para repetir el
proceso.

Ejemplo 3.15.7. Raiz de un polinomio

Halle las raices racionales del polinomio

P(x) = 82* — 202® + 162 — 10z + 6.

Solucién

Primero se hallan los posibles factores del término constante y del coeficiente princi-
pal. Luego se hacen todas las posibles divisiones de factores del término constante
entre factores del coeficiente principal

1. Factores del término constante, es decir, numeros que multiplicados, den 6.
6=3x2=-3x-2=1x6=—-1x—6
Asique los factores de 6 son {—6, -3, —2, —1,1,2, 3,6} lo cual se abrevia {+1, 2, +3, +-6}.
2. Factores del término constante, es decir, numeros que multiplicados, den 8.
8=1x8=—-1x-8=2x4=-2x—-4
Asique los factores de 6 son {—8, —4, -2, —1, 1,2, 4,8} lo cual se abrevia {+1, +-2, +£4, +8}.

3. Todas las posibles divisiones de los factores de 6 entre los factores de 8. Pro-

baremos solo con algunas de ellas =6 =6, =} =1, =2 =3

Se probara con = = 6,
4 —10 8 -5 3
6 24 84 552 3282 .
4 14 92 547 3285

211



3.15. FUNCIONES POLINOMICAS CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES

Vemos que el residuo no es 0, por tanto x = 6 no es raiz.

Ahora se probara con x =1,

4 —10 8 —95 3
4 —6 2 =3
4 -6 2 =3 0

El residuo es cero por tanto z = 1 es raiz, p(x) = (v — 1)(42® — 62% + 22 — 3).
- . 3 . .

Para probar la siguiente raiz = 7 se usa el polinomio 42® — 622 + 2z — 3

4 —6 2 -3

6 0 3
4 0 2 0

N[O

Como el residuo es 0, z = 2 es raizy 42® — 622 + 22 — 3 = (z — 2) (42% + 2)

El lector puede seguir probando y se dara cuenta que no hay mas raices ra-
cionales. El polinomio puede escribirse como

Px) = (2 — 1)(42® — 622 + 20 — 3) = (2 — 1) (g; - g) (422 + 2)

Como puede notarse, esta técnica de hallar raices puede utilizarse para hacer
factorizaciones de polinomios.

En WxMaxima podemos hallar la factorizacion del polinomio. Click aqui o consulte
el codigo QR al final del libro.

Teorema. 3.15.3: Las raices de un polinomio y su forma expandida

Si ry,ro,--+ , 7, SON NUMeros que un polinomio tiene por raices entonces el
polinomio viene dado por

P)=alx—ri)(x—re) - (x —rp_1)(x —ry).

El numero a queda determinado por el intercepto en y del polinomio.
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Ejemplo 3.15.8. Grafica de polinomios

Halle la ecuacion del polinomio de la figura en la cual se muestran sus unicos
ceros

Solucion

Observe que z = —2,x = —1 y z = 3 son ceros del polinomio. La forma del polinomio
es

P(z) =a(x + 2)(z + 1)(z — 3)
donde el intercepto en y es —12. El es decir —12 = P(0) = a(0 + 2)(0 + 1)(0 — 3) =

a(2)(1)(—3) = —6a, es decir, —12 = —6a despejando a se obtiene a = 2. El polinomio
es entonces

P(z) =2(z +2)(z + 1)(z — 3) = 22° — 14z — 12.

Teorema. 3.15.4: Multiplicidad par e impar de ceros

Si (z —¢)*, k > 1, es un factor de un polinomio P(z) y (x —¢)¥*! no es un factor
entonces k es la multiplicidad del cero. Ademas si ¢ es un numero real, y

1. k es impar, entonces la grafica cruza al eje = en el punto (¢, 0).

2. k es par, entonces la grafica es tangente (toca pero no cruza) al eje x en
(¢,0).

Ejemplo 3.15.9. Los ceros de un polinomio

Halle los ceros del polinomio y diga la multiplicidad de cada cero.

P(z) = 2%(z + 3)%(z — 2)(z + 1)~
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Solucién
Las raices del polinomio corresponden a P(x) = 0, asi, se tiene:
2*(z +3)*(z —2)(z + 1)* = 0.

» 2 = (0 da un cero de multiplicidad, es cero.

W:\/ﬁ, x=0.

(x + 3)? = 0 da un cero de multiplicidad 2, es -3.

(+3?=v0, z+3=0 z=-3

x — 2 = 0 da un cero de multiplicidad 1, es 2.

(x + 1)* = 0 da un cero de multiplicidad 4, es -1,

A(x+1)¥=v0, z+1=0, z=-1.

Ejemplo 3.15.10. Ceros de un polinomio

Halle los ceros del polinomio y diga la multiplicidad de cada cero.

P(z) = 2%(z + 3)%(z — 2)(z + 1)~

Solucién
Loscerosson0, —3,2y —1

= En O la grafica es tangente ( toca pero no cruza ) al eje . Multiplicidad par.
s En —3 la grafica es tangente ( toca pero no cruza ) al eje x. Multiplicidad par.
= En 2 |a grafica cruza al eje x. Multiplicidad impar.

= En —1 la gréfica es tangente ( toca pero no cruza ) al eje z. Multiplicidad par.

Ejercicios 37. Determinar si las siguientes funciones son polinomiales o no:

1. y=2*+2x-3 3 y:x2+x+1 5, y=ma®+12*+5
' x
2. flx)=24+m 4. y=+va2+1 6. Y =227 +2?+1

Encontrar los ceros de los siguientes polinomios:
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1. y=22—-22-3 3. y=a3 222 —x +2

2. y=23— 622+ 11z — 6 4. P(z) = 62> — 6z — 4
Graficar los siguientes polinomios:

1. y=a3 — 22% — 3z . y=ao-—2° 5. P(z)=ma®+2%+6

2. y=1'—x 4. f(x)=2*+1 6. P(x) =6+ 3% — 523

Ver guia. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro. M

3.16. Modelos de regresion polinomial y = kx™

Ciertos datos empiricos pueden explicarse asumiendo que la variable dependiente
observada es una funcion potencia de la variable independiente z. Es decir, el fe-
ndmeno esta descrito por un modelo matematico de la forma y = kx™, donde £y
m son constantes. Si se aplica In a ambos lados se obtiene Iny = mInz +Ink. Un
experimentador puede graficar valores de In y contra valores de In x. Si la funcion del
modelo es valida, los puntos deberan estar en una linea recta de pendiente m y con
el intercepto en y dado por In k.

Ejemplo 3.16.1.

El ritmo cardiaco R (en pulsaciones por minuto) y el peso W (en libras) de
varios mamiferos fueron medidos, con los resultados siguientes

W 25 | 67 | 127 | 175 | 240 | 975
R|131|103| 88 | 81 | 75 | 53

Halle una relacion para las dos magnitudes de la forma R = kW™. Estime el
numero de pulsaciones por minuto para un mamifero de 400 libras.

Solucién

Puesto que ya se tiene idea del modelo buscado se hace una regresion lineal con
base en los logaritmos de la tabla dada. La recta de regresién tendra la forma y =
Bx+adondeInk =ayk=e* conm=g.

In¥W | 3.2189 | 4.20 4.8442 | 5.1647 | 5.4806 | 6.8824
InR | 4.8751 | 4.6347 | 4.47737 | 4.3944 | 43174 | 3.9702

Vemos que los datos experimentales no estan exactamente en una linea recta pero
si se aproximan bastante ( ver Figura 3.124).
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w R InW InR Wi - W R; -R (Wl —W)(Rq_ —ﬁ) (Wz —W)Q
25.000 131.000 3.219 | 4.875 -1.747 0.430 -0.752 3.052
67.000 103.000 4.205 | 4.635 -0.761 0.190 -0.144 0.579
127.000 88.000 4.844 | 4477 -0.122 0.032 -0.004 0.015
175.000 81.000 5.165 | 4.394 0.199 -0.050 -0.010 0.040
240.000 75.000 5481 | 4.317 0.515 -0.127 -0.066 0.265
975.000 53.000 6.882 | 3.970 1.917 -0.475 -0.910 3.673
Promedio | Promedio Suma Suma
268.167 88.500 4,966 | 4.445 -1.885 7.624

Entonces m = —0,247300105532108 y In k = 5.67299195974704 de donde

De modo que la relaciéon buscada es R = 290.9036WW ~0-24730 | g gréafica de los puntos

ke = P067299195974704 _ 990 9036055084 73.

originales y la curva estimada puede verse en la Figura 3.120.

2
(a) Recta de ajuste de datos InR =mInW +1Ink

Aunqgue no se midié el numero de pulsaciones para un peso de 400 libras (W =
400) es posible deducir cual sera el numero de pulsaciones, usando el modelo R =

292,221 ~0-24799

El numero estimado de pulsaciones por minuto es R(400) = 292.22(400) 02479 =

66.134.

En Excel, LibreOffice u otros programas estadisticos pueden hacerse este tipo de
regresiones. El ejemplo anterior es un caso particular de una regresion polinomial.

Ejercicios 38.

"

6

120 |

100 |

80 |

60 |

200 400
(b) Datos y curva R = kW™

Figura 3.12: Curva de ajuste

600

800

1. Encuentre el polinomio que tenga las siguientes caracteristicas:

a) |-

012

7

Yi

-110

-17

216




CAPITULO 3. RELACIONES Y FUNCIONES 3.17. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

5111203
b, a2 45
o o] 2] 1127 3
yi |51 [1[1]7]25

2. Un deportista cronometra los siguientes datos de su recorrido:

Tiempo (seg) | 0| 3 5 8
Distancia (m) | 0 | 225 | 383 | 623

Determine el polinomio que mejor simula su movimiento.

3.17. Operaciones entre funciones

Una forma de obtener nuevas funciones es combinando unas con otras, debido a que
las funciones tienen las propiedades algebraicas de los numeros reales, podemos
desarrollar suma, resta, multiplicacién y divisién de funciones, solo basta definir cada
una de estas operaciones.

Sean f y g dos funciones con dominio que se intersecan; entonces para todos los
valores de x que se encuentran en la interseccion, las combinaciones algebraicas
de f y g estan definidas mediante las siguientes condiciones:

Suma: (f +g)(z) = f(z) + g().

Diferencia: (f — g)(z) = f(z) — g(x).
Producto: (fg)(z) = f(z)g(z).
Cociente: (g) (x) = i;((—z siempre que g(z) # 0.

Composicion: (fog)(z) = f(g(x)). Siempre que el dominio de f interseque el rango
de g.

~— [

3.17.1. Suma

Si f y g son funciones definidas en los dominios D(f) y D(g) respectivamente se
define la suma de f y g, notada f + g, en el dominio D(f) N D(g) como

(f +9)(x) = f(z) + g(z).

Ejemplo 3.17.1. Suma y dominio de una funcién

Halle la funcién suma y su dominio si f(z) =+v/1 —zy g(x) = log(x + 3).
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Solucién

Vemos que el maximo dominio de f es D(f) = (—oc, 1] correspondientea 1 — z > 0.
El maximo dominio d g es D(g) = (—3,00) correspondiente a = + 3 > 0. El dominio
de la suma es entonces

D(f) N D(g) = (=00,1] N (=3,00) = (=3, 1].

La consideracién del dominio es muy importante. El ejemplo siguiente lo ilustra. Da-
das las funciones f(z) = vz y g(z) = —+/x se tiene que el maximo dominio es [0, o).
La suma es

(f +9)(@) = Vo + (=Vx) =0.

Observe que a primera vista parece que la suma es la funcion constante 0 y que
estaria definida para todo = en los reales y que podria hacerse (f + ¢g)(—5) = 0. No
obstante, el 0 anterior no puede obtenerse de las funciones que se suman ya que
parax = —5, f(—5) y g(—5) existen como numeros reales, Es claro que —5 no esta
en el dominio de la suma que es [0, o).

Ejercicios 39.

1. Calcular la suma de las siguientes 5. Calcular la suma de las siguientes
funciones: funciones:
2
flx) =3r+1 f(x):itg
glx)=—x+5 )
L/'L‘ JE—
2. Calcular la suma de las siguientes g(z) = 20 — 3
funciones: -
6. Calcular la suma de las siguientes
fla) =1/(z = 1) funciones:
g(z) = f(a) 22 —1
€Tr) =
3. Calcular la suma de las siguientes r—1
funciones: 4a* +4
flz) =z +3 zt — 8
g(x) =a*+22 -3 7. Calcular la suma de las siguientes
. funciones:
4. Calcular la suma de las siguientes 9
. 4x° + 4
funciones: flz) = ——
_ 2 A 222 + 8
f@) = —a"+ 5z - 4a? + 4
g(z) = 23 — 622 + 8z g(x) = 572 8
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3.17.2. Resta

Si f y g son funciones definidas en los dominios D(f) y D(g) respectivamente se
define la resta de f y g, notada f — g, en el dominio D(f) N D(g) como

(f —9)(@) = f(x) — g(x).

Las condiciones de la suma aplican también para la resta de funciones.

Ejemplo 3.17.2. Resta y dominio de una funcién

Sea h(z) = z? y p(x) = V& — 1, determine i — p y proporcione su dominio.

Solucién
Dado que & presenta dominio en todos los reales y p dominio en [1, c0), asi, se tiene
que:

(h—p)(x) = h(z) = p(z) = 2° = Vo —1
Con dominio en [1, c0), que es la interseccion de los dos dominios de las funciones.

Ejercicios 40.

1. Calcular la resta de las siguientes flx) =23z —-1)+7
funciones: g(z) = 8z — (3 — 22)
fla)=x+47 .
5. Calcular la resta de las siguientes
g(x) =Tz -2 funciones:
2. Calcular la resta de las siguientes f(x) = —(42 —6)+9
funciones: g(z) =Tz — (1 — 62)
@) =13z + 2z =6 6. Calcular la resta de las siguientes
g(r)=z+3-5 funciones:
3. Calcular la resta de las siguientes fla) =3z -1
funciones: g(z) =2(x — 1)
fl)=z+3-5 7. Calcular la resta de las siguientes
g(x) =4z — 12 funciones:
4. Calcular la resta de las siguientes fla) =T7—6(x—1)
funciones: g(z) =74 2(Tz — 4)
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3.17.3. Multiplicacién

Si f y g son funciones definidas en los dominios D(f) y D(g) respectivamente se
define el producto de f y g, notada fg, en el dominio D(f) N D(g) como

(f9)(z) = f(x)g(x).

Ejemplo 3.17.3. Multiplicacién de funciones

Sea m(z) = \/z y j(z) = 2z + 1 dos funciones, determine m;.

Solucién
Dado que el dominio de m es [0, co) y el dominio de j son todos los numeros reales,
asi la interseccion es [0, o), por lo que el producto se definira en este dominio:

(mj)(z) =m(z) j(z) = Vz(2r + 1) = 22V/z + Va

Con dominio en [0, o).

Ejercicios 41.
Multiplicacion de funciones.

1. Calcular la multiplicacion de las si- g(x) =2m
guientes funciones: o _
Flz) = 3[2 = (32 — 6)] — 4(1 — 22) 5. Calcular la multiplicacion de las si-

guientes funciones:

g(x) =4—"5x
flx) =1/(z—1)
2. Calcular la multiplicacién de las si- Ar? 4 4
uientes funciones: glo) = £ *2
9 222 — 8
f(z) =2(x+2) — 52z — 3)

6. Calcular la multiplicacion de las si-

=3 ) .
g(x) = 3z guientes funciones:
3. Cglcular la mgltlpllca0|on de las si- f(z) = —a? + 52 — 4
guientes funciones:
g(x) =4z — 12

Fz) =21 — 5z — (32 — 1)]

g(x) =5x — 12 7. Calcular la multiplicacion de las si-

e . uientes funciones:
4. Calcular la multiplicacion de las si- g

guientes funciones: flx) = —2*+5x—4
J(@) =2 2m+ [2m — (2 —m)] g(x) = a® — 62 + 82
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3.17.4. Division

Si fy g son funciones definidas en los dominios D(f)y D(g) respectivamente se
define lasuma de fy ¢, notada f/g, en el dominio D(f)ND(g) —{z : g(x) # 0} como

(f/9)(x) = f(x)/g(x), g(x)# 0.

Ejemplo 3.17.4. Division de funciones

Sean f(z) =senz+zy g(x) = (senxz + x)/(z + 5) determine f/g.

Solucién
Dado que el dominio de f son todos los numeros reales y el dominio de g son todos
los numeros reales a excepcion de © = —5, asi que:

<i>($) f(z) senz+zx

g :g(x):senx+x:x+5

i )
Con dominio de todos los reales a excepcion de x = —5.
En la siguiente guia encontrara las condiciones para realizar el proceso algebraico
entre funciones. Click aqui o consulte el codigo QR al final del libro.

Ejercicios 42.
Division de funciones.

1. Calcular la division de las siguien- 5. Calcular la divisién de las siguien-
tes funciones: tes funciones:
flz) =1/(z—1) fla) =1/(z - 1)
g(x) == @) 422 + 4
9(x) = 55—
2. Calcular la divisién de las siguien- 20% -8
tes funciones: 6. Calcular la divisidn de las siguien-
flz)=3x—1 tes funciones:
g(x) =2(x—1) f(x):x+§
3. Calcular la division de las siguien- xx__ 1
tes funciones: g(x) = Y
T —

flz)=—(4x—6)+9

g(x) = Tz — (1 — 62) 7. Calcular la division de las siguien-

tes funciones:

4. Calcular la division de las siguien- 422 + 4
tes funciones: fz) = 222+ 8
f(x) = 2( +2) - 52 — 3) oy a4
g(x) =3z I = 902 3
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3.17.5. Traslaciones

Definicion 3.17.1: Traslaciones verticales

Dada la funcion f(z), la grafica de la funcién y = f(x) + k consiste de la grafica
de f(z) trasladada & unidades hacia arriba si k£ > 0y |k| unidades hacia abajo
sik <0.

Ejemplo 3.17.5. Traslacion vertical

Basado en la gréfica de f(z) = 22, realice los siguientes traslados:

(a) Untraslado de dos unidades hacia arriba y escriba la formula de la nueva
funcion.

(b) Un traslado de dos unidades hacia abajo y escriba la formula de la nueva
funcion.

Solucion

—~
5
N
Il
&

S~
T~
8
N
Il
=
|
[\

P
~N

Definicion 3.17.2: Translacion horizontal

Dada la funcion f(x) la grafica de la funcion y = f(z — h) consiste de la grafica
de f(z) trasladada h unidades a la derecha si . > 0y h unidades a la izquierda
sih < 0.
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3.17. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES
Ejemplo 3.17.6. Traslacién horizontal
Basado en la gréfica de f(z) = 22, realice los siguientes traslados:
(a) Un traslado de dos unidades hacia la derecha y escriba la férmula de la
nueva funcion.

(b) Un traslado de dos unidades hacia la izquierda y escriba la férmula de la
nueva funcion.

Solucion

IN

Las dos operaciones pueden combinarse en una sola, dada f(x) la expresion f(z —
h) + k, representa y traslaciéon horizontal de |h| unidades horizontales y | k| unidades
verticales.

Ejemplo 3.17.7. Traslacion

A continuacién se da la grafica de f(z) = 23 y la gréfica de una traslacion.
Halle la expresion para ella.
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Solucién

Para hacer este tipo de ejercicios se busca verificar que la grafica dada se pueda
obtener por traslaciones y luego se toma un punto de referencia. Se determina cuanto
ha sido el movimiento horizontal y el vertical de este punto. Si el punto de referencia
es (zo,yo) y S€ movid al punto (z1,y;) entonces |z — x| es el traslado horizontal y
lyo — y1| es el traslado vertical. El signo se coloca de acuerdo a si el movimiento ha
sido hacia arriba o hacia abajo. Si en este ejemplo se toma como punto de referencia
al punto (0,0) notamos que se han movido dos unidades a la derecha y una unidad
hacia abajo. Por tanto la funcién trasladada tiene la forma f(z) = (z — 2)% — 1.

Ejercicios 43.
Translacion de funciones
1. Traslade las siguientes funciones de acuerdo al k indicado (verticalmente):
flz) =22 k=1
flz)=senz+m k=1/2
flx)=e""2 k= -2

2. Traslade horizontalmente las siguientes funciones de acuerdo al h indicado:
f(x) =22*+ 2% — 5z, h =2
flz) =€t +5,h=-3
f@)y=In(z*—x), h=-1/2
= senz? ™
@)= h=1
3. Combine la traslacion vertical y horizontal para las siguientes funciones, re-
cuerde que puede usar software para hacer las graficas:

flz) =223 32> +xz—1,conh=2y k=3
2

-5
@) =5

—

X

conh=1/2yk=4/3
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3.17.6. Reescalamientos y reflexiones
Sea ¢ > 0y considere la gréfica de y = f(x).
(a) Podemos trasladar a la derecha a f(z), de la forma f(z — ¢).
(b) Podemos trasladar arriba la funcion f(z) de la forma f(x) + c.

(c) Podemos expandir la funcion f(z), de la siguiente forma f(cz).

El estudio que se hizo para la funcién cuadratica completando cuadrados,
dice basicamente que una funcion cuadratica que tiene la forma estandar
f(z) = a(x — h)* + k se puede obtener por traslacion vertical, horizontal o
reescalamiento de la funcién f(z) = 22

En conveniencia con las diferentes modificaciones que se le aplique a la funcién
base, podemos lograr una correspondencia entre funciones, o bien sea una aproxi-
macién adecuada de cierta curva.

&
<

00 g(r) =0.9-2 — 1
0.7 0.2
12108 ’ f(z) =0.652% — 1
16| 1.8

23|35

Con respecto a la representacion que pueden tener los puntos con respecto a una
funcién adecuada, se puede apreciar que tiene la forma parabdlica o bien para este
caso se puede apreciar una exponencial.

Definicion 3.17.3: Reflexion

Suponga que se tiene la grafica de la funcion f(z), entonces las graficas de
—f(z) y f(—z), representan las graficas de f(z) reflejada con respecto al eje
x Y la reflexion con respecto al eje y respectivamente.
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f(=x) f()

—f(x)

Ejercicios 44.
Graficar las reflexiones en el eje x y en el eje y de las siguientes funciones:
1. f(z) =322 +1 3. flx)=2" 5. f(x)=vr—1+1

2
2. f(x)=senz+1 4. Inz 6. f(:r:):x_2

3.17.7. Composicion de funciones

Existen maneras diferentes a las algebraicas de combinar funciones.
Sif:A—Ryg:C — R de tal manera que el conjunto de valores de la funcion g
esta contenido en el dominio de f se define la composicion de f y ¢ como la funcion
fogquevadesde A hastaR, fog:(C — R, como

(f o g)(x) = fg(x)). (3.4)

El simbolo f o g se lee f compuesto g.
La expresion f(g(z)) significa que la variable en la funcién f debe ser reemplazada
por la expresion g(x). Recordemos de clases anteriores que las variables pueden
verse como contenedores, desde este punto de vista el contenedor de la variable de
f debe ser llenado con la expresién de g. La funcion g actua primero y le envia su
resultado como variable a la funcién f.

g f
rang C A
foyg
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El maximo dominio de la composicién esta determinado por los valores del dominio
de la funcién g que tienen sus imagenes en el dominio de la funcién f.

Ejemplo 3.17.8. Composicion de funciones

Considere las funciones f(z) =2 + 1y g(z) = = + h.
Determine: @) fog (b)go f.

Solucién
Primero observe que el maximo dominio de f es todo R y el maximo dominio de g
es todo R.

fea) =c=+1, 9= =a+h
(a) Los valores que toma g son todos numeros reales los cuales estan todos inclui-

dos en el dominio de f, que son todos los reales, asi que el maximo dominio
de la composicién es todo R.

(Foga) =71 (o)) = (s@)]) +1=@+m2+1

(b) Los valores que toma f son todos numeros reales los cuales estan todos inclui-
dos en el dominio de g , que son todos los reales, asi que el maximo dominio
de la composicién es todo R.

(9o @) =g ([J@]) = (J@)]) +h=2>+1+h

Se pueden componer mas de dos funciones usando el mismo principio, por ejemplo,
(fogoh)(z) = f((goh)(z)) = flg(h(z))).

Ejemplo 3.17.9. Composicion de funciones

Determine las composiciones indicadas dadas las siguientes funciones:

1 1
fl@)=Ina, ga)=e, ha)= T, sl@)= -
@) fogygof (c) gohyhog () fohos
(b) fohyhof (d) hosysoh
Solucién

(@)
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(b)

r—1
(ho f)(z) =h(f(x)) = ;Eg i - :Eii

(d)

1 14+
B Cs(o)+1 4 __x _1+¢z
(hos)(a:)—h(s(x))—5<$)_1 = 1_1_ l—2 1—-2
(soh>(x)28(h(37)): h(lx) - 1‘—11—1 :ili

r—1

(e) Observe que (fohos)(z) = f((hos)(x)). Se calcula primero 1o s. Esto se hizo

, 1
anteriormente, (ho s)(x) = i—i Ahora,

1—=x

(fohos)(z)=f((hos)(z)) =In((hos)(z)) =In (1 —i—x) .

También es importante saber qué funciones se compusieron para obtener una fun-
cion dada. Es decir, revertir el proceso de la composicion.

Ejemplo 3.17.10. Composicion de funciones

En cada caso se compusieron las funciones f y g para obtener la funcién h(x),
es decir, f o g = h. Determine fy g

(@) h(z)=+vz+1 () h(z) = 1
(b) h(x) = e’ t!
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Solucion

(8) f(x) = vayg() =+ 1, porque (f o g)(x) = \/g(x) = Vo + 1.

(b) Existen varias opciones en este caso

(1) f(z) ="'y g(x) = 2* porque (f o g)(z) = f(g(x)) = /Tt = =" +1,
(2) f(z) =e€"y g(x) = 2 + 1 porque (f o g)(z) = f(g(x)) = e9) = =" +1.

(c) Existen varias opciones en este caso

(1) 1) = 7y ols) = &2 poraue (Fog)(a) = lofe) = ~—— = "
(2) flx) = i y g9(z) = 2* + 1 porque (f o g)(z) = f(g(x)) = g(lx) = xzi_ I

Ejemplo 3.17.11. Composicion de funciones

Considere las siguientes tablas de valores de las funciones de [y g.

z[1]0]7 2 [-1]10 [ 1
Fl10|7]4 g1 7

Indique cual de los siguientes enunciados son falsos o verdaderos.

a) (fog)(10) =

b) (f©g)(~1) =10

c) (go f)(-1)=7

d) (fog)(0)=3
Solucidén

a) (fog)(10) = f(g(10)) = f(7) = 4 verdadero.
b) (fog)(—1)= f(9(—1)) = f(—1) = 10 Verdadero.
c) go f)(—=1) =g(f(—1)) = g(10) = 7 verdadero.

d) (fog)(0) = f(g(0)); como ¢(0) no esta definida, por lo que es falso.
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Ejercicios 45.
Composicion de funciones.

1. Dadas las siguientes funciones:

a) f(x)=3z+2

r+3
b) 9(x) =5
Calcular:
a) gof
b) fog
2. Dadas las funciones:
1
8) fla)= 5
20 — 1
b) 9(z) = 577
1
Calcular:
a) gof
b) fog

C) gogof
d) hofog
3. Dadas las funciones:
T+ 2

a) f(x) 2 +1
b) g(z) = \/x

Calcular:
a) gof
b) fog

4. Dadas las funciones:

a) f(z) =sen’zx
b) g(z) = cot® 5z

Calcular:

a) gof
b) fog

Ejemplo 3.17.12. Operacion con funciones

resultado de las siguientes operaciones:

a) (f +g)(z)

b) (f-9)(x)

Dadas las funciones f(x) = sen(z) + 322y g(x) = 2 — \/z — 1, determine el

e) (fog)()

Solucion

a) Paralosz >1

(f+9)(x) = f(z) + g(z) =sen(z) + 32* + 2° — Vo — 1
=%+ 327 +sen(z) — Vo — 1
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b) Paralosz > 1

(f - 9)(x) = f(x) - g(z) = (sen(z) + 32%) (2" — Vo — 1)
= 2*sen(z) — sen(x)vVx — 1 + 32° — 32°Vx — 1

c) Paralos z > 1

(9= @) =g(z) + f2) = 2" — Vo — 1 - (sen(z) + 327)
=2 - 32° —sen(z) — vz — 1

d) Paralosx > 1yx #2

e) Paralosx > 1
(fog)(x) = flg(x)) = f(a® = Vo —1) =sen(z’ — Vo — 1) + 3(z° — Vo — 1)?

Ejercicios 46.
Sean las funciones f(z) =2z — 1y g(z) =2 + 2
Determina las funciones:

1. f+g 3. f-g 5. gof
4 1
2. f—g Y 6. (f+9)f
Sean las funciones h(z) = /x — 4y t(x) = V2x +3+4

Determina las funciones:

a. h+t c. h-t e. hot

b. h—t d. f.h-t-h

3.17.8. Inversa de una funcién
La funcion inversa tiene muchas aplicaciones, por ejemplo:

= Se conoce una relacion para transformar grados Celsius a grados Farenheit.
Cuando se usa la formula de transformar los grados Farenheit a grados Celsius
se esta usando la funcion inversa.

= Se sabe que para un tiempo dado ¢ el nUmero de individuos es P(t). En algunos
casos es mas util poder predecir en que tiempo ¢ la poblacién alcanzara cierto
numero, es decir, se debe calcular el tiempo en funcién de P, algo como ¢(P).
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Algunas veces para denotar la inversa se usan notaciones alternativas. Por ejemplo
siy = f(z) entonces se escribe x = f~!(y), o si se tiene P(t) la inversa, en caso que
exista, se escribe ¢(P). La funcién identidad, notada /(z), es la que asigna a cada x
el mismo valor de z. Es decir, I(z) = z.

Definicion 3.17.4: Funcion inversa

Una funcién f biyectiva de dominio A es inversa de la funcién g de dominio B
si cumple las siguientes condiciones:

(a) f o g dalafuncion identidad en B, es decir, si f o g = Iz, 0 mas precisa-
mente, (f og)(z) = x paratodo z € By

(b) (gof)(z) = x dalaidentidad en A, es decir, go f = I, 0 mas precisamente
(go f)(x) =x paratodo x € A.

La inversa de f se denota f~!.

Se deduce inmediatamente de la definicion que el dominio de la funcién inversa es el
rango de la funcién inicial. Se tiene ademas que la grafica de la funcién inversa pue-
de obtenerse de la grafica de la funcion original mediante una reflexion sobre la recta
y = x. El reciproco también es cierto. Cuando la funcién es inyectiva, siempre pue-
de definirse la inversa en el rango de la funcion. Como las funciones estrictamente
crecientes o estrictamente decrecientes son inyectivas, este tipo de funciones tienen
inversas.

Ejemplo 3.17.13. Funcion inversa

Verifique que f(z) =2z + 1y g(z) = son funciones inversas una de la

otra.

X
2 2

Solucion
Se debe comprobar que (fog)(z) =z y (go f) =z.

(@)
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(b)
(90 () = g(f(a) = 1 -7

Para denotar la inversa de una funcion f se usa el simbolo f~!. Cuando esto ocurre
la expresion en la parte superior NO significa que es un exponente. Mas claramente,
si f~! significa la inversa de f entonces f~! # %

En el ejemplo precedente se pudo haber escrito f(z) =2z +1y f~}(z) = £ — 3.
Existe un procedimiento que permite hallar la inversa de una funcién si la regla no es
muy compleja. Se asume que la funcién esta dada por la expresion f(x) oy = f(x).

(1) Sustituya f(x) por y si es necesario.

(2) Intercambie las posiciones de = y y en la expresién resultante en el paso ante-
rior.

(3) Despeje y.

(4) Reemplace y por f~!(x) si es requerido.

Ejemplo 3.17.14. Funcién inversa

Existe una relacién muy estrecha entre la grafica de una funcion f 'y su inversa.
La grafica de una funcion es simétrica a la grafica de su inversa con respecto
alarectay =x.

1
Halle la inversa de f(z) = =

Solucién . .
Hacemos y = %, se intercambian xz y y, v = — para obtener yr =10y = —.. Es decir
Y T

1 . . 1 . .
f~Y(x) = —. Se tiene entonces que la inversa de f(x) = — es la misma funcion.
X X

Ejemplo 3.17.15. Inversa de una funcién

Halle la inversa de f(z) = 2?.

Observe que el rango de 2% que es [0, 00) se convierte en el dominio de la inversa
asi que z > 0 en el dominio de la inversa. Se intercambian x y y, z = y? y se despeja
y, para obtener f~1(z) = \/z.
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¢ Por qué no escoger —/x como inversa?

Figura 3.13: Gréfica f(z) = 2% y su inversa

Ejemplo 3.17.16. Funcion inversa

Halle la inversa de y = 2°~!. Grafique y y su inversa en el mismo sistema de
coordenadas.

Solucion

Considere y = 2%~ Al intercambiar y y = se obtiene = = 2¥~!, y con la definicion de
logaritmo se obtiene:

log, = = y — 1. De aqui se obtiene y = 1 + log, .
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y = 2:5—1

y=1+ |Og2($>

\

Algunas veces la funcién esta definida de una manera que no permite hallar la inversa

en todo su dominio. En estos casos aun pueden encontrase inversas si se restringen
los dominios.

Ejemplo 3.17.17. Funcion inversa

Halle la funcion inversa de

a) )= b) f() = — .
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Solucion

Siguiendo el procedimiento sugerido para hallar la inversa

a) b)
3z +1 _ —Tr+1
v= r+1 v x—06
3y+1 —Ty+1
xr = r=——
y+1 y—=6
z(y+1)=3y+1 z(y —6)=—Ty+1
xy+x=3y+1 ry —br =—-Ty+1
zy—3y=1—=x xy+ Ty =146z
ylx—=3)=1—z ylx+7)=1+6x
_l-x _ br+1
oz —3 T 4T
~1 l -z 1 6z + 1
) = i) =2

Ejemplo 3.17.18. Funcién inversa

Halle la funcién inversa de y = 22 — 1.

Solucion

Observe que el dominio de z es el conjunto de todos los numeros reales y su rango
es [1,00). Ademas la funcion inicial tiene valores negativos o cero, es decir, y =
x> —1 < 0en [-1,1] y positivos o cero en (—oo, 1] U [1,00). La gréfica puede verse

en la figura B.144.

Como y = 22 — 1 se intercambian x y y, obteniéndose, » = y?> — 1. Despejando y se
obtiene, x + 1 = y2. Existen dos expresiones para y que dan = + 1.

Una es y = +vx + 1. En ambos casos se requiere z > —1. Entonces la inversa
existe si x > —1. Como la inversa es una funcién, esta no puede tener dos valores
diferentes para un mismo z.

De estas dos partes, la que produce valores negativos o cero es y = —vz + 1,
ver figura La que produce valores positivos o cero es y = /x + 1, ver figura
B.14H. Entonces esta es la inversa si se considera la parte de la grafica inicial en
(—o0, 1] U [1,00).

En general se considera la parte de dominio mas grande para la inversa, y por esta
razon, se considera que en [1,cc0) lainversade y =22 —lesy =z + 1.
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(b)

Figura 3.14: Gréfica de f(z) = 2 — 1y su inversa

Ejemplo 3.17.19. Funcion inversa

K rt
Halle la funcién inversa de f(t) = c donde K, Py y r son cons-

N K+P0<€Tt—1)
tantes distintas de cero.

Solucion

= Ke™ intercambiando t,t = Ker
T K1 Ryt 1) YV K Bev —1)

Y Se despeja y
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. Ke™
K+ Pylervy — 1)
t(K + Py(e™” —1)) = Ke' 51
t(K + Pye™ — By) = Ke'™ ;
tK + tPye™ —tPy = Ke™ S/
tP()eTy — Ke' = tPO —tK — / ':'
V(P — K) = t(Py — K) -0 -5 D
€Ty<tP0—K>:t<P0—K) '
ry:t(PO_K) _5?
tPO — K !
t(Py — K)
=In(2 L
" < tPy— K ) —10 }

1 (iR — K) e - :
y=-In Grafica de la funcién y su inversa
r tPO — K
para K =5,r=1/2, Py =2

Py — K\
y=In —t(o )
thy— K

Ejercicios 47. Composicion de funciones
Verifique que se cumplen las siguientes composiciones.
(ftof)z)=u, (fof ™)==

Para cada una de las siguientes funciones:

1. f(z) =2z +1 6. f(x):%

2 S0 == 7=
3. fla) = 21 8. [() = /i

4. f(z) =2 0. fla) = Va1
5. f(x) = 2;”13 10. f(z) = le_ :

Dadas las funciones [y g, determine las composiciones fogy go f:

M. flz)=2*+3yg(x)=vVr—3
12. f(z)=2*+3xyg(zr) =22 -3

sinx 1

18, () = Sy gle) = —




Capitulo 4

Trigonometria

4.1. Relaciones trigonométricas de angulos

Considere un triangulo de vértices A B C que es rectangulo en A. Los segmentos
AB'y AC se llaman catetos respecto al angulo recto BAC. El segmento BC se llama
hipotenusa. En este triangulo se cumple el teorema de Pitagoras que establece que
el cuadrado de la medida de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
las medidas de los catetos. De acuerdo a la figura B.1], a> = 0> + ¢*.

En un triangulo rectangulo los angulos que no son rectos son agudos. Un cateto es
adyacente a un angulo determinado si hace parte de los lados que determinan el
angulo. El cateto que no es adyacente al angulo se llama cateto opuesto respecto
del mismo angulo.

Considere el triangulo rectangulo de la figura

C
« hipotenusa
b a cateto opuesto a 0
9 i '
B A
A c adyacente a 0

Figura 4.1: Elementos de un triangulo rectangulo

El angulo ABC = ftiene por cateto adyacente al segmento AB 'y como cateto opues-
to al segmento AC.

El angulo BCA = a tiene como cateto adyacente al segmento AC'y como cateto
opuesto el segmento AB.
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Definicion 4.1.1:

Para un angulo agudo 5 de un triangulo rectangulo se definen las relaciones

trigonomeétricas como

Senode f=senj =

Coseno de 5 =cosf =

cateto opuesto de 3

hipotenusa
cateto adyacente de

hipotenusa
cateto opuesto de 3

Tangente de g =tan g =

cateto adyacente de
cateto adyacente de

Cotangente de g = cot =
Secante de  =secf =

Cosecante de 3 = csc 3 =

cateto opuesto de
hipotenusa

cateto adyacente de
hipotenusa

cateto opuesto de

En la figura 4.1 se tiene

cateto opuestode § b

senf = - = -
hipotenusa a

cateto adyacente de 0 ¢

cosf = . = -
hipotenusa a

tang — cateto opuestode 6 b
~ cateto adyacentede § ¢
cateto adyacentede 6 ¢

cotf = = -
cateto opuesto de 4 b

sech — hipotenusa _a
~ cateto adyacentede § ¢
hipotenusa a

cscl = = —

cateto opuestode § b

cateto opuesto de «
sena = ) =
hipotenusa
cateto adyacente de «
cosa = , =
hipotenusa
cateto opuesto de «
tana = =
cateto adyacente de o
cateto adyacente de o
cateto opuesto de «
seco — hipotenusa B
~ cateto adyacente de o
hipotenusa
csCa = =

cateto opuesto de «

Ol S ol ol @l Qo

Para indicar las potencias se usa una notacion especial. Para indicar (sen )" se usa
sen” # y lo mismo se usa con el resto de las relaciones.
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C
a
1 a
A ¢ B

Estas relaciones no son todas independientes. Se tienen

send L
=4 =_-=tand
cos 6 < c
cosf < ¢
Sen9:g:5:cot9
1 1 a
sen@zgzgzcsce
! —l—a—sece
cosf £ ¢
b 2 2 b2 2
sen29+c0320:(—) <E> = — c—2
a a a a
a2
—~
62+02_a2_
T2 _5_1'

Ejemplo 4.1.1. Relaciones trigonométricas de 45°

Determine las relaciones trigonométricas para un angulo de 45°.

Solucion
C

Este es un triangulo isésceles por te-
ner dos angulos congruentes. En este
triangulo b =cy

a’? =0+ =0+ =2

Por tanto a = v2vb2 = /2b.

45
A b=c B
Con base en estos valores se calculan las relaciones trigopnométricas
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,  cateto opuesto de 45° b 1 1(v2) V2
sen45® = . = - _\ve _VZ
hipotenusa V/2b 2 V2v2 o 2
cos 4no — Ccatetoadyacentede 45 b 1 1(v2) V2
B hipotenusa V26 V2 V2V2 2
tan 45° — cateto opuesto de 45 _ b ]
cateto adyacente de 45° b
cotds® — cateto adyacente de 45 _ b _1
cateto opuesto de 45° b
hipotenusa V2b
sec45° = = =/2
cateto adyacente de 45° b V2
hipotenusa V2b
45° = = =2
e8¢ cateto opuesto de 45° b V2

Ejemplo 4.1.2. Relaciones trigonométricas para los angulos de 30° y 60°

Calcule las relaciones trigonométricas para 30 y 60 grados.

Considere el triangulo rectangulo
ABC rectangulo en A. Se construye
el triangulo auxiliar DAC' rectangu-
lo en A congruente con ABC con
AD = AB = c. Entonces el triangulo
DBC' es equilatero y todos sus lados
tiene la misma medida. Es decir

2c=DB=DC=CB=ua

Como a? = b+ 2, entonces b = a? —

2.

C
D 4 B b = (20)* — & =4 — & =3¢
Por tanto b = v/3v/¢2 = v/3c. Se calculan entonces las relaciones trigonométricas en
el triangulo ABC original usando las medidas b = /c y ¢ para los catetos y a = 2¢
para la hipotenusa.
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tet t ©
sen60° — cateto opuesto de 60 :\/ﬁc_\@

hipotenusa 2 2
,  cateto adyacente de 60° ¢ 1
cos 60° = , - — ==
hipotenusa 2¢c 2
tet to de 60°
tango° — _ cateto opuesto de 60 :\/§c:\/§
cateto adyacente de 60° c
cotgoe  catetoadyacentede 60° ¢ 1 V3
~ cateto opuestode 60° /3 /3 3
hipotenusa 2c
sec60° = =—=2
cateto adyacente de 60° ¢
. hipotenusa 2c 2 23
csc60” = = - =-Y"
cateto opuesto de 60° /3¢ /3 3
sen30° — catetolopuesto de 30 _c 1
hipotenusa 2¢c 2
,  cateto adyacente de 30° ¢v3 /3
cos 30° = . = = —
hipotenusa 2c 2
fan30° — catetoopuestode 30° ¢ 1 V3
~ cateto adyacente de 30° /3 /3 3
teto ad te de 30° 3
cot30° - _cateto adyacente de _ V3 _ .5
cateto opuesto de 30° c
. hipotenusa 2c 23
sec 30 = = =
cateto adyacente de 30° /3 3
csc30° — hipotenusa _ 2 5

cateto opuesto de 30° c

Fijados los angulos, se observa que los valores de las relaciones trigonométricas
son independientes de las longitudes de los lados de los triangulos.

Ejercicios 48. Resuelva los siguientes problemas:

1. Se desea sujetar un poste de 20 metros de altura con un cable que parte de la
parte superior del mismo hasta el suelo de modo que forme un angulo de 30°.

Calcular el precio del cable si cada metro cuesta 12 mil pesos.
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2. Calcular cuanto mide la mediana de un triangulo equilatero (los tres angulos
son de 60 grados) cuyos lados miden 12cm.

Ayuda: la mediana es la distancia del segmento que une un vértice con el punto
medio del lado opuesto a este.
3. Escribir una formula para calcular la longitud de la mediana de un triangulo
equilatero de lado d.
Ayuda: la férmula se puede obtener rapidamente a partir del problema anterior.
4. De un triangulo rectangulo se conocen sus dos catetos: uno mide 4m y el otro
mide 3m.
Calcular la hipotenusa y los angulos adyacentes a los catetos.
5. Juan esta volando su cometa y le gustaria saber qué altura alcanza. La sombra
de la sombra de la cometa comienza a sus pies y termina a 6.7 metros y el

angulo que forma el cable con el suelo es de 39°. ;A qué altura se encuentra
la cometa?

6. Desde un supermercado se observa la parte alta de un rascacielos de 400
metros de altura bajo un angulo de 40°. Calcular la distancia que hay desde el
supermercado hasta la punta del rascacielos.

7. Calcular los angulos « sabiendo cuanto valen su seno o su coseno:

a) sena = 0.999390827 e) cos a = 0.8090169944
b) sena = 0.6691306064 f) cosa = 0.2588190451
c) sena = 0.7660444431 g) cosa = 0.9271838546
d) sena = 0.9743700648 h) cosa = 0.4067366431

4.2. Funciones trigonométricas de numeros reales

4.2.1. Medicidn de angulos en radianes

Hasta ahora solo se han calculado las funciones trigopnométricas para angulos en
grados. Desafortunadamente no se puede considerar una funciéon como senxz + = 0
€22 si solo se usan grados.

Para que las relaciones anteriores tengan sentido, se debe hallar una equivalencia
entre los numeros reales y los angulos. Para hacer esto se usa una unidad de medida
llamada radian. Esta basada en el siguiente principio: En cualquier circunferencia,
su longitud dividida por el diametro da un numero constante. Este numero siempre
es el mismo sin importar la circunceferencia donde haga la medicién. Este numero
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se llama 7. Si C es la longitud de la circunferencia, d su diametro 'y » = d/2 su radio,

entonces d = 2ry 9 = g = 7. Despejando la longitud C, se tiene que C = 27r.
r

¢ Cuantas veces cabe el radio de una circunferencia en su perimetro (circunferen-
cia)?
Longitud de la cercunferencia

t :
Longitud del radio , estoes

Para determinar este dato se procede, asi:

2
o 2.
r

Asi, el radio cabe 27 veces en la circunferencia del circulo de radio r.

Figura 4.2: Radios y angulos subtendidos por radios

Un angulo en el plano xy esta en la posicion estandar si el vértice esta en el origen
y su rayo inicial esta a lo largo de la parte positiva del eje z. Angulos medidos en el
sentido contrario de las manecillas del reloj se les asigna una medida positiva y los
medidos en el sentido de las manecillas se les asigna una medida negativa.

En la figura se tiene un angulo medido

0 en el sentido contrario de las maneci-
llas del reloj () y uno con medida en

el sentido de las manecillas («). Am-

\_/ bos comparten el mismo rayo inicial y

el mismo rayo final.

Si se mide un arco sobre la circunferencia de radio r y se traza un angulo desde los
extremos del arco hasta el centro de la circunferencia, ¢ Cual es la medida en grados
de este angulo? Uno de estos angulos se encuentra sombreado en la figura §.2.
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Como el angulo completo de la circunferencia mide 360°, se debe dividir esta cantidad

, . . 360° 180° ,
entre el niumero de radios en la circunferencia = ~ 57.269°. El angulo

™ ™
central determinado por el radio es 57.269°.

Se define entonces una unidad alternativa para medir angulos.

Definicion 4.2.1: Radian

Un radian se define como la medida de un angulo central cuyos lados cortan
un arco igual en longitud al radio en la circunferencia del circulo.

De la discusién precedente se tiene entonces que un radian ( 1 rad) corresponde a
57.269° aproximadamente y que un angulo de 360° corresponde a 27 rad. De esta
relacion basica pueden obtenerse otras,

360 27 T
30° = 2(15°) = 2 <¥) - §
45° = 3(15°) = 3 (?) - %
oo s)-1(5)
n
180° = = = =

Si a un angulo ¢, se le suma una vuelta (27) completa, queda un angulo 6 + 27 con el
mismo lado terminal. La vuelta puede agregarsele en el sentido de las manecillas del
reloj o en el sentido contrario. Si se repite el procedimiento con 6+ 27 se obtiene otro
angulo con el mismo lado terminal. En general si a § se le suman n vueltas (27n), el
nuevo angulo 6 + 2mn, tiene el mismo lado terminal de 6 y por tanto las relaciones
trigonométricas de 6 y 6 + 27n son iguales.
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(a) Angulo % = 30° (b) Angulo % + 27 = 30° +360° (c) Angulo % +2(2m) = 750°

Figura 4.3: Angulos con el mismo lado terminal, positivos

(a) Angulo Z — 27 =330°  (b) Angulo Z —2(27) = —690° (c) Angulo Z — 3(27) = —1050°

Figura 4.4: Angulos con el mismo lado terminal, negativos

Ejemplo 4.2.1. Angulos determinados

Halle todos los angulos determinados por (z,y) donde = = 0.

Solucién

Cuando z = 0 es porque el punto (z,y) esta sobre el eje y, en ese caso el angulo
puede ser 5 = 90° 0 37” = 3% 90° = 270°. Considerando la discusion anterior 7 + 27,
es decir, 7 mas n vueltas en el sentido contrario de las manecillas tiene el mismo
lado terminal y 7 — 27n, es decir, 7 mas n vueltas en en el sentido de las manecillas
tiene el mismo lado terminal. Lo anterior puede resumirse diciendo que para n entero
los angulos determinados por 7 con lado terminal (0, y) vienen dados por

1 4 1
z—1—27m:7r(§~|—2n) :7T( n >:(4n+1)g

2 2
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EL mismo analisis con 37 lleva a

3T 3 4dn + 3 T
_ 2 = — 2 = = (4 -
5 T 2mn 7r<2—|— n) 7T( 5 ) (n+3)2

De hecho todos esos angulos pueden obtenerse de 7 sumando 7 un numero ade-
cuado de veces. Observe los siguientes calculos

7T+ B 1+1 B 1+2 _3
5 T=T 5 =T 5 —27T.

1 142
z+n7r=7r<—+n)=7f( i n):(2”+1)g-

2 2

En resumen, los angulos con lado terminal determinado por (0, y) vienen dados por
(2n +1)% con n entero.

Ejemplo 4.2.2. Angulos determinados

Determine los angulos que tienen lado terminal (z,0).

Solucién
Angulos que tienen (z,0) en el lado terminal son 0 y = = 180°. En general todos los
angulos pueden obtenerse sumandole o restandole n veces 7.

0+2mn=2mn, y x+2mn=mn(l+2n).

En general todos los angulos con lado terminal determinado por (x, 0) tienen la forma
nm donde n es un entero.

Ejemplo 4.2.3. Angulos determinados

¢ Qué angulos puede determinar un punto (z,y), vy > 0,z # 0.

Solucion
Como y > 0, el punto esta en el primer o en el segundo cuadrante. Si z > 0 el angulo
esta en el primer cuadrante y si = < 0 el angulo esta en el segundo cuadrante.

<0, (z,y) (z,y), x>0

Si 6 es uno de estos angulos 6 + 27n para n entero, define un conjunto de angulos
que tiene el mismo lado terminal determinado por (z, y).
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4.2.2. Angulo de referencia

Definicion 4.2.2: Angulo de referencia

Es el angulo mas pequefio que se forma con el lado terminal de un angulo
dado con respecto al lado positivo del eje .

El angulo de referencia siempre es positivo con medida menor o igual a 90°. Para
encontrar el angulo de referencia, podemos seguir los siguientes pasos:

= Si es necesario, primero “desenrollar’ el angulo: Si el angulo es positivo mayor
a 360° réstele 360° hasta que esté entre 0 y 360°. (Para angulos negativos,
sume 360° en vez de restar).

= Dibuje el angulo para ver en qué cuadrante se encuentra.
= Segun el cuadrante, busque el angulo de referencia asi:
» Si el angulo esta en el primer cuadrante el angulo de referencia es el

mismo angulo.

 Si el angulo estéa en el segundo cuadrante el angulo de referencia es 180°
menos el angulo.

 Sielangulo esta en el tercer cuadrante el angulo de referencia es el angulo
menos 180°.

+ Si el angulo esta en el cuarto cuadrante el angulo de referencia es 360°
menos el angulo.

Si el angulo es «

Cuadrante | Angulo referencia
| Q
[l 180° — «
11 a — 180°
v 360° — «

Cuadro 4.1: Criterios para angulos de referencia

4.2.3. Relaciones trigonométricas de numeros reales

Como las relaciones trigopnométricas son independientes de los lados de los trian-
gulos se definen las relaciones trigopnométricas para numeros reales de la siguiente
manera.
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Considere la circunferencia de radio r sobre el plano cartesiano y sea (x, y) el punto
final de un arco de circunferencia de radio » que empieza en (r,0) y define un angulo
# medido en radianes.

(2,9)
Yr-—>
0 z
T g
y [ __ |
(2,9)
Se define
send — catetg opuesto de 6 Y
hipotenusa r
cateto adyacentede 0 =«
cosf = , = —
hipotenusa r
_ catetoopuestode ¢  y
tan? =~ teto adyacentede § o 70
cateto adyacentede 6§ =«
to = ——
cotd cateto opuesto de ¢ y’ y7#0
hipotenusa r
sect = cateto adyacente de § = 70
hipot
cscl — ipotenusa f’ y£0.

cateto opuesto de ¢ B Y

La definicién anterior se simplifica si se toma la circunferencia de radio » = 1. En
este caso el coseno es la coordenada z y el seno es la coordenada y del punto
(z,y) que esta sobre la circunferencia unidad y que determina el angulo. Los signos
de las funciones trigonométricas para un angulo con lado terminal en un cuadrante
determinado quedan determinados por los signos de x vy y.

Para angulos que determinan el mismo punto (z,y) sus relaciones trigonométricas
son iguales independientemente del valor del angulo.

Ejemplo 4.2.4. Razones trigonométricas

Halle todos los angulos para los cuales (a) sené =0, (b)cos# = 0.
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Solucién
Sea (z,y) el punto que determina el angulo ¢ en la circunferencia unitaria.

(@) Como send = 0y senf = = se deduce que = = 0. Como se discutié anterior-
mente los angulos con lado terminal en puntos de la forma (0, y) vienen dados

por (2n + 1)%, donde n es un entero.

(b) Como cosé = 0y cosf = y se deduce que y = 0. Como se discutié anterior-
mente los angulos con lado terminal en puntos de la forma (z, 0) vienen dados
por nw, donde n es un entero.

4.2.4. Identidades trigonométricas

Como se mostré anteriormente, las relaciones trigopnométricas no son independien-
tes. A continuacién se da una lista de identidades, es decir, se cumplen para todos
los valores de 6 para las cuales las relaciones basicas que intervienen estan defini-
das.

Identidades basicas

cos?f+sen?d=1|senfd = +v/1—cos20 | cosh = +v/1 = sen2f

1+tan’f =sec’d | 1+ cot’d=csc?d sec’d =1 —tan*0
sen(—f0) = —senf
cos(—f) = +cosf
tan(—0) = —tané
csc(—f0) = —cscé
sec(—f) = +sech
cot(—0) = —cotd

Identidades de adicién

En esta seccién se deduciran expresiones que dan expansiones para cos(a — [3),
cos(a + f3), sen(a + () y sen(a — ) en términos de los senos y cosenos de los
angulos ay 5. Ponga a a y a  en una circunferencia unitaria en su posicion central.

Sea A el punto terminal de o y B el punto terminal de 5. Suponga que a > . Esta
disposicion puede verse en la figura #.5a. Ubique el arco correspondiente a o — 3y
ubique el angulo subtendido por este arco en forma central y ubique su punto inicial
(P) y su punto terminal (Q). Esta ubicacién puede verse en la figura §.5p.
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Q(cos(a — B),sin(a — )

o (cos 3, sin 3)

A(cos a, sina) f OL/Q’
5 K/ P(1,0)

a) Posicién relativade o, Sy aa— b) El angulo o — 8 en posicion
B central.

Figura 4.5: Coseno de sustraccion de angulos

Por las propiedades de los angulos se deduce entonces que las distancias de los
puntos A y B en la figura §.5a) y los puntos P y Q de la figura 4.5b) deben ser
iguales. Se debe tener entonces que (AB)? = (PQ)?.

El punto A tiene coordenadas (cos «, sen «) y el punto B tiene coordenadas (cos 3, sen 3).
El punto P tiene coordenadas (1, 0) y el punto () tiene coordenadas (cos(a—f), sin(a—

B))-

(AB)? = (cosa — cos 3)* + (sena — sen 3)?
= cos?a —2cosacos 5+ cos® 3+ sen’a —2senasen S +sen? 3
= sen’ a + cos® a + sen” 3 + cos? 3 — 2(cos a cos 3 + senasen 3)
=2 —2(cosacosf +senasenf

(PQ)* = (cos(a — B) — 1)* + (sen(a — ) — 0)*
= cos®(a — ) — 2cos(a — 3) + 1+ sen’*(a — B3)
=sen®*(a — B) + cos*(a — B) + 1 — 2cos(a — 3)
=2—2cos(a— )

Como (AB)? = (PQ)?, entonces

2 —2cos(a— ) =2 —2(cosacosf+ senasenf,
de donde se concluye que

cos(a — f) = cosacos 3 + senasen 4.1)
Para obtener una identidad para cos(«a + ) se usa

cos(a + 3) = cos(a — (—3)) = cos acos(—p3) + senasen(—73).
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Como cos(—f) = cos() y sen(—3) = sen 3
cos(a + ) = cos(a — (—[3)) = cos acos(f5) + sen a(—sen(s)).

Por tanto
cos(a + ) = cosacos 3 — senasen (4.2)

Usando las identidades (4.1)) y (4.2) también puede deducirse lo siguiente

cos (a - g) = COS o COs(m/2) + senasen(m/2)
=cosa(0) +sena(l) =sena

cos <a + g) = cos acos(m/2) — senasen(rw/2)
=cosa(0) —sena(l) = —sena

)
NN

COS v = COs

cosa—cos (0~ T+ 7) = ~sen(a-T)
(+5-3)

+ 2 sen( +7T>
at—-—=)= o+ =
2 2 2

sen(a—ﬂ)chS(a—B—g>=C°S<O‘_<5+g>>

s T
= COS o' COS <B+ 5) + senasen <5+§>

Como cos <ﬁ+g> = —senfysen <B+g> = COoS (3

sen(a — ) = cos(—sen ) + sen«cos 3

sen(a — [5) = sen«acos [ — sen 3 cos a. (4.3)

De la expresion anterior puede deducirse para el seno de la suma

sen(a + f) =sen(a — (—f)) = senacos(—f) — sen(—f3) cos a

Como cos(—j3) = cos 3 y sen(—f3) = —sen(f)

sen(a + ) = sen«acos (3 + sen (3 cos a. (4.4)
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Usando el hecho que tan(a + ) = %.
tan(a+ 3) = %

_ senacos 3+ sen 3cosa
~ cosacosf3—senasenf

Dividiendo numerador y denominador en el lado derecho por cos a cos /3 se tiene

senacos/3 sen 3 cosa sena senp
cosacos3 cosacosfS  cosa Ccosf

tan(a + 5) = cos acos 3 B senasenf3 1 senaseng’
cosacosf3 cosacosf Ccos «cos 3
Se tiene entonces
tana +tang
t = ) 4.5
an(a + ) 1 —tanatan *-5)
De manera analoga se obtiene
tana — tan
tan(a — ) c b (4.6)

- 1+tanatan g’

4.2.5. Resumen de identidades

sen(—0#) = —senf sen(; —0) = +cosf sen(mr —0) = +senf
cos(—#) = +cos ¥ cos(; —0) = +send cos(m —6) = —cos ¥
tan(—0) = —tané tan(§ — 0) = +coto tan(r — 0) = —tand
csc(—4) = —csch csc(; —0) = +sect csc(m —60) = +csch
sec(—0) = +sec¥ sec(; — ) = +csch sec(m — ) = —secl
cot(—6) = —cotf cot(f —0) = +tand cot(r — ¢) = —cotd
sen(f + 3) = +cosf sen(f +7)=—send  sen(f+ 2x) =+send
cos(f + 3) = —send cos(f + ) = —cos b cos(f + 2m) = +cos b
tan(¢ 4 3) = —cotd tan(f + 7) = +tané tan(f + 27) = +tan6
csc(f + 5) = +sech csc(d + ) = —cscé csc(f + 2m) = +csch
sec(f + 5) = —csc sec(d + m) = —sech sec( + 2m) = +secH
cot(f + 5) = —tand cot(d + 7) = +cotd cot(f + 27) = + cotd
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Seno sen(a + ) = senacos § + cosasen

Coseno cos(a + f) = cosacos f Fsenasen
+

Tangente tan(a + f5) = tana = tan 5

lFtanatanp
arcoseno arcsin a + arcsin g = arcsin (a\/l — B2+ 6v1— a2>

arcocoseno  arccos « + arccos [ = arc cos (aﬁ F/(1—a?)(1— 62)>

+
arcotangente arctan o + arctan § = arctan ( atp )

1Fapf

3coth — cot® 0

cot30 =

sen20 = 2senfdcoséd 1 —3cot?6
B 2tan @
1 4+tan®0 20 _ 1—cosd
sen” o 5
Coszg_l+cose
cos 20 = cos’h — sen’ 6 2 2
=2c0s’H —1 ;
=1-—2sen’¥ tan§:csce—cot9
1 —tan?6
:—20 _ 4 1 —cosd
1 +tan V' 1+ cosd
2tan 6 = senf
tan20 = ———_ ~ 1+cosd
1 —tan“ 6
_1—0039
cot’f — 1 —send
cot20 = ———
2cotd
sen 30 = 3cos”fsend — sen® o tan 1+ _ senn+send
— 3senf — 4sen®0 2 Ccos 17 + cos
0
tan| - + — | =secd +tané
(2+4) +
cos 30 = cos® 0 — 3 = sen? 4 cos ¢ T—sen® 1-—tan(6/2)
= 4cos® — 3cos 1+send 1+tan(6/2)
tand
tan 10 = -
tan 39 _ >tan® —tan’g 1+V1+tan"0
~1-—3tan®¢ para ¢ (—5.3)
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cotg = c¢sc + cotd

/1
_ + cos 6
1 —cosd
send

1 —cosé

1+ cosé
senf

1
sen Asen B = §[cos(A — B) — cos(A + B)]
sen Acos B = %[sen(A — B) +sen(A + B)]

1
cos Acos B = §[cos(A — B) +cos(A + B)]

El estudiante con las guias utilizadas en el transcurso del libro esta en capacidad de
usar WxMaxima para trabajar con funciones trigopnométricas, usar la guia inicial aqui
o Click aqui.

Ejercicios 49.

1.

Hallar el dominio de la funcién:

f(z) =tan(4z) ; x es un entero.

Hallar el dominio y rango de la fun-
cion:
y=f(zr)=2senx+3

Hallar el dominio de la funcién:
f(z)=+/cosxz —1
Hallar el dominio de la funcion:

fla) = —

"~ cosz

Hallar el periodo de la funcioén:
f(z) =sen’z — cos’z

Hallar el dominio, rango, periodici-
dad, indicar si es par o impar, cre-

ciente o decreciente en cada cua-
drante en la funcion:

y=f(z)=2cosz +1

Calcular el rango de la funcién:

y=1+cos’x

8.

10.

1.

12.

Simplificar las siguientes expresio-
nes:

a) senxz — 2(senz — 3sen(2x))
b) 2(cosx—cos(2z))—(2cosx—
cos(2z))
4senx — Cosx
2

C) 2senx —

Escriba en términos de la funcién
coseno:

tan(z) + cot(x)
sec(zx) csc(x)

Muestre que es cierta las siguien-
tes identidades:

sen(z) — 1 sin(x)

(cos(x) + 11)2 ~ cos?(z) + 2cos(z) + 1

cos?(x) +2cos(x) + 1

cos(z) sec(x)

tan(z) = cot(x).

tan(x)
sec(z)

= sen(x).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

sen?(r) + cos?(x) + tan’(z) =
sec?(z)

sen(z)(1+tan(x)) = tan(z)(sen(z)+
cos(z))

Escriba la expresion trigonomeé-
trica en términos de la funcion
seno. sec?(z)-+tan®(x), cos?(z)(1+
tan®(x)), csc(x) sin(x) cos(z).

sen(z) cot(z) = cos(z)

sec(z) = sen(z)

cos(—z) — sen(—z) = cos(z) +
sen(x)

cosgr)](s;c(x) _ cot(x)
csc(z)(csc(x) + sen(—zxz)) =

cot?(x)

(1—cos(z))(1+cos(z)) = m

(sen(x) 4 cos(z))®

24.
25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

sen?(z) — COSQ(m)%B

sen?(z) — cos?(x)

(sen(z) + cos(z))* =
2sen(z) cos(z))?

(1 +

(sen(z) — cos(x))?

T sen®(a) 1+ tan®(z)

sen(z) _ tan(x)
sen(z) +cos(z) 1+ tan(z)
1+tan’(z) 1
1 —tan’(z) cos?(z) — sen?(x)
sec!(z) — tan'(z) = sec*(z) +
tan?(z)

1 1 B
lsen(z)  1+sen(z) -
2sec(z)tan(x)
sen(r — §) = —cos(x)
cos(z + %) +sen(z— % =0

- tan(z) —1
tan(z - 3) = tan(z) + 1

sen(z +y) —sen(z — y)
cos(z + y) + cos(z — y)

= tan(y)

_ 3tan(z) — tan’(x)

. tan(3z) I 3tan’ (o)

sen(x) + sen(5x)
" cos(z) + cos(5x)

= tan(3z)
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4.2.6. Funciones trigonométricas y sus graficas

Para definir las funciones trigonométricas se usan los dominios en radianes. El senoy
el coseno tienen como dominio todos los numeros reales. El resto tiene como dominio
el conjunto de los numeros reales exceptuando aquellos puntos donde se anulan los
denominadores. Para la tangente y la secante se excluyen los puntos donde se anula

el coseno y para la cotangente y la cosecante se excluyen los puntos donde se anula
el seno.

Funcion Dominio Rango

f(z) =senx R —1,1]

f(z) =cosx R —1,1]

flz)=tanz | R—{(2n+1)5 :n € Z} R

f(z) = cotx R—{nmr:neZ} R

f(z)=secx |R—{(2n+ 1) :n € Z} | (—oo0,—1]U[l,00)

f(z) =cscx R—{nm:neZ} (—o0, —1] U [1,00)
sen(z) | 0 % 1 % 0 f% -1 % 0 % 1 % 0 f% -1 f% 0
cos(z) | 1 % 0 |~ |-1|-%5| 0 S 1Bl -HB |t -m|0| 5|

Figura 4.6: Gréficas de seno (linea continua) y coseno (linea punteada)

Ejercicios 50.

1. Grafica cada una de las siguientes funciones:

a) y=1—sinz, tal que z € [0; 27] d) ) = | cos z|
oS
b) y =2sinx e) f(z) = |cosz|+ cosz
c) y=sinx f) f(x):sinx—g+sinx+g

2. ¢En que cuadrante la funcién tangente es decreciente?

3. Gréaficar en WxMaxima las funciones trigonométricas Guia 15.
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4.3. Ecuaciones trigonométricas

Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion que contiene el valor de una relacién
trigonométrica evaluada en una expresion que involucra la variable.

La ecuacion sen(m)x + 5 = 0 en la variable = no es ecuacion trigonométrica porque
la funcién seno no esta evaluada en una expresion que contiene a la variable x.

El proceso de resolver ecuaciones trigonométrica requiere tanto los angulos de refe-
rencia como las identidades trigonométricas que se han estudiado, ademas de gran
parte del algebra que se ha visto hasta ahora. Para desarrollar satisfactoriamente
esta parte debera tener una buena comprension de los valores de las funciones tri-
gonomeétricas en el primer cuadrante, como funciona el circulo unitario, la relacion
entre radianes y grados, y cdmo se ven las diversas curvas de las funciones trigo-
nomeétricas, al menos en el primer periodo.

Para resolver una ecuacion trigonométrica siga los siguientes pasos:

1. Ponga la ecuacion en términos de una funcién de un solo angulo.

2. Escriba la ecuacién como una funcién trigopnométrica de un angulo igual a una
constante.

3. Anote los posibles valores del angulo y su angulo de referencia.

4. Recuerde que si una expresion satisface la igualdad también lo hara la misma
expresion mas un multiplo entero del periodo de la funcién. Por ejemplo, si x
satisface la igualdad, también lo hara = + np donde p es el periodo y n es un
numero entero.

5. Si es necesario, resolver para la variable.

6. Aplique las restricciones pedidas sobre la solucidon general obtenida.

Ejemplo 4.3.1. Ecuacién

Resolver 2sen(x) cos(z) — 1 = 0 para = en el intervalo [—27, 27|

Solucion

Observe que 2sen(z) cos(x) = sen(2x) asi que la ecuacion original queda sen(2x) —
1 = 0 de modo que sen(2x) = 1. Los posibles valores del angulo 2z son 90° = g
Como el periodo del seno es 2r = 360°, entonces 2z = g + 27n son soluciones.
Despejando a z se tiene

7
—+2
2+7Tn

x:T:%+7rn:45°+18O°n

son soluciones. De todas ellas se deben escoger solo las que estan en [—2r, 27| =
[—360°, 360°] Se le deben dar valores enteros a n.
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= Paran =0,z = 45° + 180°(0) = 45° = ~

4
3T
» Paran = —1, z = 45° + 180°(—1) = —135° = -
om
m Paran =1,z =45° 4 180°(1) = 225° = T
9
» Paran =2,z =45° 4 180°(2) = 405° = T
T
= Paran = -2, r =45 +180°(=2) = —315° = ——
117
= Paran = =3, 7 = 45° + 180°(~3) = —495° = ——~

Como pueden verse las soluciones que estan en [—2r, 27] son

_fm 3w om
47 47474 )
Ejercicios 51.

Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas:

1 —cos(r)  sen(x)
sen(r) 14 cos(z)’
tan(z)

os0(z) = sec(z) — cos(z).

3. cos(—x) — sen(—x) = cos(x) + sen(x).
4. (1 —cos?(x))(1 + cot?(x)) =1
cos(r) sen(x)
sec(r) csc(z)

1 1
1—sen(z) 1+sen(x)

= 2sec(z)tan(x).
7. tan(x) —tan(y) = m.
8. cos(r + y) cos(z — y) = cos?(z) — sen?(y).

sen(4z)

o sen(z)

= 4 cos(x) cos(2x).

10. cos?(x) — sen?(z) = cos(2x).

Ver Guia de Ecuaciones
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CAPITULO 4. TRIGONOMETRIA 4.4. LEY DEL SENO

4.4. Ley del seno

Laley de los senos establece una proporcidn entre los senos de los angulos interiores
y los correspondientes a los lados opuestos. Esto permite conocer los valores de las
longitudes de los lados y los angulos para triangulos que no son rectangulos. Hallar
todos los valores de los lados y los angulos que no se dan en un problema se le
conoce como resolver el triangulo.

Considere el triangulo

Figura 4.7: Elementos de un triangulo rectangulo

Llame « al angulo de vértice A y ~ al angulo de vértice C' y suponga que el angulo o
es agudo. Sea & la longitud de la altura desde el vértice B hasta el segmento AC, es
decir, h es la longitud del segmento BE Entonces se tienen las siguientes razones
trigonométricas

BE
sen(y) = BC = g Asi se tiene h = asin(y)
h .
sen(a) = p Asi se tiene h = csen(«)

De donde se concluye que csena = h =asena 0

a o &
sena  seny

(4.7)

Ahora repita el argumento con el angulo B por ejemplo. En este caso el angulo B es
obtuso. Trace la altura que pasa por C'y el perpendicular a la recta que pasa por A
y By sea h, la longitud de esta altura.
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Considere los triangulos rectangulos AFC'y BF(C ambos rectangulos en F. Observe
que la suma de los angulos ABC'y C BF suman 180° y por tanto la medida del angulo
CBF es 180 — .

CEF  hy .
sena = T triangulo AFC

. CF  hy .
sen(180° — B) = CE= a4’ triangulo BFC

Como sen(180° — 3) = sen 3 se tiene bsena = hy = asenfy

a b
sena senp

(4.8)

De las igualdades (B.7) y (4.8) se tiene la ley del seno.

Teorema. 4.4.1: Ley del seno

Considere el triangulo de vértices ABC' y denote por A, By C' sus angulos
interiores respectivos siendo « la longitud del lado opuesto al angulo A, b la
longitud del lado opuesto al angulo B y ¢ la longitud del lado opuesto a C
entonces

a b _c
senA senB senC’

Cuando se dan dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos se conoce como el caso
ambiguo.

Si se dan, por ejemplo, el angulo «, la longitud de AC'y la longitud de BC' entonces
bsena

senp = . Pueden darse los siguientes casos:

= Sisenf > 1, entonces el caso es imposible y no hay solucion.
= Sisen =1 entonces el triangulo es rectangulo y hay una unica solucién.

= Sisenf < 1 entonces hay dos angulos uno en el primer cuadrante, sea este (3;
y otro en el segundo cuadrante, sea este (3. El angulo 3; siempre es solucién.

* Si By + a > 180° entonces (3, no es un angulo posible para el triangulo y
existe una sola solucién.

* Si B, + a < 180° entonces (3, n es un angulo posible para el triangulo y
existes dos triangulos distintos que satisfacen las condiciones dadas.
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Ejemplo 4.4.1. Determine todos los valores del triangulo

B

Dados los valores correspondientes del
triangulo AABC' inicialmente: £C =
20°, KB =50y c=6

C

Solucién
Con respecto a los valores dados, podemos observar que se hace necesario usar la
siguiente forma de la ley del seno:

b c
sin(B) - sin(C)

con el objetivo de hallar el valor del angulo b. Remplazando se obtiene la siguiente
expresion:

_ 6sin(507)

~sin(20°)
Como la suma interna de los angulos interiores a un triangulo en grados suman en
total 180°, podemos determinar el valor de A de la siguiente forma:

= 13.43858468

LA =180° — LC — 4B = 180° — 20° — 50° = 110°

Por ultimo se determina el valor de a, en efecto aplicando la ley del seno correspon-

diente, se obtiene:
_ 65sin(110°)

= 16.48486451
sin(20°) 04848645

Ejercicios 52.

Usar la ley del seno para determinar todas las variables de los siguientes trian-
gulos que tienen medidas, asi:

1.a=3,b=4y L£C = 50°.
b=060,c=35y LA = 80°.

c=23, B =T0°y LA = 52°.
LA =374° 4B =29.5°y a = 90cm.

o & w0 N

a=90cm, b="Thecmy LA = 130.2°
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6. a =110cm, b =70cmy LA = 120°.

7. Un arbol proyecta una sombra de 200 metros sobre una montafia hacia aba-
jo, la montana presenta un 20° de inclinacién con la horizontal y el angulo de
elevacion del sol es de 60° ¢ Cudl es la altura del arbol?

8. Para encontrar la distancia aproximada del ancho de un rio, un matematico
selecciona dos puntos en la misma orilla del rio A y B que estan separados
300 metros. El matematico encoge un punto de referencia ', del otro lado del rio
y determina que £ BAC = 85°y L ABC = 55°. Calcule la distancia aproximada
AC.

9. Para medir la altura de una montafa se toman dos puntos de referencia en la
base de la montafa separados entre si 200 metros, que a cierta hora del dia
proyectaron una sombra de 32° y 73°.

4.5. Ley del coseno

La ley del coseno no es directamente aplicable en caso que se conozcan los tres
lados de un triangulo.

Teorema. 4.5.1: Ley del coseno

Considere el triangulo de la figura

Entonces se tiene

a’ =b+ ¢ — 2bccos o
b*> = a® + ¢ — 2accos (4.9)
& =a?+b* — 2abcos vy

@ B

Dados dos lados y un angulo comprendido entre ellos se cumple que el cuadrado
del lado opuesto al angulo dado es la suma de los cuadrados de las medidas de
los lados que comprenden el angulo menos el doble producto de dichos lados vy el
coseno del angulo entre ellos.

Considere el triangulo ABC, ubique el vértice A en el origen del sistema de coor-
denadas de tal manera que el lado AB quede sobre la parte positiva del eje z. Ver
Figura 4.9.
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C C
'\ v
| : C\a
L \D b |
i_ A , Jl\_‘l o \ ilﬁ 5 \
F c B
a) Angulo « obtuso b) Angulo o agudo

Figura 4.8: Posicion de angulos en la ley del coseno

Las coordenadas del punto A son (0,0) , las coordenadas del punto B son (C,0) y
las coordenadas del punto C son (bcos a, bsen «). Usando la formula de la distancia
entre dos puntos

d? = (9 — $1)2 + (y2 — y1)2

[d(A, B)]* = (ccosa — c)* + (bsena — 0)?

Como d(A, B) = a se tiene

a’ = b? cos?a — 2bccos a + ¢ + b2 sen’ o
a® = b*(sen? a + b* cos® a) + ¢* — 2bc cos
a®> = b> + % — 2bccos a

El mismo analisis puede hacerse para el resto de los angulos, colocando el vértice
correspondiente en el origen y uno de los lados sobre la parte no negativa del eje x.
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Ejemplo 4.5.1. Ley del coseno

Determine el lado a del siguiente triangulo con las medidas mostradas.
B

Solucion
Remplazando en la formula de la ley de
los cosenos se obtiene:

10 a
a® = 10% + 16® — 2(10)(16) cos(40°)
a® = 110.8658
40° a = +/110.8658 = 10.53
A 16 ©

Ejercicios 53.

Determine el lados solicitado del triangulo, usando la ley del coseno, con res-
pecto a las siguientes medidas (AABC):

1. b=10cm, c = 20cm y L A = 35°. Hallar a.
2. b=10cm, ¢ = 18cm y £LA = 120°. Hallar a.
3. b=3cm, c=4emy LA = 53°. Hallar a.

4. b =280cm, c =100cm y LA = 45°. Hallar a.

5. Juan sale de paseo y tiene curiosidad de medir el lago de su finca que se
encuentra en las Llanadas, el observa dos cercas que se encuentran en linea
recta hasta los extremos del lago, Juan determina las siguientes medidas: una
de las cercas mide 356m, la otra 480m y el angulo entre ellas es de 38° ;Cual
es la medida aproximada del lago entre sus extremos?

6. Si un avién vuela a velocidad constante a 300KTm durante 14 y 30min en linea
recta. Posteriormente hace una correccion de su viaje desviandose 15° a la
derecha de su trayectoria inicial y vuela 2h en esta nueva trayectoria. ;Qué
tan alejado esta de su posicion inicial?

7. Cristian y Samuel vuelan cada uno una cometa, Cristian suelta todo el hilo que
tiene (100m) y Samuel también suelta todo su hilo de (45m). Al unir los pun-
tos de tension de las cometas se determina un angulo de 25°. ;Qué distancia
separa a las cometas?
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8. Un avion que se encuentra entre dos islas determina los angulos de depresion
en un determinado punto de su vuelo el cual lleva una altura de 3.500m, el
primer angulo es de 33° y el segundo de por detras del avidn es de 52° ;Qué
distancia separa a las dos islas?
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Capitulo 5

Funciones logaritmicas y
exponenciales

5.1. Funciones racionales

Una funcién racional es el cociente de dos polinomios. Tienen la forma

P(x)

W7 Q(x) # 0

h(z) =

donde py ¢ son polinomios. El maximo dominio de una funcién racional es el conjunto
de todos los numeros reales menos todos aquellos numeros reales que hacen cero
al denominador. El rango correspondiente son todos los numeros reales.

Existen rectas a las cuales las graficas de las funciones racionales se acercan cuan-
do x se hace grande en valor absoluto o cuando x se aproxima a ciertos valores. Se
llaman asintotas y se clasifican de la siguiente manera.

Asintotas verticales: Son de la forma x = a, donde a es un numero que hace cero
al denominador, es decir, Q(a) = 0. La grafica de una funcion racional nunca
cruza una asintota vertical.

Asintotas horizontales: Si Py () tienen el mismo grado y a,, es el coeficiente prin-
cipal de Py b, es el coeficiente principal de ) entonces la asintota horizontal
esy = = Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador,
la asintota horizontal es y = 0, es decir, el eje .

Asintotas oblicuas: Siel grado del numerador es mayor en una unidad que el grado
del denominador, entonces se hace la division P(z) + Q(x) obteniéndose un
cociente y un residuo. La expresion en el cociente es la asintota oblicua, es
decir, Si P(z) = Q(x)A(z) + R(x), donde A(x) es el cociente y R(z) es el
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residuo entonces la asintotaes y = A(z) y

Ejemplo 5.1.1. Asintotas

: - ., 3r —1 . p I
Halle el maximo dominio de la funcion f(z) = % Trace su grafica y dibuje
xr
sus asintotas.

Solucion

Para hallar el maximo dominio primero se hallan los puntos donde el denominador es
cero. En este caso resolvemos la ecuacion z+1 = (. Esta ecuacion tiene por solucion
x = —1. Por tanto el dominio son todos los numeros reales menos el numero —1. Esto
puede expresarse como R — {—1} o como (—oo, —1) U (—1, 00). Tiene una asintota
verticalen x = —1. Como el grado del numerador es igual al del denominador (ambos
polinomios tienen grado 1) el cociente y = % = 3 da una asintota horizontal.
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| e

sintota horizantal y =

A
~

Asintota vertical |x

Ejemplo 5.1.2. Asintotas

. . . 202 —x + 7 ‘e
Halle el maximo dominio de la funcion f(z) = 6 —0n Trace su grafica y
xXre — 20

dibuje sus asintotas.

Solucion

Como f(x) es una funcién racional su maximo dominio esta constituido por todos
los numeros reales excepto los numeros que hacen que el denominador sea cero.
Para hallar estos niumeros resolvemos la ecuacion 62> — 2o = 0. Factorizando se
obtiene 622 — 2z = 2z(3z — 1) = 0. De donde 2z = 0 0 3z — 1 = 0. Esto produce
dos soluciones x = 0/2 = 0y x = 1/3. Por tanto el dominio son todos los numeros
reales excepto los numeros 0y % lo cual se escribe como R — {0, %}. También puede
escribirse como (—co,0) U (0, g) U (3,00) . Las asintotas verticales son las rectas
r = 0yaz = 1/3. Como el grado del numerador es igual al del denominador, tiene
1

una asintota horizontal en y = % =3
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20

-40 1

Ejemplo 5.1.3. Asintotas

L. . . 22 —-5x+6 e
Halle el maximo dominio de la funcion f(x) = —— Trace su graficay

dibuje sus asintotas verticales. Grafique la funcion g(z) = x — 3 en el mismo
sistema de coordenadas. ¢ Qué diferencia hay con la funcién f?

Solucion

El denominador se hace cero en z = 2 y su dominio son los numeros reales menos
el 2, es decir, (—o00,2) U (2, 00). La asintota vertical esta en = = 2.
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r=2

v
&

5

La grafica de g(x) = = — 3 es practicamente la misma que la de f, la diferencia esta
en que la imagen de f en 2 (f(2)) no existe y la imagen de g en 2 (¢(2)) si existe.
Ademas , : )( )
T —>Hx+6 r—3)(r—2
f(@) = r—2 N T —2
lo cual siempre puede simplificarse a f(x) = = — 3 siempre que = # 2. Por tanto
f(z) = g(x) siempre que x # 2.

Ejemplo 5.1.4. Asintotas

3r +1

— vy sus asintotas.
3 — a2 — 6x y

Halle el maximo dominio de f(z) =

Solucién

El maximo dominio son todos los numeros reales menos aquellos donde el denomi-
nador es cero. Para hallar estos nimeros resolvemos la ecuacion z3 — 22 — 6z = 0.
Se observa que x es un factor comun, por tanto se factoriza este primero,

3 — 22 — 6 = x(2®> — x — 6). Luego se examina para ver si se puede factorizar
2?> — x — 6. Se buscan dos nimeros que multiplicados den —6 pero sumados den
-1. Estos son —3y 2. Asi 22 — x — 6 = (z — 3)(z + 2). La factorizacién completa del
denominador original es

? — 2 —6r =z —2—-6)=x(xr—3)(z+2).
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Por tanto las soluciones de z* — 22 — 62 = 0 vienen dadas por
z(rx—3)(z+2)=0
0 equivalentemente
r=0, ox—3=00x+2=0.
De donde se concluye que el maximo dominio es R — {0, 3, —2}. Las asintotas verti-

cales estanen x = 0,z = 3,2 = —2. Como el grado del numerador es menor que el
grado del denominador tiene una asintota horizontal en y = 0.

Ejemplo 5.1.5. Asintotas

. - 43 — 2522 — 4 1 ,
Halle el maximo dominio de f(z) = ‘ f+ . iy Halle sus asintotas.
T

Solucién

Observe que el denominador nunca se hace cero, ya que z? + 1 = 0 no tiene so-
luciones reales. Por tanto el maximo dominio son todos los numeros reales. Como
el grado del numerador es mayor en uno al grado del denominador se tiene una
asintota oblicua que se obtiene dividiendo los polinomios

—8z + 26
42® — 252% — 4w +1):(:c2+1):4x—25+L
3 l’g"_]_

—4x —4x
— 2527 — 8z +1
2522 + 25
— 8z + 26

4o — 252 — 4o + 1 = (2* + 1) (4z — 25) + (—8z + 26)..
~~ \q,_/\ ~ 7 ~- 7
P(@) Q(x) Az) R(x)

dr® —250° —dz+1 (2 +1)(4r —25) —8xr+26

241 24+ 1 2 +1

43 — 2532 — 4 1 — 2

T T T + 4y — 954 8x + 26
241 2 +1
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En esta guia graficar las funciones respectivas para comparar. Click aqui o consulte
el cédigo QR al final del libro.

Ejemplo 5.1.6. Asintotas

4 2
, . . x*—2x° —4x+1 ,
Halle el maximo dominio de . Halle sus asintotas.
23— 222 —x 42

Solucién
Usando factorizacion por agrupacion:

2?22 — 24+ 2= (2 - 22"+ (2 +2) =2%(z - 2) — 1(z — 2)
=(@-2)2*-1)=(z-2)(z - D)(z+1)

Asi que el denominador es cero si (x—2)(z*—1) = (z—2)(z—1)(x+1) = 0 El dominio
es R —{—1,1,2}. Las asintotas verticales son z = —1,z = 1 y z = 2. Como el grado
del numerador es mayor en uno al del denominador posee una asintota oblicua. La
division

3x2 —4xr — 3
3 =222 —x +2

x? — 222 —dx4+1): (a* - 222 —2x+2) =z +2+
— 2t 4 22% 42?2 -2
203 — 22 -6z +1
— 223 +4x% + 20 — 4
3% —4x — 3

Genera la asintota oblicua y = = + 2. Las asintotas se muestran como lineas pun-
teadas en la siguiente figura.
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Ejercicios 54.

1. Hallar intersecciones con los ejes, dominio y rango de funcién:

f<$)::)341—2

Determinar el comportamiento de la funcion cuando se aproxima a dos.

2. Hallar intersecciones con los ejes dominio y rango de la funcion:

3. Determinar el comportamiento de la funcion del ejercicio anterior cuando x se
aproxima a 1.

Graficar las siguientes funciones:

1 31 —3 22—z —4
4. y= 6. y= =
Y ] Yy ) 8. vy e
2 x r+1
5. y=—— 7. y= 9. y=
A — A — YT DE )

10. Se administra un medicamento a un paciente, y se vigila la concentracién de
dicho medicamento en la sangre. En el tiempo t > 0 (En horas desde que
se aplico el medicamento), la concentracién (en mg/L), esta dada por: ¢(t) =

m Indicar:
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(a) ¢ Qué ocurre con la concentracion después de muchas horas?

(b) ¢ Cuanto tarda al concentracion en llegar a 2 mg/L?

5.2. Descomposicién en fracciones parciales

Se comienza recordando que una funcidn racional es una expresion que se compone
por un cociente de dos polinomios. Si el polinomio en el numerador tiene grado mayor
o igual que el grado del polinomio en el denominador decimos que la funcion racional
es impropia. Cuando el grado del polinomio del denominador es mayor que el grado
del polinomio en el numerador decimos que la funcién racional es propia.

Ejemplo 5.2.1. Funciones racionales

Las siguientes son funciones racionales

1. R(x) = a, a constante

1
2. R(z) = —, propia

)
T

20 +1 .
3. = —
R(x) pep propia
2+z .
4. R(SE) = m, ImprOpIa.

Usando el algoritmo de la division puede probarse que toda funcion racional impropia
puede expresarse como la suma de un polinomio mas una funcion racional propia.
Es decir, si S(z) = ggg donde Py @ son polinomios con grado de P mayor o igual
que el grado de ) entonces existe un polinomio C'y un polinomio R tal que P(x) =
C(z)Q(x) + R(z) donde el grado de R es menor que el grado de (). Dividiendo por

Q)(x) se obtiene

Todo polinomio en R puede factorizarse en factores lineales y cuadraticos, irreduci-
bles en R, es decir, si ax? + bz + ¢ es un factor cuadratico que ocurre en el polinomio
siempre podemos escogerlo de tal manera que b — 4ac < 0. Algunos de estos fac-
tores lineales o cuadraticos pueden repetirse o no.
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Ejemplo 5.2.2. Factorizacion de polinomios

Se presentan algunos polinomios con factorizaciones en R y algunos irreduci-
bles en R (sin factorizaciones en R.)

1. P(z) =2 —4=(z—1)(z+1)
2. P(z) =22 —-2=(z—vV2)(z +V?2)

23 x2 1
BT -9 -3

4. P(x) = 2>+ z + 1, irreducible en R.

3. P(z)=2*

Una descomposicién en fracciones parciales de una funcién racional propia es la
descomposicion en una suma de funciones racionales propias donde el denominador
de cada sumando es una potencia de un factor lineal o un factor cuadratico irreducible
que ocurre en la factorizacion del denominador de la funcion racional original.

Ejemplo 5.2.3. Fracciones parciales

Algunas descomposiciones en fracciones parciales

1 1 1

(z—1)(z—-2) z-2 z-1

1 1 1

2(2+1) 22 2241

Podemos asumir entonces que el denominador de una funcion racional esta factori-
zado en factores lineales de la forma (ax+b)" y cuadraticos de la forma (az?+bx+c)™,
donde v — 4ac < 0.

La forma de la descomposicion en fracciones parciales es como sigue, por cada
factor de la forma (ax + b)™ en el denominador se agrega a la suma

ay 4 az 1 1 an
ar+b  (ax +0b)? (az + b)"

Note que si n = 1 solo se agrega el término _*1. Por cada factor de la forma (ax? +
bx 4+ ¢)™ se agrega a la suma

a1r + by as® + by . Am® + by,
ar? +bc+c  (ax?®+br + c)? (ax + bz + )™’

Los coeficientes que aparecen en las expresiones deben determinarse, lo cual ha-
remos mas adelante.
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Ejemplo 5.2.4. Fracciones parciales

Hallar la forma de la descomposicion en fracciones parciales de la funcién

racional
s

x(x —1)(z—2)2(22+x+1)

fz) =

Solucién
La descomposicion tiene la forma

T aq as b1 b2 C1T + C2

Hallar la forma de la descomposicion en fracciones parciales de la funcion

3r+1
f(l‘): 2 3 2 3°
(x—4) (z—2)"23(x2+2x+1)
Solucién
~a b c f g h i+ k lx+n or +p
f(x)_$+$2+$3+£B—4+ZL’—2+($—2)2+$2+$+1 (2+2+1)2 (22+2+1)%

Ahora explicaremos el proceso para calcular los coeficientes.
= Escriba la forma general de la descomposicién en fracciones parciales.
= Multipligue ambos lados por el denominador de la funcion racional original.

= Simplifique, agrupe términos semejantes y factorice la potencia comun en cada
grupo de términos semejantes.

= Se igualan los coeficientes de los polinomios que quedan a la derecha y a la
izquierda basados en la igualdad de polinomios. Dos polinomios son iguales si
potencias iguales de la variable tienen los mismos coeficientes. Cuando una
potencia no aparece, su coeficiente es cero.

= Resuelva el sistema de ecuaciones resultante para calcular los coeficientes.

Ejemplo 5.2.6. Fracciones parciales

1
(x —1)(z —2)

Halle la descomposicion en fracciones parciales de
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Solucién
La descomposicion tiene la forma
1 _a n b
(x—1)(z—-2) x—-1 x-2
L (x—=1)(z—2) = a4 (x —1)(x —2)+ b (x —1)(z —2)
(x —1)(z —2) Cr—1 xr—2

l=a(zx—2)+bz—1)
=ar—2a+br—b=(a+b)x— (2a+Db)
La igualdad de polinomios da

a+b=0 (5.1)
—(2a+b) =1 (5.2)

El cual tiene por solucion a« = —1y b = 1. La descomposicion en fracciones parciales

es entonces
1 -1 N 1
(r—1D(x—-2) -1 z-2

Ejemplo 5.2.7. Fracciones parciales

Halle la descomposicion en fracciones parciales de ————.
x2(z2 + 1)

Solucién
La estructura de la descomposicién es

1 a b cr +d

x2(z? + 1) x+ﬁ+x2+1'

1
x2(2? + 1)

cr+d
x2+1
1 =ax(z® +1) +b(z® + 1) + (cx + d)2®
l=c*+az®+da®+ba> +ax+b
l=(c+a) 2> +(d+0b) 2> +ax+b
La igualdad de polinomios da las ecuaciones

a o 2 b 5 o
e (x* + )+$25L’ (z°+1)+

23 (2% + 1) (2% 4 1).

c+a=0
d+b=0
a=0
b=1
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Se tienen las soluciones ¢ = 0,b =1, c =0y d = —1. Por tanto la descomposicién
en fracciones parciales es

1 0 1 O0z+(-1) 1 1

222 +1) x  a? w2+1 22 2241

El propdsito del siguiente ejemplo es ilustrar cuan dispendioso puede ser hallar las
fracciones parciales. En estos caso el software de calculo simbdlico puede ser de
gran ayuda. Primero se ilustrara que implicaria resolverlo manualmente y luego se
muestra como usar WxMaxima para resolver el problema.

Ejemplo 5.2.8. Fracciones parciales

Hallar la descomposicién en fracciones parciales de

3r+1
(x —4) (x—2)2x3(x2—|—x+1)3.

Solucién
La forma de la descomposicién es

_a b_l_c f g n h . i+ k . lx+n or +p
x a2 b x—4 -2 (x—2)2 22+4+z+1 (4x+1)2 (P4+x+1)3

Al multiplicar por el denominador de f(z) a ambos lados y simplificar se obtiene

3r+1=(9+e+d+a) ' +(h—6g+f—3e—d+b—>5a) 2"
+(i—6h+T7g—f—4e—2d+c—5b+2a) 2+
(j—Ti+Th+2g—6f—5e—5d—5c+2b+3a) 2°+
(k—7j+13i+2h+13g—17f +12e +2d+2c+3b+22a) 2”
+(1—8k+13j—4i+13h—16g—22f+23e+T7d+3c+22b—a) 25+
(=81 +20k—4j+4i—16h—12g—21 f+3le+13d+22c—b—15a) 2°+
(200 =16k +4j—167—12h—16g— 11 f +18e+8d —c— 15b — 44a) 2*+
(=161 —165j —16h—4f+8e+4d—15¢—44b— 28a) 25+

(—44c¢—28b—16a) 2> + (—28¢c—16b) x — 16 ¢

281



5.2. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALESAPITULO 5. FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

La igualdad de polinomios nos da el sistema de ecuaciones

g+tet+d+a 0
h—6g+f—-3e—d+b—>5a 0
t—6h+7g——4e—2d+c—5b+2a = 0
j—T7i4+T7Th+29g—6f—-5e—5d—5c+2b+3a = 0
k—7j4+13i4+2h+13g—17f+12e+2d+2c¢+3b+22a = 0
|—8k+13j—4i+13h—16g—22f+23e+7d+3c+22b—a = 0
—81+20k—4j+4i—16h—12¢9g—21f+3le+13d+22c—b—15a 0
200l —16k+45—161—12h—16g—11 f+18e+8d—c—15b—44a = 0
—161—165j —16h —4f+8e+4d —15¢c—44b—28a = 0
—44c¢—28b—16a = 0,
—28¢c—16b = 3
—16¢ 1
cuyas soluciones
Wl Ty 51, B 19 1 289
256’ 64’ 16’ 2370816 5488’ 784’ 9261’
317 . 82 . 32 1 1
7T RV A i VTR T T
producen la descomposicion.
_2890x _ 317 _ 82z _ 32 1 _ =z 79
9261 1323 441 441 21 21 + o
2+zr+1 (2242417 (224x+1)° 256z
5} 1 19 1 13

6122 1645 5488 (1 —2) 784 (x — 2)° 2370816 (z — 4)

Podemos hallar las fracciones parciales en WxMaxima directamente, la instruccién
a utilizar es

partfrac(expresidn,variable)

en donde expresidn representa la expresion a descomponer en fracciones parciales
y variable, la variable con respecto a la que se hara descomposicién en fracciones
parciales.

= La descomposicién del Ejemplo 5.2 puede obtenerse con

partfrac( 1/((x-1)*(x-2)), x);
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= La descomposicion del Ejemplo 5.2 puede obtenerse con
partfrac(1/(x"2*x(x"2+1,x);
= La descomposicion del Ejemplo 5.2 puede obtenerse con

partfrac((3*x+1)/((x-4)*(x-2) "2*x~3* (x"2+x+1)"3) ,x) ;

5.3. Funciones exponenciales

La funcién exponencial tiene la forma f(z) = a” donde « es positivo y distinto de 1.
Su dominio es el conjunto de todos los numeros reales y su rango es el conjunto de
los numeros positivos. Tiene una asintota horizontal en y = 0. Para C' constante la
funcién f(z) = C' + «” tiene una asintota horizontal en y = C.

10 ¢

j w,0<a<l

_5 5 10 —5 5 10

(a) Gréfica de la funcidén exponencial pardla) Asintota horizontal para y = C' + a* si 0 <
1 a<l1

A menudo en otras ciencias como la fisica, biologia, economia entre otras apare-
. L 7\ "t . e
cen expresiones como la siguiente A = P <1 + —) , la cual requiere un analisis
n

pertinente para su interpretacion.

Con respecto al algebra de las funciones exponenciales, se siguen comportando con
las mismas propiedades de la potenciacion.
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Ejercicios 55.
Determinar si las siguientes expresiones son funciones exponenciales o no (Justifi-
que su respuesta):

1 f@) = > 3.y=9 6. /()= 10°
N 4. f(z)=1°
2.y=(1) 5. y=¢"

Hallar el dominio, rango y grafica de las siguientes funciones:

xT 2 — €T
7. y=2 9.y:—<1> 10. y=1+3

2
8. y=27"

M. y=3""7"-1

5.4. Funciones logaritmicas

La funcion logaritmica tiene la forma f(z) = log,  donde a es positivo y distinto de
1. Su dominio es el conjunto de todos los numeros reales positivos y su rango es el
conjunto de todos los reales. Tiene una asintota vertical en = = 0. Para C constante
la funcién f(z) = log,(z — C) tiene una asintota vertical en X = C.

10 | 10 |

(c) Gréficas de la funcion logaritmica paraa > 1  (d) Asintota horizontal para y = log,,(z — C)
ya<l1

Ejercicios 56.
Expresar las siguientes ecuaciones en forma exponencial:

1. log; 25 =2 3. In3==z 5 In(1—y?) =2
2. log,(3) = —2 4. In(x+1)=3 6. In(z —32) =4
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Hallar el dominio, rango y grafica de las siguientes funciones:

7. f(z) =log,x 9. f(x)zlog%a:+1 M. y=In(1—2?)
8. f(z) = —log, 10. f(x) = log, z? 12. y =2+log(2)

5.5. Funciones hiperbdélicas

Hasta ahora se han estudiado algunos aspectos de las funciones trigonométricas.
El seno y el coseno son la proyeccion de un punto sobre el circulo unitario en el eje
y y el eje x respectivamente. Podria hacerse el mismo analisis tomando como base
la hipérbola 22 — 3% = 1. Las funciones que resultan de este analisis se llaman seno
hiperbdlico, notado por senh, y coseno hiperbdlico notado por cosh y definidas como
sigue

e’ —e (&
senhz = —3 coshz =

La interpretacién geométrica del seno y coseno hiperbdlicos se ilustran en la Figura

\
\r\csha (z,y)

Figura 5.1: Seno y coseno hiperbdlicos
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De manera analoga a las funciones trigonométricas se definen

senh T e %
tanhz = = — 2 = = S
cosh e’ +e et +e®
2
eét_i_efw
cosh z e* +e @
cothx = - 2 — = , x#0
senhz e? —e eT — e %
2
1 1 2
sechz = — =
cosh zx ef+e* er 4+ e %
2
1 1 2
cschz = = , r#0
senhz e —e* eT — e 7
2

Se tienen también algunas identidades basicas entre las funciones hiperbdlicas, es-
tas satisfacen las siguientes propiedades:

cosh’z — senh’ z
1 —tanh®z
coth’z — 1
sinh(z + y)

cosh(z + y)
cosh(2z)
cosh(2z)

cosh?z

senh?z

1

sech %z

cschz

sinh z cosh y + cosh x sinh y
cosh z coshy + sinh x sinh y
2sinhz coshz
cosh” 4 sinh? z

%(cosh(Qm) +1)

%(Cosh(Qa:) _ )

(5.3)
(5.4)
(5.5)
(5.6)
(5.7)
(5.8)
(5.9)

(5.10)

(5.11)

Se mostraran solo algunas de las identidades y las demas quedan como ejercicio.

cosh’z — sinh?z = e e\ et =\’
n 2 2

(ex)Q _+_2€xefx + (67:):)2

(ea:)Q — 2eTe™2 + (671)2

<€x>2 + 2eT—% + (67$>2 - ((656)2 — eT~% + (67:1:)2)

4

4

=1
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=1

A

sinh’z  cosh®z — sinh’z
cosh? x cosh? x

1 2
= (cosh > = sech’z.
X

h 2
1—tanh’z =1 — (COS x)

sinh z

sinhz coshy + coshz sinhy =

etey +efe ™V —e Y — e e Y " ete¥y + e %e¥ —efe Y —e e ™Y

4 4
2Tty _ 9p—(z+Y) ety _ o—(zt+y) o
= = =sinn(z +vy).
1 i (z +y)
AN A A
| EEEEEEE VNN NN SEEEEEE
|
| \ /
\/
yi \ 2 \ L \
N 4B L4A) 4
l
|
|
(a) Seno hiperbdlico (b) Coseno hiperbdlico  (c) Tangente hiperbdlica

Figura 5.2: Grafica de las funciones hiperbdlicas

Ejercicios 57.

1. Determinar: b) tanhz — sinh 2x
2 —1 1 + cosh 2z
E =tanh(Inz) — —
zo+1 4. Sabiendo que: sinhz = 0,8

2. Halle el equivalente de: Determinar:

cosh z coshy + sinh z sinh y cosh =. tanh z. coth z

. D :
3. Demostrar 5. Demostrar:

a) (coshz +sinhz)” = coshzx + .1 /(3 4 (5
sinh™' (S]] = cosh™' (=) =
sinhxconneZ 4 - 4 o
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tanh™! (§> 6. Determinar: A
g cosh(Inl) — 3 sinh (In 2)

5.5.1. Modelos de regresidn exponenciales y = ka”

Observe que aplicando logaritmo natural a ambos lados de y = ka” se obtiene
Iny =In(ka®) =Ink +1In(a®) = Ink + z(Ina).

Por tanto para un conjunto de datos que sigue un modelo de la forma y = ka” la
grafica de logaritmo de x contra el logaritmo de y da una linea recta que intersecta
al eje y en Ink y tiene pendiente (Ina).

Ejercicios 58.

1. Identifique que tipo de funcién utilizar para el problema y resuélvalo.

Una poblacion de aves cuenta inicialmente con 30 individuos y se triplica cada
4 anos. ¢, Cual es la funcidn que representa el crecimiento de la poblacion de
aves? ; Cuantas aves hay después de 8 anos? ¢, Después de cuanto tiempo la
poblacion de aves sera de 800 individuos?

2. Se administra 50 miligramos de cierto médicamento a un paciente. La cantidad
de miligramos restantes en el torrente sanguineo del paciente disminuye a la
tercera parte cada 5 horas. ;Cual es la formula de la funcién que representa
la cantidad del medicamento restante en el torrente sanguineo del paciente?
¢ Cuantos miligramos del medicamento quedan en el torrente sanguineo del
paciente después de 3 horas? ;Después de cuento tiempo quedara solo un
miligramo de medicamento en el torrente sanguineo del paciente?

3. Un cultivo tiene 120 bacterias inicialmente, y en cada hora esta cantidad se
duplica. a) Encontrar la funcién que modele el numero de bacterias después
de t horas. b) Encontrar la cantidad de bacterias después de 15 horas.

4. Elazucar se disuelve en el agua, siguiendo la formula A(t) = ce~*; donde cy k
son constantes. A(t) es el azucar restante o no disuelta. En un recipiente en el
que inicialmente se colocan 30 kilogramos de azucar, esta cantidad se reduce
a 10 kg luego de 4 horas. Trazar la grafica de azucar no disuelta en funcién del
tiempo. e = numero de Euler.

5. Un elemento radioactivo se desintegra a gran velocidad segun la funcion m(t) =
1092, siendo m(t) la cantidad de masa restante después de ¢ dias. Encontrar
la masa en el tiempo ¢ = 0. Encontrar la masa después de 15 dias.
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6. Una variedad de peces fue introducida en el Océano Artico. Se estima que
cada 3 meses, esta poblacion se duplica. Un cardumen inicia con 100 peces;
y el tiempo t (en meses) que se necesita para que dicho cardumen crezca a P
peces se establece por la funcion:
p
log ( —
;09 (100)

|092 p

Calcular el tiempo necesario para que el cardumen crezca a 2 millones de
peces. ¢, Cual sera el tamano del cardumen luego de 18 meses?

7. La funcién de demanda de un producto esta dada por p = ﬁ Siendo
q

“p” el precio en miles de pesos, y “q” la cantidad demandada de productos.
¢, Cuantos articulos seran demandados a un precio de 10 mil pesos?
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Capitulo 6

Expresiones como modelos
matematicos

6.1. Expresiones como modelos matematicos

Una expresion como modelo matematico se refiere a menudo a una ecuacién o a
una funcién que describe matematicamente un fenémeno del mundo real, por ejem-
plo, la demanda de un producto en el mercado, el crecimiento o decrecimiento de
una poblacién determinada, la velocidad de una particula en una determinada direc-
cion, el grado de concentracion de un producto quimico, el costo en la reducciéon de
emision de gas carbonico al ambiente, entre otras situaciones que se puedan pre-
sentar, esto con el propdsito de predecir, estimar o justificar el comportamiento de
dicha situacion.

Presentada una situacién del mundo real, la primera tarea es formular un modelo ma-
tematico, para esto se deben identificar las variables independientes y dependientes,
ademas de establecer hipétesis que simplifiquen la situacion de tal forma que se pue-
da representar la situacién, haciendo uso del conocimiento cientifico (matematicas,
fisica, quimica, etc..) mediante ecuaciones o procedimientos que relacionen las va-
riables. En muchos de los casos se requiere recolectar datos para tabular y buscar
mediante patrones una relacién entre las variables.

En segundo lugar se hace uso de las herramientas matematicas que se tenga y
se halla una solucién del problema matematico del modelo. Se interpretan estas
soluciones en el mundo real para dar una prediccion de lo que se podria plantear
como solucién y como parte final se pone a prueba en lo real con el fin de hacer
comparaciones para ver si el modelo es efectivo, de lo contrario se debe replantear
e iniciar el ciclo nuevamente.

Los modelos mas comunes son:
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Modelos lineales.
Modelos polindmicos.
Modelos racionales.
Modelos algebraicos.

Modelos trigonométricos.

MO O 0 I 0 K

Modelos exponenciales.
Y Modelos logaritmicos.

Decimos que un modelo es lineal si la relacion de y con z representado en el plano
cartesiano es una linea recta, y esta puede ser expresada como:

y = f(z) =mx + b,

donde m es la pendiente de la recta y b es la ordenada del punto de corte del eje y.
Una caracteristica de este comportamiento lineal es que crece a una tasa constante.

Ejemplo 6.1.1. Forma lineal

En biologia se ha observado que los chirridos de los grillos presentan una
relacion casi lineal con la temperatura ambiente. Un grillo produce 120 chirridos
cada minuto si la temperatura es 70°C' y 180°C' si la temperatura es de 27°C.
Encuentre una ecuacion lineal que relacione la temperatura con los chirridos
emitidos por el grillo cada minuto.

Solucién
Determinemos la correspondencia de los datos que nos suministra la situacion pre-
sentada.

z | T(z)
70 | 120
27 | 180

Como se manifiesta que la relacién es casi lineal, entonces nos corresponde identi-
ficar la situacion con la siguiente ecuacion:

T(x)=mz+b
Determinemos el valor de m y el de b, esto es:

180 — 120 60
- . — _1.395
"= v 70 T a3
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Ahora determinemos el valor de b
120 = —1.395(70) + b

b=217.674

Asi la ecuacion es

T(x) = —1.395z + 217.674

Decimos que un modelo es polinomial si la relacién de y con x presenta la forma:
y=f(z) = an2" + ap12" "+ ...+ a17 + ag

donde n es un numero no negativo y los ag, ay,as, - - - ,a, son constantes denomi-
nadas coeficientes del polinomio. De acuerdo al grado del polinomio se podra se-
leccionar los polinomios cuadraticos si es de grado dos y cubicos si es de grado
tres.

Decimos que un modelo es racional si f es una razon entre dos polinomios:

Donde Py @ son polinomios y Q(x) # 0.
Decimos que un modelo es algebraico si presenta cualquier forma algebraica, como
por ejemplo:

3

vVt +5

Decimos que un modelo es trigonométrico, si en la expresion de f intervienen las
funciones trigonométricas; estas son usadas para modelar situaciones que son pe-
ridicas o fendmenos repetitivos como las olas, la vibracidn de resortes o las ondas

sonoras.
Una forma seria:

fx) =

47

f(z) =20 —3.5=sen {360

20+ 50)

Decimos que un modelo es exponencial si este tiene la forma f(z) = b - a® donde b
es una constante a es la base que debe ser positiva.

Un modelo logaritmico se caracteriza por presentar la forma f(z) = log, x, donde la
base es a y debe ser positiva.

6.1.1. Porcentajes

Si A representa un cantidad de referencia y una cantidad a comparar, el porcentaje
B ]
que B representa de A viene dado por 1 x 100. Se representa usando el simbolo %.
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Dada una cantidad A el n% de A es A x % La forma decimal del porcentaje n %

esr = 175—0 Cuando el porcentaje esta dado en forma decimal, basta multiplicar la

cantidad por el porcentaje en forma decimal, es decir, Ar.

1. Halle la forma decimal del 5 %.

5
Solucion: 5% = — = 0.05.
o 100

2. La forma porcentual de r = 0.125.
Solucion: r = 0.125 x 100 = 12.5%

3. ¢Qué porcentaje de 20 es 57
La cantidad de referencia es 20 y la cantidad a comparar es 5, el porcentaje es
entonces 2% x 100 = 25. Es decir, 5 es el 25 % de 20.

4. Halle el 40% de 72. EI 40% de 72 es

Ejemplo 6.1.2. Porcentaje

Un estudiante toma un curso de calculo diferencial. Su profesor le ha expli-
cado que su calificacién final sera dividida en 3 partes y que la nota minima
aprobatoria es 3.0. La primera parte y la segunda parte valdran el 30 % de la
nota final cada una y la ultima valdra el 40 % de la nota final. Si la calificacion
de cada parte es de cero a cinco y en la primera parte tiene 3.0, en la segunda
parte 2.5, cual sera la calificacion minima que debe obtener en la tercera parte
para aprobar el curso?

Solucién

Sea (' la calificacion en la tercera parte que se necesita obtener.

La contribucién de la primera calificacion a la calificacion final es del 30 %, asi que
la primera parte se tiene (3)(30 %) = 0.9

La contribucion de la segunda calificacién a la calificacion final es del 30 %, asi que
la segunda parte se tiene (2.5)(30 %) = 0.75

La contribucion de la tercera calificacion a la calificacion final es del 40 %, asi que la
tercera parte se tiene (C)(40 %) = 0.4C

La calificacion final es la suma de estas contribuciones parciales y la suma debe ser
al menos 3.0, es decir,

0.9+40.75 4 0.4C > 3, es decir,1.65+ 0.4C > 3

Despejando C, se obtiene

1.
04C > 3 —1.65, c> O—?f = 3.375

Por tanto la nota minima es de 3.4
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Disminucion y aumentos porcentuales

Si una cantidad C' se aumenta en una tasa porcentual de r dada en forma decimal,
la cantidad finales C 4+ rC' = (14 r)C.
Si una cantidad C' se disminuye en un tasa porcentual de » dada en forma decimal,
la cantidad finales C — rC = (1 —r)C.

Ejemplo 6.1.3. Porcentaje

A una cantidad C' se le aplica una disminucion de una tasa r y luego a la can-
tidad disminuida se le aplica una tasa de aumento s. Escriba algebraicamente
el valor final de la operacion.

Solucion
1. C- cantidad inicial

2. (1—r)C- cantidad disminuida en una tasa r, esta es la nueva cantidad a la que
se va a aumentar la tasa s.

3. (1+s)[(1—-5)C] = (1—r)(1+s)C.-aumento en la tasa s de la cantidad (1 —s)C.

Ejercicios 59.
Solucione cada uno de las siguientes situaciones:

1. De los 800 alumnos de un colegio, han ido de viaje 600. ; Qué porcentaje de
alumnos ha ido de viaje?

2. Al adquirir un vehiculo cuyo precio es de $ 8800, nos hacen un descuento del
7.5 %. ¢ Cuanto hay que pagar por el vehiculo?

3. El precio de un ordenador es de $ 1200 sin IVA. ; Cuanto hay que pagar por él
si el IVA es del 16 %7

4. Al comprar un monitor que cuesta $ 450 se aplica un descuento del 8 %. ¢ Cuan-
to se debe pagar por el monitor?

5. Se vende un articulo con una ganancia del 15 % sobre el precio de costo. Si
se ha comprado en $ 8.000. Halla el precio de venta.

6. ¢Cual sera el precio que hemos de marcar en un articulo cuya compra ha
ascendido a $ 180.000 para ganar al venderlo el 10 %?

7. ¢Qué precio de venta hemos de poner a un articulo comparado a $ 280.000,
para perder el 12 % sobre el precio de venta?

8. Se vende un objeto perdiendo el 20 % sobre el precio de compra. Hallar el
precio de venta del citado articulo cuyo valor de compra fue de $ 1.500.000.
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6.1.2. Interés simple

El interés simple se refiere al ingreso adicional que produce un capital inicial en el
transcurso de un periodo de tiempo, este ingreso adicional no se acumula al capi-
tal inicial para producir nuevos intereses y sera igual en todos los periodos de la
inversion mientras la tasa de interés y el plazo no cambien.

Ejemplo 6.1.4. Interés simple

Asumase que Juan le presta 100 mil pesos a Samuel al 5 % mensual, durante
cuatro meses. ¢ Cuanto dinero debe entregar Samue a Juan cuando finalicen
los cuatro meses?

Soluciéon

El dinero prestado inicialmente es de $100.000 al sefior Samuel.

Transcurrido el primer mes Samuel debe pagar en intereses el 5% de $100.000, a
lo que corresponden $5.000.

Transcurrido el segundo mes Samuel debe cancelar el 5 % de $100.000, es decir los
mismos $5.000.

El interés simple aplica siempre al mismo capital la misma tasa de interés con el
mismo tiempo acordado. Por lo que en cuatro meses Samuel debe cancelar a Juan
$20.000 en intereses, mas el capital inicial, para un total de $120.000.

Sea P el capital inicial de un determinado préstamo con una tasa de interés de r
aplicado a m periodos de tiempo, si el capital es prestado por n periodos. Que
cantidad de dinero se obtiene al finalizar el préstamo?

Pr=P+n-(rP)=P(1+nr)
La anterior expresion permite hallar el valor final de la inversion.

Ejercicios 60.
Solucione cada una de las siguientes situaciones presentadas.

1. ¢Durante cuanto tiempo ha de invertir un capital de $ 25.000 al 5% para que
se convierta en $ 30.000 ?

2. Se prestan $ 45.000y al cabo de un afo, 4 meses y 20 dias se reciben $52.500.
Calcular el tanto por ciento de interés.

3. Hallar él tanto por ciento de interés simple al que debera prestarse un capital
para que al cabo de 20 afos los intereses sean equivalentes al capital prestado.
¢ En cuanto tiempo se triplica un capital colocado al 6 %?

4. Hallar el interés producido durante cinco afos, por un capital de $ 30.000, al
6 %. Calcular en qué se convierte, en seis meses, un capital de $ 10.000, al
3.5%.
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5. Escribe la expresion que indique el tiempo a pagar de un préstamo de $4.000
si se pagaron $60 de interés con una tasa del 6 %.

6. Armando esta solicitando un préstamo de $ 2.500 y le ofrecen dos opciones:
en la primera le ofrecen una tasa de interés del 12% a pagar en un ano; la
segunda cotizacion ofrece una tasa de interés del 8 % a pagar en un afno y
nueve meses. ¢ cual préstamo le conviene mas?

7. Después de 3 afios, un banco ha pagado en concepto de interés la cantidad
de $ 84.000 a una persona por depositar un plazo fijo. La tasa de interés ha
sido del 2 % anual. ¢ Cual fue el capital inicial con el que se hizo el depdsito?

8. Obtén el interés a pagar de un préstamo de $ 15.500 al 6 % de interés a 180
dias?

6.1.3. Interés compuesto

Suponga que se invierte P dinero a una tasa de interés r, expresada en forma deci-
mal y calculada cada fin de ano. Si A; representa el monto final transcurridos i afos,
entonces el monto total comprende el patron de crecimiento que se muestra en la
tabla siguiente:

Interés compuesto cada afo

Tiempo en afos Monto en la cuenta
0 Ag = P = capital inicial
1 Ay =P+ P-r=P(l+r)
2 A2:A1+7’A1:A1'(1+T):P(1—|—7“>2
3 A3:A2(1—|—7‘):P(1+T)3
n A=A, =P +r)"

Valor futuro (Composicion anual)

Si un capital principal P se invierte a una tasa de interés de r por afio, com-
puesta anualmente, el valor futuro S al final del n-ésimo afio es

S=P(l+r)"

Ejemplo 6.1.5. Interés compuesto

Suponga que el sefior Juan invierte $500.000 al 7 % de interés compuesto cada
ano. Después de 10 afos, Qué cantidad de dinero tiene en su cuenta?
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Solucién
Se observa que el interés es compuesto por cada afo, asi requerimos de los siguien-
tes datos:
La inversion inicial es P = 500.000 pesos, r = 7% = 0.07y n = 10.
El valor futuro corresponde a
S=P(l+r)"

remplazando los datos se determina el monto final
S = 500.000(1 + 0.07)1° = 983.575, 68 = 983.576
vemos que el valor de la cuenta de Juan en 10 afios es de $983.576

Valor futuro (Composicion periédica)

Si un capital principal P se invierte ¢t afios a una tasa de interés nominal anual
de r por afio, compuesta m veces por afno, el valor futuro S es:

S:P(l-l-%)m

. J

Ejemplo 6.1.6. Interés compuesto

Suponga que el sefior Humberto invierte $500.000 al 9 % de interés anual ca-
pitalizable cada mes, es decir, compuesto 12 veces al afio. Determine el valor
futuro después de 5 afos.

Solucioén
Extrayendo los datos, nos queda que P = 500.000, » = 0.09, m = 12y t = 5.
La forma de calcular el valor futuro con composicién periddica es :

mt
s=r(1+2)
m
Remplazando los datos se tiene que,

0.09 *?
S = 500.000 (1 + T)

S = 782.840, 5

Asi el valor de la inversion de Humberto después de 5 afos es de $ 782.840,5.

Ejercicios 61.
Solucione cada uno de los siguientes problemas.

1. Luis deposita $ 8.000 en un banco que reconoce una tasa de interés del 36 %
anual, capitalizable mensualmente. ¢ Cual sera el monto acumulado en cuatro
anos?
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2. Calcular el valor final de un capital de $ 20.000 a interés compuesto durante
15 meses y 15 dias a la tasa de interés del 24 % capitalizable mensualmente.

3. Se invierte $ 8.000 por un afo a la tasa del 12 % capitalizable mensualmen-
te. Determinar el monto al final del ano, si transcurridos 3 meses la tasa se
incrementd al 18 % capitalizable mensualmente.

4. Se deposita $ 10.000 en un banco que paga el 18 % de interés con capitali-
zacion mensual, transcurridos 4 meses se retira $ 4.000. Hallar el importe que
tendra en el banco dentro de un afio de haber realizado el depdsito.

5. En un banco para el término de 3 afios han depositado $30.000 bajo el 10 %
de interés anual.

a) Calcular jcuanto mas beneficioso seria la variante cuando el ingreso anual
se suma a la cuenta para la cual concedera el interés que la variante cuan-
do el interés se recoge por el cliente cada afo?

b) ¢Cual sera la diferencia dentro de 10 afos?

6. Sabiendo que la tasa de interés anual del depésito es el 12 %, calcular la tasa
de interés mensual que le equivale. § En qué tiempo, en afios meses y dias, se
duplicara un capital de $7.000.00 a una tasa de intereses efectiva del 7.25 %?

7. Calcule el valor actual de un pagaré cuyo valor al término de 9 afos y 6 meses
sera de $8.100.00 considerando una tasa de interés del 13 % anual, capitali-
zable trimestralmente.

6.1.4. Proporcionalidad

1. Cantidades directamente proporcionales: A es directamente proporcional a
B si existe una constante no nula & tal que A = kB. Si A es proporcional a B
con constante de proporcionalidad k entonces B es directamente proporcional
a A con constante de proporcionalidad %, es decir, B = %A.

2. Cantidades inversamente proporcionales: A es inversamente proporcional
a B si existe una constante no nula £ tal que A = k;% = %. Si A es inversa-
mente proporcional a B con constante de proporcionalidad & entonces B es
: , , : 1 :
inversamente proporcional a A con constante de proporcionalidad T es decir,
11
B=—-—.
kA
Las relaciones de proporcionalidad pueden darse entre tres o mas cantidades

= A es directamente proporcional a B y a C' si existe k tal que A = kBC
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= A es inversamente proporcional a B y a C si existe una constante k tal que

k
A= —.
BC

= A es directamente proporcional a B e inversamente proporcional a C' si existe

B
una constante £ tal que A = k:a.

Ejemplo 6.1.7. Proporcion

¢, Cual es el precio de 300 g de café a 150 pesos los 60 g?

Solucién
Al aumentar la cantidad de café, también aumenta el precio en la misma proporcion.
Por lo tanto le corresponde la siguiente expresion.

P =FkC.

Donde P es el precio del café y C' la cantidad de café.
Sa sabe que 60 g de café cuestan 150 pesos, asi se tiene que:

P =kC
150 = K60
1
o205
60 2

., . . ., 5)
Por tanto la expresion que modela dicha situaciéon es: P = 50
Para dar solucion del precio a los 300 g, se reemplaza en la anterior ecuacion:

5
P = 3(300) = 750.

El precio de 300 g de café es de 750 pesos.

Ejemplo 6.1.8. Proporcion

Si cuatro hombres terminan una obra en 20 dias. ¢, Cuanto tardaran 6 hombres
en terminar la misma obra?

Solucién

Se tiene que la obra a desarrollar es la misma y es de pensar que a mayor numero
de hombres trabajando en la obra, esta sera terminada en menor tiempo, por lo que
se tiene una relacion inversa y asi, se representa con la siguiente expresion:
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donde H es el numero de hombres y T' es el tiempo que se tardan en construir la
obra.
Se debe determinar ahora el valor de £, esto es:

1
k= HT = 4-20 = 80, de esta forma se tiene que H = 80?’ remplazando los valores
se obtiene.

1
6 =80—.
T
Asi T = % =133
La obra se finalizara con seis hombres, en 13 dias con 8 horas aproximadamente.

Ejercicios 62.
Resuelve los siguientes problemas.

1. Andrea ha cobrado por repartir propaganda durante cinco dias $ 126.000 ¢, Cuan-
tos dias debera trabajar para cobrar $ 340.0007?

2. En un plano de una ciudad de Cartagena, una calle de 350 metros de longitud
mide 2,8 cm. ;Cuanto medira sobre ese plano otra calle de 200 metros?

3. En una panaderia con 80 kg son capaces de hacer 120 kg de pan. ¢ Cuantos
kg de harina seran necesarios para hacer 99 kg de pan?

4. Un padre reparte un premio de loteria de $ 930.000 en proporcion inversa a las
edades de sus hijos de 6, 8, 12 y 18 aios. Halla lo que le corresponde a cada
hijo.

5. Entre tres pintores han pintado una casa y han cobrado $ 416.000. El primero

ha trabajado 15 dias, el segundo 12 dias y el tercero 25 dias. ¢ Cuanto va a
cobrar cada uno?

6. Maria, Rosay Clara han cobrado por un trabajo $ 3.440.000. Rosa ha trabajado
7 horas, Maria 5 horas y Clara 4 horas. Qué sueldo le corresponde a cada
una proporcionalmente a su trabajo?

7. Un grifo abierto 9 horas durante 8 dias ha arrojado 5.400 litro. ¢ Cuantos litros
arrojara durante 18 dias a 8 horas diarias?

8. Tres amigos alquilan un coche para unas vacaciones en la playa durante 12
dias. Pedro ha estado solo 2 dias en la playa, Juan 3 dias y Antonio 7 dias. El
importe del alquiler asciende a $ 264.000. ; Cuanto debe pagar cada uno?

9. Unos amigos quieren repartir $ 1.000.000 de un premio de manera inversa-
mente proporcional a las veces que han llegado tarde a las citas. Si Juan ha
llegado tarde 2 veces, Marta 3 veces y Lucas 5 veces, ¢ Cuanto le corresponde
a cada uno?
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10. Para imprimir unos folletos publicitarios, 9 impresoras han estado en funciona-
miento 8 horas diarias durante 40 dias. ¢ Cuantos dias tardaran en imprimir el
mismo trabajo 6 impresoras funcionando 10 horas diarias?

6.1.5. Modelos exponenciales y logaritmicos
Crecimiento y decaimiento exponencial.

Las funciones exponenciales y = ¢** donde k es una constante no nula se usan para
modelar crecimiento o decaimiento exponencial.

= La funcion P = P, es modelo para crecimiento exponencial si k& > 0.
= La funcion P = Pye** es modelo para decaimiento exponencial si k < 0.

Algunos ejemplos de estos fendmenos son:

Interés compuesto continuamente. Se usa la funcion C(t) = Cye™ donde C(t)
es el capital total después de un tiempo ¢ (en afios), C, es el capital inicial invertido
y r es la tasa de interés en forma decimal.

Decaimiento radiactivo. También conocido como desintegracion nuclear o radio-
actividad, es el proceso por el cual el nucleo de un atomo inestable pierde energia
por emision de radiacion, que incluye particulas alfa, particulas beta, rayos gamma
y electrones de conversion. Un material que emite espontaneamente tal radiacion
se considera radiactivo.La desintegracion radiactiva es un proceso estocastico (es
decir, al azar) a nivel de atomos individuales, en el que, segun la teoria cuantica,
es imposible predecir cuando un atomo en particular decaera. La probabilidad de
gue un atomo dado decaiga nunca cambia, es decir, no importa cuanto tiempo ha
existido el atomo. La tasa de decaimiento de una gran coleccion de atomos, sin em-
bargo, puede ser calculada a partir de sus constantes de desintegracion medidos o
vidas medias. Esta es la base de la datacion radiométrica. Las vidas medias de los
atomos radiactivos no tienen limite inferior o superior conocido. Se conocen vidas
medias casi instantaneas y vidas medias de casi la edad del universo [11].

Cantidades constantes: Lavida media, t1,es el tiempo necesario para que la can-
tidad de una sustancia radiactiva se desintegre hasta llegar a la mitad de la cantidad
inicial. Este tiempo es independiente de la cantidad inicial. Es decir si la cantidad
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) = 2 P,. Resolviendo la ecuacion

inicial es P,, entonces P(t 5

1
2

1
P =P (tl) = p,ey
2 2
3h )
F
]_ k‘tl
— = e 2
2

Ahora se necesita hallar el valor de k, se aplica la definicion de logaritmo natural

tik=1In <1> = —1In2.
2 2

_—In2
Tk

De modo que t

Definicion 6.1.1: Vida media

La vida media para un modelo de decaimiento radiactivo P(t) = Pye*?, viene

dada por
_—In2 (6.1)

t
k

N

La constante de decaimiento, )\, “lambda” la inversa de la vida media, a veces refe-
rido simplemente como tasa de descomposicién. La vida promedio 7, “tao” la vida
promedio de una particula radiactiva antes del decaimiento.

Ejemplo 6.1.9. Sustancia radioactiva

La vida media de una sustancia radioactiva es 12 horas y hay 8 gramos pre-
sentes inicialmente.

(a) Exprese la cantidad de sustancia restante como una funcion del tiempo
t.

(b) Cuando habra un gramo de sustancia restante.

\.

Solucion

(a) Como es modelo de decaimiento radiactivo la cantidad restante P viene dada
por P = Pyekt. Como la cantidad inicial es P(0) = P, = 8gr. Entonces P(t) =
8ert. Faltaria determinar k. Para esto se usa la condicion de la vida media,
ti = 12. Esto significa que P(t) evaluado en t1 debe dar la mitad de lo que

habia inicialmente es decir %PO. Asi:
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—In2

~
[
ol

—In2

—_
DN —

5 o (\V)
I

—In2
—In2
12

~ —0.0577

Asi el modelo completo es P(t) = 8¢~ 90577,

(b) Para la parte b se requiere hallar el tiempo ¢ para el cual P(t) = 1. Se debe
resolver para ¢, entonces

1
1 = P(#) = 800577t 0 —-0.0577t _ ~
(t) e e 3
de donde se concluye que —0.0577t = In (é) = —In 8. Despejando t se obtiene

— =l —
t= IS, — 36.0388.

Habra un gramo de sustancia a las 36 horas aproximadamente.

Crecimiento logistico.

Es un modelo comun de crecimiento de poblaciones, originalmente, debido a Pierre-
Francois Verhulst en 1838, donde la tasa de reproduccidon es proporcional tanto a
la poblacién existente como a la cantidad de recursos disponibles, en igualdad de
condiciones. Verhulst derivé su ecuacién logistica para describir el crecimiento auto-
limitante de una poblacidn bioldgica. La ecuacion fue redescubierta en 1911 por AG
McKendrick para el crecimiento de bacterias en caldo [3]. Asuma que P representa

el tamano de la poblacion (A veces se usa N en lugar de P.) y t representa el tiempo,
r define la tasa de crecimiento y K es la capacidad de carga (numero maximo de
individuos que soporta el ecosistema). Entonces el numero de individuos en el tiempo
t comenzando con una poblacién inicial P,, viene dado por

KP()GTt
P(t) =
<> K+P0<€Tt—1)

La poblacion alcanza un numero de C' individuos si P(t) = C. Si se quiere averiguar
el tiempo en donde se alcanza este C' se debe resolver para t la ecuacion

(6.2)

- KP()@Tt
K+ PRy(et—1)

P(t) e
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KPye" =C(K + Py(e" — 1)) = CK + CPy(e"™ — 1)
KPye" = CK + CPye"™ — CP,
KPye" —CPye" =CK — CPy=C(K — P)
(KPy — CRy)e™ = O(K — Ry)
w_ CK — Py)

- R(K-0)

Usando la definicién de logaritmo natural se obtiene

(GO =R
L=

C(K—Pp)
. In (PO(K—CO’)>
—

Lo anterior muestra que analiticamente la poblacién nunca alcanzara los K indivi-
duos porque C' = K no es posible para la ecuacion (el denominador seria cero).

Ejemplo 6.1.10. Crecimiento poblacional

Se sabe que un ecosistema puede soportar una poblacién de 500 individuos y
se carga con una poblacion inicial de 20, con una tasa de crecimiento del 5 %.
Hallar la poblacion para ¢t = 5, y el tiempo que le toma a la poblacion en llegar
a 250 individuos y a 499 individuos.

Solucién

Aqui P, = 20 que es la poblacion inicial. Tasa de crecimiento es 5% y en forma
decimal es » = 0.05 y la carga maxima del sistema es K = 500. La poblacién en el
tiempo t viene dada por

(500)(20)e%%%  (500)(20)e0% 500¢0-05¢

P(t) - 500 + (20)(67’t _ 1) - 20(25 + (60'05t _ 1)) = 25 + (60.0515 _ 1)'

Por tanto el modelo para la poblacién es

500¢%-05¢
PO = oo

Para ¢t = 5 la poblacion viene dada por el valor de P(t) ent = 5, es decir P(5).

(6.3)

50060'05(5)

P(5)

Para la segunda parte se debe hallar ¢ para el cual P(t) = 250.
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500e%0!
Como P(t) = 94 5 go05t se debe resolver la ecuacién para t,
o0-
500 0.05¢
O 950.
24 + 6O.05t

Para ello primero se agruparan los términos que involucran la funcién exponencial y
luego se usaran logaritmos para despejar t.

500e*%" = 250(24 + *P') = 250(24) 4 250"
500e™%* — 250e™%" = 6.000
250e™%" = 6.000

oos _ 6000
250
o0-05¢ _ oy

Usando la definicién de logaritmo natural se obtiene que 0.05¢ = In25. De donde

t =021 = 63.561.

Verifiquemos, que esta sea efectivamente la respuesta buscada:

50060'05(63'561)

P(63.561) = o~ rramaon = 249999 = 250.

La poblacién parat = 5 es 25.392 y el tiempo que demora la poblacién en llegar a
250 individuos es 63.561.
Para 499 individuos podemos usar la formula deducida anteriormrnte con C' = 499
para no repetir el proceso

In (499(500720)
L 20(500—499)

0.05

) = 187.81.

Para construir la grafica, construimos una tabla de valores
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500 0.05 (0) 500 0.05 (10)
PO)=—— P10y =~
e0-05(0) + 24 €0.05 (10) + 24
500 0.05 (20) 500 0.05 (30)
PR0) = 22 P(30)= >
£0.05 (20) + 24 €0.05 (30) + 24
500 0.05 (40) 500 0.05 (50)
P40y = 22 P(0) = >
005 (40) 1 24 €005 (50) 4~ 24
500 0.05 (60) 500 0.05 (70)
P60) = 22 P(70)= > ¢
€0-05(60) 94 €0-05(70) 4 924
500 0.05 (80) 500 0.05 (90)
P(80) = oo P90) = -
£0-05 (80) + 24 €0.05 (90) + 24

500 0.05 (100)

P(100) = 005(6100)
eV + 24
Se obtienen los valores
t 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
P(t) | 20 | 32.14 | 50.87 | 78.67 | 117.70 | 168.34 | 227.80 | 289.89 | 347.324 | 394.75 | 430.399

y se grafican los puntos respectivos tomando la escala adecuada. Tome el maximo
valor de la funcion en la tabla y asignelo a la mayor altura disponible en el papel y
los demas puntos asignelos de manera proporcional. Al final trace una curva suave
que pase por ellos.

400 | o

300 1 o

200

100 |

20 40 60 80 100
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400 |

300 1

200 +

100 |

50 100 150 200

Datacion por radiocarbono.

El método de datacion por radiocarbono se basa en el hecho de que el isétopo de
carbono radiactivo *C (carbono 14) tiene una vida media conocida de aproximada-
mente 5.700 afos. La materia organica viviente mantiene un nivel constante de “C
mediante “respiracion de aire” (o por el consumo de materia organica que lo hace).
Pero el aire contiene “C junto con el isétopo de carbono mucho mas estable y co-
mun 4C , sobre todo en el gas CO,. Asi todos los organismos vivos mantienen el
mismo porcentaje de *C' como en el aire, ya que los procesos organicos parecen
no hacer distincién entre los dos isétopos. Pero cuando un organismo muere, deja
de metabolizar el carbono, y el proceso de la desintegracion radiactiva comienza a
agotar su contenido de (. La fraccion de *C en el aire permanece mas o menos
constante, porque el 14C se genera de forma continua por el bombardeo de atomos
de nitrégeno en la atmédsfera superior por los rayos cosmicos, y esta generacion ha
sido durante mucho tiempo en el equilibrio de estado estacionario con la pérdida de
14 através de la desintegracion radiactiva [8].

Ejemplo 6.1.11. Muestra de carbono

Una muestra de carbdn vegetal encontrado en Stonehenge (sitio arqueolégico)
contiene 58 % de '*C cantidad igual a la que contiene una muestra de carbén
vegetal actual. 4 Cual es la edad de la muestra?

Solucioén

El modelo para este problema es N(t) = Nyc** donde N, es la cantidad que habia
inicialmente. Se necesita estimar k.

Témese como t = 0, t en aios, como el tiempo de muerte del arbol del cual se formo
el carbon. Se sabe que la vida media del carbono es 5.700 afos, es decir, t = 5.700
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= —In2 de donde se despeja k, es decir,

y que ¢, :

In2
k=— = —0.0001216.
5.700

Puesto que la cantidad presente es 58 % de lo que habia inicialmente, la cantidad
presente es 0.58 N,. Se debe buscar ¢ para el cual N(t) = 0.58 Ny. Se resuelve en-
tonces la ecuacion

(0.58) Ny = N(t) = Nye 0001216t

0.58 = e~ *0%121%" ysando logaritmo natural, In(0.58) = —0.0001216¢

_In(0.58)
~ —0.0001216
Es decir la muestra tiene aproximadamente 4.480 afios.

= 4.479.66.

Eliminacion de drogas. La cantidad A(t) de cierta droga en el torrente sangui-
neo, medida como el exceso sobre el nivel normal, tipicamente decrece a una tasa
proporcional a la cantidad en exceso. Es decir, si DA representa la variacion de A
entonces DA = kA para cierta constante k negativa (puede suponerse ) positiva y
tomarse —\ como constante de proporcionalidad). Esto significa que

A(t) = Aoei)\t,

donde Aj es la cantidad inicial. Aqui A se llama constante de eliminaciony T = X
se llama tiempo de eliminacion [8].

Disminucion de ventas. De acuerdo con estudios de mercadeo, si la publicidad
de un producto determinado se detiene y otras condiciones de mercado -tales como
el numero y promocion de productos de la competencia, sus precios, y asi sucesi-
vamente se mantienen sin cambios, entonces las ventas de los productos que no
se anuncian se reduciran a una velocidad que es proporcional en cualquier momen-
to t a las ventas actuales S. Es decir, si DS representa la variacion de las ventas,
DS = —\S lo que lleva a S(t) = Spe~ [8].

Aqui S, denota el valor inicial de las ventas, que se toman como las ventas en el
ultimo mes de la publicidad. Si se toman meses como las unidades para el tiempo
t, entonces S(t) da el numero de ventas de ¢ meses después que la publicidad se
detuvo, y podria ser llamada la constante de decaimiento de ventas.

Linglistica. Considere la posibilidad de una lista basica de palabras N, en uso en
un idioma determinado en el tiempo ¢ = 0. Sea N(¢) el nUmero de estas palabras que
todavia estan en uso en el momento ¢t-aquellas que no han desaparecido de la lengua
ni han sido reemplazadas-. Segun una teoria en linguistica, la tasa de disminucion de
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N es proporcional a N. Esto es, si DN representa la tasa de disminucion, DN = —AN
de donde
N = Nye ™™

Si t se mide en miles de afios (como es habitual en linguistica), entonces k = e es
la fraccion de las palabras de la lista original que sobrevive durante 1000 afos [8].

Crecimiento de poblaciones con inmigracion. Considere una poblacion P(t)
con tasas de nacimientos constantes g y tasa de muertes constante §, pero con
una tasa de inmigracién I personas por afio entrando al pais. Entonces la poblacién
en el afno t viene dada por

I
P(t) = Pye™ + E(ekt ~1), k=3-6
Pok+1) ef — 1

k :

Py =

Enfriamiento y calentamiento. De acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton,
la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo de un cuerpo es pro-
porcional a la diferencia entre 7'y la temperatura A de su medio. Si 7j representa
la temperatura en el tiempo ¢ = 0 entonces para A constante la temperatura 7" en el
tiempo t viene dada por

T(t)=A+ (T, — A)e ™.

Difusion de informacion y esparcimiento de enfermedades.

Ejemplo 6.1.12. Crecimiento de bacterias

Suponga que un cultivo de 200 bacterias se coloca en una caja de Petri y el
cultivo se duplica cada hora. Estime cual es el numero de bacterias que se
desarrollan en 6 horas.

Solucién
Detallemos los primeros calculos en las horas iniciales, con el fin de observar el
patron que le corresponde.

400 = 200 - 2 Bacterias en una hora

800 = 200 - 22 Bacterias en dos horas

1600 = 200 - 23 Bacterias en tres horas

P(t) =200 - 2* Total de bacterias transcurridas ¢ horas
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Asi que la funcién P(t) = 200-2* representa el total de bacterias transcurridas ¢ horas
en la caja de Petri.

Por tanto P(6) = 200 - 2% = 12.800, la poblacion de bacterias en la caja de Petri es de
12.800 transcurridas 6 horas.

Ejemplo 6.1.13. Propagacion de un rumor

En el Programa de Matematicas hay 140 estudiantes y Fabiana inicia un rumor

14
que se propaga de la siguiente forma S(t) = 1539 Oe_o.gt). Esta expresion

modela el numero de estudiantes que han escuchado el rumor a lo largo de ¢
horas

¢ Cuantos estudiantes han escuchado el rumor al final del dia cero?

¢, Cuanto tiempo tarda en que 50 estudiantes escuchen el rumor?

Ejercicios 63.
Solucione cada uno de los siguientes enunciados.

1. Una poblacién de aves, cuenta inicialmente con 50 individuos y se triplica cada
2 anos.

a) ¢Cual es la formula de la funcion que representa el crecimiento de la po-
blacion de aves?

b) ¢Cuantas aves hay después de 4 afios?

c) ¢Después de cuanto tiempo la poblaciéon de aves sera de 1.000 indivi-
duos?

2. Se administra 50 miligramos de cierto medicamento a un paciente. La cantidad
de miligramos restantes en el torrente sanguineo del paciente disminuye a la
tercera parte cada 5 horas.

a) ¢Cual es la férmula de la funcidn que representa la cantidad del medica-
mento restante en el torrente sanguineo del paciente ?

b) ¢Cuantos miligramos del medicamento quedan en el torrente sanguineo
del paciente después de 3 horas?

c) ¢Después de cuanto tiempo quedara solo un miligramo del medicamento
del torrente sanguineo del paciente?

3. Encontrar la funcion a partir de valores dados. En una investigacion cientifica,
una poblacién de moscas crece exponencialmente. Si después de 2 dias hay
100 moscas y después de 4 dias hay 300 moscas.

a) ¢Cual es la férmula de la funcién que representa el crecimiento de la po-
blacion de moscas?
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b) ¢Después de cuanto tiempo la poblaciéon de moscas sera de 1.000 indivi-
duos?

4. Se tiene un cultivo de bacterias en un laboratorio y se sabe que su crecimiento
es exponencial. El conteo del cultivo de bacterias fue de 800 después de un
minutos y 1.280 después de dos minutos.

a) ¢Cual es la féormula de la funcion que representa el crecimiento del cultivo
de bacterias?

b) ¢Cuantas bacterias hay después de 5 minutos?

c) ¢Después de cuanto tiempo el numero de bacterias sera de 10.0007?
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