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Resumen V

Resumen

El presente trabajo de grado se divide en tres secciones principales. La primera parte
describe el problema a desarrollar, citando algunos resultados importantes y recientes
relacionados con el tema, mencionando los objetivos alcanzados. En la segunda parte
se analiza la ecuacion de Boltzmann sin término fuerza y se demuestra la existencia de
solucion basado en el Teorema de la Aplicacidon Contractiva. En la Ultima parte se
extiende el andalisis de la ecuacion afiadiendo un término fuerza, haciendo
consideraciones que guardan relacidbn con el Analisis Funcional y la Teoria de

Operadores.

El propdsito principal de este trabajo es mostrar existencia de solucion para la ecuacion

de Boltzmann con término fuerza. Se formula un Problema de Cauchy planteado en

forma integral y se recurre a un teorema de punto fijo.

Palabras clave: Ecuacion de Boltzmann, fuerza externa, punto fijo, teoria cinética.



Abstract

Abstract

Grade work is divided into three major sections. The first part describes the problem to
be developed, some important and recent results related to the topic and the objectives
are mentioned. In the second part the Boltzmann equation is analyzed with no force
term and its solution based on the Contraction Application Theorem is shown. In the
latter part we extend the analysis of the equation by adding a term force, making

considerations that relate to Functional Analysis and Operator Theory.
The main goal of this work is to show existence of solution for the Boltzmann equation

with term force. We formulate a Cauchy Problem that is integrally rethought and a fixed

point theorem is used.

Keywords: Boltzmann equation. External force. Fixed point. Kinetic theory.



Contenido

Pag.
LR STST U 1 1= PN V
Lista de SImbol0S Y @DreVIAtUIas .........coooiiiiiiiiiiiiieee e 8
LY oY e 18 Kot o] 1o ] o [ 9
N 1 =T o =T = Lo F=To =T 12
1.1  Estado actual del problema..........cccccoiiiiiiiii 21
2. EcUaCion de BOItZMANN ...ttt e et e e e et e e e eaes 23
3. Ecuacion de Boltzmann con tErmino fUBIZa..........ceueiiiieviiiieiee e, 41
K 70 R Oo 1 ][0 g (o 0] 1V/= (o PSSP 44
I N O oT=1 r=To (o] gl oT] o111 01U [o TR TP PRTORRRTRRTON: 45
SRS N O] oT=1 r-To (o] gl T ] 1 4] ¢ T= o1 (o TR TSP PTTTTRPRRTRRRTRRRN: 48
I A O] o T=1 = To [0 Qoo ] 011 =11 110 J PSR 51
3.5 Teorema de KraSNOSEISKil ........ceieuuiiiiiiiiiiiiiiiie e 54
4, CoNSIderaciones fiNAIES.......ciiiie e 57

BibD I OGIaAfia...ceeeiiiie i e 59



Lista de Simbolos y abreviaturas

La mayoria de simbolos y notaciones usadas en el presente trabajo se detallan a continuacion.

Simbolos usados

Simbolo Término Unidad SI Definicion

f Funcioén de densidad Kg.s/m flt,x,v)=fw)

% Derivada parcial con respecto al tiempo s7 EB

v velocidad my. EB

vV, Operador de transporte EB

F Fuerza externa N EBTF

vV, Gradiente de velocidad EB

Qif. N Operador de colision EB

B Parametro positivo

o Constante de proporcionalidad 1

p(x,v) Funcion de peso exp{f(|x|? + |v|?)}
Vector unitario paralelo al segmento que

w une los centros de las esferas en el
instante de la colision

¥t x,v) Funcion de densidad redefinida Kg.s/m f(t,x +vt,v + Ft)

11l Norma de f en el espacio normado X

Sz Semiesfera unitaria [ ds

B Operador continuo y compacto Cap. 3

A Operador contractivo Cap. 3

Abreviaturas

Abreviatura Término

EB Ecuacién de Boltzmann
EBTF Ecuacién de Boltzmann con término fuerza



Introduccidén

La ecuacion de Boltzmann (EB) es una de las ecuaciones mas importantes de la
fisica matematica y es fundamental en la teoria cinética de los gases. Ludwig
Boltzmann la dedujo en 1872, se trata de una ecuacion integro-diferencial no-lineal que
describe cémo evoluciona un gas hacia un estado de equilibrio. A pesar de los
esfuerzos, no hubo una demostracién rigurosa de la existencia de soluciones. Pasaron
140 afios antes de que alguien pudiera resolverla. Dos matematicos de la Universidad
de Pennsylvania, Gressman y Strain, hallaron la soluciébn en el afio 2010 [13].
Adicionalmente, si se considera una fuerza externa ejercida sobre las particulas, se
llega a la ecuacion general. A partir de un modelo simplificado, se supone que las
moléculas son esferas rigidas que colisionan de manera elastica y que la energia

cinética del sistema se conserva.

La teoria cinética es un modelo en el cual un gas es representado como una
coleccién de moléculas cuyo movimiento en el espacio de fase es analizado, dicho
espacio es el producto cartesiano de la posicién y la velocidad en tres dimensiones. La
funcién de distribucion de la velocidad contiene una cantidad de informacién que puede
ser utilizada para describir las propiedades del gas a nivel macroscoépico [11]. Lo que

se espera es poder encontrar una funcidon f positiva que tienda a cero conforme la
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rapidez de las moléculas aumente. El problema de existencia y unicidad de dicha

solucion no esta, en general, plenamente resuelto.

El objetivo del presente trabajo es mostrar existencia de solucién al problema de
Cauchy para la ecuacion de Boltzmann no lineal con término fuerza, via Teorema del
Punto Fijo de Krasnoselskii [4]. Una limitante del teorema es que no asegura unicidad

de solucion.

En este desarrollo, primero se definen espacios adecuados donde las soluciones
tienen lugar, dentro del espacio de funciones continuas para luego extenderlas al
espacio de Lebesgue L;, con una norma apropiada, esto es, unos espacios normados
completos. Luego se debilita el problema planteandolo en forma integral lo que
conduce a identificar un operador en una ecuacion cuya solucion es un punto fijo del
mismo. Finalmente se logra establecer que ese punto fijo existe dado que se cumplen
las premisas de un teorema que lo garantiza, denominado Teorema del Punto Fijo de
Krasnoselkii. Esto implica que el operador inicial sea expresado como la suma de dos

operadores: uno de los cuales es contractivo y el otro continuo y compacto.

Las primeras pruebas de existencia datan de la década de los ochenta con
Shinbrot, Kaniel y Cercignani [5] que se basaron en esquemas iterativos encontrando
sucesiones monétonas que convergen a un limite que satisface la ecuacion de
Boltzmann. El presente trabajo aborda este mismo problema usando teoremas de

punto fijo, como un método alternativo.
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Se espera que este aporte sirva como motivacion para futuros analisis de
sistemas dinamicos en diferentes entornos de aplicacion que se extienden mas alla de

la fisica estadistica y las teorias estocasticas.



1. Generalidades

La experiencia ha demostrado lo dificil que es obtener teorias matematicas
acerca de las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales tanto lineales como
no lineales. Una primera aproximacion cuando se quiere resolver un problema consiste
en mostrar la existencia de su correspondiente solucién. Este arduo camino conlleva

generalmente al uso de lemas y teoremas que terminan enriqueciendo a dichas teorias.

En la actualidad se dispone de una serie de técnicas para mostrar existencia,
una de las cuales se denomina Técnica de Punto Fijo, la cual es usada aqui para
obtener los resultados.

A lo largo del trabajo consideraremos el siguiente espacio solucion: Sea (Q,Z, u)

un espacio de medida de Lebesgue donde Q = ([0, ©) X R3 x R3).

La ecuacion de Boltzmann con término fuerza es una ecuacion diferencial parcial

no lineal, cuya soluciéon es una funcién f = f(t,x,v) : R* x R® x R® - R* que satisface

af . >
E‘F‘vaf‘l‘Fvyf:Q(f'f)
y dato inicial

f(O,x, 17) = fO(x: U)
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Siendo F = ﬁ(t, x,v) un campo de fuerza externo.

El propdsito principal de este trabajo es determinar algunas condiciones que
permitan asegurar que este problema de valor inicial es resoluble. Se quiere mostrar
existencia con dato pequefio, esto es, cerca al vacio [11]. Cuando son pocas
moléculas, la distancia promedio entre ellas es mucho mayor que su tamafio. El gas es
eléctricamente neutro y se consideran sélo las colisiones binarias. En ausencia de

fuerzas externas, el movimiento de las moléculas es rectilineo uniforme.

El operador de colisiéon Q es no lineal, local en (t, x) y actia sobre las velocidades:

QU Nt x,v) =Q(f.f) =

= af f w-(Ww—w[ft,x,v)f(tx,u)— f(txv)f(tx,u)]dudw
s2 JRs3

Es usual expresar de manera abreviada Q(f, f)(t, x,v) como Q(f, f).
En donde
S2={weS*w-v=>w-u}
o = constante proporcional al area de las esferas
Las velocidades u' y v’ quedan determinadas por u y v mediante:
u =u-+aw
vV =v—aw

a=w-(v—u)
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La cantidad de movimiento se conserva. La figura 1-1 muestra el choque de dos
moléculas con velocidades u y v que, tras la colision, adquieren nuevas velocidades u’

y v’, respectivamente.

u+v =ut+v

y la energia también es conservada:

W2+ [V = |ul® + |v|?

Figura 1-1: Colision binaria

S A

u!

v!

El siguiente ejemplo muestra a nivel macroscopico, el cambio de velocidades

tras una colision, y se ilustra el Principio de Conservacion de la Energia.

Ejemplo. Dos esferas metalicas de masa m y el mismo radio, chocan con velocidades u = 2i —
2j y v = 3j de forma tal que en el instante del impacto sus centros quedan alineados sobre la

vertical. Determine las velocidades finales y compare la energia cinética del sistema.

Solucién. El vector unitario que une sus centros @ = j, por tanto

a=w-(wv—u)=j-(-2i1+5)) =5
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u =ut+aw=20—-2]+5/=2i+3j
v'=v—aw=3]—-5]=-2f
En cuanto a la energia:
[ul>=8; [v|* =9; [W'[*=13; [v|* = 4
Se mantiene constante
W2+ [V']? =17 = [ul® + |[v|?

Si se tiene en cuenta la accion de la gravedad, las esferas se moveran bajo el
efecto de la fuerza gravitacional describiendo, en general, trayectorias curvilineas; La
evolucion de las velocidades de todas las particulas en un gas es determinada por

cierta funcion f(t, x, v) la cual existira en algun espacio lineal.

Definicion. Sea X = (X,d) un espacio métrico. Una aplicacion T:X - X es una

contraccion en X si existe un numero real positivo 0 < a < 1 tal que para todo x,y € X
d(Tx,Ty) < a.d(x,y)

La nocion de espacio métrico es mas general. Todo espacio normado es a su vez un
espacio métrico, pues basta con definir d(x,y) = ||x — y||. Todas las nociones de los

espacios métricos son heredadas por los espacios normados.

Definimos los siguientes espacios para hallar la solucion f(t, x,v). Denotamos el
conjunto C°([0,) x R® x R*) como el conjunto de funciones continuas en el espacio

([0,0) x R3 x R3).

Dado 8 > 0, sea
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M = {f € C°([0,) x R® x R®): existe ¢ > 0 tal que |f(t,x,v)| < ce‘ﬁ(|x|2+|"|2)}
Con su norma

£l = sup ePIA+VE) | £(¢, x, )|
t,x,v

Y el espacio
X = {f: f medible y existe ¢ > 0 tal que |f(t,x,v)| < ce~Blxl*+vI?) }
con la misma norma.

A pesar de que hasta el momento se sabe de la existencia y unicidad para dicho
problema usando Esquemas Iterativos [15], no se ha hecho una investigacion de las
propiedades que goza dicha solucibn mediante el Teorema de Punto Fijo de

Krasnoselskii.

La ecuacién de Boltzmann (EB) ha sido estudiada durante décadas y ha dado
origen a varios problemas, algunos de los cuales se encuentran actualmente abiertos,

entre los cuales se destaca la existencia de solucion para la EB relativista [7].

Se ha mostrado en [6] la existencia y estabilidad global débil en el problema de
Cauchy para EB con kernels de colisiones generales, probando que las sucesiones
acotadas de soluciones, convergen débilmente a una solucién en L. Usan un método
con base en los resultados de compacidad para obtener los promedios de velocidad,
una nueva formulacion de EB con normalizacion no lineal. Posteriormente, Galeano [8]
prueba un teorema de existencia y unicidad de la solucién de la EB con término fuerza

y dato inicial, cerca al vacio. Enuncia otro teorema de existencia y unicidad local para la
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ecuacion de Boltzmann homogénea con término fuerza integrable con respecto al
tiempo [9]. Y obtiene los puntos criticos de un funcional definido sobre L?, que

coinciden con las soluciones estacionarias de EB [2].

A su vez, Gamba y colaboradores [3] usan la interaccidon Kaniel-Shinbrot con el
fin de establecer la existencia de soluciones para EB sobre un dominio espacial en R"
para ciertos datos iniciales. Cuando estas soluciones son globales en el tiempo, se

consiguen resultados sobre sus asintoticas en un tiempo largo.

Finalmente, en [11] se aborda el problema de Cauchy para EB con moléculas de
Maxwell, mostrando que cumple el efecto regularizador Gelfand-Shilov, haciendo que la
solucion satisfaga la regularidad fuerte en la clase Gevrey aplicando el método de

descomposicion espectral del operador no lineal.

Uno de los principales objetivos de la teoria cinética es describir las propiedades
macroscopicas de los gases, como presion, temperatura, conductividad térmica y
difusion, a partir de cantidades microscopicas de las moléculas que componen el gas,
como la masa, velocidad, energia cinética y las interacciones o colisiones que ocurren

a lo largo del tiempo [12].

Cuando hablamos de un gas rarificado, entendemos que su densidad es muy
baja (dato pequefio) y a su vez la presion interna es mucho menor que la presion
atmosférica (cercana al vacio). Esto significa que la distancia promedio entre las
moléculas es mucho mayor que sus tamafos. Se consideran sélo las colisiones

binarias. El gas es eléctricamente neutro y se descartan las fuerzas intermoleculares.
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El estado de un gas cambia a lo largo del tiempo debido a un sin numero de
colisiones entre las moléculas. Como parte del modelo suponemos que las particulas
gue conforman el gas son esferas rigidas que no se deforman con el impacto, que los
choques son elasticos, y que la cantidad de movimiento se conserva asi como la
energia. Para cada posicion en tres dimensiones tenemos una distribucion de
velocidades en tres componentes, esto exige trabajar en un espacio de seis
dimensiones denominado espacio de fase. La evolucién temporal de estos estados los
describe la funcién de densidad f = f(t,x,v) con t = 0; x,v € R3. La diferencia entre
las funciones de distribucion en un lapso infinitesimal &t determina el operador de

colision Q:
f(t+8t,x +vét,v+ Fot) — f(t,x,v) = Q(f, )t

Por lo que se escribe en notacion diferencial

i}
(a+ v-V,+F- Vv)f(t,x,v) =Q(f.f)
Se conoce como ecuaciéon de Boltzmann con término fuerza

of
5t 0 Vaf +F.Vf = Q. f)

Diferentes consideraciones se han venido haciendo desde que la ecuacién se
propuso en 1872. Un importante investigador fue Carlo Cercignani [5] quien demostro
el Teorema H para gases poliatdbmicos, lo que significa que la entropia del sistema
siempre aumenta hasta el equilibrio. La pregunta de existencia y unicidad de soluciones

para la ecuacion espacialmente homogénea sin término fuerza fue abordada por
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Carleman. Finalmente, Gressman y Strain hallan la solucién a la ecuacion sin término
fuerza para potenciales suaves pero solo cuando el gas ha alcanzado un estado de
equilibrio perfecto [13]. La ecuacion con término fuerza ha sido poco estudiada. Una

idea mas precisa se puede encontrar en los trabajos de Polewczac [14].

Muchas de las demostraciones de existencia de solucibn se basan en los

teoremas de punto fijo, donde la ecuacion diferencial es expresada en forma integral

t
F(txv) = folnv) + f 0(f. fds = T(f)
0

Siendo T un operador y f un elemento del espacio de funciones donde la
solucion existe. Decimos de f es un punto fijo de T si f = T(f). No toda transformacion
tiene un punto fijo. Pero si la transformacion es contractiva siempre tiene uno. Stefan
Banach lo enuncié en su teorema: "Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea
f:X — X una aplicacion contractiva en X. Entonces existe un Unico punto fijo de f.”

(ver [1]).

Hay una version local del Principio de Contraccion de Banach para espacios

normados que sera Util para mostrar existencia de solucion local al problema débil.

Teorema 2.3. Sea (X, ||-|l) un espacio normado completo y sea la bola abierta en el
espacio X definida como B(x,, 1) ={x € X:|lx —x,|]| <7} , donde x, €X y r>0.

Supongamos que T: B(x,,r) — X es una contraccion tal que

ITxo — x0ll < (1 =L)r

Entonces, T tiene un Unico punto fijo en B(x,,r).
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Prueba. Sea ry € [0,7) tal que ||Txy — xoll < (1 — L)1y, y sea x € B(x,, 7). Entonces,
ITx = xoll < ITx = Txoll + ITx0 — xoll < Lllx — x|l + (1 = L)7p

Como x € B(x,,1p) , Se puede afirmar que ||x — x,l| <1y

Asi
Lllx —xoll + 1 = L)rg < Lrg + 1y — Ly =1,
Luego

ITx = xoll < 79

Entonces Tx € B(x,,1,) , lo que equivale a decir que T: B(x, 1) = B(x,, 1) y dado que
B(xy,15) € X

la bola B(xy,1,) es completa, y por el Principio de Contraccion de Banach, existe un

anico u € B(x,, 1) tal que Tu = u. Puesto que B(xy,1y) € B(x,, 1) se concluye que T

tiene un Unico punto fijo en B(x,, 7).
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1.1 Estado actual del problema

El término EB se refiere a cualquier ecuacion cinética que describe la evolucion
de un sistema termodinamico. Puede tratarse de un gas, un fluido o incluso una
galaxia. Resolver la EB equivale a obtener una funcion que permita explicar las
propiedades macroscopicas de un fluido como la viscosidad, la conductividad eléctrica

o la conductividad térmica.

Se ha mostrado existencia de solucion para la ecuacion de Boltzmann sin
término fuerza, usando el Teorema de Punto Fijo de Banach [12]. También se ha
probado un teorema de existencia, unicidad y positividad de la solucion de la ecuacion
de Boltzmann con término fuerza y dato inicial cerca al vacio, sin hacer uso hasta ahora
de la teoria del punto fijo de Krasnoselskii [8], que es una extension del Teorema de

Schauder.

Teorema 1.1. Teorema de Schauder. Sea X un espacio vectorial localmente convexo, y
sea K c X un conjunto no vacio, compacto y convexo. Entonces cualquier aplicacién

continua f: K — K tiene un punto fijo.

El procedimiento usual para mostrar existencia de solucion en ecuaciones no
lineales, consiste en debilitar el problema, convirtiendo la ecuacion diferencial no lineal
en una ecuacion integral y disefiar un esquema iterativo para mostrar convergencia de

una sucesion de Cauchy en un espacio de Banach. Esto significa solucionar el
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problema débil. Luego se mira si esa solucion es diferenciable con respecto al tiempo,

conformando asi la solucion fuerte.

El aporte principal del presente trabajo es demostrar existencia de solucién al
problema de Cauchy para la ecuacion de Boltzmann no lineal, con término fuerza y
dato pequefio, cuando se conoce una condicion inicial, usando el Teorema del punto
fijo de Krasnoselskii. Esta técnica consiste en plantear el problema de Cauchy para la
ecuacion de Boltzmann con término fuerza como un problema equivalente a la
existencia de un punto fijo de un operador. A su vez se analizan algunos topicos
pertinentes al problema de Cauchy de la ecuacion de Boltzmann no lineal, con el fin de
aclarar la terminologia y contextualizacion del problema en las ecuaciones
diferenciales, la teoria de operadores y el andlisis funcional. En el capitulo 3 se
transforma el problema de Cauchy de la ecuacion de Boltzmann no lineal de forma que
éste cumpla las hipétesis del teorema del punto fijo de Krasnoselskii y se muestra que
ese operador se puede descomponer en la suma de un operador continuo y compacto,
y otro contractivo. Basicamente el trabajo consiste en adaptar el problema inicial a las

condiciones que impone el teorema principal.



2. Ecuacion de Boltzmann

El objetivo principal de este capitulo es probar existencia global de solucion para
el siguiente problema de Cauchy, en el caso de esferas rigidas y cerca del vacio, esto
significa que la distancia promedio entre las moléculas es mucho mayor que su tamafo
(dato pequefio), sin considerar ninguna fuerza externa que actla sobre un gas.

Adicionalmente se verifica la unicidad de solucién.

Resolver el problema de Cauchy para la ecuacion de Boltzmann significa encontrar una

funcion f: R* x R® x R® — R* que satisfaga

af
E‘l'v'vxf:Q(f'f) (2.1)
fQ0,x,v) = fo(x,v)
Suponemos que la condicion inicial f,(x, v) es una funcion acotada. Como la ecuacion

es no lineal, planteamos el anterior problema como un problema de punto fijo, para esto

se definen los siguientes espacios.

Para f > 0, sea
M = {f € C°(R* x R® x R®) tal que existe ¢ > 0,|f(t,x,v)| < c.e‘ﬁ(|x|2+|”|2)}
Con norma

IIfllsr = Sup [f(t,x,v)| eB(Ix?+vI?)

t,x,v

Y de forma similar
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X ={f:f € I!(R* x R® x R3) tal que existe c > 0,|f(t,x,v)| < c.e‘ﬁ(|x|2+|”|2)}
en casi toda parte.

El conjunto X es distinto de vacio pues al menos contiene la funcion idénticamente nula
f(t,x,v) =0.

Definimos una norma en el espacio X

lfllx = Sup |f(¢t, x,v)| eBIxI2+vI?)

t,x,v
Esta norma esté bien definida. Para toda f € X se tiene que
| (&%, 0)| P (P+1T) < ¢
Y todo conjunto acotado tiene supremo.

Luego existe

Sup |f(t, x,0)| eﬁ(|x|2+|v|2)

t,x,v

Esta norma satisface:

1. No negatividad. Para toda f de X la norma es positiva. Ademas la norma es cero, si
y solosi f = 0.

2. Homogeneidad. Para todo real a se satisface ||af||x = |a|llf||x
3. Desigualdad triangular. Sean f, g € X entonces
If +gllx < llIfllx + llgllx
Prueba:
If +gllx = Sup I£ (&, x,0) + g (&, v)| P (<H1T)
XU

< Sup [|f(t,x,v)| + |g(t, x,v)|] e BxI>+vI?)

tx,v

= Sup |f(t’x’v)| eﬁ(|x|2+|v|2) + Sup |g(t’x’v)|eﬁ(|x|2+|v|2)

tx,v t,x,v

= lIfllx + llgllx

Se concluye que (X, ||-|lx) es un espacio normado.
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Nota. Una norma siempre induce una métricaen X: d(f,g) = lIf — gllx

Definicion. A una sucesion {f,,} en un espacio normado (X, ||||x) se le denomina

sucesion de Cauchy, si se cumple que
Ve>0 3N €N, vnm>N |f,—fullx <e¢
Lema 2.1. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Prueba. Existe un elemento f tal que {f,} = f, entonces

Ve>0 3N €N, vn>N |f, —fllx <e&/2
vm >N |lfim = fllx <&/2
Wfn = fullx = s = F + f = fnllx < fo = fllx + llfin = fllx <e
Luego ||f, — finllx < € paratodo n,m > N. La sucesion {f,,} es de Cauchy.

Definicion. Un espacio normado (X, |||]|x) se llama completo si toda sucesiéon de

Cauchy en X es convergente.
Lema 2.2. El espacio normado (X, ||-||x) es de Banach.

Prueba. Sea {f;,,} una sucesion de Cauchy en X. Esto es, para todo € > 0, existe N € N

tal que paratodon,m > N

“fn - fm”X <e&

Asi,

fr = fnllx = SUplfa(t, x, 1) — frn(t, x, 1) | eFUXPHIVIP) < ¢
t,x,v
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Entonces,
1£,(6, %, V) — fin (£, %, V)| < €. e PUxI*+I01%)

Para cada (t,x, v) fijo en Q = [0, ) X R® x R3 se tiene que {f,,(t,x,v)} es una sucesion

de Cauchy. En efecto, paran,m > N
fu(t,2,0) = fin(t, 2, 0)| < £ e7A(RIPHIF)
Por tanto, para cada (t, x, v) la sucesion {f,,(t, x, v)} tiene limite en R.

Dado que para cada (t, x,v) € Q existe un numero real que es el limite de dicha
sucesion, existird una funcion definida puntualmente en el dominio de forma que para

todo (t,x,v) € Q existe un unico f(t,x,v) € R tal que
f(t,x,v) = lim f,(t,x,v)
n—->00
Dado que todas las f,, estan en L'(R* x R3 x R3?) entonces f(t,x,v) € L.

Veamos ahora que f = f(t,x,v) € X. En efecto, sim - o en

Sup|fn(t, x,v) — fin(t, x, V)| e BIx2+vI?)
tx,v

Tenemos que

Sup|fn(t, X, 7.7) _f(t, X, V)I eﬁ(|X|2+|v|2) <¢€

t,x,v

Lo que implica que |f;,(t,x,v) — f(t,x,v)| < ¢
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Para cada elemento f,,(t,x,v) € X existira alguna constante C, tal que
£, (t, x, v)|eBIxP+?) < ¢
Como toda sucesion de Cauchy es acotada, existira el supremo C:
Sea C = Sup{C,,C,,...C,,...} conn=0,1,2, ...
Por la desigualdad triangular:
lf(t,x,v)| = |f(t,x,v) — fu(t,x,v) + f,(t, x, V)| < |f(t,x,v) — f,,(t, x, )| + | fn(t, x, V)|
Asi,

I (&%, ) P F+E) < |£ (6 x,v) — £ (8, ) P XFHE) | £ (8,2, 0) [eP(XF+E) < 6 4 € =

Esto es,
If(t, X, v)leﬁ(lxlz‘HUlz) S CO
Entonces se puede concluir que {f;,} converge a f, un elemento de X.

Luego X es completo.
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Se puede mostrar que la ecuacion (2.1) admite una solucion.
Definicion. Un punto fijo de un operador T: X — X es un elemento x € X tal que Tx = x.
Definicion. f#(t,x,v) = f(t,x + vt,v) con f € X, f*: R* x R® x R® — R*

Por medio de un cambio de variables, sit =t, n = x + vt, v = v entonces la matriz

jacobiana J satistace

a(t,n,v)
a(t,x,v)

det]=‘

El jacobiano del cambio de variables es igual a la unidad.

La ecuacion de Boltzmann (2.1) puede ser reescrita como

d
Ef#(tﬂxi U) = Q#(f,f)(t,x, 'U)

En efecto,

#

d _of _
1) =——+v-Vuf* = Q" (£, N(tx,v)

De manera que la ecuacion diferencial se expresa en forma integral asi:

ﬁ=ﬁ@@+jﬁ@ﬂw
0

Se define el operador F en el espacio M como

Tﬂ=nmw+fwmnm
0
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Que a su vez se traduce en un problema de punto fijo

Tf# — f#

El Teorema del punto fijo de Banach garantiza la existencia de un unico punto fijo del

operador F, siempre y cuando F sea una contraccion.

Teorema 2.1. Consideremos un espacio métrico (X, d) distinto de vacio. Supongamos
que X es completo y sea T:X — X una contraccién en X. Entonces, T tiene un Unico

punto fijo.

Idea: Construir una sucesion (x,) y probar que es de Cauchy, luego converge en
X que es completo. Tomamos el limite (x,,) - x siendo x un punto fijo y mostrar que

ese x es unico. Ver libro de R. Agarwal [1]
Demostracion. Por hipétesis d(Tx,,, Txpm-1) < a.d (X, Xm-1)

Elijamos un x, € X arbitrario y formemos la sucesion xq,x; = Txg,x, = Tx; = T?x,, ...

luego x,, = T™x,.
Dado que Tx, = x,,,+1 , €ntonces
d(Xmi1, Xm) = A(Txp,, TXpy—1)
< a.d(Xy,, Xm—-1)
=a.d(Txy_1, Txpm_>)
< a?.d(Xm_1,Xm—3)

< a™ d(xq,xg)
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Se concluye que d(X;,41, Xm) < a™. d (x4, xg)
Debido a la desigualdad triangular paran > m

d(xmrxn) < d(xm' xm+1) + d(xm+1'xm+2) + -t d(xn—lfxn)
< [a™+ a™?! + a™2 + -+ a™ 1]d(xg, x1)
Teniendo en cuenta que
n

1+a+a2+---+am+am+1+---+a"‘1+a”=2ak=
k=0

1— an+1

1—«a

Resulta asi
1 _ an+1
a™+ ™t 4.4 gl :ﬁ_ (1+a+a2 +--~+am_1)—a”
1—(Xn+1 1—a™ 1—dn+1—(1—6¥m)
= —_ —_ an = —_ an
1—a 1—«a 1—«a
1—a"™—(1-a™—-—a*(1—a) 1—-a™™'—14a™—q"+ a™"!
B 1—«a - 1—«a
am™ —a
- 1—«a
Entonces
m _ on a™ a™
Aty ) < (ﬁ) Ao, %) = T— (1 = ™), %) < T dCxg, )

m

a
d (et xn) < 7 d (%o, 1)
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Como d(x,,x,) = L, conforme m — oo va a ocurrir que

L
d(xm, X,) < 1_aam <eg

Por lo tanto (x,,) es una sucesion de Cauchy, y al ser X completo, x,, > x € X
Asi Tx,, = x
Luego

Tx =x

En efecto,

€
d(x,Tx) < d(x, %) +d(xy,, Tx) < d(x,xy,) + a.d(X,—1,x) < 5 +-=c¢

£
2

Se concluye que d(x,Tx) = 0. Esto es, x es un punto fijo de T.

Ahora se muestra que dicho punto es Unico:

Supongamos que x y ¥ son ambos puntos fijos de T, esto es Tx = x y TX = X. Luego

d(x,X) =d(Tx,Tx) < a.d(x,X) y debido a que a =1, debe ser que d(x,X¥) =0. En

consecuencia x = X. El teorema esté probado.

Se puede analizar ahora el siguiente operador integral con la intencién de mostrar que

es contractivo localmente.
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Definamos F: M — M siendo

M = {f € CO(R* x R® x R3) tal que existe ¢ > 0, |f(t,x,v)| < c.e FIxI+*)]

De la siguiente manera:

Ff¥ = folov) + f Q*(f, fdr

Lema 2.3. Sea f,(x,v) € M. Si f# € M entonces el operador F satisface:

1. Ff* € M.

2. F es una contraccion.

Prueba.

La idea es mostrar que para todo 8 > 0, existe una constante c tal que
|F f#|eP(x*+v1) < ¢

En efecto, f,(x.v) tiene su norma y la integral de Q¥ es acotada.

A patrtir del operador de colisién:
0N =0 || o= w[FEx v Enud) - £ v xwldu do
sz JR3

Luego

") =0 f f 0+ (=) [F* (60 v (6w — F4(6 2 v) Pt 0 w]du dw
sz JRs

=no | |v—ul[f¥t x vt xu) — ¥t xv)(t xu)]du
]R3
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Por la desigualdad triangular:
|Q*(f, )| < naf 3|v —ul[|f*@ %, v x,u)| + | x, v) (L x, w)|]du
R
< naf lv —ul|f#(t, x, vt x, u')|du + nof lv —ul|f*(t, x, v)F#(t, x, w)|du
R3 R3

< TL'O'f v — U.||f#(t,X, v')”f#(t,X,u’)ldu + T[o'f v — ul|f#(t1x:v)||f#(t,x,u)|du
R3 3
= ﬂaf v —ul |f#(v’)|eﬁ(lx+t(v_v’)|2+|v’|2)e‘ﬁ(|x+f(”—v')|2+lv’lz)|f#(u’)|eﬁ(lx+t(v—u’)lz+lu’|2)e‘ﬁ(|x+t(v—u’)|2+|u’|z)du
RS
+7mf v — wl[f#(t,x, v)| PRI+ =AUV 4 () [Pt D g = xrt =l Hul®) gy
]RB
2 ) )
< [ ol oA oo o g
R3
+ Tmf lv — u|”f#||€_ﬂ(|x|2+|”|2)||f#”e—ﬁ(|x+t(v—u)|2+|ulz)du
R3
< ]| *|” f (v — e~ FlrHt@=vD40r?) =p(x+ew-u 4 ) gy,
R3
2
+ 7TO'||f#|| f 3|17 — u|e_ﬁ(|x|2+|v|2)e-ﬁ(|x+t(v_u)|2+|ulz)du
R

< mol| | f v — ule Pl @=v Do P rreo—uh Pl ) gy,

R3

+ T[O-”f#llz f |1] — ule_B(|X|2+|U|2+|x+t(v_u)|2+|u|2)du
R3

< T[O-”f#”z J. I"] — ule_B(|(x+t17)—t17,|2+|17’|2+|(x+tv)_tu/|2+|u/|2)du

R3

+ T[O'”f#”z f IV _ ule—ﬁ(|x|2+|v|2+|x+t(v_u)|2+|u|2)du
R3
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2 —B( et tr)2—20e+tw) v +£2|0" P4 [’ P+ et tv)2 =2 et o)t +£2 |’ P+’ |2
< no||f¥| f3|v—u|e Bt tm)2—2Cettn)ew’ +e2[o' [ +o' [+ Gortv)? 2 ewyen +62 ' [ +u'| ) 4,
+Tm||f#||zf v — u|e~BUxP+PI +Hrtt@-w)P+ul?) gy,
]R3
2 _ 2_ ! 1 2 712 712 72 12
< no||f¥ f lv —ule B2+ tw)2=2Ce+ o)t +u )+ ('[P + ')+ [P+ ) 4,
]R3
+7w||f#||2f v — ule~BUxIP+PI +Hxtt@-w) P+ ul?) g,
]R3

Por hipétesis: v’ +u’ = v +uy ademas |v'|? + [u'|? = |v]? + |ul?
< ”0||f#||2f lv — ule—/3(2(x+tv)2—2(x+tv)t(v+u)+t2(|v|2+|u|2)+|v|2+|u|2)du
R3

2
S ——
R

S "U”f#“Z _[ v — uIe‘ﬁ((x+t")2—2(x+f")“7+t2IVIZ+(x+tv)2—2(x+tV)tu+t2|u|2+|v|2+|u|2)du
R3

2
+ 7t0'||f#|| f 3|v _ u|e—B(|x|2+|v|2+|x+t(v—u)|2+|u|z)du
R

2
< T[O'”f#” f lv — u|e—B(|x+tv—tv|2+|x+tv—tu|2+|v|2+|u|2)du
R3

2
e ———
R

2
< 7'[0'||f#|| f 3|v _ u|e—B(|x|2+|x+t(v—u)|2+|v|2+|u|z)du
R

+ na|| ¥ f lv — u|e~BUXIP+IP +lx+tw-w)P+1ul?) gy,
R3

< 27w||f#||2f lv — u|e~BUXIP+lx+t@-w P+ +[ul?) gy
R3
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< 27Ta||f#||2e‘/3(|x|2+|”|2)f lv — ule-Blx+t@-wIF+u?) gy,
R3
Entonces,
lo*(f. /)| < 2M||f#||ze—ﬁ(|x|2+|v|2)f lv — u|ePlx+tw-wI?) g=Blul? gy
R3

E integrando a lado y lado de la desigualdad:

t
[ ~t
f 0% (f, )| dt < 2o || f*|[2eBlx +1v1) f v —ul f e‘3(|x+f(v‘u)|2)dr]e‘m“'Zdu
R3 0
J |

< 2na||f#||2e—ﬁ(lxlz+lvlz)f lv — u| f e—ﬂ(lx+r(v—u)|2)df]e—ﬁlu|2du
R3 Y0

s
= 2”"||f#||ze‘ﬁ(|x|2+lv|2)\/%J‘Rslv — ule Pl gy

3
3
< 27.[0.||f#||ze—[>’(|x|2+|v|2)\/g \/% < 20-||f#||ze—5(|xlz+|v|2)%

La integral de Q¥ es acotada. Por lo tanto,
t t
|Ff*| = fo(x.v)+fQ#(f.f)dr < lfo(x, v)| +f|Q#(f,f)|dT
0 0

t
|F£#] < 1o Cr, v) e BURE ) =Bl 4101) f |Q*(f, )] de
0

3
T
741 = 1fo e )P PP)a ) 4 ¥ el 2

7'[3
[F£#| < Ilfolle PP+ 4 26||f#||ze—ﬁ(|x|2+|v|2)ﬁ

En consecuencia,
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7T3
7|04 < gl + 201 2

|FfH]exP+P) < ¢

Conclusion: Ff# € M siempre que f* e M.Osea, F: M - M

Teorema 2.2. El operador F: M - M es contractivo localmente.

Prueba. Sean f#y g* dos elementos del espacio M. Entonces,

t
[Ff* = Fg*| = |F(F* - g")| = f [Q*(f. /) — Q*(g, )]dr
0

naj lv —ul[f#(t, x, v fH(t, x,u) — fFH(t, x, v)f#(t, x,u)
IR3

— g% (t,x,v)g*(t, x,u") + g*(t, x,v) g* (t, x, w)]du

< ﬂaf lv —ul|f*(t,x, v (6% u) — g% (6, x,v)g* (6, x,u)
]R3

+ g% (t, x, v)g* (t, x,u) — f*(t,x, v)f*(t,x, u)|du

Sumando y restando f*g*, la integral queda asi:

<o [ Jo—ulllf¥(6x v Gxa) = £(6 200" Goxn) + £ (6 3G ()
R3
— g% (t,x,v)g"(t,x, u')|
+ g%t x, v)g* (t, x, w) — g* (6, x, V) F# (&, x,u) + g* (&, %, v) (6, x,w)
— R %, v)fH(t x, W) ||du
= ””f v —ul|f* &% o) 2w = g* (6 x ud]l + g* (6 x w6 x,v) = g* (6 x, 0|
R3

+ g% (6, x, v)[g*(t, x,w) — £t x, W] + £ x, WIg* (6 x,v) — FA(t, x,v)]|]du

<m0 [ o= ullf"Gx )l G - g6 ] + g Gxadlf ) - g (6 x|
R

+ g%t x,v)|g* @t x,uw) — FEExw| + £ xw|g* (6 x,v) — F#(6 %, v)|]du
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< nafR3|v —ul[|F*@ %, v)||fF 6 xu) — g* (6 xu)| + |g* (&6 u)||FH(E x, v') — g% (8 x,v))|
+ |g#(t,x, v)||g#(t,x,u) —f#(t,x,u)| + |f#(t,x,u)||g#(t,x, v) — f#(t,x,v)”du

Para relacionar cada término con la norma en el espacio, se multiplica por e?.e~# adecuado.
De esta manera,

< n.o.f lv — ul [lf#(t' X, vr)|eﬁ(|X+t(v—y’)|2+|w|2)e_ﬁ(|x+t(v—u’)|2+|v,|2) |f#(t’ )
3
: _ g#(t, x, u,) |eﬁ(|x+t(v—u')|2+|ur|2)e—/3’(|x+t(v—u')|2+|w|2)
+ |g#(t, X, ur)|eﬂ(|x+t(v—u’)|2+|w|2)e_ﬁ(|x+t(v—u’)|2+|ul|2) |f#(t’ %)
_ g#(t, x, v,)|eﬁ(|x+t(v—v’)|2+|w|2)e—ﬁ(|x+t(v—v')|2+|w|2)

+ | g* (&, x, v) | e BURI+1PI) g =BUx+42) | g# (1, x, w)
— FH(t,x, )| e B+t Hul®) g =B (et (o) 4+ uf?)

+ |f#(t, x, 1) |eﬁ(|x+t(v—u)|2+|u|2)e—ﬁ(|x+t(v—u)|2+|u|2) |g#(t, x,v)

- f#(t, X, v)|eﬂ(|x|2+|v|2)e_B(|x|2+|v|2)] du

_ #), ~B(lx+t=v ) et _ syl ~B(lertw—u))|*+url?)
<o [ o —ul[lF*]e I+ = o*le
g e—ﬁ(lx+t(v—u’)|2+|w|2)” £~ g o Blrtw—v) [ +w?)
+ ”g#”e—ﬁ(lxlzﬂulz)”g# _ f#||e—,8(|x+t(v—u)|2+|u|2)
T ||f#||leBxtt@-wi+ )| g# f#”e—,li’(lx|2+|v|2)] du
_ 4w _ #(],~B(le+tw—v" [ +wr?) —p(jx+tw-u")*+url?)
ol =) | 1o —ul[llF*le e
+ ”g#”e—B(|x+t(u—u')|2+|w|2)e—B(|x+t(v—u’)|2+|w|2)

+ ||g*[|le~FUxP+Iv) g =p(ix+e-wP+ul?) 4 ”f#||e—B(Ix+t(v—u)|2+IuI2)e—B(IxI2+IVI2)] du

’ INE
= ol ) [l s )
+ ”9#||e—B(|x+t(v—u’)|2+|w|2+|x+t(u—u’)|2+|v’|2) + ”g#”e—ﬁ(|x|2+|v|2+|x+t(v—u)|2+|u|2)

+ ”f#”e—B(|x+t(v—u)|2+|u|2+|x|2+|v|2)] du

INE 12 WAL ,
= ol = g [ ot [Qlr] ¢ o el P

+ (I + ||g#||)e‘ﬁ('x“(v-u)|2+|u|2+|x|2+|v|2>] du
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mol|f* = g*[| (Il +
”g#”) f[}g3|v _ ul [e—[)’(|X+t(v_v')|2+|u’|2+|x+t(v—u')|2+|u'|2) n e—/3'(|x+t(v—u)|2+|u|2+|x|2+|v|2)] du

no|f* = g* (I +
”g#”) f]R3|U — [e—B(|(x+tv)—tv’|2+|v'|2+|(x+tv)—tu')|2+|u'|2) + e—,8(|x+t(v—u)|2+|u|2+|x|2+|v|2)] du =

ol g (] + gD ol — i e Pemvecssenansed (o P ) )
e—B(|x+t(v—u)|2+|u|2+|x|2+|v|2)] du
Suponemos que los choques son elasticos: |u|? + |v|? = |u'|? + |v'|? y que la cantidad

de movimiento se conserva: v+ u = v’ + u’ ; al simplificar resulta

— 7w||f# _ g#||(||f#|| + ||g#||) fR3|U _ ul[e—B(Z|x+tv|2—2t(x+tv)(v+u)+t2(|v|2+|u|2)+|u|2+|v|2) +

e—B(|x+t(v—u)|2+|u|2+|x|2+|v|2)]du

= 10 ll7* = * I+ g* D Sl — ul[e xR s et o) 4 gt s o) gy
mollf* = g*|CllF*Il +

||g#||) f[R3|v —_ ul[e_ﬂ(lxlz"'lvlz)e_le-"t(v_u)lZe_Blulz + e_le"'t(v_u)lze_Blulze_B(lxlz"'lvlz)]du

= 2mo]|f* = g*[|(IF*]] + lg*)e PUT P [ty — ul[e~Flx+ el e =l gy

Esta integral es acotada por ser de tipo gaussiana

*© 1 |
By =2 |=

e X =
-fo 2‘/,3

77 = Fg*| = 2moe R — ¥ () + o) & [ 1= et g
R3

Se concluye que

1.[3
7%~ 79| < 2 groe H % — g (%) + o)
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7'[3
[F£¥ = F gt < 225 0% = g1 + llg*ID)

7.[3
|7 = Fg*|| < 2550 llF* = g* I Cllr*1 + llg*11)

Definicidon. El conjunto de funciones con norma menor o igual a R se denomina My y
representa una bola cerrada en el espacio X.
Se expresa asi:

Mp ={f e M:|IfI <R}

De manera que si f*y g* € My entonces ||f*|| + llg”|l < 2R

3g

T
|1Ff* = Fg*ll < 4—RIIf* - g*|

ﬁZ

4m30

3
Para todo 8 > 0 existe R < de forma tal que 4%R <1

Con lo que se concluye que el operador F es una contraccion siempre que R sea lo

suficientemente pequeiio.

Definicién. Se dice que f#(t,x,v) es una solucion suave del problema de valor inicial

(2.1) si satisface

t
ﬁ=nmm+fwmﬂm
0
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Lema 2.4. El operador F tiene un Unico punto fijo f# dentro de una bola de radio R,
para pequefios valores de ||f,]| y de of72R,
Prueba. Se tiene en cuenta la hipétesis de dato pequefio, de manera que f(t,x,v) es

acotada. En particular si f, < R/2 y si ademas f* € My, entonces nombrando la funcion

de peso p(x,v) = ePIXI*+1V1*) se verifica

R
1FF* < ple, ) Il + 2.3, 72.0. p(, v) IfII? < p(x,v)t E+ 2.m3.87%.0.R?

R R
< p(x,v)7?! [E + E] = p(x,v) 'R

Siempre y cuando 2.73.87%2.6.R < 1/2

Con estos supuestos se puede establecer que Ff#* € My

Luego, para R suficientemente pequefio, F: My — My es contractivo, por lo tanto existe
un unico f* que satisface la ecuacion Ff# = f#,

En otras palabras, existe solucion local para la ecuacion integral dentro de la bola de

radio R,

ﬁ=ﬁ@@+jﬁ@ﬂw
0



3. Ecuacion de Boltzmann con término fuerza

La teoria de punto fijo constituye una parte importante del analisis funcional no
lineal y es de suma utilidad para probar existencia de solucién tanto en ecuaciones
diferenciales como de ecuaciones integro-diferenciales. En el capitulo anterior se
mostro existencia de solucion para la ecuacion sin término fuerza, usando el Teorema
de punto fijo de Banach. Surge la pregunta: ¢ Qué pasa cuando el sistema de particulas
es perturbado con una fuerza externa? Veremos que es necesario recurrir al Teorema

del Punto fijo de Krasnoselskii [4].

La ecuacién de Boltzmann con término fuerza define el siguiente problema de Cauchy:

of

%+ﬁ-vxf+F-V,,f=Q(f'f) (3.1

fQ0,x,v) = fox,v)
Siendo F un campo de fuerza externo.
F:RXxR3x R® — R3
(t,x,v) — F(t,x,v) = (Fl(t, x,v),F,(t,x,v), F5(t, x, v))

El operador de colision Q(f, f) = Q(f, f)(t, x,v) esta determinado, para el caso esferas

rigidas, como:
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0N =0 | o @-wIFEny)rEru) - FExmfenwldds

El objetivo es mostrar existencia de la solucién f = f(t,x,v) cont = 0; x,v € R3, por
medio de un teorema de punto fijo en el siguiente espacio lineal:
Para g > 0, sea

X ={f:f € !(R* x R® x R3) tal que existe c > 0,|f(t,x,v)| < c.e‘ﬁ(|x|2+|”|2)}
en casi toda parte.

Con norma:

IF Il = max {Sup £ (6, x, v)] BIxEH) sy
t,x,v

tx,v

Of X, V)|  p(ix2+1vp
avi ‘e ( ' )}

El espacio normado (X, ||*|]|) es un espacio de Banach.
Extendiendo la definicion de f# vista anteriormente, se redefine
f#(t,x,v) = f(t,x + vt,v + Ft)
Para calcular la derivada de f# con respecto al tiempo, introducimos las variables
n=x+uvt

E=v+Ft
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Asi,
df#(t, x,v) df(tx+vtv+Ft) d of of dn Of d&
at a al C O =5t o w Yo @
of of . of oF\ of oF
at+ a%, <F+ E)—a—+v fo+<F+t—> Vof
—af \Y F-V aF'V
—E+v xf+ vf+tE vf
oF
= (00 + 150 a4 vt v 4 FO = Q4 ) + £ T
Conclusion:

dff(t,x,v)
dt B

Nétese que si la fuerza externa F es independiente del tiempo, el dltimo término se

anula.

En forma integral

£t x,0) = folx,v) + f 0*(f, f)dr+fr— V,ftdr

Se definen entonces dos operadores A, B: X — X

¥ xv) =B + AU = P(H)
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Donde

t
B(F*) = (Bf*)(t,x,v) = f Q" (f. fdr
0

‘ oF
A = (AFH 6 0) = folov) + f t Y, e
0

Se mostrard entonces que el operador A es contractivo mientras que el
operador B es completamente continuo. La suma A + B define un operador P, el cual

satisface las hipoétesis del Teorema de Krasnoselskii, por lo tanto admite un punto fijo.

3.1 Conjunto convexo

Definicidn. El conjunto M en un espacio lineal se llama convexo si, y solo si, para todo

U, VEMYO0<a<1limplicaqueau+ (1—a)veM.

Proposicién. Sea X un espacio normado, y sea u, € X, r = 0 dado. Entonces, la bola

B, ={u € X: |lu — uy|| <} es convexa.
Prueba. Siu,v € By 0 < a < 1, entonces
llau + (1 — v —uoll = lla(u —up) + (1 — ) (v — up)ll
< lla(u —ull + I(1 — a) (v — up)ll
=allu—udll+ A -l v—u)ll <ar+ (A -a)r=r

Por lo tanto |lau + (1 — a)v — u,l| < r. Luego au + (1 — a)v € B,.
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3.2 Operador continuo

Sean X e Y dos espacios lineales normados sobre el mismo campo escalar R.

Se dice que un operador lineal T es continuo en un punto x, € X si existe una sucesion
(x,) en X tal que [|x, —x,l| = 0 cuando n — o implica que |[Tx,, — Tx,|| = 0 cuando
n — oo, Esto es, x, = x, en X cuando n = oo implica que Tx,, - Tx, en Y cuando n -
. Lo que es equivalente a la idea que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que ||Tx —

Tx,l|| < €, siempre que ||x — x,|| < 6.

Definicidn. Sean X e Y dos espacios normados y T: X — Y un operador lineal. Entonces,

T es continuo si, y solo si, existe una constante M > 0 tal que Vx € X: ||Tx|| < M. ||x].

Lema 3.1. El operador B cumple que B: X = X

Prueba. Sea f# € X

BfH = j 0*(f, fde| < j Q" (£, P)ldr
; ;
Por definicion
Q') =0 fs i | o @ I )P = 46 0% w)du do
= To Rglv —u|[f*t, x, vt x,u) — F*(t, x, v)f*(t, x, u)]du

Por la desigualdad triangular:
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1Q*(f, DI < ma | v —ulllf*(&,x,v)f* (& x,u) + If* (6 x, v)f* (it x, wlldu
R3

<mo | lv—ullf*t,xv)f*t,x,u)ldu+mo | |v—ullf*(t xv)f#(t xuw)ldu
R3 R3

<mo Iv—uIIf#(t.x,v’)IIf#(t,x,u’)Idu+7wj lv —ul|F#(t, x, )| (¢, x, w)|du
RS ]RS

El lema 2.3 del capitulo anterior muestra el calculo detallado que dicho operador es

acotado.

Se integra en [0, t]

t
t
f|Q#(f,f)| dt < 2mo||f#]|2e BURP+IVE) | |y — 4 U e_B(lx”(”_”)'z)dTl e Plul® gy
R3 0
0

< 2no]|f#||2e= Al +1oP) Iv—u|U e_ﬁ(lx”(”‘”)lz)dfle_mu'Zdu
R3 0

T
< 2no | f¥|12e ('x'“'v'z)ﬁ v — ule~Fu gy
R3

3

3
< Zno.llf#llze—ﬁ(lx|2+IVI2)\g \/g < 20'||f#”2€—ﬁ(|x|2+|v|2) ‘%

De donde

t
3
JIQ#(f,f)| dr < 20||f#||Ze‘ﬁ(|x|2+|U|2)2%
0

Asi
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I

t
3
sup | [ Q(F, Fde| P17 | < 201 2
0

t,x,v

Se concluye que

f 0*(f, f)dr € X
0

Esto prueba que Bf* € X, luego B: X - X

Teorema 3.1. Sea B: X — X un operador definido por

BF* = (Bf*)(t,x,v) = f Q" (f, fde
0

Entonces B es continuo.

Prueba. Del lema anterior se desprende que

t,x,v

t
Sup ] Q*(f, fdr| e +WP) 4 = sup{|Bf#|eFIXI*+VI)) = | BF¥|| < 201 #||?
t,x,v
0

T[3
_ (zoﬁ ||f#||) 1F#1l = M. IIF I

IBF*|| < M. |If*|
Siendo la constante

3 )
M = 20— |If"Il

7'[3

ﬁZ
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3.3 Operador compacto

En el espacio L(X,Y) de operadores lineales, se encuentra el espacio formado
por los operadores acotados B(X,Y) siendo X e Y espacios normados. Un subconjunto
importante son los llamados operadores compactos debido a sus propiedades y a las

relaciones que guarda con las sucesiones.

Un operador compacto implica que para toda sucesion acotada {x,} en X, la

sucesion {T (x,)} tiene una sub-sucesién convergente en Y, y viceversa.

Definicion. Un conjunto M se dice que es compacto (secuencialmente compacto) si, y
s6lo si, cualquier sucesion {u,} tiene una sub-sucesion convergente a un elemento u
gue pertenece a M. En caso de que u no pertenezca a M, el conjunto se denomina
relativamente compacto. El conjunto M es compacto si, y soOlo si, es relativamente

compacto y cerrado.
Todo conjunto que sea relativamente compacto es acotado.

Definicion. Sea (X, Q, 1) un espacio de probabilidad y sea M un subconjunto de L!(u).
Decimos que M es equi-integrable si para todo ¢ > 0 existe algun § > 0 tal que para

cualquier A € Q con u(A) < 6y paratoda f € M,
[1r1dun <
A

Teorema de Dunford-Pettis. Sea M un conjunto acotado de L'(Q)). Entonces M tiene
clausura compacta en la topologia débil o(L!, L®) si, y s6lo si, M es equi-integrable,

esto es,
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Ve > 036 > 0 tal que
flfl <& VAcQmediblecon |A| <§,VfeEM
A

Ve > 03w c Q,medible con |w| < o tal que

(b) f Ifl<e VfeM
Q/w
Otra forma de mostrar que un conjunto sea relativamente compacto es probando que
es acotado y ademas equi-integrable.

Definicién. El conjunto de funciones integrables con norma menor o igual a R se

denomina Xz = {f € X: |If|l < R}

Teorema 3.2. Sea B: X — X un operador definido por

BF* = (Bf*)(t,x,v) = j Q*(f, Nde
0

Entonces B es compacto.
Prueba.

Sea A c T medible, tal que m(4) <8y f¥* € X;.

f IBf#| du < f f O (f, e < 20 " IFIPm(a)

32

Dado £ > 0 existe 0 < § < —=5 tal que
BZ
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3 3 ]
I IEmA) < 20 o REm(4) < 20 o R2 < — 5 = ¢

[ imrtau < 20 : :
p p 20 == R?

’32
De otra parte, se elige un conjunto cerrado F con Q — F = G tal que

m(Q—F) < —3

ZO'FRZ

Luego

j|Bf#|du<]f 0%(f, f)ldrdu<jzoﬁ IIf#IIZdu<f20ﬁ— “dp < 205 R*m(G)

B

3 ’
< 20—R2— =¢
BT T

Finalmente, el conjunto X, = {Bf#*: f* € Xz}, X; c X es acotado, a la vez que B es un
operador continuo y Xy es acotado.

Para cualquier € > 0, existe un conjunto cerrado F, F c Q tal que la medida exterior

m(Q—F)<eg

El operador B es compacto en la topologia débil o (L, L*).
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3.4 Operador contractivo

Definicion. Sea (X,d) un espacio métrico. Un mapeo F:X — X se dice Lipschitziano si

existe una constante a > 0 que satisface paratodo x,y € X

d(F(x), F(y)) < ad(x,y)

La minima a para la cual la desigualdad es verdadera, se denomina constante de
Lipschitz para F y se denota por L. Si L < 1 decimos que F es una contraccion. En el

caso que L = 1 se dice que F es no expansiva.

En la situacién particular que simplemente se cumpla para todo x,y € X
d(F(x), F(y)) < d(x,y)

diremos que F es una pseudo-contraccion.

Una pseudo-contraccion F podria no tener ningun punto fijjo aunque X sea
completo. Por ejemplo, X = [0,o) con f(x) = x + e™*. No obstante, es suficiente con

gue X sea compacto para que exista un anico punto fijo.

Teorema 3.3. Si X es un espacio métrico compacto y el operador T: X — X satisface

paratodo x,y € X con x # y, que
ITx —Tyll <llx—yll

Entonces T tiene un Unico punto fijo en X.
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Prueba. La aplicacion x — ||Tx — x|| es continua en X; como X es compacto dicha
aplicacién alcanza su valor minimo en un punto x, € X, por lo que x, es un punto fijo de
T, porque de otra forma se tendria que ||[T(Txy) — Txoll < l|ITxo — x0ll, 0 cual es una

contradiccion.

Para la unicidad suponemos que T tiene dos puntos fijos diferentes: Tx =xy Ty = y.
Entonces ||Tx — Ty|| < |[|x — y||, asi que ||x — y|| < ||x — y|| lo cual es absurdo, por lo

gue x = y. El punto fijo es Unico.
Lema 3.2. Sea A: Xz — X un operador definido por

t
oF

AfE(t,x,v) = fo(x,v) +fra-vvf#dr

0

Siendo F un campo vectorial diferenciable Lipschitz continuo. Entonces A es

contractivo.

Prueba. Sean f#(t,x,v) y g*(t, x,v) dos elementos del espacio solucion X:

t

t
oF oF
|Af* — Ag*| = JTE'VU(f#_g#)dT SJlTl E'Vv(f#—g#) dt
0 0
t t 3
oF OF; a(f* — g*)
_ or. H_ - el S VA
_jr 3 V,(f" —g")|dt JT_lar v, dt
0 0 1=

Por el Teorema del Valor Medio las componentes F, son acotadas por M; > 0, entonces

para todo i = 1,2,3 se tiene que
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(10F; <y
ol =1
oF,
==l <M
ot 2
[Br | =M
oF;
—| < M’ = max{M;, M,, M3}
Jt
Luego
t 3 t 3
a(ft — g A(F# — gt
|Af* — Ag¥| Sfr 21\/1’% drser'z —(fa 9 ) 4o
0 =1 v 0 i=1 vi
t 3
#_ _#
< Sup e_'g(lxlzﬂ”'z)eﬁ(|x|2+|”|2)frM’ 0" -9 dt
o 0 i=1 i

t T
< e~BlalP+IvP) f 3TM'||f* — g*lldr < e~F(xI*+IvF) j 3tMdr | |If* — g*|l
0 0

3
= e A 2 | £ — g
Finalmente,

Sup|Af* — AglePU ) — |4 f* — Ag*|| < K|If* — g*|l

t,x,v
Para cierto intervalo [0, T] en donde 3T?M' < 2

De manera que existe una constante K contractiva de A, 1 > K > 0 tal que || Af* —

Ag*ll < KIIf* — g*Il.

El operador A es contractivo.
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3.5 Teorema de Krasnoselskii

Para mostrar el teorema principal, se debe disponer de un conjunto convexo y de
un operador P, que sea expresado como la suma de un operador A contractivo, con

otro operador B continuo y compacto.

Lema 3.3. Si A es una contraccion A: M — X entonces [ — A es un homeomorfismo

de M hacia (I — A ) M.

Teorema 3.4. Sea M un conjunto convexo no-vacio y una aplicacion

P =B() + A(f)

Con las siguientes condiciones:

i) A(g) +B(h) e M.(Vg,h €M)

i) A es una contraccion.

iii) B es continuo y compacto.

Entonces, P tiene un punto fijo.

Prueba. Para cada h € M, la ecuacion: g = A(g) + B(h) tiene una Unica solucion g en
M debido a que la correspondencia g — A(g) + B(h) define una aplicaciéon contractiva
de M en M. Luego g = (I — A)"'Bh esta en M. Del lema 3.3 se desprende que el
operador (I —A)™'B es continuo y compacto de M en M. Por el Teorema de

Schauder, Teorema 1.1, se desprende que (I — A)™1B tiene un punto fijo en M.

Una prueba detallada puede ser consultada en las notas de clase: Analisis Funcional

No Lineal, de R. Galeano. [14]
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El Teorema anterior puede ser reformulado de la siguiente manera:

Teorema 3.5. Sea M un subconjunto convexo, cerrado y acotado de un espacio de

Banach X y sean dos operadores A,B: M — X tales que
) A +B(f) eM.(Vf €M)

i) A es una contraccion, y

iii) B es completamente continuo.

Entonces la ecuacién A(f) + B(f) = f tiene una solucién.

Sea el subconjunto M definido como M = My = {f € M:||f|| <R} el conjunto de
funciones con norma menor o igual a R. Segun se probd en la seccién 3.1 toda bola de
radio R es convexa. Ademas M es cerrado y acotado.

Para todo f € M se cumple que

t t
# oF #
fole,v) + | Q7 (f, fHdr + TE-V,,f dt e M
0 0

El operador A: M - X

t

oF
AF) = foe,v) + j 12V, fdr

ot
0

es un operador contractivo.
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El operador B: M —» X

B(f) = fQ(f,f)(r,x+vr,v+Fr)dT

€es compacto.

Luego se puede establecer que la ecuacion

t

g oF
FA(txv) = folx,v) + j Q*(f, F)de + f oV
0

0

admite una solucién. Lo que asegura que el problema de Cauchy inicialmente

planteado, es resoluble:

of . .
et VS +FVf = Q)

fQ0,x,v) = fo(x,v)

Este resultado ha sido el aporte principal del presente trabajo.



4. Consideraciones finales

El resultado principal de este trabajo establece que el problema de Cauchy para
la ecuacién de Boltzmann, caso esferas rigidas, cuando el dato inicial tiende a cero, es
resoluble. EI método usado es la técnica de Punto Fijo, tanto en ausencia como en
presencia de una fuerza externa. Cuando un sistema de particulas alcanza su estado
de equilibrio y es perturbado por algin agente externo, durante un tiempo finito, el
comportamiento cambia transitoriamente, pero el estado anterior se restablece. De esta
manera se puede concluir qgue una fuerza externa no altera la existencia de la funcién
de distribucion f (¢, x, v).

La existencia y unicidad de la solucion fue probada cuando la fuerza externa es
constante, mientras que para el caso de fuerza externa variable se alcanzé a probar la

mera existencia. Para abordar la unicidad se debe recurrir a otras técnicas.

El caso de las colisiones elasticas es ideal y sirve como punto de partida para
analizar choques reales. Lo que sigue es abordar el caso de colisiones inelasticas, con
un coeficiente de restitucion. Otros modelos se siguen investigando entre los que se

cuentan el caso relativista, y la ecuacion de Vlasov en fisica del plasma.
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El uso de la teoria de punto fijo a la resolucion de ecuaciones diferenciales e
integrales no lineales y depende de una plausible eleccion de los teoremas en cuestion

y de la forma en que se eligen los operadores al momento de ser sumados.

De un operador contractivo se garantiza existencia y unicidad de solucién; de la suma
de dos operadores contractivos no puede concluirse nada; y de un operador contractivo

con otro compacto se asegura existencia solamente. El camino sigue abierto.
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