SOLUCIONES RADIALMENTE SIMETRIQAS DE UN PROBLEMA
ELIPTICO NO LINEAL CON CONDICION DE FRONTERA DE
NEUMANN EN UNA DIMENSION.

ALFREDO YERMAN CORTES VERBEL

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
PROGRAMA DE MATEMATICAS
CARTAGENA DE INDIAS, COLOMBIA
2018



SOLUCIONES RADIALMENTE SIMETRICAS DE UN PROBLEMA
ELIPTICO NO LINEAL CON CONDICION DE FRONTERA DE
NEUMANN EN UNA DIMENSION.

ALFREDO YERMAN CORTES VERBEL

TRABAJO PRESENTADO COMO REQUISITO PARA OBTENER EL
TITULO DE MAGISTER EN MATEMATICAS

PhD. RUBEN DARIO ORTIZ ORTIZ
DIRECTOR

PhD. ANA MAGNOLIA MARIN RAMIREZ
CODIRECTORA

UNIVERSIDAD DE CARTAGENA
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES
PROGRAMA DE MATEMATICAS
CARTAGENA DE INDIAS, COLOMBIA
2018



UNIVERSIDAD DE CARTAGEMA LR FO-GR

RECURSOS PARA EL APRENDIZAJE Y LA INVESTIGACION | veERSIN: 00

CESIIN DE DERECHOS DE AUTOR PAdINA: 1

FECILA
DD | MM | AAAA |
22 10 | 2018

1. Presentacsin del trahajo (irabajo de grado, invesbpgacitn o fess).

Documento de
| Codigo [elentidad Apellidos MNamibres Carren electrimon
Tiper | mimers
1711110002 | T IZ1 1580 | Cariés Werbel Alfrede Yerman | alfredoyermeaniigmail ciom
Programa Muaestria en Maleméticas
Facultad Clencias Exactas y Natularales

Tituks al que Mapister en Matemdticas

ipta

Asesor PhI} Rubén Dario Orize Orte

Titule de ka obra: SOLUCIONES RADIALMENTE SIMETRICAS DE UN PROBLEMA ELIPTICO NO LINEAL CON |
CONDICION DE FRONTERA DE NEUMANN EN UNA DIMENSION.

Palabras claves {materias]:
Principio del mdnimo, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Interpolacian de VanderMonde, radialmente simétrica

2. Autorimcion de publicacian de versiia electromica del trabajo (trabajo de grada, investigscion o fesis).

Lon caix szxianacicn lepo iz &l Febaye de prado (e panion © loas) ¥ de 528 aocam (8 cemice), de Sera graiois on forra thipisl o cecndoice (CI-HEE
LI%1]} y doy picr srsionm v 0 b Licrwernded de Carfaproa e oo defreda, pors gue o= boa icrmiees ostsbloodon o= ln ley 354 196D, ln Loy 25 de 1993, lowes

 Jan g aleng b vigente petio. hap Lo pablcsosdn e Bare, Oom Tawed odecati v, Boah slonamoadil, ¢8 sllide sobee 1 obed on Raras o doqe masnal, dipal,
ehEirdo o vl pars e on red, ineerees. Dnerene W onecs Rgdual o gaEkpaier Soweie Como Sk O pa QOaRer

EL AUTUIK, cxpreaa gee el nbaje de greda (mreehipsatn o o) objoio de la presseix ssicnesaon, o anpr=s. v b clebaes an smbmanie = wiplesizr ks dorechos 8
wincer e veroeres, Jde ml Beraa e el Tealao o3 00 s encl e aaoria v eens (8 nraleraded sobre 2gE B0 cab de a0 oo por mans 8 an weeno referene 2 ks
derechos de e wibie o wabajo de grado en cedtidn EL ALTTOR, ddariih Lo reapodrsba klad rodal, v sabind en Sedeos & os d stecho s sl saorasdos pats o s ke
clecira, Is Lizivermsas dz Larizgena arits commo un oo de bwema e

Tk pev s e ool v 4ea 18 bebd b & 68 e S eowd oo posdnd oo aparss del wean chinda dermre @ Teemed, esdeciv o vvaly el wabaje, saor v ko

Esia suforoscss = aoplica rereezcar o 2 lesias e oo de pasdar ichal o poromimeeic la.obn. La suioroscaes dobe osiar respalZasa par b Sroms de xdas e
wvoes del rabap e prado

51 meiarm




UNIVERSIDAD DE CARTAGENA

CODKG: FO-QR-I 1

RECURSOS PARA EL APRENDIZAJE ¥ LA INVESTIGACION

CESION DE DERECHOS DE AUTOR

VERSHIN: 00

4. Firma
Firma Autor 1 Forma Autar 2
Firma Autor 3 Ferma Aubar 4




Dedicado a:
Isaac, el campeon de Papd,
Diana, la nina de mis suenos.



Indice general

Agradecimientos
Resumen

Introduccién

1. Conceptos Preliminares
1.1. Comnsideraciones Generales . . . . . . . . . . . .
1.2. Principio del Maximo . . . . . . . . . . . ... ...

2. Soluciones Simétricas para una Ecuacion Eliptica No Lineal con Con-

diciones de Frontera de Neumann.

3. Desarrollo Numeérico

3.1. Expansién en Series de Taylor . . . . . . .. ... ... L.
3.1.1. Aproximaciéon de la Primera Derivada . . . . . . .. .. .. ...
3.1.1.1. Diferencias Progresivas . . . . . . .. .. ... ... ..

3.2. Interpolacion de VanderMonde . . . . . . . . .. .. ... L.

3.3. Calculos Numéricos
3.4. Algunos resultados

4. Conclusiones
A. Anexos

Bibliografia

IT

111

IV

12
12
12
12
16
17
18

20

21

23



Agradecimientos

A Dios; toda sabiduria provine de El
A mi familia; apoyo y motivo para este trabajo,
A Francisco Javier Cabeza Paz (Q.E.P.D), quien fue mi profesor de matematicas durante

la secundaria.
A mis profesores tutores durante la maestria: Rubén Darfo Ortiz y Ana Magnolia Marin;
por su paciencia, consideracion y apoyo.

I1I



Resumen

En este trabajo se estudiara la soluciéon de una ecuacion diferencial eliptica no lineal
con problema de frontera de Neumann, para un operador eliptico

L(u) = a(z)u" () + b(z)u' (z) + c(x)u(z). (1)

en el intervalo (—1,1). Es decir, a partir de lo expuesto en [2] sobre las soluciones
simétricas del problema eliptico con condicién de Neumann

aAu+qui:f(u) en B. (2)
i=1
ou
i g(u) sobre 0B. (3)

donde B es una bola cerrada, se aplicard la técnica usada por Marin A.M. y Ortiz. R.D.
a problemas elipticos no lineales sobre el operador definido en la ecuacién (1). Se veran
las condiciones de las soluciones del problema eliptico con condicién de Neumann (5) y
(6), suponiendo a(z), c(x) funciones acotadas y simétricas respecto al origen definidas
de [-1,1] a R, y ¢(z) < 0 para todo punto del intervalo [—1,1], b(x) acotada y par y
f(z) estrictamente creciente.
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Introduccion

Un interesante problema en la geometria diferencial y las ecuaciones diferenciales elipti-
cas es el estudio del comportamiento de las soluciones de

Au = f(u) en B.

ou
pr i g(u) sobre 0B.

Donde B es una bola unitaria en R", es la derivada normal exterior de 9B ,y f, g
son funciones definidas en R . Para n > 3 el problema anterior aparece en el estudio
de deformaciones conformes de la métrica estdndar sobre la bola unitaria B que tiene
curvatura escalar en B y curvatura media sobre 0B preescritas. El profesor José Escobar
estudié completamente tales métricas; ademas probd que las soluciones son simétricas
con respecto a algtin punto (Escobar, 1990). Ahora el Principio del Maximo nos permite
obtener la unicidad de la solucién de ciertos problemas con condiciones de frontera de
tipo Dirichlet y Neumann. Esta y otras razones hacen muy interesante el estudio del
Principio del Maximo de diferentes formas, sus generalizaciones y el lema de Hopf. Este
principio junto con el de reflexion de Alexandrov, se han usado muchas veces para probar
simetrias con respecto a un punto o un plano y para determinar el comportamiento
simétrico - asintético de soluciones de algunos problemas elipticos. La primera persona
en documentar esta técnica fue J. Serrin, (1971) quien probé que “Si u es una solucién
positiva del problema

Au=—1en

con

u =0, % = Constante sobre 052,
v

entonces €2 es una bola y u es radialmente simétrica con respecto al centro de ). Luego
prueba que: Si Q esta en una bola, f € C*(R) y u es una solucién positiva de el problema

Au+ f(u) =0en Q, (4)
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el cual se anula en la frontera, entonces u es radialmente simétrica con respecto al
centro de la bola; finalmente usando el método de reflexion de Alexandrov y una versién
del Principio del Méximo para dominios delgados, Beresticky y Nirenberg hacen una
generalizacion.

Por otra parte, el principio del méaximo es una herramienta 1til para el estudio de las
ecuaciones diferenciales debido a que permite obtener informacion de la solucién de una
ecuacién diferencial sin conocerla explicitamente; este nos permite obtener cotas o apro-
ximaciones de soluciones (Cerén Gémez, 2008). Asi mismo aparece en un sinntimero de
aplicaciones a las ecuaciones diferenciales. Este principio no es mas que la generaliza-
cién del siguiente hecho elemental del calculo: Dada cualquier funcién f la cual satisface
la desigualdad f” > 0 sobre un intervalo (a,b), esta alcanza su valor maximo en los
extremos del intervalo, o de forma mas general diremos que una funcién f satisface
el principio del maximo si ésta satisface una desigualdad diferencial en un dominio D
y alcanza su maximo en la frontera de D. Presentaremos la definicion basica de este
principio y su aplicabilidad a las ecuaciones diferenciales elipticas.

Para conseguir el objetivo expuesto, en primer lugar consideraremos algunos prelimina-
res tales como el Principio del Maximo y el Minimo en una dimensién para la funcion
u(z) que satisface las desigualdades diferenciales a(x)u”(z) 4+ b(x)u'(z) + c(z)u(z) < 0
y a(z)u”(x) + b(x)u'(z) + e(x)u(x) > 0 en el intervalo [—1,1]; el problema (2) serd
reducido a una dimensién y se aplicard al operador L(u) definido en (1). Es decir se
demostrara el principio del méximo y del minimo para el operador L(u) definido en
(2) para después aplicarlo en la demostracién de la simetria de u(x) en los problemas
de ecuaciones diferenciales elipticas de la forma L(u) = f(u) y L(u) = uf(u) con con-
dicién de frontera de Neumann; luego se verificard que la funcién u(z) es constante si
alcanza un maximo no negativo en un punto interior del intervalo (—1,1) y satisface
a(z)u”(x) + b(x)u' (z) + c(x)u(zr) > 0 en (—1,1) con ¢(z) < 0y ay ¢ acotadas. Final-
mente se resolverd de forma numérica el problema expuesto en las ecuaciones (5) y (6)
y se verificard las condiciones de la solucién u(z); es decir, se aplicarén las diferencias
finitas centrales al problema definido en (5) y se utilizara la interpolacién de Vander-
monde para hallar el polinomio interpolador que aproxima la soluciéon del problema, en
los casos posible se contrastara la solucion numérica con la solucién analitica.

{a(m)u"(m) () (&) + e(a)ule) = f(u).

W (1) = —u/(~1). ©)

(6)

{a(m)u”(aﬁ) + b(x)u (z) + c(x)u(z) = uf(u).
o (1) = —u/(—1).

El contenido del trabajo es como se describe a continuacién. El capitulo 1 presentamos
los conceptos preliminares que guardan relacion con los célculos y conceptos utilizados
a lo largo del trabajo, en primer lugar definimos el principio del maximo y algunos
teoremas relevantes. En el capitulo 2 se estudiarédn las soluciones simétricas para una
ecuacion eliptica no lineal con condiciones de frontera de Newmann; luego en el capitu-
lo 3 se daran aproximaciones numéricas al problema dado en las ecuaciones 5 y 6.

VI



Finalmente el capitulo 4 correponde a las conclusiones alrededor del cumplimiento del
objetivo trazado.

VII



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Consideraciones Generales

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) involucran derivadas de una o mas
variables dependientes con respecto a una sola variable independiente y tienen algunas
aplicaciones en el campo cientifico. Con el uso de las EDO para resolver problemas
aplicados es simplificado mucho el modelo de la realidad fisica que conduce a tales
problemas. Todo ello se debe a que en muchas férmulas matematicas aparece una sola
variable independiente sobre la que dependen todas las otras variables pertinentes. Las
EDO son ttiles aunque limitan la clase de problemas que podamos investigar, ya que
en algunos casos se necesitan varias variables independientes. Modelar un problema de
la vida real desde el punto de vista matematico en el que se haga intervenir dos o mas
variables independientes conduce a las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales
(EDP). Estas las podriamos clasificar en tres grandes grupos

s Fcuaciones de tipo Hiperbolico: Problemas que refieren fenémenos oscilatorios:
vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones electromagnéticas.

= Fcuaciones de tipo Parabolico: Problemas que se presentan al estudiar los procesos
de conductibilidad térmica y difusién.

= Fcuaciones de tipo Eliptico: Problemas que aparecen al estudiar procesos estacio-
narios, o sea que no cambian con el tiempo.

Definicién 1.1.1 (Ecuacién diferencial en derivadas parciales (EDP)). Se llama
ecuacion diferencial en derivadas parciales (EDP) a la ecuacion de la forma:

ou Ou 9"
F e Uy = —— - b
(551,3327 » Uy Ox1 Oxy’ 8k1x1ak2$2---ak”xn) . o

que permite relacionar las variables independientes x; Vi = 1,,2,..n , la funcion que
se busca y sus derivadas parciales. Se cumple que: k;,Vi = 1,2,...,n son enteros no
negativos tales que:




ki +ky+ ...+ k, =m. (1.2)

Definicién 1.1.2 (Orden de una EDP). Llamamos al valor m dado por la ecuacion
(1.2) orden de una EDP. Este es el orden superior de las derivadas parciales que figuran
en la ecuacion (1.1).

Definicién 1.1.3 (Solucién de EDP). Para la ecuacion definida en (1.1) de orden
m dado por (1.2) se llama solucion de dicha EDP en cierta region D de variacion de
las x;,¥i = 1,2,...n, a una funcion cualquiera u = u(xy, T, ..., x,) € C™(D) tal que al
sustituir w, y sus derivadas en (1.1) la ultima se convierte en la identidad respecto a
x1,Vi=1,2,....n en la region D.

Definicién 1.1.4 (EDP Lineal). La ecuacion en derivadas parciales se llama lineal,
si ésta es lineal respecto a la funcion buscada y todas sus derivadas que forman parte
de la ecuacion. En caso contrario se llama no lineal.

Definicién 1.1.5. La EDP de sequndo orden para la funcion de dos variables inde-
pendientes x e y en el caso general tiene la forma

Pu(z,y)
ox?

Pu(z,y)

+ale ) P00 ) Y o utay) = fay) (09
x oy

Siendo A(z,y), B(z,y),C(z,y),a(x,y),b(z,y), c(z,y) funciones de las variables x ey
en una region D C R?, y la funcién incégnita u = u(z,y). Si f(z,y) =0 en D C R?,
la ecuacion (1.3) se llama homogénea (EDPH). Si designamos el primer miembro de
(1.3) por L(u) tenemos: Liu] = f(x,y) y su correspondiente homogénea Llu] = 0. El
operador L es el operador diferencial definido en todo caso en el espacio lineal C*(D).

O*u(z,y)

Az, y) D52

Definicién 1.1.6. Sea la EDP de sequndo orden dada en (1.3) en una cierta region,
se dice:

a) Hiperbdlica en Q, si A = B> — AC > 0 en (.
b) Parabdlica en 2, si A = B> — AC' =0 en Q.
c¢) Eliptica en Q, si A = B> — AC <0 en .

Los procesos a ciclo fijo, cuando la funciéon buscada no depende del tiempo, se deter-
minan por las ecuaciones de tipo eliptico.

Para describir completamente uno u otro proceso fisico es insuficiente sélo la ecuacién
diferencial del proceso, hace falta plantear el estado inicial de este proceso (Condiciones
iniciales) y el régimen en la frontera S de aquella regién 2 C R™, en la cual tiene lugar
el proceso (Condiciones de frontera). Esto se debe a la no unicidad de la solucién de
las ecuaciones diferenciales . Se distinguen tres tipos principales de problemas para las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:
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= El problema de Cauchy para las ecuaciones de tipo hiperbdlico y parabdlico: se
plantean las condiciones iniciales, la region ) coincide con todo el espacio R™, las
condiciones de frontera se omiten.

= El problema de contorno para las ecuaciones de tipo eliptico: se plantean las
condiciones de la frontera S de la regién €2, las condiciones iniciales se omiten.

= El problema mixto para las ecuaciones de tipo hiperbdlico y parabdlico: se plan-
tean las condiciones iniciales y las de frontera, 2 # R™.

Las condiciones de frontera determinan la interacciéon del objeto con el medio que lo
rodea, luego solo tienen sentido cuando el objeto estudiado tiene frontera. Se consideran
los tres tipos de condiciones de frontera.

» Dirichlet: Consisten en fijar el valor de la funcién u en los puntos de la frontera,u(z, y) =

fl(P)7P€S

= Neumann: Consisten en fijar el valor de la derivada en la direccién normal exterior

% en los puntos de la frontera, % = fo(P), P € S En el caso de una
s
dimensién g“ = u, en el extremo derecho y g—"; = —u, en el extremo izquierdo.

= Mixtas: Consisten en considerar una condiciéon de tipo Dirichlet en un extremo y
una condicién de tipo Neumann en el otro, 24 ” + hu(z, y) = f3(P), P €S,

Donde f1, fo, f3 y h son funciones dadas.

Definicién 1.1.7 (Funcién Radial). Una funcion ® : R* — R es llamada radial si
existe una funcion univariada ¢ : [0,00) — R tal que

O(z) = o(r).
Donde r = ||z||, y || % || es alguna norma sobre R®, usualmente la norma euclidiana.

Definicién 1.1.8 (Funcién Radialmente Simétrica). Dada una funcion radial @ y
un par de puntos x1,xs € R%, si ||x1|| = ||x2|| implica que ®(x1) = P(z2), entonces P es
radialmente simétrica respecto de su centro; el valor de la funcion radial es constante
para puntos a la misma distancia del origen o del centro fijo elegido.

1.2. Principio del Maximo
Sea u € C*((—1,1)) U C%[—1,1]) una solucién de

L(u) = a(z)u" (z) + b(z)u'(x) + c(z)u(z) = f(u(z)),

sobre (—1,1) con /(1) = —u/(—1); donde a(z) : [-1,1] = Ry b(z) : [-1,1] — R son
funciones acotadas y simétricas con respecto al origen tal que a(x) > 0y c( ) < 0 para

todo z € [—1,1], y ademés
Lu(xz) > 0,Vz € [-1,1], (1.4)

3



u no puede alcanzar su valor maximo en un punto interior al intervalo [—1,1]; esto es,
si la anterior expresién (1.4) se verifica, entonces la funcién u alcanza su méximo en los
extremos del intervalo, pues si suponemos que la funcién v alcanza su valor maximo en
d € (—1,1), entonces tenemos por la anulacidn de la derivada en un extremo interior!
que u'(d) = 0 y ademéds por el criterio de la derivada sequnda para extremos en un
punto critico* queda que u”(d) < 0; pero no cumplird la desigualdad en (1.4) dado que
u(d) > 0. Teniendo presente lo anterior, y a partir de la expuesto por Marin A.M. en
[11] tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Supdngase que u(z) es una funcion no constante que satisface la
desiqualdad diferencial

L(u) = a(x)u”"(z) + b(x)u'(x) + c(z)u(x) > 0,

en (—1,1) y tiene derivada laterales en —1 y 1. Supongamos a(z),c(x) son acotadas en
cada subintervalo cerrado de (—1,1) con a(z) > 0 y c¢(x) < 0 para todo x € [—1,1],

a) Si el mdzrimo de u se alcanza en un punto x = —1 y b(z) esta acotada a la
izquierda de x = —1 entonces u'(—1) < 0.

b) Si el mdzimo de u se alcanza en un punto x =1 y b(z) esta acotada a la derecha
de x =1 entonces u/'(1) > 0.

Corolario 1.2.2. Supdngase que u satisface la desigualdad
L(u) = a(z)u”"(z) + b(z)u' (z) + c(x)u(x) > 0.

Para —1 <z <1 donde b(x) es una funcion acotada, u alcanza un mdzimo no negativo
M en un punto interior de (—1,1), con c¢(x) < 0, entonces u es constante, es decir
u=>M.

Demostracion. Razonemos por contradicion; supongamos que u es una funcién que no
es constante y que toma su méximo M en un punto ¢ € (—1, 1), entonces tenemos que
u'(¢) = 0; aplicando la primera parte del teorema (1.2.1) al intervalo (¢, 1), entonces
u'(¢) < 0. De forma andloga aplicando la segunda parte del teorema (1.2.1) al intervalo
(—1, ¢) obtenemos que u'(¢) > 0. Una contradiccion, por lo tanto la funciéon v no puede
alcanzar su maximo en un punto interior al intervalo (a, b) O

Corolario 1.2.3. Supongase que u satisface la desigualdad
L(u) = a(z)u"(z) + b(x)u' (z) + c(z)u(x) <O0.

Para —1 < x < 1 donde b(x) es una funcion acotada, u alcanza un minino m en un
punto interior de (—1,1), con c(x) <0, entonces u es constante, es decir u = m.

L Apostol, T. M. (1998). Célculo Diferencial. En T. M. Apostol, Calculus. Célculo con funciones de
una variable, con una introduccién al dlgebra lineal (2* Edicién ed., pag. 223). Santa Fe de Bogotd
D.C., Cundinamarca, Colombia: Editorial Reverté Colombia S.A.

2Idem, p4g:230



L(g) = a(z)g"(x) +b(x)g () + c(x)g(x
)

Por ser L(u) < 0. Ahora, si el minino m de u se alcanza en ¢ € (—1,1) entonces
m < u(x),Vx € (=1,1) es decir M = —m > —u(z),Vz € (—1,1); de aqui que M sea el
méximo de la funcién g = —u en el interior del intervalo (—1,1); por el teorema (1.2.2)
g es constante, esto es ¢ = —u es constante, de donde u es constante. O]



Capitulo 2

Soluciones Simétricas para una
Ecuacién Eliptica No Lineal con
Condiciones de Frontera de
Neumann.

En el siguiente apartado se estudiara las soluciones simétricas para una ecuacion elipti-
ca no lineal con condiciones de frontera de Newmann. Un interesante problema desde
el punto de vista geométrico y las ecuaciones diferenciales elipticas es el estudio del
comportamiento de las soluciones sin poseer la solucién de forma explicita. Por ejemplo
Al Mahameed presenta el principio maximo para algunas ecuaciones elipticas semilinea-
les sujetas a condiciones de frontera mixtas (M.M. Al-Mahameed 2007); Marin A.M. y
Ortiz. R.D estudian las soluciones simétricas para un problema eliptico semilineal con
condicién limite de Neumann para los operadores elipticos mas generales que el Lapla-
ciano en la bola unitaria en el espacio euclidiano n—dimensional con n > 3 (Marin A.M.
y Ortiz. R.D 2013). Por otro lado 2.1 puede ser expresado como un problema no ho-
mogéneos de valor de frontera usando el operador de Sturm-Liouville. Boyce & DiPrima,
(1992) en [12] dan una demostracion de la existencia y unicidad de las soluciones.

Teorema 2.0.1. Sea u € C?*((—1,1)) U C°([—1,1]) una solucidn no negativa del
problema eliptico no lineal con condicion de frontera de Neumann

{a(m)u"(w) + () () + e(w)u(z) = f(u(z). o)
W (1) = —u/(—1).

Donde a,c: [—1,1] — R son funciones acotadas y simétricas con respecto al origen tal
que a(x) > 0 y c(z) < 0 para todo x en el intervalo [—1,1]. La funcién b : [-1,1] —
R es acotada e impar. Supongamos que f es estrictamente creciente, entonces u es
radialmente simétrica con respecto al origen.

Demostracion. Sea v(x) = u(—x),V € [—1,1], —z denota la reflexién de x con respecto
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al eje z = (. entonces

Vz) = —u(—x).
V() = u(—x).
Como a(z) = a(—x), ¢(x) = ¢(—x) por ser simétricas respecto al origen y b(—z) = —b(x)

por ser b impar; entonces tenemos que:

L(v) a(z)v"(z) + b(z)v' (z) + c(z)v(z).
a(—z)u"(—x) + b(—x)u'(—x) + c(—x)u(—x).
f(u(=xz)).

f(v(x)).
Sobre (—1,1) y v/(1) = —u/(=1) = 4/(1) = —v'(—1). Sea w definida por

w(z) = u(x) —v(z).

Para todo x en [—1, 1], en consecuencia w satisface

1],
a(z)w”(x) + b(x)w'(x) + c(r)w(z).

L(w) = a(z)
= a(z) [u"(z) =" (@)] + b(z) [u'(z) — V' (2)] + c(2) [u(z) — v(2)].
= a(x)u"(x) + b(2)u' (z) + c(x)u(z) — [a(z)v"(x) + b(z)v(x) + c(z)v(z)].
= L(u) = L(v).
= f(u) = f(v),
sobre (-1,1). Ademés

i 23
=0,
también tenemos que
w'(=1) =u'(=1) = v'(=1)
= —u/(1) — (—u/(1))
= —u'(1) +u'(1). (23)
= 0.
y
w(0) = u(0) — v(0).
= u(0) — v(-0).
= u(0) — u(0). (2.4)
= 0.

Como w es continua en [—1, 1] por ser u continua en [—1, 1] entonces por el teorema de
Weierstrass, existen puntos x,, y xj en [—1, 1] tal que:
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i) = mipgry wlow) =magp

Zm ¥ @pr no pueden pertenecer a {—1,1}. En efecto, si x); € {—1, 1}, entonces satisface
w(zy) > w(x), Ve € (—1,1). Por el principio de maximo (teorema 1.2.1)

w'(zy) =w'(—1) <0y w'(ry)=uw'(l)>0.

Lo cual es una contradiccién con lo expuesto en (2.2), (2.3) y (2.4). De forma anéloga,
si x, € {—1,1} y satisface w(z,,) < w(z),Vz € (—1,1). Entonces,

w(r,) < w(x)
—w(—zy,) < —w(—x)
w(—z,) > w(—z),

)

para todo x € (—1,1); es decir w(—z,,
teorema (1.2.1)

w'(—zy) = —w'(x,) <O0.
= —w'(-1)<0.
= w'(-1) >0,

w'(—z,) = —uw'(z,)<O0.
= —w'(1) <O0.
w'(1) > 0.

Lo cual contradice nuevamente (2.2), (2.3) y (2.4)
Si zpy € (—1,1) entonces
w(xpr) >0, (2.5)

va que w(0) =0 y ademds w'(zy) =0y w”(xp) < 0. Por lo tanto

fu(zn)) = fo(en)) = alza)w”(zar) + b(za)w (wa) + c(zar)w(zar).
a(zy)w” (zar) + c(ap)w(zy) < 0.

de aqui
flulzar)) < f (v(zar))-
Como f es estrictamente creciente, u(zy) < v(zps) es decir
w(zy) =u(ry) —v(xy) <0, (2.6)
entonces por (2.5) y (2.6) nos queda que w(zy,) = 0. Por lo tanto
w(x) <0 para xz € [—1,1]. (2.7)
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Ahora, de igual forma si z,, € (—1,1) entonces

w(x,) <0, (2.8)
Zm) > 0. Por lo tanto

va que w(0) = 0 y ademds w'(z,,) =0y w"(

f(u(m)) = f (Wem)) = alzm)w” (Tm) = b(@r)w' (@m) + o(@m)w(zm).
= a(zp)w’(zn) + a(zn)w(@m) > 0.

F @) > f (o).
Como f es estrictamente creciente u(x,,) > v(z,,) es decir
w(xm) = w(@m,) —v(zy) >0, (2.9)
entonces por (2.8) y (2.9) nos queda que w(x,,) = 0 para = € [—1, 1]. Por lo tanto,
w(z) >0, Yz € [1,1] (2.10)
Finalmente, por (2.7) y (2.5) nos queda que w(z) = 0 par todo = € [—1, 1], esto es

u(z) = wv(z).

u(z) = u(—x).

Es decir u es simétrica respecto al origen.
[

Teorema 2.0.2. Sea u € C*((—1,1)) N C°([—1,1]) una solucién positiva en [—1,1]
del problema

{CL(I)U”(J?) + b(x)u (z) + e(x)u(z) = fu(z))u(z).
w'(1) = —u/(—1).

Si f € C(R) es estrictamente creciente entonces u es radialmente simétrica con respecto
al origen.

Demostracion. Sea v(x) = u(—x) definida como antes, y definamos la funcién

w(x) = ——=,z € [—1,1],

entonces
vy o wiE)  u(z)'(x)
w'(z) = o(2) o2(2) (2.11)
peoy o W@ 2(@)(z)  w(@)"(z) | 2u(@)[v(2)]?
wiz) = v(x) v2(x) v2(z) * v3(x)



Ahora

L(w) = a(x)w” (x) + b(z)w' (z) + c(z)w(z)

2a(x)u(x)[v'(x)]*

a(x)zu(z)v”(z)

2a(z)u' (z)v'(x)

a(zx)u”(z)

es decir

|~

~—

~— —

—~

~—

—~

~—

Por otro lado de (2.11) obtenemos que

(2.12)

(2.13)

AN — N — ~—
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de (2.12) y (2.13) nos queda que
w (Du*(—1) = w'(—1)u?(1), (2.14)

como u es continua en [—1, 1] entonces por el Teorema de Weierstras existen x,, y x
en [—1,1] tal que

o) =g ¥ W) = meg e
Afirmamos que 1 # x,, # =1y 1 # xy # —1, en efecto; si xy € {—1,1} y satis-
face w(zy) > w(z) para todo x € (—1,1) entonces por el teorema (1.2.1), w'(zy) =
w'(—=1) <0y w'(xpy)=w'(1) > 0; lo cual contradice (2.14).
Tenemos que

o = u(—x) _ u(—x)
w(-2) v(—1) u(x)
o _ u(—,,) . u(—y,)
) = ) T )
y por tanto
wlr) — u(x) _ u(z) 1 1
() v(z)  u(—zx) “15(_;‘)3) w(—x)
wizy) = u(zm,) _ w(Tm) _ 11 -
" V(Tm)  u(—xm) “L(L&fnws) w(—2y,)

Si suponemos ahora que z,, € {—1, 1} y satisface w(x,,) < w(z) para todo x € (—1,1)
nos queda que

Para todo z € (—1,1). Es decir w(—=x,,) es el valor maximo de w en (—1,1); por el
teorema (1.2.1), w'(—z,,) = w'(1) < 0y w'(—2,) = w'(—1) > 0; lo cual nuevamente
contradice (2.14). Sea z,,,zp € (—1,1), entonces 0 = u'(x,,) = u'(xy) = V' (z,) =

V(zp); y w(zy) =0 = w'(x,); como w es positiva nos queda que w(z) = Zg; =1

en (—1,1); es decir u(z) = v(z) para todo = € [—1, 1], en conclusién u es radialemente
simétrica con respecto al origen. [
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Capitulo 3

Desarrollo Numeérico

3.1. Expansién en Series de Taylor

Sea f(x) una funcién definida en (a,b) que tiene hasta la k— ésima derivada, entonces
la expansién de f(x) usando series de Taylor alrededor del punto z; contenido en el
intervalo (a,b) serd

x —x; df (x —2;)* d*f NN (x —x)* df
1 dz|, 20 da? | k' dak ),

K3

flx) = f(z:) + (3.1)

donde e =z, +0(z—2;) y0 <0 <1

3.1.1. Aproximacion de la Primera Derivada

Existen distintas formas de generar la aproximacién a la primera derivada, nos interesa
una que nos de la mejor precision posible con el menor esfuerzo computacional.

3.1.1.1. Diferencias Progresivas

Considerando la ecuacién (3.1) con k =2y « = z; + Az, tenemos

flz; + Ax) = f(z;) + Ax %

Ax? d*f
artd’f 2
o de| (3:2)

T €p

de esta ecuacion obtenemos la siguiente expresion para la aproximacion de la primera
derivada

af | flei+Az) — f(z)  Aw d*f

, (3.3)

dz . N Az 21 dx?

€p

en este caso la aproximaciéon de f’(z) mediante diferencias progresivas es de primer
orden, es decir O(Ax). Siendo O,(Ax), el error local de truncamiento, definido como

12



Az d*f

Es comun escribir la expresion anterior como

df | flzi+ Ax) — f(x;)
e . = Ay — O,(Ax), (3.5)

/ f +1 f 7
para simplificar la notacién.
De forma andloga se construyen aproximaciones en diferencias finitas de orden mayor,
desarrollaremos la forma de calcular la derivada de orden dos en diferencias centradas.

Partiendo del desarrollo de Taylor

Ax? Ax3 Ax?t
[z + Ax) = f(2;) + Az f'(z;) + N () + Tf’”(%? + Tf(@(fp), (3.7)
y
Ax? Ar? Ax?
flas = Ax) = f(w5) = Daf'(@) + S (0) = 50" @) + =D E),  (38)

eliminando las primeras derivadas, sumando las ecuaciones anteriores y despejando se
encuentra que

fla; — Az) — 2f(z;) + f(a; + Ax)  Ax? @
(i) = - o), 3.9
e e () (39)
asi, la aproximacion a la segunda derivada usando diferencias centradas con un error

de truncamiento O.(Ax?) es

Es comin escribir la expresion anterior como

fic1 = 2fi + fin
Ax? ’

F(x) = (3.11)

para simplificar la notacién.
A partir de las ecuaciones (3.6) y (3.11) podemos expresar las diferencias finitas por

du () L Ui — Uiy
dr |, n 2A
d*u () Uip1 — 2u; + Ui q
dz? | A2

13



remplazando en la primera ecuacién de (5) obtenemos

Ui — 2U; + Uiy Uiyl — U1
2a(x;) — b)) Al wiy + [28%(x;) — da(z)] wi + [2a(z;) + b(z:) Al wipn = 24% f(uy)
Sea
Ay = 2a(x;) —b(z) A
Agi = QAQC (ZL‘Z) —4a (l’z)
Entonces la anterior ecuacién se convierte en:
Avii—g + Agiu; + Agiui = 2A2f (u;) (3.12)

Para distintos valores de ¢ = 1,2, 3, ...,n donde n es el nimero de particiones del inter-

valo (—1,1) tenemos que:

— 1, AHUO + A21U1 + A31U2 = 2A2f (ul)
— 2, A12U1 —+ A22u2 + A32U3 = 2A2f (UQ)
7 = 3, A13u2 + A23U3 + A33U4 = 2A2f (U3)
7, = 4, A14U3 + A24U4 + A34U5 = 2A2f (U4)
1 = n—1, Al(nfl)unfg + Ag(n,l)un,l + Ag(n,l)un = 2A2f (un,l)
i = n, Atntn—1) + Aoty + Agpti(ni) = 2A%f (uy)

(3.13)

En la primera ecuaciéon para ¢ = 1 desconocemos el valor de ug pero conocemos el de

su primera derivada. Sabemos que:

U1 — U . 1
oan - Y=Y
u_1 = u — 20U (—1)

Anadiendo una nueva ecuacién. Para i = 0 en la ecuacién (3.12) nos queda
Aoty + Agoug + Asour = 287 f (ug)

Sustituyendo la ecuacién (3.14) en la ecuacién (3.15) obtenemos

AlO [Ul — QAU,/(—]_)] -+ Az()U,() + A30u1 =
Agoug + (Aro + Azp)ur =

2A2f(U,Q)
2A2f(U0> + QAU/(—l)Alo

14
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De forma analoga para ¢ = n

Up4+1 — Up—1 /
et
2A
Ups1l = Up_1+ 2A0'(1) (3.17)

Remplazando la ecuacién (3.17) en la ultima de las ecuaciones de (3.13)

Alnu(n—l) + AQnun + A3nu(n+1) = 2A2f (un)
A1) + Aoy + Asp, [un—1 + 2Au'(1)] = 2A f (uy,)
(A + Agn) w1y + Ao, = 20°f (u,) — 2A0/ (1) A3, (3.18)
Ahora de las ecuaciones (3.13),(3.16) y (3.18) nos queda el siguiente sistema de ecua-

ciones no lineales

AQ()UO + [Al() + Ago] U = 2A2f<U0) + QAUI(—l)AIO
AHUO -+ A21U1 + A31u2 = 2A2f(u1)
A12u1 + AQQUQ + A32U3 = 2A2f(U2)

[Aln =+ Agn] U(n_l) + Agnun = 2A2f (un) — 2Au’(1)A3n

Si denotamos por

[Agy [A1o + Asg) 0 0 0
A Az A1 0 0
4 0 Aqo Ay Asy 0
=10 0 A1z Ags 0
| 0 0 0 o [Aiw + Asy] Ao

y por ®(u) : R*™ — R"! tal que




Reducimos el problema de condiciones de frontera Neumann (5) a un sistema de ecua-
ciones no lineales:

Au = 2A*®(u) (3.19)

con u = (ug, Uy, U, ..., U, )". En general,un problema de frontera no lineal puede expre-
sarse de la siguiente manera

{g(:v,u,u’,u”) = 0
u'(1) = —u/(-1)

Mediante un proceso de discretizacion analogo a lo anteriormente expuesto, es posible
obtener un sistema de ecuaciones no lineales cuya solucion es también la del problema
de frontera.

Por otro lado vemos que las ecuaciones de (3.19) se pueden expresar como

Agoug + [Aro + Aso) ug — QAQf(Uo) —2Au'(-1)A; =
Anug + Asrug + Azrug — 2A2f(u1) =
Arouy + Aggug + Asjug — 2A2f(u2) =0

[Ary + Asp] ugn—1) + Aspti, — A% f (up) + 2Au (1) As, = 0
Si hacemos u = (ug, u1, ug, .., u,) y F (u) = (fo, f1, fo, -, fn) con

fo = Asguo + [Aro + Aso] ug — 2A% f(ug) — 2Au' (—1) Ao
fi = Anug+ Asyug + Agrus — 2A2f(ul)
fo = Apus + Aspus + Asous — 2A2f(u2)

fn = [Aln + A3n] Up—1 + A2nun - 2A2f<un) + 2Aul(1)143n
nos queda que (3.19) es equivalente a hallar u tal que

F(u)=0 (3.20)

Una vez hallados u en (3.20) a partir de la solucién de sistemas de ecuaciones no
lineales, aproximamos los puntos por una funciéon polinémica; para ello utilizamos la
interpolacién de VanderMonde.

3.2. Interpolacién de VanderMonde

Dados los puntos (xg, ug), (z1,u1), (€2, u2), ..., (Tn, u,) todos con abscisas distintas (por
como se escogen los z; para la discretizacion, estos son distintos); y sea

P(z) = ap + a1z + apx® + ... + apa” (3.21)
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el polinomio interpolador. Imponiendo las n + 1 condiciones
P(zj) =wu;,j=0,1,2,...,n,

Resulta un sistema de n + 1 ecuaciones lineales en las n + 1 incognitas ag, a1, as, ..., a,

ag + a1xo + Clgl'(z) + . tapxy = up
ap + a1ry + aox? + ...+ a,xt = uy
ap + a1 Ty, + asx% + ...+ a2zt = uy,

El sistema puede escribirse matricialmente en la forma

1 x¢ mg SRR 7 ag Up
1z 22 - a?| |a Uy
1 x, 22 - 2" |an U,

Después de resolver el sistema anterior tenemos que el polinomio de interpolacion que
aproxima la solucién del problema (2.1) es el polinomio (3.21)

3.3. Calculos Numéricos

En general, la biusqueda de raices de un sistema de ecuaciones no lineales es un proble-
ma numeérico dificil pero para ello existen diferentes técnicas dependiendo del problema
a tratar. A continuacién, se esbozaran algunas posibilidades de solucién en el intervalo
[—1, 1] utilizando el software de calculo numérico Scilab en su versién 6.0.1. Suponga-
mos que tenemos (3.20) cuya solucion u, es desconocida, y se parte de una aproximacién
up. Los métodos para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales tienen, en gene-
ral, un radio de convergencia pequeno y es necesario partir de una solucién inicial ade-
cuada para que converjan. En la solucién de nuestro problema utilizaremos las funciones
de Scilab: fsolve que usa el método de Newton y makematriz-vandermonde(x).
Una vez encontrados los valores de u que resuelven la ecuacion (3.20) se procederd a ha-
llar el polinomio que interpole los valores solucion. Para ello se utilizara la Interpolacién
de Vandermonde.

La precision de tolerancia de fsolve ocurre cuando el algoritmo estima que el error rela-
tivo entre x y la solucién es como maximo 1071°, donde z es el valor final del argumento
de la funcién, cero estimado. La funcién makematrix_ vandermonde retorna la matriz
de vandermonde de n lados hecha con las entradas de z. Para ¢ = 1,2,3,--- ,m y
j=1,2,3,---n tenemos que A(i,j) = z(i)’~! el determinante de la matriz de vender-
monde es

det(A) = T[ (-

1<i<j<n
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3.4. Algunos resultados

1. Solucién de u”(z) = u(z),u' (1) = 1 = —u/(1) Figura 3.1 . (Ver Anexo A para el
codigo script de Scilab)

= Polinomio de Interpolacién de Vandermonde

1,307717 4 1,1338713z + 1,00538052>
0,91710492> 4 0,86551352* + 0,84854272°
0,86551352° 4 0,917104927 + 1,00538052°
1,13387132% + 1,3077172'0

- -

= Solucion Analitica
(621 + 1) 617:1:

u(z) = ez —1

# & # S0l Num ffsolve)
1.3-f>X X X Polinomio de aprox_vander T [ [
o—o—o Sol Analitica H , i !

0.85

Figura 3.1: Soluciones de u"(z) = u(z),u'(1) =1

2. Solucién de sen <m - g) v — u(z) = u(x)3. Figura 3.2

= Polinomio de Interpolacion de Vandermonde

u(z) = 0,6443184 + 0,4671798z + 0,31826862>
0,194278823 4 0,0889549z* — 0,00202372°
0,05745012% 4 0,140006727 + 0,26963572°
0,44523422° + 0,65436992'0

+ o+
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# # % 5ol Num ifsolve) 1 1 1 | H
<X X X Polinomio de aprox_vander H H H | H
0.6 -l
! ! ! ! ! ! ! I !
I I I I I I I I I
! ! ! ! ! ! ! I !
2 I S S S SN S N
* | | | | | | | .
Lox : Voo : : pooX
L e e e RV EEEED
X | | | | | | | X
I I I I I I
T R S S R N OO S S S
1 1 1 1 1 1 *
W . . . . .
! I I I I I
L R R Nt AREEEEEEE R EEE
! ! ! ! !
X
| | | | X
[ SR LR R EEEEE VLR R e e et R
| | *
[V \
R ) H O
1
1
-01 t
1 0.8 0.6 04 0.2 1] 0.2 04 0.6 08 1
¥

Figura 3.2: Solucién de (2° — 322 + 4)u” + (2% — 2)u’ + (32° — . — 2)u(z) =

3. Solucién de v + (z* — z) v’ — u(z) = * — e~*. Figura 3.3
= Polinomio de Interpolacién de Vandermonde

u(z) 0,5658676 + 0,4010471z + 0,29307572
0,227283x3 + 0,192307z* + 0,18138412°
0,1923072% + 0,227283z7 + 0,29307572°

0,4010471z° 4+ 0,56586762°

+ o+ +

# % % S0l Num (fsolve)
< < X Polinomio de aprox_vander

Figura 3.3: Solucién de (2% — 32° 4+ 4)u” + (¢* — e ™)' = (u(z) + 1)
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Capitulo 4

Conclusiones

El principio del maximo para operadores elipticos se usa frecuentemente para demos-
trar que las soluciones de algunos problemas elipticos con condiciéon de Dirichlet sobre
la frontera son radialmente simétricos con respecto al origen. En el presente trabajo
mostramos como esta técnica se puede usar con éxito para demostrar que las soluciones
de algunos problemas elipticos no lineales con condicion de Neumann en la frontera
del intervalo [—1, 1] son radialmente simétricas con respecto al origen. Pudimos ver las
caracteristicas que tiene la funcién solucién u(z) dadas las ecuaciones (4.1) y (4.2).

{a(x)u”(x) +b(x)u'(2) + c(z)u(z) = f(u) (4.1)
u' (1) = —u/(—1)

a(x)u”"(x) + b(x)u' (z) + e(x)u(z) = uf(u)
{u’ (1) = —u/(—1) (42)

Asi mismo se verifico la simetria de la solucion de forma numérica.
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Apéndice A

Anexos

4 |clear

2 |clc

2 |//Este-programa.resuelve.la.EDP-eliptica-en- 10-a0ull (a4 bOogul (0 + c0guia =Tulx))-con.la restriccion-uli Li=-ulf-13
4 |deff; funcion_alx), % ffDefinirla-funcidn-afx)-del-problema

5 |deff; fur bixy, 0 ¥ fDefinirda-funcidn- i) -del-pro 3

& |deffi || =Tur . ¥ fDefinir-lafuncidn- o) del-problema

7 |deffi'[] I L N, HfDefinir-la-funcidn-fiu)-del problema

8 |deffi'[] Wy, Pl I Jo 1= 1370 fDefinir-la-funcion-solucidn-analitica-del-problema- (s
9 [n=10;f Mumero.de.pariciones.en-el.internvalo.[-1,1]

10/a= fLimite-Inferior-del-int lIs}

11/b= mite-superior-delintervalo

12 |[k=1;//valor-de-la derivada-en-los-extremos-k=ul {1)=-ul{-1}

13 |delta=(b-a)/in);

jd|rari=1l.n+1

15 K= a+ (i- 1)."delta,
16 A_L( =0 "funcion_alx (i) -funcion_bix 1) "delta);
17| A2{i={ "delta "2 “funcion_cooi)-< “funcion_alx(i
18| A= "funcion_alx{i+funcion_bixi)). ~dela)
19|end
1 |function [F]=FML{u)
fari=2n
3 Fiiy = L@Tuli- 114+ A 2 0 ul+ A 3 uli+ 1-2"dalta, »2 *funcion_f{u);
4 end
5 Fll=AC201 i+ (AL LU= AL a0 -2 delta 2 *funcion_flull)-2 "delta®(-kmA_1(1);
6 in+ D= lins D+A_3 N+ 1)muin)+A 2 (n+ LM uin+ -2 "delta 2 "funcion_fluin+ 1))+ 2 dela (k™A 3 in+ 1);
7 |endfunction
27|fori=1.n+
28| -20)=0.1;
29|end
20 |[u,wl=fsohve(z, ENL);
21 |A = makematrix _vandermonde (x);//Mairz de Vandemormonde
37 |coef=Alu;
33 I gr aficacion-polinomio-aproximacian
34|xp=a B
35 |vR=ceros(xpl;
36 |nh=lengthix)-
37 (for k=1 nn+1
38| vi=yRooef(kTrp k-1
249|end
40| plotix,u, O ERL,
41 |pol=polyiu, ", coeff™)
42 |xarid(
43 |xlabel )
44 vabel('u)
45 |legend(] \ fsohve)’,'f T incler’, 1’2}

&R funcion_solana, o)

Figura A.1: Script de la solucién de u”(z) = u(x),u/(1) = 1 en Scilab
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