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Resumen

En este trabajo se estudiará la solución de una ecuación diferencial eĺıptica no lineal
con problema de frontera de Neumann, para un operador eĺıptico

L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x). (1)

en el intervalo (−1, 1). Es decir, a partir de lo expuesto en [2] sobre las soluciones
simétricas del problema eĺıptico con condición de Neumann

a∆u+ b
n∑
i=1

ui = f(u) en B. (2)

∂u

∂~u
= g(u) sobre ∂B. (3)

donde B̄ es una bola cerrada, se aplicará la técnica usada por Maŕın A.M. y Ortiz. R.D.
a problemas eĺıpticos no lineales sobre el operador definido en la ecuación (1). Se verán
las condiciones de las soluciones del problema eĺıptico con condición de Neumann (5) y
(6), suponiendo a(x), c(x) funciones acotadas y simétricas respecto al origen definidas
de [−1, 1] a R, y c(x) ≤ 0 para todo punto del intervalo [−1, 1], b(x) acotada y par y
f(x) estrictamente creciente.
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Introducción

Un interesante problema en la geometŕıa diferencial y las ecuaciones diferenciales eĺıpti-
cas es el estudio del comportamiento de las soluciones de∆u = f(u) en B.

∂u

∂~u
= g(u) sobre ∂B.

Donde B es una bola unitaria en R+, es la derivada normal exterior de ∂B , y f , g
son funciones definidas en R . Para n ≥ 3 el problema anterior aparece en el estudio
de deformaciones conformes de la métrica estándar sobre la bola unitaria B que tiene
curvatura escalar en B y curvatura media sobre ∂B preescritas. El profesor José Escobar
estudió completamente tales métricas; además probó que las soluciones son simétricas
con respecto a algún punto (Escobar, 1990). Ahora el Principio del Máximo nos permite
obtener la unicidad de la solución de ciertos problemas con condiciones de frontera de
tipo Dirichlet y Neumann. Esta y otras razones hacen muy interesante el estudio del
Principio del Máximo de diferentes formas, sus generalizaciones y el lema de Hopf. Este
principio junto con el de reflexión de Alexandrov, se han usado muchas veces para probar
simetŕıas con respecto a un punto o un plano y para determinar el comportamiento
simétrico - asintótico de soluciones de algunos problemas eĺıpticos. La primera persona
en documentar esta técnica fue J. Serrin, (1971) quien probó que “Si u es una solución
positiva del problema

∆u = −1 en Ω

con

u = 0,
∂u

∂v
= Constante sobre ∂Ω,

entonces Ω es una bola y u es radialmente simétrica con respecto al centro de Ω. Luego
prueba que: Si Ω esta en una bola, f ∈ C1(R) y u es una solución positiva de el problema

∆u+ f(u) = 0 en Ω, (4)
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el cual se anula en la frontera, entonces u es radialmente simétrica con respecto al
centro de la bola; finalmente usando el método de reflexión de Alexandrov y una versión
del Principio del Máximo para dominios delgados, Beresticky y Nirenberg hacen una
generalización.
Por otra parte, el principio del máximo es una herramienta útil para el estudio de las
ecuaciones diferenciales debido a que permite obtener información de la solución de una
ecuación diferencial sin conocerla expĺıcitamente; este nos permite obtener cotas o apro-
ximaciones de soluciones (Cerón Gómez, 2008). Aśı mismo aparece en un sinnúmero de
aplicaciones a las ecuaciones diferenciales. Este principio no es más que la generaliza-
ción del siguiente hecho elemental del cálculo: Dada cualquier función f la cual satisface
la desigualdad f ′′ > 0 sobre un intervalo (a, b), esta alcanza su valor máximo en los
extremos del intervalo, o de forma más general diremos que una función f satisface
el principio del máximo si ésta satisface una desigualdad diferencial en un dominio D
y alcanza su máximo en la frontera de D. Presentaremos la definición básica de este
principio y su aplicabilidad a las ecuaciones diferenciales eĺıpticas.
Para conseguir el objetivo expuesto, en primer lugar consideraremos algunos prelimina-
res tales como el Principio del Máximo y el Mı́nimo en una dimensión para la función
u(x) que satisface las desigualdades diferenciales a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) < 0
y a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) > 0 en el intervalo [−1, 1]; el problema (2) será
reducido a una dimensión y se aplicará al operador L(u) definido en (1). Es decir se
demostrará el principio del máximo y del mı́nimo para el operador L(u) definido en
(2) para después aplicarlo en la demostración de la simetŕıa de u(x) en los problemas
de ecuaciones diferenciales eĺıpticas de la forma L(u) = f(u) y L(u) = uf(u) con con-
dición de frontera de Neumann; luego se verificará que la función u(x) es constante si
alcanza un máximo no negativo en un punto interior del intervalo (−1, 1) y satisface
a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) ≥ 0 en (−1, 1) con c(x) ≤ 0 y a y c acotadas. Final-
mente se resolverá de forma numérica el problema expuesto en las ecuaciones (5) y (6)
y se verificará las condiciones de la solución u(x); es decir, se aplicarán las diferencias
finitas centrales al problema definido en (5) y se utilizará la interpolación de Vander-
monde para hallar el polinomio interpolador que aproxima la solución del problema, en
los casos posible se contrastará la solución numérica con la solución anaĺıtica.{

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(u).

u′ (1) = −u′(−1).
(5)

{
a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = uf(u).

u′ (1) = −u′(−1).
(6)

El contenido del trabajo es como se describe a continuación. El caṕıtulo 1 presentamos
los conceptos preliminares que guardan relación con los cálculos y conceptos utilizados
a lo largo del trabajo, en primer lugar definimos el principio del máximo y algunos
teoremas relevantes. En el capitulo 2 se estudiarán las soluciones simétricas para una
ecuación eĺıptica no lineal con condiciones de frontera de Newmann; luego en el caṕıtu-
lo 3 se darán aproximaciones numéricas al problema dado en las ecuaciones 5 y 6.
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Finalmente el caṕıtulo 4 correponde a las conclusiones alrededor del cumplimiento del
objetivo trazado.
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Caṕıtulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Consideraciones Generales

Las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) involucran derivadas de una o más
variables dependientes con respecto a una sola variable independiente y tienen algunas
aplicaciones en el campo cient́ıfico. Con el uso de las EDO para resolver problemas
aplicados es simplificado mucho el modelo de la realidad f́ısica que conduce a tales
problemas. Todo ello se debe a que en muchas fórmulas matemáticas aparece una sola
variable independiente sobre la que dependen todas las otras variables pertinentes. Las
EDO son útiles aunque limitan la clase de problemas que podamos investigar, ya que
en algunos casos se necesitan varias variables independientes. Modelar un problema de
la vida real desde el punto de vista matemático en el que se haga intervenir dos o más
variables independientes conduce a las Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales
(EDP). Estas las podŕıamos clasificar en tres grandes grupos

Ecuaciones de tipo Hiperbólico: Problemas que refieren fenómenos oscilatorios:
vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones electromagnéticas.

Ecuaciones de tipo Parabólico: Problemas que se presentan al estudiar los procesos
de conductibilidad térmica y difusión.

Ecuaciones de tipo Eĺıptico: Problemas que aparecen al estudiar procesos estacio-
narios, o sea que no cambian con el tiempo.

Definición 1.1.1 (Ecuación diferencial en derivadas parciales (EDP)). Se llama
ecuación diferencial en derivadas parciales (EDP) a la ecuación de la forma:

F

(
x1, x2, ..., u,

∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ..., ,

∂mu

∂k1x1∂k2x2...∂knxn

)
= 0, (1.1)

que permite relacionar las variables independientes xi,∀i = 1, , 2, ...n , la función que
se busca y sus derivadas parciales. Se cumple que: ki, ∀i = 1, 2, ..., n son enteros no
negativos tales que:
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k1 + k2 + ...+ kn = m. (1.2)

Definición 1.1.2 (Orden de una EDP). Llamamos al valor m dado por la ecuación
(1.2) orden de una EDP. Este es el orden superior de las derivadas parciales que figuran
en la ecuación (1.1).

Definición 1.1.3 (Solución de EDP). Para la ecuación definida en (1.1) de orden
m dado por (1.2) se llama solución de dicha EDP en cierta región D de variación de
las xi,∀i = 1, 2, ...n, a una función cualquiera u = u(x1, x2, ..., xn) ∈ Cm(D) tal que al
sustituir u, y sus derivadas en (1.1) la última se convierte en la identidad respecto a
x1,∀i = 1, 2, ..., n en la región D.

Definición 1.1.4 (EDP Lineal). La ecuación en derivadas parciales se llama lineal,
si ésta es lineal respecto a la función buscada y todas sus derivadas que forman parte
de la ecuación. En caso contrario se llama no lineal.

Definición 1.1.5. La EDP de segundo orden para la función de dos variables inde-
pendientes x e y en el caso general tiene la forma

A(x, y)
∂2u(x, y)

∂x2
+ 2B(x, y)

∂2u(x, y)

∂x∂y
+ C(x, y)

∂2u(x, y)

∂y2

+a(x, y)
∂u(x, y)

∂x
+ b(x, y)

∂u(x, y)

∂y
+ c(x, y)u(x, y) = f(x, y). (1.3)

Siendo A(x, y), B(x, y), C(x, y), a(x, y), b(x, y), c(x, y) funciones de las variables x e y
en una región D ⊂ R2, y la función incógnita u = u(x, y). Si f(x, y) = 0 en D ⊂ R2,
la ecuación (1.3) se llama homogénea (EDPH). Si designamos el primer miembro de
(1.3) por L(u) tenemos: L[u] = f(x, y) y su correspondiente homogénea L[u] = 0. El
operador L es el operador diferencial definido en todo caso en el espacio lineal C2(D).

Definición 1.1.6. Sea la EDP de segundo orden dada en (1.3) en una cierta región,
se dice:

a) Hiperbólica en Ω, si ∆ = B2 − AC > 0 en Ω.

b) Parabólica en Ω, si ∆ = B2 − AC = 0 en Ω.

c) Eĺıptica en Ω, si ∆ = B2 − AC < 0 en Ω.

Los procesos a ciclo fijo, cuando la función buscada no depende del tiempo, se deter-
minan por las ecuaciones de tipo eĺıptico.
Para describir completamente uno u otro proceso f́ısico es insuficiente sólo la ecuación
diferencial del proceso, hace falta plantear el estado inicial de este proceso (Condiciones
iniciales) y el régimen en la frontera S de aquella región Ω ⊂ Rn, en la cual tiene lugar
el proceso (Condiciones de frontera). Esto se debe a la no unicidad de la solución de
las ecuaciones diferenciales . Se distinguen tres tipos principales de problemas para las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales:
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El problema de Cauchy para las ecuaciones de tipo hiperbólico y parabólico: se
plantean las condiciones iniciales, la región Ω coincide con todo el espacio Rn, las
condiciones de frontera se omiten.

El problema de contorno para las ecuaciones de tipo eĺıptico: se plantean las
condiciones de la frontera S de la región Ω, las condiciones iniciales se omiten.

El problema mixto para las ecuaciones de tipo hiperbólico y parabólico: se plan-
tean las condiciones iniciales y las de frontera, Ω 6= Rn.

Las condiciones de frontera determinan la interacción del objeto con el medio que lo
rodea, luego solo tienen sentido cuando el objeto estudiado tiene frontera. Se consideran
los tres tipos de condiciones de frontera.

Dirichlet : Consisten en fijar el valor de la función u en los puntos de la frontera,u(x, y) =
f1(P ), P ∈ S

Neumann: Consisten en fijar el valor de la derivada en la dirección normal exterior
∂u
∂n

en los puntos de la frontera, ∂u(x,y)
∂n

∣∣∣
S

= f2(P ), P ∈ S En el caso de una

dimensión ∂u
∂n

= ux en el extremo derecho y ∂u
∂n

= −ux en el extremo izquierdo.

Mixtas: Consisten en considerar una condición de tipo Dirichlet en un extremo y

una condición de tipo Neumann en el otro, ∂u(x,y)
∂n

+ hu(x, y)
∣∣∣
S

= f3(P ), P ∈ S,

Donde f1, f2, f3 y h son funciones dadas.

Definición 1.1.7 (Función Radial). Una función Φ : Rs → R es llamada radial si
existe una función univariada φ : [0,∞)→ R tal que

Φ(x) = φ(r).

Donde r = ‖x‖, y ‖ ∗ ‖ es alguna norma sobre Rs, usualmente la norma euclidiana.

Definición 1.1.8 (Función Radialmente Simétrica). Dada una función radial Φ y
un par de puntos x1, x2 ∈ Rs, si ‖x1‖ = ‖x2‖ implica que Φ(x1) = Φ(x2), entonces Φ es
radialmente simétrica respecto de su centro; el valor de la función radial es constante
para puntos a la misma distancia del origen o del centro fijo elegido.

1.2. Principio del Máximo

Sea u ∈ C2((−1, 1)) ∪ C0([−1, 1]) una solución de

L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(u(x)),

sobre (−1, 1) con u′(1) = −u′(−1); donde a(x) : [−1, 1] → R y b(x) : [−1, 1] → R son
funciones acotadas y simétricas con respecto al origen tal que a(x) > 0 y c(x) 6 0 para
todo x ∈ [−1, 1], y además

Lu(x) > 0,∀x ∈ [−1, 1], (1.4)
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u no puede alcanzar su valor máximo en un punto interior al intervalo [−1, 1]; esto es,
si la anterior expresión (1.4) se verifica, entonces la función u alcanza su máximo en los
extremos del intervalo, pues si suponemos que la función u alcanza su valor máximo en
d ∈ (−1, 1), entonces tenemos por la anulación de la derivada en un extremo interior 1

que u′(d) = 0 y además por el criterio de la derivada segunda para extremos en un
punto critico2 queda que u′′(d) 6 0; pero no cumplirá la desigualdad en (1.4) dado que
u(d) > 0. Teniendo presente lo anterior, y a partir de la expuesto por Maŕın A.M. en
[11] tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Supóngase que u(x) es una función no constante que satisface la
desigualdad diferencial

L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) ≥ 0,

en (−1, 1) y tiene derivada laterales en −1 y 1. Supongamos a(x), c(x) son acotadas en
cada subintervalo cerrado de (−1, 1) con a(x) > 0 y c(x) 6 0 para todo x ∈ [−1, 1],

a) Si el máximo de u se alcanza en un punto x = −1 y b(x) esta acotada a la
izquierda de x = −1 entonces u′(−1) < 0.

b) Si el máximo de u se alcanza en un punto x = 1 y b(x) esta acotada a la derecha
de x = 1 entonces u′(1) > 0.

Corolario 1.2.2. Supóngase que u satisface la desigualdad

L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) ≥ 0.

Para −1 ≤ x ≤ 1 donde b(x) es una función acotada, u alcanza un máximo no negativo
M en un punto interior de (−1, 1), con c(x) ≤ 0, entonces u es constante, es decir
u = M .

Demostración. Razonemos por contradición; supongamos que u es una función que no
es constante y que toma su máximo M en un punto c ∈ (−1, 1), entonces tenemos que
u′(c) = 0; aplicando la primera parte del teorema (1.2.1) al intervalo (c, 1), entonces
u′(c) < 0. De forma análoga aplicando la segunda parte del teorema (1.2.1) al intervalo
(−1, c) obtenemos que u′(c) > 0. Una contradicción, por lo tanto la función u no puede
alcanzar su máximo en un punto interior al intervalo (a, b)

Corolario 1.2.3. Supóngase que u satisface la desigualdad

L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) ≤ 0.

Para −1 ≤ x ≤ 1 donde b(x) es una función acotada, u alcanza un minino m en un
punto interior de (−1, 1), con c(x) ≤ 0, entonces u es constante, es decir u = m.

1Apostol, T. M. (1998). Cálculo Diferencial. En T. M. Apostol, Calculus. Cálculo con funciones de
una variable, con una introducción al álgebra lineal (2a Edición ed., pág. 223). Santa Fe de Bogotá
D.C., Cundinamarca, Colombia: Editorial Reverté Colombia S.A.

2Idem, pág:230
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Demostración. Sea g = −u entonces g′ = −u′, g′′ = −u′′, luego

L(g) = a(x)g′′(x) + b(x)g′(x) + c(x)g(x).

= −a(x)u′′(x)− b(x)u′(x)− c(x)u(x).

= −[a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x)].

= −L(u) ≥ 0.

Por ser L(u) ≤ 0. Ahora, si el minino m de u se alcanza en c ∈ (−1, 1) entonces
m ≤ u(x),∀x ∈ (−1, 1) es decir M = −m ≥ −u(x),∀x ∈ (−1, 1); de aqúı que M sea el
máximo de la función g = −u en el interior del intervalo (−1, 1); por el teorema (1.2.2)
g es constante, esto es g = −u es constante, de donde u es constante.
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Caṕıtulo 2

Soluciones Simétricas para una
Ecuación Eĺıptica No Lineal con
Condiciones de Frontera de
Neumann.

En el siguiente apartado se estudiará las soluciones simétricas para una ecuación eĺıpti-
ca no lineal con condiciones de frontera de Newmann. Un interesante problema desde
el punto de vista geométrico y las ecuaciones diferenciales eĺıpticas es el estudio del
comportamiento de las soluciones sin poseer la solución de forma expĺıcita. Por ejemplo
Al Mahameed presenta el principio máximo para algunas ecuaciones eĺıpticas semilinea-
les sujetas a condiciones de frontera mixtas (M.M. Al-Mahameed 2007); Maŕın A.M. y
Ortiz. R.D estudian las soluciones simétricas para un problema eĺıptico semilineal con
condición ĺımite de Neumann para los operadores eĺıpticos más generales que el Lapla-
ciano en la bola unitaria en el espacio euclidiano n−dimensional con n ≥ 3 (Maŕın A.M.
y Ortiz. R.D 2013). Por otro lado 2.1 puede ser expresado como un problema no ho-
mogéneos de valor de frontera usando el operador de Sturm-Liouville. Boyce & DiPrima,
(1992) en [12] dan una demostración de la existencia y unicidad de las soluciones.

Teorema 2.0.1. Sea u ∈ C2((−1, 1)) ∪ C0([−1, 1]) una solución no negativa del
problema eĺıptico no lineal con condición de frontera de Neumann{

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(u(x)).

u′(1) = −u′(−1).
(2.1)

Donde a, c : [−1, 1]→ R son funciones acotadas y simétricas con respecto al origen tal
que a(x) > 0 y c(x) ≤ 0 para todo x en el intervalo [−1, 1]. La función b : [−1, 1] →
R es acotada e impar. Supongamos que f es estrictamente creciente, entonces u es
radialmente simétrica con respecto al origen.

Demostración. Sea v(x) = u(−x),∀ ∈ [−1, 1], −x denota la reflexión de x con respecto
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al eje x = 0. entonces

v′(x) = −u′(−x).

v′′(x) = u′′(−x).

Como a(x) = a(−x), c(x) = c(−x) por ser simétricas respecto al origen y b(−x) = −b(x)
por ser b impar; entonces tenemos que:

L(v) = a(x)v′′(x) + b(x)v′(x) + c(x)v(x).

= a(−x)u′′(−x) + b(−x)u′(−x) + c(−x)u(−x).

= f (u(−x)) .

= f (v(x)) .

Sobre (−1, 1) y v′(1) = −u′(−1) = u′(1) = −v′(−1). Sea w definida por

w(x) = u(x)− v(x).

Para todo x en [−1, 1], en consecuencia w satisface

L(w) = a(x)w′′(x) + b(x)w′(x) + c(x)w(x).

= a(x) [u′′(x)− v′′(x)] + b(x) [u′(x)− v′(x)] + c(x) [u(x)− v(x)] .

= a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x)− [a(x)v′′(x) + b(x)v′(x) + c(x)v(x)] .

= L(u)− L(v).

= f(u)− f(v),

sobre (-1,1). Además

w′(1) = u′(1)− v′(1).

= −u′(−1)− (−u′(−1)) .

= −u′(−1) + u′(−1).

= 0,

(2.2)

también tenemos que

w′(−1) = u′(−1)− v′(−1).

= −u′(1)− (−u′(1)) .

= −u′(1) + u′(1).

= 0.

(2.3)

y

w(0) = u(0)− v(0).

= u(0)− v(−0).

= u(0)− u(0).

= 0.

(2.4)

Como w es continua en [−1, 1] por ser u continua en [−1, 1] entonces por el teorema de
Weierstrass, existen puntos xm y xM en [−1, 1] tal que:
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w(xm) = minw
[−1,1]

y w(xM) = maxw
[−1,1]

,

xm y xM no pueden pertenecer a {−1, 1}. En efecto, si xM ∈ {−1, 1}, entonces satisface
w(xM) > w(x),∀x ∈ (−1, 1). Por el principio de máximo (teorema 1.2.1)

w′(xM) = w′(−1) < 0 y w′(xM) = w′(1) > 0.

Lo cual es una contradicción con lo expuesto en (2.2), (2.3) y (2.4). De forma análoga,
si xm ∈ {−1, 1} y satisface w(xm) < w(x),∀x ∈ (−1, 1). Entonces,

w(xm) < w(x).

−w(−xm) < −w(−x).

w(−xm) > w(−x),

para todo x ∈ (−1, 1); es decir w(−xm) es el valor máximo de w en {−1, 1}, por el
teorema (1.2.1)

w′(−xm) = −w′(xm) < 0.

= −w′(−1) < 0.

= w′(−1) > 0,

o

w′(−xm) = −w′(xm) < 0.

= −w′(1) < 0.

= w′(1) > 0.

Lo cual contradice nuevamente (2.2), (2.3) y (2.4)
Si xM ∈ (−1, 1) entonces

w(xM) ≥ 0, (2.5)

ya que w(0) = 0 y además w′(xM) = 0 y w′′(xM) ≤ 0. Por lo tanto

f (u(xM))− f (v(xM)) = a(xM)w′′(xM) + b(xM)w′(xM) + c(xM)w(xM).

= a(xM)w′′(xM) + c(xM)w(xM) ≤ 0.

de aqúı

f (u(xM)) ≤ f (v(xM)) .

Como f es estrictamente creciente, u(xM) ≤ v(xM) es decir

w(xM) = u(xM)− v(xM) ≤ 0, (2.6)

entonces por (2.5) y (2.6) nos queda que w(xM) = 0. Por lo tanto

w(x) ≤ 0 para x ∈ [−1, 1]. (2.7)
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Ahora, de igual forma si xm ∈ (−1, 1) entonces

w(xm) ≤ 0, (2.8)

ya que w(0) = 0 y además w′(xm) = 0 y w′′(xm) ≥ 0. Por lo tanto

f (u(xm))− f (v(xm)) = a(xm)w′′(xm)− b(xM)w′(xm) + α(xm)w(xm).

= a(xm)w′′(xm) + α(xm)w(xm) ≥ 0.

f (u(xm)) ≥ f (v(xm)) .

Como f es estrictamente creciente u(xm) ≥ v(xm) es decir

w(xm) = u(xm)− v(xm) ≥ 0, (2.9)

entonces por (2.8) y (2.9) nos queda que w(xm) = 0 para x ∈ [−1, 1]. Por lo tanto,

w(x) ≥ 0 , ∀x ∈ [−1, 1] (2.10)

Finalmente, por (2.7) y (2.5) nos queda que w(x) = 0 par todo x ∈ [−1, 1], esto es

u(x) = v(x).

u(x) = u(−x).

Es decir u es simétrica respecto al origen.

Teorema 2.0.2. Sea u ∈ C2((−1, 1)) ∩ C0([−1, 1]) una solución positiva en [−1, 1]
del problema {

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(u(x))u(x).

u′(1) = −u′(−1).

Si f ∈ C(R) es estrictamente creciente entonces u es radialmente simétrica con respecto
al origen.

Demostración. Sea v(x) = u(−x) definida como antes, y definamos la función

w(x) =
u(x)

v(x)
, x ∈ [−1, 1],

entonces

w′(x) =
u′(x)

v(x)
− u(x)v′(x)

v2(x)
(2.11)

w′′(x) =
u′′(x)

v(x)
− 2u′(x)v′(x)

v2(x)
− u(x)v′′(x)

v2(x)
+

2u(x)[v′(x)]2

v3(x)
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Ahora

L(w) = a(x)w′′(x) + b(x)w′(x) + c(x)w(x)

=
a(x)u′′(x)

v(x)
− 2a(x)u′(x)v′(x)

v2(x)
− a(x)xu(x)v′′(x)

v2(x)
+

2a(x)u(x)[v′(x)]2

v3(x)
.

+
b(x)u′(x)

v′(x)
− b(x)u(x)v′(x)

v2(x)
+
c(x)u(x)

v(x)

=
1

v(x)
[a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x)]− 2a(x)

v(x)

[
u′(x)

v(x)
− u(x)v′(x)

v2(x)

]
v′(x).

− u(x)

v2(x)
[a(x)v′′(x) + b(x)v′(x) + c(x)v(x)] +

2c(x)u(x)

v(x)
,

es decir

L(w) =
1

v(x)
f(u)u(x)− 2a(x)

v(x)
w′(x)v′(x)− u(x)

v2(x)
f(v)v(x) +

2c(x)u(x)

v(x)
.

Luego

L(w) +
2a(x)

v(x)
w′(x)v′(x)− 2c(x)w(x) =

u(x)

v(x)
f(u)− u(x)

v(x)
f(v)

=
u(x)

v(x)
[f(u)− f(v)]

= w(x) [f(u)− f(v)]

Por otro lado de (2.11) obtenemos que

w′(1) =
u′(1)

v′(1)
− u(1)v′(1)

v2(1)
.

=
u′(1)

u′(−1)
+
u(1)u′(−1)

u2(−1)
.

=
u′(1)u(−1) + u(1)u′(−1)

u2(−1)
,

(2.12)

y

w′(−1) =
u′(−1)

v′(−1)
− u(−1)v′(−1)

v2(−1)
,

=
u′(−1)

u(1)
+
u(−1)u′(1)

u2(1)
,

=
u′(−1)u(1) + u(−1)u′(1)

u2(1)
,

(2.13)
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de (2.12) y (2.13) nos queda que

w′(1)u2(−1) = w′(−1)u2(1), (2.14)

como u es continua en [−1, 1] entonces por el Teorema de Weierstras existen xm y xM
en [−1, 1] tal que

w(xm) = minw
[−1,1]

y w(xM) = maxw
[−1,1]

.

Afirmamos que 1 6= xm 6= −1 y 1 6= xM 6= −1, en efecto; si xM ∈ {−1, 1} y satis-
face w(xM) > w(x) para todo x ∈ (−1, 1) entonces por el teorema (1.2.1), w′(xM) =
w′(−1) < 0 y w′(xM) = w′(1) > 0; lo cual contradice (2.14).
Tenemos que

w(−x) =
u(−x)

v(−x)
=
u(−x)

u(x)
.

w(−xm) =
u(−xm)

v(−xm)
=
u(−xm)

u(xm)
.

y por tanto

w(x) =
u(x)

v(x)
=

u(x)

u(−x)
=

1
u(−x)
u(x)

=
1

w(−x)
.

w(xm) =
u(xm)

v(xm)
=

u(xm)

u(−xm)
=

1
u(−xm)
u(xm)

=
1

w(−xm)
.

Si suponemos ahora que xm ∈ {−1, 1} y satisface w(xm) < w(x) para todo x ∈ (−1, 1)
nos queda que

w(xm) < w(x).
1

w(−xm)
<

1

w(−x)
.

w(−xm) > w(−x).

Para todo x ∈ (−1, 1). Es decir w(−xm) es el valor máximo de w en (−1, 1); por el
teorema (1.2.1), w′(−xm) = w′(1) < 0 y w′(−xm) = w′(−1) > 0; lo cual nuevamente
contradice (2.14). Sea xm, xM ∈ (−1, 1), entonces 0 = u′(xm) = u′(xM) = v′(xm) =

v′(xM); y w′(xM) = 0 = w′(xm); como w es positiva nos queda que w(x) = u(x)
v(x)

= 1

en (−1, 1); es decir u(x) = v(x) para todo x ∈ [−1, 1], en conclusión u es radialemente
simétrica con respecto al origen.
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Caṕıtulo 3

Desarrollo Numérico

3.1. Expansión en Series de Taylor

Sea f(x) una función definida en (a, b) que tiene hasta la k− ésima derivada, entonces
la expansión de f(x) usando series de Taylor alrededor del punto xi contenido en el
intervalo (a, b) será

f(x) = f(xi) +
x− xi

1!

df

dx

∣∣∣∣
xi

+
(x− xi)2

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
xi

+ · · ·+ (x− xi)k

k!

dkf

dxk

∣∣∣∣
ε

(3.1)

donde ε = xi + θ(x− xi) y 0 < θ < 1.

3.1.1. Aproximación de la Primera Derivada

Existen distintas formas de generar la aproximación a la primera derivada, nos interesa
una que nos de la mejor precisión posible con el menor esfuerzo computacional.

3.1.1.1. Diferencias Progresivas

Considerando la ecuación (3.1) con k = 2 y x = xi + ∆x, tenemos

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆x
df

dx

∣∣∣∣
xi

+
∆x2

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
εp

, (3.2)

de esta ecuación obtenemos la siguiente expresión para la aproximación de la primera
derivada

df

dx

∣∣∣∣
xi

=
f(xi + ∆x)− f(xi)

∆x
− ∆x

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
εp

, (3.3)

en este caso la aproximación de f ′(x) mediante diferencias progresivas es de primer
orden, es decir O(∆x). Siendo Op(∆x), el error local de truncamiento, definido como
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Op(∆x) = − ∆x

2!

d2f

dx2

∣∣∣∣
εp

. (3.4)

Es común escribir la expresión anterior como

df

dx

∣∣∣∣
xi

=
f(xi + ∆x)− f(xi)

∆x
−Op(∆x), (3.5)

o

f ′(xi) =
fi+1 − fi

∆x
, (3.6)

para simplificar la notación.
De forma análoga se construyen aproximaciones en diferencias finitas de orden mayor,
desarrollaremos la forma de calcular la derivada de orden dos en diferencias centradas.
Partiendo del desarrollo de Taylor

f(xi + ∆x) = f(xi) + ∆xf ′(xi) +
∆x2

2!
f ′′(xi) +

∆x3

3!
f ′′′(xi) +

∆x4

4!
f (4)(ξp), (3.7)

y

f(xi −∆x) = f(xi)−∆xf ′(xi) +
∆x2

2!
f ′′(xi)−

∆x3

3!
f ′′′(xi) +

∆x4

4!
f (4)(ξr), (3.8)

eliminando las primeras derivadas, sumando las ecuaciones anteriores y despejando se
encuentra que

f ′′(xi) =
f(xi −∆x)− 2f(xi) + f(xi + ∆x)

∆x2
− ∆x2

12
f (4)(ξc), (3.9)

aśı, la aproximación a la segunda derivada usando diferencias centradas con un error
de truncamiento Oc(∆x

2) es

f ′′(xi) =
f(xi −∆x)− 2f(xi) + f(xi + ∆x)

∆x2
. (3.10)

Es común escribir la expresión anterior como

f ′′(xi) =
fi−1 − 2fi + fi+1

∆x2
, (3.11)

para simplificar la notación.
A partir de las ecuaciones (3.6) y (3.11) podemos expresar las diferencias finitas por

du (x)

dx

∣∣∣∣
x1

=
ui+1 − ui−1

2∆

d2u (x)

dx2

∣∣∣∣
x1

=
ui+1 − 2ui + ui−1

∆2
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remplazando en la primera ecuación de (5) obtenemos

a(xi)

[
ui+1 − 2ui + ui−1

∆2

]
+ b(xi)

[
ui+1 − ui−1

2∆

]
+ c(xi)ui = f(ui)

[2a(xi)− b(xi)∆]ui−1 +
[
2∆2c(xi)− 4a(xi)

]
ui + [2a(xi) + b(xi)∆]ui+1 = 2∆2f(ui)

Sea

A1i = 2a (xi)− b (xi) ∆

A2i = 2∆2c (xi)− 4a (xi)

A3i = 2a (xi) + b (xi) ∆

Entonces la anterior ecuación se convierte en:

A1iui−1 + A2iui + A3iui+1 = 2∆2f (ui) (3.12)

Para distintos valores de i = 1, 2, 3, ..., n donde n es el número de particiones del inter-
valo (−1, 1) tenemos que:

i = 1, A11u0 + A21u1 + A31u2 = 2∆2f (u1)
i = 2, A12u1 + A22u2 + A32u3 = 2∆2f (u2)
i = 3, A13u2 + A23u3 + A33u4 = 2∆2f (u3)
i = 4, A14u3 + A24u4 + A34u5 = 2∆2f (u4)
... =

...
... =

...
i = n− 1, A1(n−1)un−2 + A2(n−1)un−1 + A3(n−1)un = 2∆2f (un−1)
i = n, A1nu(n−1) + A2nun + A3nu(n+1) = 2∆2f (un)

(3.13)

En la primera ecuación para i = 1 desconocemos el valor de u0 pero conocemos el de
su primera derivada. Sabemos que:

u1 − u−1
2∆

= u′(−1)

u−1 = u1 − 2∆u′(−1) (3.14)

Añadiendo una nueva ecuación. Para i = 0 en la ecuación (3.12) nos queda

A10u−1 + A20u0 + A30u1 = 2∆2f (u0) (3.15)

Sustituyendo la ecuación (3.14) en la ecuación (3.15) obtenemos

A10 [u1 − 2∆u′(−1)] + A20u0 + A30u1 = 2∆2f(u0)

A20u0 + (A10 + A30)u1 = 2∆2f(u0) + 2∆u′(−1)A10 (3.16)
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De forma análoga para i = n

un+1 − un−1
2∆

= u′(1)

un+1 = un−1 + 2∆u′(1) (3.17)

Remplazando la ecuación (3.17) en la ultima de las ecuaciones de (3.13)

A1nu(n−1) + A2nun + A3nu(n+1) = 2∆2f (un)

A1nu(n−1) + A2nun + A3n [un−1 + 2∆u′(1)] = 2∆2f (un)

[A1n + A3n]u(n−1) + A2nun = 2∆2f (un)− 2∆u′(1)A3n (3.18)

Ahora de las ecuaciones (3.13),(3.16) y (3.18) nos queda el siguiente sistema de ecua-
ciones no lineales

A20u0 + [A10 + A30]u1 = 2∆2f(u0) + 2∆u′(−1)A10

A11u0 + A21u1 + A31u2 = 2∆2f(u1)

A12u1 + A22u2 + A32u3 = 2∆2f(u2)
... =

...

[A1n + A3n]u(n−1) + A2nun = 2∆2f (un)− 2∆u′(1)A3n

Si denotamos por

A =



A20 [A10 + A30] 0 0 · · · 0
A11 A21 A31 0 · · · 0
0 A12 A22 A32 · · · 0
0 0 A13 A23 · · · 0
...

...
...

. . . . . .
...

0 0 0 · · ·
[
A1(n) + A3(n)

]
A2(n)


y por Φ(u) : Rn+1 −→ Rn+1 tal que

Φ(ui) =



f(u0) +
u′(−1)A10

∆
f(u1)
f(u2)

...

f(un)−
u′(1)A3(n)

∆
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Reducimos el problema de condiciones de frontera Neumann (5) a un sistema de ecua-
ciones no lineales:

Au = 2∆2Φ(u) (3.19)

con u = (u0, u1, u2, ..., un)t. En general,un problema de frontera no lineal puede expre-
sarse de la siguiente manera {

g(x, u, u′, u′′) = 0
u′(1) = −u′(−1)

Mediante un proceso de discretización análogo a lo anteriormente expuesto, es posible
obtener un sistema de ecuaciones no lineales cuya solución es también la del problema
de frontera.
Por otro lado vemos que las ecuaciones de (3.19) se pueden expresar como

A20u0 + [A10 + A30]u1 − 2∆2f(u0)− 2∆u′(−1)A10 = 0

A11u0 + A21u1 + A31u2 − 2∆2f(u1) = 0

A12u1 + A22u2 + A31u3 − 2∆2f(u2) = 0
... =

...

[A1n + A3n]u(n−1) + A2nun − 2∆2f (un) + 2∆u′(1)A3n = 0

Si hacemos u = (u0, u1, u2, .., un) y F (u) = (f0, f1, f2, ..., fn) con

f0 = A20u0 + [A10 + A30]u1 − 2∆2f(u0)− 2∆u′(−1)A10

f1 = A11u0 + A21u1 + A31u2 − 2∆2f(u1)

f2 = A12u1 + A22u2 + A32u3 − 2∆2f(u2)
... =

...

fn = [A1n + A3n]un−1 + A2nun − 2∆2f(un) + 2∆u′(1)A3n

nos queda que (3.19) es equivalente a hallar u tal que

F (u) = 0 (3.20)

Una vez hallados u en (3.20) a partir de la solución de sistemas de ecuaciones no
lineales, aproximamos los puntos por una función polinómica; para ello utilizamos la
interpolación de VanderMonde.

3.2. Interpolación de VanderMonde

Dados los puntos (x0, u0), (x1, u1), (x2, u2), ..., (xn, un) todos con abscisas distintas (por
como se escogen los xi para la discretización, estos son distintos); y sea

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n (3.21)
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el polinomio interpolador. Imponiendo las n+ 1 condiciones

P (xj) = uj, j = 0, 1, 2, ..., n,

Resulta un sistema de n+ 1 ecuaciones lineales en las n+ 1 incógnitas a0, a1, a2, ..., an
a0 + a1x0 + a2x

2
0 + ...+ anx

n
0 = u0

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + ...+ anx

n
1 = u1

...
...

a0 + a1xn + a2x
2
n + ...+ anx

n
n = un

El sistema puede escribirse matricialmente en la forma
1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n · · · xnn



a0
a1
...
an

=


u0
u1
...
un


Después de resolver el sistema anterior tenemos que el polinomio de interpolación que
aproxima la solución del problema (2.1) es el polinomio (3.21)

3.3. Cálculos Numéricos

En general, la búsqueda de ráıces de un sistema de ecuaciones no lineales es un proble-
ma numérico dif́ıcil pero para ello existen diferentes técnicas dependiendo del problema
a tratar. A continuación, se esbozaran algunas posibilidades de solución en el intervalo
[−1, 1] utilizando el software de calculo numérico Scilab en su versión 6.0.1. Suponga-
mos que tenemos (3.20) cuya solución u, es desconocida, y se parte de una aproximación
u0. Los métodos para la resolución de sistemas de ecuaciones no lineales tienen, en gene-
ral, un radio de convergencia pequeño y es necesario partir de una solución inicial ade-
cuada para que converjan. En la solución de nuestro problema utilizaremos las funciones
de Scilab: fsolve que usa el método de Newton y makematrix-vandermonde(x).
Una vez encontrados los valores de u que resuelven la ecuación (3.20) se procederá a ha-
llar el polinomio que interpole los valores solución. Para ello se utilizara la Interpolación
de Vandermonde.
La precisión de tolerancia de fsolve ocurre cuando el algoritmo estima que el error rela-
tivo entre x y la solución es como máximo 10−10, donde x es el valor final del argumento
de la función, cero estimado. La función makematrix vandermonde retorna la matriz
de vandermonde de n lados hecha con las entradas de x. Para i = 1, 2, 3, · · · ,m y
j = 1, 2, 3, · · ·n tenemos que A(i, j) = x(i)j−1 el determinante de la matriz de vender-
monde es

det (A) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)
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3.4. Algunos resultados

1. Solución de u′′(x) = u(x), u′(1) = 1 = −u′(1) Figura 3.1 . (Ver Anexo A para el
código script de Scilab)

Polinomio de Interpolación de Vandermonde

u(x) = 1,307717 + 1,1338713x+ 1,0053805x2

+ 0,9171049x3 + 0,8655135x4 + 0,8485427x5

+ 0,8655135x6 + 0,9171049x7 + 1,0053805x8

+ 1,1338713x9 + 1,307717x10

Solución Analitica

u(x) =
(e2x + 1) e1−x

e2 − 1

Figura 3.1: Soluciones de u′′(x) = u(x), u′(1) = 1

2. Solución de sen
(
x− π

2

)
u′′ − u(x) = u(x)3. Figura 3.2

Polinomio de Interpolación de Vandermonde

u(x) = 0,6443184 + 0,4671798x+ 0,3182686x2

+ 0,1942788x3 + 0,0889549x4 − 0,0020237x5

+ 0,0574501x6 + 0,1400067x7 + 0,2696357x8

+ 0,4452342x9 + 0,6543699x10
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Figura 3.2: Solución de (x5 − 3x2 + 4)u′′ + (x3 − x)u′ + (3x3 − x− 2)u(x) = u(x)3

3. Solución de u′′ + (x3 − x)u′ − u(x) = ex − e−x. Figura 3.3

Polinomio de Interpolación de Vandermonde

u(x) = 0,5658676 + 0,4010471x+ 0,2930757x2

+ 0,227283x3 + 0,192307x4 + 0,1813841x5

+ 0,192307x6 + 0,227283x7 + 0,2930757x8

+ 0,4010471x9 + 0,5658676x10

Figura 3.3: Solución de (x5 − 3x3 + 4)u′′ + (ex − e−x)u′ = (u (x) + 1)2
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

El principio del máximo para operadores eĺıpticos se usa frecuentemente para demos-
trar que las soluciones de algunos problemas eĺıpticos con condición de Dirichlet sobre
la frontera son radialmente simétricos con respecto al origen. En el presente trabajo
mostramos como esta técnica se puede usar con éxito para demostrar que las soluciones
de algunos problemas eĺıpticos no lineales con condición de Neumann en la frontera
del intervalo [−1, 1] son radialmente simétricas con respecto al origen. Pudimos ver las
caracteŕısticas que tiene la función solución u(x) dadas las ecuaciones (4.1) y (4.2).{

a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(u)

u′ (1) = −u′(−1)
(4.1)

{
a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = uf(u)

u′ (1) = −u′(−1)
(4.2)

Aśı mismo se verifico la simetŕıa de la solución de forma numérica.
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Apéndice A

Anexos

Figura A.1: Script de la solución de u′′(x) = u(x), u′(1) = 1 en SciLab
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