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El calculo de la exponencial de una matriz es sencitlo cuando se apoya en el conocimien-
to de sus valores propios (ver por ejemplo las secciones 7.10 a 7.15 de Apostol [1]

o Putzer|[6]). Sin embargo, este tipo de calculo hace dificil abordar preguntas tales

como: j, Cudl es la derivada de la funcién X — eX7 ; Cudl es el conjunto solucién
de Ia ecuacién eX = A7 ; Qué se requiere para que eX e =" - e¥ 7.

Este trabajo responde estas cuestiones al menos para matrices reales 2 x 2, lo cual
ilustra lo complejo de las respuestas en genqra‘l; El trabajo estd organizado como
sigue. En el capitulo 1 introducinios dos funciones matriciales y dos funciones reales
que seran las herramientas bésicas para el desarrollo del resto del trabajo. En el ca-
pitulo 2 definimos la funcién exponencial y dainos una expresion para ¢ en términos
de la traza y el determinanate de X. El capitulo 3 se dedica a la derivada de la fun-

X, LY

¥ =e¥ et

cion X —— e v a dar condiciones necesarias y suficientes para que €

Finalmente, analizamos la ecuacion et = A




Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Definiciones matematicas

‘Definicién 1.1 Dada una matriz cualquiera A en Myun(R) 0 Myn(C),

definimos la exponecial e* como la matriz n X n dada por la serie convergente

rx,\Ak

=N =
121 k!

Definicién 1.2 Una norma ||All en un espacio lineal V' sobre un campo F(F

es tipicamente R o C) es una funcidn HA|: V x V — R que cumple lo siguiente:

L=l

>0y |jz]| = 0siysélosiz=0paratodazcV.

2. ||l = |t|jiz|| parax €V y t € F.
3. fla -yl < llofl + ol pasa .y € V.

Definicién 1.3 La norma de una matriz cualquicra A en Mosa(R) 0 Myuxn(C),

designada por ||A], se define como el nimero no negativo dado por la férmula

Es deci

— m n ..
HAlj = 1 i |ei;]
¢ 1a norma de A es la suma de los valores absolutos de todos sus elementos.

Definicion 1.4 La traza de una matriz 4 = [ay] , es una funcion

Defini

tr: Mpun(R) — R
A tl'(A) = Z [¢¥5
i=t
cién 1.5 Bl determinante de una matriz A en Maxa(R), os

det(A} = ad — be




donde A

es la matriz
a b

¢ d

Definicién 1.6 Sea A = [a;;] donde a;; € R 6 C, se define la traspuesta de A

como la

Definici

por

.

I

Definici
nimeros

mn serie

SOI1 COXV

¥ §U sun

matriz
A= [ai]

6n 1.7 Lanorma de Frébenius de unas matriz A € M, (R), estd dada

; 1/2
1/2 2
lr =< A, A > = [ 3 tay]
i
6n 1.8 Dada una sucesién {Cy} de matrices m X n cuyos elemnentos son

reales o complejos, designemos el elemento ij de Cp por cg‘f) si todas las

]

x5
k . & .
chj) (i=1.2,....m; 7=172,..n} (#)
k=1
crgentes, decimos entonces que la seric de matrices 3232, Cy, es convergente

a esta definida por la matriz m X n cuyo elemento ij es la serie (x).

Definicién 1.9 Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado y com-

pleto. con la métrica inducida por la norma, es decir; un espacio normado en el cual

toda sucesién de Cauchy converge en él

Sea £(E,F) el espacio de Banach de la aplicaciones lincales y continuas de un

espacio normado E en un espacio de Banach F.

Definicién 1.10 Sean E, F espacio de Banach con la norma notada en ambos por

Il ¥ A € E abierto, f : A — F;a € A. f se dice diferencial eu ¢ si existe una

aplicacion lineal y continua L{a,-) = L € £(E,F) y una aplicacién r{a, h) = r(h).
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fla+h) = fla} + L(h) +r(h), donde rlallrrll T{—l(;ﬂ)- =0.

L{a, k) es lamada la diferencial de Fréchet de la funcién f en cl punto a con

ncremento h.

Enlo

que sigue Myya(12) serd dotado con la norma de Frobenius. Consideremos las

funcionss 7, & : Mawa(R) — 1 definida por

Tr{X)

X)) = 5

£(X) = 13(X) — det(X)

Teorema 1.1 La funcién % es lineal.

Demostracidén: Sean X, Y en Ms,o(R) v ¢ e un mimero real cualesquiera,

nleX

L y) = T'r(c)é +Y) TT((:X);— Tr(Y)
_ Tr(ceX) Tr(Y) Ir(X) Tr(Y)
=72 T2 T T
=cn(X)+ (Y}

por tanto.la funcién 7 es lineal.

Teorema 1.2: Para la funcidn € se cumple que:

Dem

§(EX

s

Para

£(EX) = £(X) 1)
X = (X = n(X)P (2)

ostracién: (1) Sea X en Myy{R) ¥ t un ndmero real cualesquicra, entonces

= P(tX) — det{tX) = (T—Tg&) — 2det(X) = (tTTLEX)) — 2 det(X)
(X)) 2
T—gi)) — 2 det(X) = £2(p2(X) — det(X)) = #(E(X)}.

jemostrar la parte (2), sea X € Mym(R)




Asf, sea X € Moo R), definida de la siguiente manera

X

(0]

adcinas, las funciones 7( X} y £(X) son iguales a

Tr(X d 2
pxy = D L) = () - a0 = L g - b
) 2 4 2ad + d° — dud — d)?
:u+a-jl- +b(:z(a£ )+bc.
Luego
a+d
a— 5 9%”’ C
X—nX1= at+d |7 p d=a
b d— 5 ) 5
Asi,

(x -

(¥

(“——fﬁ + be 0
0 LTE +be 4

Por lo tanto se ha demostrado la parte (2},

diferenciables y que para H € Afyo{R) se cumple las igualdades

[DTr(X))(H) = Tr(H)

1) (

De otra parte, es bien conocido que fas funciones Tr(X) y det(X) son Fréchet

[Ddet(X)){H) = Tr(adj(X)H)

_n?
{o=d) _,d)f + be
bid—a)
z

b az—d) +

10
01

(3)
(4)

c{a—d) o(d—a)
STt
Lo | pe

) -ecor

|



Observemos que la ighatdad {3) se cumple

TrX + tH) = Tr(X)
[DTn(X)(H) = lim :

lin Tr(X)+Tr(tH) - Tr(X) = lim ET—@ = Tr(H).

=0 t -0t

Vamos a demostrar (4), sea X, H € AMoyo{R), definidas de la signiente manera

ia
X =
( b d)
hy b
H = i My
hg h4

det(X +tH) — det(X)
A

1 +thy c+th a
=lim - | det OTEETIE A det j
116 ¢ b+ihy d+thy b d

(e + th)(d + ths) — {c+ tha)(b+ tho}] — [ad — bel]

(Ddgt (X)) () = lim

= Hm
10

t
ik ad + tahy + thid + t2hy by — be — tchy — thsb — 2hyhe — ad + be
= lim
i-+0 t
= h’n& ahy + hod + thihy —chy — hab — thahs = dhy — cha — bhg + ahy.

Asi] [Ddet(XW(H) = dhi — chy — Dha + afy {4a)

Por| otra parte, la adjunta de la matriz X es

Adj(X) = ( ‘ _C)

-b a

d - Y dhy —chy  dhg — ch.
lueg{)= Adj(}:)}_f — C (5% i3 _ t1 Clla 13 Cily
b a ha gy —bhy + ahy —bhg + ahy

¥



Por consiguiente,

de {da

Pe las

Tr{Adj(X)H) = dhy — chy — by + ahy (4b)

) v (4b) se deduce la parte (4).

anteriores igualdades se deduce ¢l signiente teorema,

Teorema 1.3

las funiciones n(X) y £(X) son Fréchet diferenciables y para I € M 2 ge cuplen

las siguientes igualdades.

Demc

(Dn(X)](H) = n(H) (5)

[DEXN(H) = m(X m{H) — Triadj(X}H)  (6)

vatracién: En ofecto, sea H € M2, Las funciones p{X) v £(X) son Fréchet

diferenciables, por que dependen de las funciones Tr{X) y det(X) las cuales lo son.

D)) = [D

Para d

ol H}.

Tr(X) Tr(lly
2 2

- %(DT:-(X))H _

emostrar la parte (6). por la definicién de la funcién £ obtenemos

[DE(X)I(H) = ID(P(X) — det{X))](H) = [Dp*(X)I(H) — [D det(X)](H)

Luego

dades

aplicando la regla de la cadena sobre funcion (X) y sustituyendo las igual-

(4)y (5), obtencmos

DR CONH) — [Ddet(X)](H) = 20(X)[D(X)}(H) — [Ddex(X))(H)

= (X)p(H) — Tr{adi(X)H).

44



Por tanto, las funciones n(X) y £(X) sou Fréchet diferenciables.

También, de la ecuacidn (2) se obtiene

[DECXDII(H) = [DECX)I(H)T = [D((X — n(XDIPIII

= (DX ~ (X)X — (X))

= (X Lp(XNDIDX = g(XNDIH + DX = gOMDIH)LX —9(X))]T)
w (X T 9(X)D(H — (YD) + (H ~ q(H)(X — (X)),

oy

Consideremeoes ahora las funciones o, 7 : B — R definidas por

cosh(y/) s x>0

T sioz>0
o0 :E'll
Ax) = = -
() é@nﬂ)l 1, si =0
sen{v/—x) G <0
. \/-»_? : v -

La convergencia de estas series, esta determinada por la aproximacién de las fun-
ciones|cosh(x), cos(x), senh(x) y sen(x) por polinomios de Taylor. Ver|[5)].

Directamente se comprueban las identidades

20/ () = Blx) o?(z) -z (z) =1 (7}

dpa(z} + 20/ (x) = () (8)
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Vamos a demostrar la parte (7), 2a'(x) = B(z);

Puesto que o'(x) = nz=:1 TE;H)! . entonces
o0 Qnmnfl o0 oL 1 oo :{'("+1) -1 20 -
2 ! &y = = R— .
o () r; (2n)! n§1 (2n - L} g 2(n+1) — 1) ,g] 2n 4+ = H(z).

Para la propicdad o?(x) — z8%(z) = 1, tenemos;

senh{y/2)

Primero, cuando = > 0, a(x) = cosh{/x) v B(z) = T Luego
o (2) - 25 {(z) = cosk*(Vz) — (benl\l/(_ﬂ) = cosh®(Vz) — = (mqo??;é;f,])

= cosh?(/T) — senh(/7) = 1
Segundo, cuando 2 = 0, a{z) = cos(ya} =1y flz) =

o{z) — wf(z) = 12 = 0(1) =

Tercero, cuando x < 0, () = cos(v/—2) y Bz} = %ﬂ_— ';%)

a?(z) - 23 (x) = cos*(V—z) — = (————Sen\(f:\/.?))z = cos?(y—z) + sen?(\ﬁ— x)) =1

Teorema 1.4  Criteric de convergencia para series de matrices.

Si {C4} es una sucesién de matrices m x n tales que Y32, {iCy|| converge, entonces
la scrie de matyices oo, Ci tainbién converge.

Demaostracién: Designemos el clemento ij de Gy por (,13 Puesto que |c i <
G, [la convertrencia de 72, |Crl| implica la convergencia absoluta de cada una
de las series 372, c ). Luego cada una de las series 1.3, ¢ ,fj) es convergente, por lo

que la|serie de matrices 33 ; C) es convergente.




Capitulo

LA FUNCION EXPONENCIAL

oc ALfk
Teorema 1.5 La serie matricial e = Z 7 existe para todo A fijado un
k=0
valor cualquiera de t, v para todo ¢ si se ha fijado un valor cualquiera de A, Y

converge uniformemente en cualquier regién finita del plano complejo £.

Demostracidon: Definamos la sucesion de matrices {S,.} como sigue:

Sg. =1
! n Aktk
Sn=2 1 n=01,..
k=p ™
ntl ARFLEHL
SnJrl = }.:éiﬁ I :(],1’2,

Entonces

n A"‘f" n ”Aktku

Isull F113- 2l < 3

deducimos gque

R

AT !%4"H|t*l 1Al

”Sn-i—l - S?t” = il (k+ 1)! ” — — ]
Puesto que fa serie Z converge para todo nimero real g, el teorema 1.4 implica
oo 1& k
que lajseric e = Z N converge para toda matriz cuadrada A.
k=0 M

Del teorema anterior sc tiene que:
La funcién exponencial X — ¥ se define por la serie absolutamente conver-

gente

De csta definicidn s sigue el siguiente teorema.

- 1A 5 flAil |"‘ < MM (1|4l € R),

14
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Teorema 1.6 Si XY =YX, entonces e¥e¥ = XY =¢e¥e¥. RO og ‘“Fcﬁfmcwm Y Sttt g
WMeNTACION

Antes de demostrar el toorcma 1.6 demostraremos el siguicnte lema.

Lema 1 Si T35t ¥ 202, by son dos series convergentes en R al menos una de

la cuales converge absolutamente, entonces

5 (B - (£) (54)

Demostracion: Supongamos que la seric que converge absolntamoente es 3 o0 s a
I 1 n=0n

v definamos

A=Y tn, B=Ybo =Y abus O =i
k=0

n={ n=0

F ":zakf Bn.:ben ﬁn:Bn“B'
k=0 k=0

Ahoral
C 0 F+ .o Cp = (l()bﬂ + ((10b1 + alb(}) + ..t {ﬂﬂbn + ..+ anb[}}
0B + ... + @By = (B + 3,) + ... + ax( B+ )

A B + {agf, + ...+ anfh)

—g—m—1

[I

El lema quedara probadeo si vemnos que a8, + ... + a,5 tiende a 0.

oC
Sca € > 0. Sea K = > lun]. Sca M =sup|F,| 1 n > 0 (la sucesién f, tiende a cero,
n=I[
luego estd acotada.)

Existe] un nimero natural ng tal que st n < ng, entonces {3,] < ¢/2K y si k > nyp.

entonces Yi., 41 lax| < €/2M. En consecnencia, si n > 2ny,




leofn +

Por lo

vt anfol < Z|nkb -l = Z [tsba—i| + Z T

k=0 k=ng+1

,)KZ|m|+AI Z lax] < OKKJFQ—GM—f

k=n0+1

tanto se tiene que el lema es cierto.

Demostracién (Teorcma 1.6 ): En efecto,

Por lo

Puestc

cribir

-3

o LEE)(EN) -5 (B0 ) - S (5 ()2

n=0 =0 "~ n=0 \k=0 n=0 \k

o % - Y' L R
X+ Y)"_ xer

n!
p—" T

tanto, escribiendo X = p(X) + (X —n{X}]), obtenemos

X = X=X

que la identidad (2) establece (X — (X))? = £(X)I. entonces podemos ¢s-

o¥ = XXX — (X)X =n(X))
=0 |1 (x =gy + BT ";S‘X)I)' . ”{X i ]
i z
= (X = (X)) + 527)1 ¥ %(X (X)) + 5( I+
N X 3(X 3
— N e 5( )1+ i ) +€ o )I + o+ (X =X+ —(3‘—)()( - X))+ }

Fi JR—

) (Z“)") [i (_2_(%}%] (X_n(X)I)]

nO o€ (X)) ] + [BECX) (X — n(X) 1) (9)




De acuerdo con las definiciones de las funciones a y 3, & esta dada por la expresién

3]

(S¥ [cash ( .f(X}) I+ senh ( £(X)) (%\/(’(—X—?i)] .8 EX)>0

=< N+ (X —p(X))]. st E(X)}=0

) [ws( fE(X)) 1+ sen (\/‘ff(X)) (é’—_——fgg%)] ,osi (X)) <0

En relacién con la inversa, la transpuesta, la adjunta, la traza ¥ el determinante de

!

eX, X|€ Mo R), tenemos
¢ = e [afe(X)) — BENNX = (X)),

Tr(eX) = 20" a(E(X)). det(e™) = ™ eon virtud de (7) v (9).
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Capitulo 3

LA DERIVADA DE UNA EXPONENCIAL

En este capitulo se estudiara el comportamiento de la derivada de la funcion expo-

nencial.

Teorema 1.7 Para H € My.(R)

[D&HH) = n(H)e¥ + e XM(X, H) (11)
donde|M (X, H} = M esta dada por

M = o€ (XY = n(XOD)(H — g()I) + (H = g(H)(X = n(X)D)]
HRENICX = n(X)DH = n(ET) + (H = g{DI)(X = n(OD)(X = (X))
FBEXNX — (X)),

Demostracién: En cecto, presto que

DIe)(H) = DIem™fa(S(X)) + BEX )X ~ n(X)])(H)

— DY Ha(e(X) + BEONX — (X))

+ e Dlade(X)) + BEXX — nCO)(H)

- D[,,l(x)](ﬂ)efm[cr(&(X)) + BE(ANX = (X))
+ e D[ €(X)) + BE(X))X — n(X)I(H)

= DIg(X) ()™ + "™ Dla(€(X))(H) + DIHEX)) (X — (X DI(H)

= DROIH)® + X Dia(6(XN|(H) + DIBECO)H)X — (X))
+ BELX)DIX = n(X)Di(H).

Luego] aplicando €l teorema 1.3 ¥ la regla de la cadena, obtenemos




D|e*]

Dle*]

Dle¥]

H) = n(H)eX + "o/ (€(X))[DE(X) I (H)
+ X EXDECOIENX = (X)) + " OBEXNH = n(H)).

H) =n(H)e* + Mo/ (E(X)DECOIH)!
+ e MB(EX)[DECON (X — (X)) + e BEXINH — n(H)T).

H) = p(H)e¥ + "D/ (E(XN[X - n(X)D(H - n(H))
+HH = (H)D(X — (X)) + O F (X)X - n(X)D(H - n(H)])
+(H = ()X = p(X)DIX = 7(X)) + eI BEX))H —n(H)]).

Por lo tanto hemos demostrado ¢l teorema propuesto.

Cuando HX = X #; utilizando (2), (7) y (8) simplificamos M (X; H} para llcgar a

M=

[

20/(E(X))(X = n(X)]) +4E(X)a" (€M + 2/ (ECXM] (H —n{H))
a(€(X ) + BEXNX = n(XYD)I(H —n(H)I)

X)X (H — p(H)I)

en cuyo caso [DeX](H) = n(H)e™X + e M(X, H} se reduce a

[DeX|(H) = eXH = HeX.




$ La conmutatividad de exponenciales

Veamos lo que sucede en general, puesto que

e¥ = ™) fag(X)] + [BEX)HX = n(X)])]

y
e¥ = ™) [a(g (Y + [BEY VY = n(Y)])]

entonces

e¥e¥ et eX = MPalg(X)) + [BENX - (XD ale(Y DI

HBEY Y - n(¥))] = e"ale(Y)I
+HBEWNY = 0¥ )] Dla(€lX)) + [BEXNIX —n(X))

= X BE(X DAY NIXY ~VX] (10)

De esto se sigue ¢¥ conmuta con ¢¥ s y sélo si X conmuta con ¥ o 3(§{X)) =00

BE(Y

) =0.

Note que cuando F(€(X)) = 0 sc obtienc

X = en(x)n-{g(X))I;

que es un mdltiplo de la matriz idéntica. Ahora bicn, de la definicién de la funcién

3 tenemos que

BLE(X)) = 0si v sdlo st E(X) = —kn? k=12,

en cuyo caso e’ = (—1)fe™ 1 k=1,2, .,

El siguiente ejemplo muestra que e¥e = e'e¥ y sin embargo ¢¥e” # X771,

20



Ejemplo : Si

01
Y==n
1 0

entonces £(X) = —72, EY) =7? y §(X +Y) = 0, en efecto

E(X) = pHX) - det(X) =

— () = 2] = (0/0) - ()} =

Tr(X)]?
2

De ia misma forma se ohtiene (Y} = 72

§(X +¥) = f“TJ’Q —det(X +Y) = w;_y) _ det(X +Y)
=[5] -0 - exi-o
X 0o (€(X)) + BECONX — (X)) = la(—72) + H(=a)(X — 01}

Adem

Ahora

¢ [cos(—(—arz)) + “—“(*_(—_g“ﬁ)—)(/\’ - OI)] = 1[-1] = —1.

—(m
is tenemos que ¥ = ™ a(E(Y NI + BEYINY — y()])]
puesto que E(Y) =72y 9(¥) =0,

v o 1 (4 coshm 0 0 senhw
e =¢&' |coshnl + —senhw =1 +
T T 0 0 coshir senhm 0

( coshw  senhw

senhm  coshr

Por otro lado,

XY

= X (X + Y+ JEX + YN X + Y - (X +Y)]]

0 27 0 27
Oa(0)] + H(0) Tl o1 =1 |eos(0) +1 i
0 0 0 0

2\



dl

Obser

ohtene

HEtH b

vacién: Dado que 7(XY) = p(YX) y £(XY) = &(YX), a partir de (9)

mos la siguiente relacion andloga a (10)

XY — N = GE(X V)XY - YX]
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LA ECUACION EXPONENCIAL

Teore

Para

ma 1.8

nalquicr matriz M € Maya(R) con Tr{d) =0y det(M} =1

la funcién ¢ — f(t) = ™ con t € [0, 00) es 2w-periddica.

Demostracién: En efecto, por (1) se tiene £{{t + 2m)M) = —(f + 27)%, Ademds

n{(t +

¥ por

Flt+ 3

Por ta

Tr((t +2m)M) _ {t -+ 2= )T M) - {t+27)-0 _

2 2 2 0

20)M) =

0 tanto

!ﬂ) — e(t+27r]M

_ er;((i+?7r),1.!)[a(§(t +27)M)]
+ [BECE + 2m)M)((¢ + 2m) M — (£ + 2m) M) 1)}
= o~ (t + 22 + [B(—(t + 2m)?)]((t + 27) M — O1)]

sen \/—{=(t +27)%) ({t+ 27)M — OI)]

(- (t -+ 2m)2)

= cos{t + 2m){ + sen(t + 2m)M = cos(t)] + sen(t)M = ™ = f(1).

= e [cos(y/—(—(t + 27)2))] +

ito, la funcién f(#) = ¢ con £ € [0,00) es 27-periddica.

En particular, del teorema enterior se deduce; parat = km; & =0, 1,2, 3, ... se ohtiene

lo que

Abora

e = det(e®) = det(A) v a€(X))

De est

Flkm) = e*mM == cos(km) + sen(kr)M = (-1)FI.
muiestra que las ecuaciones ¢ = I y e¥ = —[ tienen infinitas soluciones.

si e¥ = A, entonces por (10) se debe obtener las relaciones

=1](e‘\'}: n(e) _ 7A) 13)
(%) \/det(QX) \/det((A)

h se signe que cuando det{A4) < 0 la ecuacién et = A no tiene solucion.
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También, dado que o > —1, la ecuacién sélo puede tener solucién cuando

A
U )— > —1. Por ésto, en lo que se sigue suponemos que det{A) > 0 ¥ que
dci;Q(A)
A
& > —1. También, en lo que sigue haremos §( A} = LA)—— > —1.
dot((A) det{{A)

El cowportamienio de las funciones o v [ sugiere analizar los casos

S(A) > 1, [6(4)] < 1, ¥ 6(4) = 1.

Caso|d(4) > 1

En este caso las relaciones (13) se reducen a

¥ = det(A4),  cosh(y/E(X)) = (A}, E&(X) > 0.
De aqui obtenemos

JEX) = cosh™((5(4))) = In (@3@)

det({A)

¥
scnth X X
ey = EED VS

) cosT1((A))y/det(4)

Ahora la expresion

et = "M alg(X)NI + BEXNX — (X))

e JE@) ) (x - ln(,/det(A)f})}
= (1(.1’»(14) 5(/1)1 + (C()Sh_l(é‘(A}) \m
— 14

Despejamos X para obtencr la tinica solucién

X = ln(\/mw + cosh ™ (3(A4)) (i_\/_g_%) ’




Caso

En cst

E2N)

De est

donde

Ahora

-1 < 8(A)y <1

c caso las relaciones (13) se convicrten en

= det(A4),  cos(y—&{X)) = ¢(A), E(X) <.
0 se sigue que /—£(X) peretenece al conjunto
{(B(A) + 267) 2+ m—8(A), £=0,1,...},
B A} = cos* (8(A)). ¥ que

sen | —€(X) _e(A)
BEL)) = W) e,
J—EX) _£(X)y/dot(A)

para cada valor de \/—£(X} despejamos X de la expresion

¢¥ = Ia(E(X N + BEXNX — n(X)D)]

= Jabe(A) [5(‘4)” y—£(A) (X—fn(\/det(A))I)

—£(X) det{A)

Para obtener

A r;(A)I)

X = In(y/det(A) + /—€(X) ( T

Lo gue indica que hay infinitas soluciones.

Caso 6(A) = £1

En est

De aqt

Cuando 8(A) = 1 y escogemos X tal que £(X) = 0, la igualdad ¢t = A sere-

duce «

e caso las relaciones (13} estan dadas por
9 = det(A),  cos(y/—E(X)) =1, &(X) <0.

i obtenemos £(X) € {—r?7%k=0,1,2, ..} y que
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¥ = X[+ (X — (X))
= Jdet(A)I + (X — tn(y/des(A)D)]

= A,

que conduce a

X = [lrz(m) - 1} 1 -{-_‘:4_

det(A)
Cuando 8{A) = £1 y escogemos X tal que £(X) < 0 la igualdad e = A sc reduce

a
eX = e”(‘“cos(v—f(X)) =4,
o que Tonduce a %y/det(A)] = A. Asf cualquier matriz X tal que n(X) = In(det(A))

v ¢(X) € {—s2n% K = 1,2,...} satiface la correspondiente ecuacion eV = L det(A)].

4

-1, s a<0

Sgn(z) =< 0, si x=10

1, stz >

2

-
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