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1. INTRODUCCION

De}sde que la definicidn formal de metriz normal fue dada por O. Toeplitz en [9)], se
han descubierto cerca de noventa caracterizaciones de este {ipo de matrices.
Ez}z'sten caractrizaciones interesantes que permiten relacionar los valores propios de
la ;natm, con los valores propios de sus partes hermitiana y antihermitiana, o con
les1 valores propios de su descomposicion polar. Estas y algunas otrus caracteriza-
ciones mds, serdn plenteadas posteriormente en este trabajo.

Este trabajo se divide en dos secciones; en la primera seccidn, se enunciardn y
demostrardn algunos de los resultados de la teoria de matrices, como el teorema de
Scifwr, alqunas caracterizaciones de matrices normales enire otros.

Eni lo segunda seccién se demostrardn algunas caracterizaciones donde interfieren

peaj‘mutacz’ones y los resultados de la seccidn anterior, para finalmente demostrar una

| o . .
nueva caracterizacion de matrices normales usando sus valores propios.

!
!

|




DEFINICIONES Y TEOREMAS BASICOS

|
|
|
|
|
2.
|
|

Enlesta seccién, se introducen las definiciones generales pertinentes ol desarrollo
de jeste trabajo. Ademds, se presentardn algunos resultados bdsicos de la teoria de
ma1tn

|

De]ﬁnlcum 2.1. M,{(C): Bs el conjunto de las matrices cuadradas de tamafio n

|
con entradas en el campo de los complejos.
]

De]ﬁnicién 2.2. Se dice que el valor propio A y el vector propio X de una matriz
i

A .ﬁm asociados st AX = AX.
!

Deﬁnicién 2.3. Sea A € M,(C), un subconjunto W C C" se dice que es un
|

conjunto A-invariante, si Aw € W, para todo w € W.
|

Definicion 2.4. Sea A € M (C), se define el nicleo de A como
|

N{(A4) = {X € CMAX =8},

i
|
i
dorf,de 8 es el vector cem.

De]ﬁnicién 2.5. MATRIZ CONJUGADA: Sea A = {ay;}, se define la conjugada
de iA como la matriz A = [a3;)

1
Deﬁnicién 2.6. MATRIZ TRASPUESTA: Sea A = lay}, se define la traspuesta

A ¢omo la matriz A* == [a;].

De]ﬁnicién 2.7. MATRIZ ADJUNTA: Sea A una matriz, se define lo adjunte de
!

A ¢omo la matriz A* = AL




1
1
i
!
1

\
Deﬁnicién 2.8. MATRIZ NORMAL: Una matriz A, se denomina normal si

AA* = A"A.
1
Déﬁnicitin 2.9. MATRIZ HERMITIANA: Una matriz A es hermitiana si A* = A.
|
De%ﬁnicién 2.10. MATRIZ ANTIHERMITIANA: Una matriz A es antihermi-
tiaﬁa si A* = —A.

!

| . .-
Toda matriz A puede descomponerse de manern tinica, como la suma de una

matriz hermitiana H y una antthermitiana K , donde

H=}A+A) y K=5A-A)

Definicion 2.11. MATRIZ HERMITIANA SEMIDEFINIDA POSITIVA: Une
]
mairiz hermitiana es semidefinida positiva, si todos sus valores propios son no

negativos.

|
Définicion 2.12. MATRIZ UNITARIA: Una matriz U es unitaria si

|
Ub:“ = U = [ siendo I la matriz identidad

Dé’ﬁnicidn 2.13. MATRIZ DIAGONAL: Una matriz D = [d;;] en M,(C) es

dia{g.onal si d;; =90 siempre que i £ J.

|

Definicién 2.14. MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR.Una matriz D =ldy] en

M,,!‘(C) es triangular superior si d;; = () siempre que > j.

]
D?ﬁnicién 2.15. MATRIZ UNITARIAMENTE DIAGONALIZABLE: Una
mdiriz A es unitariamente diagonalizable, si eriste una matriz unitarie U y una

matriz diagonal D en M,(C), tal que D = UAU™.

*
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Proposicion 2.1. (Teorema de Schur): Para tode matriz A con valores propios

l
|
]
A ,J..., X, existe una matriz unitaria U y une matriz triangular superior Ty , tales
que

|

UTAU =T, = [t
dmimde ta=A,i=1, .., n

Dejmosﬁncién. La demostracién de este teorema se hace por induccion en el orden
della matriz A.

Si ?n = 1 es obvio. Supuesto cierto para 1 se probard para una matriz de orden n+1.
Seé; A € M,1{C), A un valor propio de A y X un vector propio asociado a A
normalizado. Mediante un proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt se obliene
unja base ortonormal {X, €1, €3, ...,en} de C**L. Denotemos P = (Xeiez...en) gue

1

es una matris unitaria y o, unae matriz fils,

| ‘
1
| A s
| PTAP = i
4 ola,

Sea
]

1|6
Q= )
| e,
eni donde U, es la matriz unifaria que, por hipdtesis de induccidn, verifica que
J
Ur AU, es triangular superior cuya diagonal estd formade por los valores propios

dejAn.
Seii. la matriz U = P(Q,

]
!
i
!
i

1 ( Aja ) ( Al o ) ( A * )
U'AU = Q"P*APQ =@ Q=q" - ,
8 An 9 AnUﬂ e U';A‘RU‘"
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{

|
!
|
i
asz; U*AU es una matriz triangular superior y es ficil comprobar que su diegonal
est;d formada por los valores propios de A.
| u
!
Dejeﬁnicién 2.16. MATRIZ ORTOGONAL: Una matriz A es ortogonal si es

unitar‘ia y AlA = AA' = 1.
!
Definicion 2.17. FAMILIA CONMUTANTE DE MATRICES: Una coleccidn no

]
fua(;:z'a ¥ € M,(C) es una familia conmulante de matrices, si para todo per de

mt%tn’ces A, BeF, AB=BA.

A continuacidn se enuncia una particularizacion del teorema de Schur.

|
!
Corolario 2.2. 5i§ & M, (C) es una familia conmutante de malricez, existe una

mdiriz unitaria U tal que U* AU es triangular superior para toda A € §.

Da}mostmcién. Sean A, B en § y A un valor propio de A, luego N{(A—-Al) es
B-invariante. En efecto;

s.eL X e N{A— D)

1
| (4~ ADBX = ABX — ABX = BAX — BAX = B(AX —AX)=B6=6,

| luego BX € N(A - Al}.
| Como N'(A — M) tiene dimensidn 1, entonces una base estd constituide por un
ﬁViiz'co vector v # ©, luego cualquier X € N(A—XI) y distinto de © puede expresarse

de! la forma X = av con a ¥ 0, por lo tanto BX = Bv paru algun 3, entonces

BX = Bav = aBuv = fv,



Bv=§v=,\v
o

?
|
i
!
|
|
| By = Ay,

luego se puede tomar el mismo vector propio X de la matriz A {demostracion del
teo!‘mma de Schur) para construir le misma matriz unitaria U que triangularize o

A para que triangularice B, aungue no se sabe cdal de los autovalores de B pueden
|

elegirse. Por lo tanto existe una matriz U que triangulariza A y B.
B

Déﬁnicwn 2.18. POLINOMIO CARACTERISTICO: Sea A una matriz cuadra-

daj el determinanle
1
j det{A - 2N = f(A) = (1 — A).(Aa = A)

se id.'z'rwari'u'aw polinomio caructeristico de A.

Proposicion 2.3. El determinante de une matriz A = [ay;] es el valor

det(A) = [+

F3 |

Demostracion. Se fiene que
| det{A — A1) = f(A) = (M — A}.(An = A)

haciendo A = 0 se liene que

huego

| n

det(4) = []
i=1

V)



D%ﬁm’cién 2.19. LA TRAZA DE UNA MATRIZ: La traza de una matriz A = |a;]

es el valor

! TT(.A) = i Q-
=1

Definicion 2.20. PRODUCTO INTERIOR DE FROBENIUS: El producto inte-

riojr de Fribenius estd definido por la igualdad
!

| (A, B)p = Tr(B’A).
|

Ndtese que (AC, Byp = (C, A*B)r
!

jA continuacion se verificard que el producto interior de Frobenius estd bien

definido como un producto inlterior, es decir que cumple con la simetria, lineali-

|
da;d, homogenidad y positividad. En efecto;

Sen A, B y C matrices y sea A € C.

(A, BYp = Tr(B*A) = i @,

Fa=l

|
!
| -
doinde A =fag), B = [b] y B*A = |ay;] siendo oy; = Y, buaij, luego
|
|

(A: B)F = Z zskiakh

| i=1 k=1

notese que

} i i brigg; = i Z Qibii = i: Z aikbik,

=1 k=1 k=1 i=1 i=1 k=1

(A, B)r = Z ia;kg,-k =Tr{AB") = {(B*, A")F,

|
|
f i=1 k=1
|
]




|
|
1
|
|
!
|
!

!

(A% B+C>F = Tr ((B'FC)'A) = Z Z(Eﬁ-i-ﬁh-)ah- = Z igk,ﬂk,;-i-zn: 2": Crillii,

i=1 k=1 i=1 k=1 i=1 k=1

luégo
j

| (4, B+ Cyp =Tr(B*A)+ Tr(C*A) = (A, B)r +{A,C)r
i

es aditiva.

81

Eu

(A,).B)F = T’J“(XB*A) = Zn:iﬁhﬂh' = xiigﬁaﬁ = /\(A, B}F,

i=1 k=1 i=1 k=1

por lo tanto {,}r es lineal.

|

H

(AAp=Tr{AA) =YY Guau=3_ 3 laal* >0

i=1 k=1 i=l k=1

| A # 8. Luego (,)r positivo.

4

De;:ﬁnz'cién 2.21. NORMA DE FROBENIUS: La norma de Frobenius ¢ norma

clidiana de una matriz A, estd definida por

n 1/2
| 4l = 4 = [ S lat]
j 1

=

|
Definicién 2.22. ESPECTRO DE UNA MATRIZ: El conjunio de l_os valores

pn}pz’os de una matriz A, se denota mediante 8(A) y se denomina el espectro de A.

Dézﬁnicién 2.23. Sea T CC, Re(T), Im(T) y |T} = (T*T)z, denotan los

|
conjuntos conformados por las partes real, imaginaria y los médulos de los elementos

de

|

T, respectivamente.
!

|
|
|
|
|
|
|
5
i

12



|
|
!
|
|
|
!
|
|

D?ﬁnicién 2.24. S, denota el conjunto de las permutaciones sobre {1,2, ..., n}.

|
Definicion 2.25. Sea A € M,(C). Para un entero m > 1, una matriz B € M,(C)

es'llamada raiz m-ésima de A si B™ = A.
Corolario 2.4. Sea A € M,{C) con

o{A) N (—o0,0 = 0.

H
Ev;itonces A tiene una unica raiz cuadrada B tal que
|
! o(B)C {z € C: Rez > o}.
|

| La demostracion de este corolario estd en [4].
|

Tt%orema 2.5. (Teorema de descomposicon polar): Para toda matriz A, exisie una

matriz semidefinida positiva P y una matriz unitaria V, tales que A = PV.

1
Démostracion. Sea A € M,(C). Se tiene que AA® es semidefinida positiva. En

f
efecto;

i X*AAX = (A XA X = A X >0
Sej denotara por P la raiz de A*A, de manera que

i

| Pr= AA,

=

e~ ] -

(P*): = P'P" = A"A

P*=P, ver[4].

10

1%
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|
1
|
|
i

Para tede X € C" se tiene que:
(AX,AX)p = (X, A"AX}p = (X, PP X)p = (P*X, PX}p = (PX, PX)F

lAX & = I1PXII%
HAX|lF = |1PXr,

luego las matrices A y P alteran la longitud de los vectores de la misma manerua, ast

‘ 14llF = |P)F,

l

es'decir, existe una matriz unitaria V tal que
|

J
|
|
1
|
!
1
i
!

A=PFPV.

]
1
1
1
1
i

| En lo siguiente proposicién se enuncian y demuestran algunas caracterizaciones,
|
que muesiran la relacion existente entre A H,K,PyV, donde PyV son las
matrices que aparccen en el teorema 1.9, y donde H y K son las paries hermitiana

¥ ézntihemitiana de la mairiz A cuandoA es normal.

|
i
|
{

|
|
|
]
|
i
|
{
|
|
i
| 11
!
|
!
!
!
1
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| "

P?vpomou 2.6. Sea A una matriz, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

{ a} A es normal.

(b)] A es unitariamente diagonalizable.

(6) NI = S0 I, donde 5(4) = {Mi, - A},

(4} AV = VA.
(e)1 AP = PA.
@VP:PV
(s) AH = HA.
(éAK:KA

(i) HK = KH.
1

Demostracidn. (a)=(b). Supongamos que A es normal, por el teorema de Schur

|
e:r::]‘ste una matriz unitarie U tal que U*AU = T, siendo T una matriz triangular

superior. Entonces T es normal ya que
i

i

| TT = UTAUUAU = UAAU = U"A'UUTAU =T'T.
i
Sea T' =: {t;;] . Entonces

1
| (T T = ftu
d :
| (TT" ) = ltuf?
k=1

se concluye que 4y, =0, k=2,...,n. En general

| (T = |tl?

Y
(TT)e =Y ltal®

%
i
|
] k=t
! 12

|

i

!

i

|

i

|

i



i
)
!
!
{
|

|
seiconcluye quety =0, k=4i+1,..,n, t =1,..,n—1 lo que prueba que T es

diégonal.
|
ﬁ%#(a}.Sm A unitgriamente diagonizable, entonces eziste una matriz unitaria U

tal que U* AU = D, siendo D una malriz diagonal, luego dado que D es normal,

1
| AA* =UDU*UD'U* =UDD'U* = UD’DU* = UD'U*UD*DU* = A’ A,

se {concluye gue A es normal.

% (b)=>{c).Sea A una matriz unitariamente diagonizable, luego existe una matriz
unitam U tal que U*AU = D donde D es una matriz diagonal. Entonces, por el
teoirema de Schur D = [X;] donde 8(A)} = {\, ..., An} , por lo tanto

! n
! 1AF = U AUWE = IDIF = D ILF

- =
(c}j::v(b).Sea HAZ = o0, IX?, donde 6(A) = { A1, ..., An}. Por el teorema de Schur
eziste una matriz uniteria U tal que U*AU = T = [t;;} donde T una matriz trign-

!
guliar superior y t; = X;, entonces

] n
| [0 AU = |TIF = DA,
1 =1

asi T es una malriz diogonal, por tanto, A es unitariamente diagonalizable.

{ a){z}»( f).5i A es normal, entonces
AA* =V PPV

A*A=P'V*'VP = P*P,

VPV* = P?

1
1
!
|
co:-'jno P es hermitiana, P*P = PP* = P2, Luego
|
]
!
! 13
|
j
]
i
|
|
!
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]
]
|
|
|
|
Nétese que tanto VP2V*, como P? son matrices cuadradas semidefinidas positivas,

|
su maiz cuadrada es #nica por el corolario 2.4, por lo tanto

VPV =P

|

o lo que es lo mismo VP =PV,

(f)]f» {a).Sea VP = PV, entonces

AA* =VPPV*=VPW*' = PVV* = P’ = P'V'VP = A"A,

|
i
se 3amcluye gue A es normal.
|
!
(f)=>(d). Sea VP = PV, entonces
|

VAV =VPVV'=VP =PV = A,

es]decir, VA=AV
{ d);r—}( f). Sea AV =V A, entonces

i VPV =VAV'V = AVV'V* = AV = PVV" =P,

f

es]dea'r, VP =PV.
{

(f)=>(e). Sea VP = PV, entonces
!

i

PA=AV*A=AV*PV = AV'VP = AP,

(CJ:%U. Sea PA= AP, entonces

| VP =VAV* = AV'V = A= PV.

{a)=>(g). Sea A normal.
J 1
AH = A%(A A = %(AA +AAY) = -;—(AA LA = (At AVA= HA

1

|
1 14
!
i
\



{g)=>(a). Sec AH = HA, luego

!
!
{
|
1 !

AS(A+A) = 5(A+ A4

|
!
|
1 AA+ AA" = AA+ A'A
|
|

AA* = AA,
|

A  es normal.

j {a)=> (h). Sea A normal.
1 w 1 o 1 . 1 .
AK = AS(A— A7) = S(AA - AA )={AA-AA)=(A-A JA=KA
(h)= (a). Sea AK = KA, luego
Al(A —AY) = E(A —AMA
2 T2
AA—AA"=AA—A"A
—AAT = —A*A,

AA* = AA

(a)= (i}. Sea A normal.
1 * H * 1 * * * A+
HK = L(A+ A)2(A- &) = {(AA— AR + KA £ 4)
- E(AA S AA+AA - AR LA AL - ATA- AR

1 . | wi .
= A-ANA+A) = S(A-A) (A+ A) =KH

15

15



(i)= (a). Sea HK = KH, luego

AA*=(H+K)}H'+K)=HH"+ HK™ + KH" + KK*

—H*H-HK+KH+K'K=HH~KH+HK + K'K
1 —H'H+K'H+HK+K'K=HH+HIK+KH+KK

| (H* + K*)(H + K) = A*A.

% .
{

]La siquiente proposicion muestra una relacion pitagdrica entre una matriz y sus
|
pa:;tes hermitiana y antthermitiana.
]
Proposicion 2.7. Paru fode matriz A
]
!
1
1 bAIE = NEIE + K
]

Demaostracion.

IAjL = (H+ K, H+K)p = (H,Hyp + {H,K)r + (K, H)p + (K, K)r

= eH,H)F +Tr(K*H)+ Tr(H*'K) + (K, K)»

=(%-;f, Hyr —Tr(KH)+ Tr(HK) + (K, K)F

- (;H, Hyp + (K, K)p

= I!H I+ K%
i |
|

16
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|

|
Proposicion 2.8. A} = S0, Josl® + X0, 1B, donde 8(H) = {ay,...an} 9
8(K) = {B1,.s Bn} cones,f€Rei®=—1, parucada i =1,...,n.

Demostracién. Se tiene que HH* = H*H por ser H hermitiona y ademas

|

1 KK* = K(-K) = —KK = K*K,

porJ' ser K antihermitiana, por lo tanto H y K son normales. Aplicando la proposi-
cién 2.6 se obtiene que
1H|E = 30 lal® v | KlF = X0 180
Y ;}ar la proposicion 1.2
1

1AIE = 25, loal® + 2 18I
!

|
|
1
|
|
|
|
|
!
3
|
|
|
;1 17
|

|

|

|

j

!
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|
1
|
1‘3. CARACTERIZACION DE MATRICES
aj
|

NORMALES

1

En'esta seccidn se mostrardn algunas caracterizaciones de matrices normales y se
!

mosirard el leorema principal, que es una nueva caracterizacon de matrices normales
I
!

1

Pmpos‘;ctén 3.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

{a)iA es normal.

{(b)iRe(8{A)) = 6(H).

(c).Tm(8(A)) = 5(K).

(d)jé(A) = {as+iB,q) | i = 1,...,n}, para dlguna permutacion o de S,.
|

Deﬁnostmcz'o’n. {a)=(b). Como A es normal, por la proposicion 2.6, {A,H,K} es
una familia conmutante y del corclario 2.2, A, H y K son simultdneamente

i
tria{ngulm‘izables, esto es, existe U unitaria tal que

; A=U'TyU, H=U'TyU, K =U*TU,

iue_&o como A= H + K, entonces U'T\U =U*TgU + U U.

Ast, Ty = Ty + Tk, con lo cual, \; = a; HiB,(;, para alguna permutacién o en Sn
donjde se puede observar gue Re(\;)} = «;, por tanto Re(3(A)) = §(H).
{a)}=>(c).Demauem de manera andloga se concluye que Im(3(A}) = 6{(K).

{ b)%(a). Por el teorema de Schur, existe una matriz unitaria U tal gue

Ta = U* AU = [t;;] es una matriz triangular superior. Entonces,

! T4 =U*HU + U*KU =H+K,

18
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!
1
|
en Jdonde, H=U*HU =: [k} y K= U"KU =: [k3].

Dado que
|
{
3 ITAllZ = AIZ + | KIiZ, (1)
1 .
}donde
| ITalz= Y tP= I+ > Itf
| 1<i<i<n el 1<i<j<n
Y
|

[Ale = Ui HIEIURF = | H ]I

1 . .
y como H es normal, por la proposicion 2.6, se tiene gue

n

IS ltl? = lea® + I K

1<i<j<n i=1

n

Re(A P + S Im)E+ Y Iyl =D [Re(W)F + |KIlE
=}

|
|
Estla igualdad junto con la hipétesis conduce a
{
1
! 1<i<ign i=1

n

i=1

|
i SUmO + 3 P = DRI = 3Gl + 31l (@)
! i=1 1<i<j<n i=1 Py
|

Por otro lado, ki es real y ki; es imaginario puro, entonces |t;|2 = thisl? + |ksl2. De

1

lo aniervor se obtiene
1

ST Il =D 1kl + 3 ksl
i i

\ 1<i<j<n

De aqui y (2) se sigue que
SUmODE + Yl + 3 1l = D 1l + D 1kt
i=1 #i ij =1 ij
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Z[fm(f\) +) byt = ZH’«:I”-

i#f

iTm(\;) = ks,

j
de (3) se sigue que
\

*} Zli;.?lz :0!

4 i#3

@)

luego hu = pare cada i # j. Por otro lado, T, es triangular superior, en conse-

cue;ncm by = —k,_, para todo i > j y como K es normal entonces &;; = 0 para cada

|
i 75] j. Se obtiene que K y H son matrices diagonales por lo lanto Ts es unae matriz

diagonal y por la proposicidn 2.6 A es normal.
i
(c)=>(a).La demostracidn es andloga a la anterior.

Le equivalencia {a}<>{d), se sigue inmediatamente de cualquiera de las equivalencias

antriormente probadas.
|
1E'n lo que sigue, 8(P) = {p1, P} ¥ 6(V) = {1, .., u}.

Pr!])posicz'én 3.2. Si A es una matriz, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) E(A) {4jpots)li = 1, ---,n}, para alguna permutacién o de Sn.

(b)J(J(A)] = {pt, s Pu}-

(c) ;A es normal.
]

|
?
: S(A) = {uwpopli = 1,...,n}

’ 20

Demaostracién. (a)=> (b). 5i eriste una permutacion o € S, tal que
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i
|
i

enfonces,
|
| X = Wipoty Il = [wllpa] = lPo] = Poiy
1

pucisto que P es semidefinida positive, sus valores propios son no negativos, luego
\
|0(A) = {p1. - n}

(b}i—& (¢). Como
l Al = IVPIE =PI = Y 6

|
|
¥ dado que p? = |\if?, parw i=1,...,n entonces
i
]
1
J

1AlE =0t
i=1
|

pori la proposicion 2.6, tenemos que A es normal.
{c})= (a). Si A es normal por la proposicion 2.6, {A,V, P} es una familia conmeu-

|
taqte. Nétese que I es una mairiz normal puesto que P = AV™*, luego

|
] PP =AVVA ' = AA*=AA=AVV'A= PP,
!

adémds por ser V una matriz unilaria enionces es normal, luego A,V y P son
f
matrices normales, entonces {A,V, P} (por el teorema de Schur) es una familia

sin']mltaneamente diagonalizable , asi, existe una matriz uniteria U tal que;
1 Ty=U"AU =U'VUU"PU
i

cmT Ty = diag(Ay, ..., M), UVU = diag(uy, ., un) y U*PU = diag(pe(1y, - Potn))

pot; lo tanto
|
} A'i = UiPoli)> 1= 1: —ey e

Esio es, eziste una permutacion o € S, tal que 8(A) = {wp,pli = 1,...,n}.

21



]A continuacion se demostrard el resultado principal de este trabajo.

Te(j:u'ema3.3. Una matriz A es normal, si y solo si, existe una per-

mutaczén o de S, tal que
!

| 5(A*A) = P Rogli = 1, o}

anastmcién. = St A es normal, entonces eriste una malriz unitoria U tal gue
A =] U*DU donde D = diag{Xs, ..., An}, luego A*A=U*D'UU*DU =U*DrDU.
Ahgra, DD* = diag{A1 A1, ..., AnAn}, S€ Sigue que

|
1 8(A*A) = {AX]i = 1,..,n}.
1
<= 1}’01' el Teorema de Schur, para alguna matriz unitaria U, A = UTU con T

tfitinmdar superior, asi A*A = U*T*TU. Haciendo T=1T"T =: [ii;], tuego T es
| . . R -
ung matriz hermitiana puesto que T* = T*T =T, se tiene que tj; =t;, 1 < J ¥

fﬁ L /\,'_X;-{“(Ii donde k= ;c;ll -t.kitk:i- Notese que o, f,'_, > 0 para g = 1, ey T2 Ahora

bien,
172 =3 Rn+ ot + 3 2047
=1 i<
Por. otra parte, como T es normal y 8(A*A) = 8(T), entonces

U - JOUPTUUNIIE | SO

17 =Y el
i=1

Ademds,
j Z Aidos) = Z(A.-")C + o), (4)
, i=1 =1
en consecuencia
3 Ao =D A (5)
=1 =1

|
1
| 2



Haér:iendo X = a;+ib;, con a; y b; reales, entonces
] n
1 Z[(ai - aﬂ(i))2 + (bl - ba(i))z] >0,
! i=1

reescribiendo
|
|
! ;
; =l i=1

Como A*A es hermitiena, Xi)q(;) es un mimero real, entonces

Ai)‘ﬂ(i) = aiaa(i)bi + bo'(i)-
Atx = (C!-i + 'ﬂ?i)(ﬂ,‘ - @‘) = a? 4+ b?

Su.%tituyendo en (6)
: Z(a? + a5, + b + bg(,-)) > Z 2Mi a0y

£==1 i=1

i‘ n . - n .
i 3N+ Do) 2 D 2.
i=1 =1
Asi
|

Z Aidi > Z Aim-
i=1

i=1

i ™
Z(af tage 0+ > Z 2{aiaq() + bibogs)-

(6)

7

Dei(5) y (7} tenemos que o; = O para todo i=1, ..n. Ahors, sea ty; = e + id, luego

Tty = €2 + d2, se concluye que ty; = 0, para todo i,y para todo k=1, ...,i— 1. Por

lo t;anto, T es una matriz diagonal y ast A es necesariamente normal.

1
Ejemplo 3.1. Sea la matriz A € M(C),



' i—-A 1+
det(A — M) = det = —3iA + X = M\ — 3i),
—1+i 2i— X

{
1
!
|

GS‘I’{J{A) = {)q, )\2} cott Al =0 Y Xz = 3.
An&logamente
3 3-3
ATA =
( 3+3 6 )

|
H
1
f
| 3—A 3-3 \

| det(A"A— M) = det = A+ A2 =M -9),

3+3 6-A

sealla permutacidn o lo idéntica, luego

!
i 8(A*A) = {MAoiild = 1,2} = {{0)(0}, (-39)(38)} = {0,9}.
1
Como se puede observar, eriste la permulacidn o tal gque

hteqo por el teorema 3.3, A es normal.

1
| 5(A ) = (MKl = 1,2},
!

|

{
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4. CONCLUSIONES

!
]Despvies del desarrollo de este trabajo se concluye:
!

'w Una matriz A es normal, si y s6lo 51, existe une permutacion o de Sy, tal que
|
|
|
|
is Toda matriz A es triangularizable.

§(A A) = Adoild = 1,...,n}

‘s Si Ay B son matrices conmutantes entonces las triangulariza la misma matriz

unitaria.

s Para toda matriz A se tiene que A*A y AA* son normales, semidefinidas

|
!
|
|
{
1 positivas y hermitianas.
]
]
I
i

1
%
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