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Introduccion.

\
|
|
La ccuacién dc Schrodinger cs considerada como la ccuacién de propagacion de

|
la funcién de onda. La funcién de onda ¥{z, t) es una funcién compleja que describe
la amplitud dcl campo de materia asociado a una particula que sc encucnira en
un punito x del espacio en un tiempo t. La funcién de onda describe la dindmica
del sistema bajo observacién y por to tanto contiene toda la informacién acerca del
compo%ta.miento de la particula asociada. La funcién de onda no es directamente
observable, pero suministra informacién respecto a la probabilidad de la posicién de
la pa.rt!icula.

Uno de los aspectos que la funcién de onda define es la relacién entre la frecuencia
y la longitud de onda, es decir, la relacién de dependencia del tiempo y el espacio.

Considtaremos tal ecuacién

(—A+ D)0 = EV, 1)

en la C}xal

= A cs cl laplacianc en R™.

s U : R* — R es una funcién potencial que describe un pozo de potencial de

poca profundidad; esto quiere decir que

| 5
|

5



6 INDICE GENERAL

Ulz) = eV(x),

con V(z) € CF(R™) (el espacio de las funciones infinitamente diferenciables

con soporte compacto R") y supondremos que € — 0.{vedse Fig. 1).
s U:R"™ — C es la funcién de onda v,

= F es la energia total de la particular cuyo movimiento es

descrito por dicha ecuacidn.

Viz)

FiGcura 1.

Es bien conocido que en este caso tiene solo un valor propio

Ey=-pB€R.
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i
Bajo e% espectro esencial {0, 00), cuando ocurre que

|

| Viz)dz < 0.

| y
y la di?xensién n del espacio es 1 o 2. Esto fue determinado para n = 1 y en caso
radialmente simétrico para 1 == 2 ya en el famoso libro de Landau y Lifshitz [5] y
después fue demostrado en el caso general en dimensién 2 por Simon [7]. Resultado
cercamj) al comportamiento limite de Ia resolvente pueden ser encontrado en [2], [3].
En [8] un método diferente fue usado para obtener las asintéticas de las funciones
propiasj {que no aparecen del todo en la aproximacién de Simon). Esta es basada en
una construccién explicita de funciones propias aproximadas. Sucede que esta cons-
trucciép es completamente elemental cuando uno pasa a la representacién de mo-
mentos} Ademés este método es igualmente eficiente para la ecuacién de Schrédinger
yel prgb]ema de ondas de agua atrapadas por una sierra submarina, que, como es
conocido en el folklore, es andlogo a la ecuacién de Schrédinger con un pozo de
potencial poco profundo.
El probl‘lema. consiste en aplicar el método basado en la construccién de asintéticas de
funcioxi@ propias para la ecuacién discreta de Scrodinger con un pozo de potencial
poco pz;ofundo es : 4sen?(p/2)+U(z), su comportamiento para p pequefio es idéntica.
Luego }1tiljza.remos ecuaciones en diferencias centradas a la ecuacidén continua de
Schrodinger

J —V"(z) +eV(x)¥(z) = E¥{z). (2)

|
Para olth.ener la ecuacibn discreta de Schradinger

| (b — 2+ B50) + Vyly = By ®)
1

-

!



8 INDICE GENERAL

Para los elementos de la sucesion ¥ = {¢} € LZ, j€ Z, z; € R, z; £ Zj1 y el
potencial V = {V;}, buscando scluciones no triviales ¥ de la ecuacién (3), donde
E = —f%e), € — 0. Por simplicidad V es considerado de soporte compacto, esto
es, V; = 0 para |j| > R para algiin R > 0 suficientemente grande, puesto que el
opcrador de multiplicacion por una succsién finita cs compacto en Iz, el espectro en
(3) coincide con el de la ecuacién libre (V; = 0) siendo este dltimo el segmento [0, 4].
Esta monografia cs trabajada sobre ¢l articulo Shallow Potential Wells for the
Discrete Schrodinger Equation de los autores Joel A. Rodriguez - ceballos y
Peter N. Zhevandrov, quienes fueron los primeros en hablar del método propuesto
a continuacién, en la tesis de maestria presentada por Rodriguez donde Zhevandrov
fue el director.

Aqui encontraremos los detalles técnicos de dicho articulo, que trata fundamental-
mente en aproximar un valor propio y la funcién correspondiente de la ecuacién
unidimensional discreta de Schridinger cuando esta dltima tiene potencial pequeno
e integrable no negativa sobre el gje real.

El trabajo que presentamos a continuacién presenta dos capitulos repartidos de
la siguicnte forma, cn el primer capitulo, cncontraremos lo preliminarcs, donde
hallaremos las definiciones y procedimientos necesarios para justificar los resulta-
dos mostrados en el siguiente capitulo.

En el segundo capitulo nos muestra el teorema principal que trata sobre la apli-
cacién del método (que en adelante lo llamaremos método de Zhevandrov) donde
primero se interpola la ecuacién unidimensional discreta de Schridinger al eje real,
a travéz de interpolacién de Kotelnikov y siguiendo con el método mencionado se
demuestra constructivamente la existencia de un valor propio negativo y la funcién

propia correspondiente.

&
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Capitulo 1

|

Preliminares

En esta] seecidn, se introduce las definiciones generales pertinentes al desarrollo de

este trabajo. Ademss, se presentarin algunos resultados bésicos de la teoria co-

f
rrespondiente a la ecuacion de Schrodinger.

|

1

1.1. ' Conceptos basico de la mecanica cuantica

|
|
|
|
!
El fenémeno que fisicamente s¢ conoce como onda que s¢ propaga con velocidad de

fase v Sje caracteriza desde el punto de vista matematicos por una funcion, tiene la

forma. |

1 u(z, 1) = ¢{z — tv) : R* — C, (1.1)

!
1
donde ¢ es una funcion arbitraria, z es la posicién de cada punto del espacio y ¢

|
el tiempo. Si la onda es sinusoidal, monocromdtica y plana, se tiene que v = ¥,

donde c% es la frecuencia angular de la onda, |k| = % es el mimero de onda y A es

9

|
j
l
|
|
|
1
|
\



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES
la longitud de onda. Por tanto en este caso
u{z,t) = A, (1.2)

donde A es la amplitud de las oscilaciones. Una onda estacionaria es la formada
como resultado de la superposicién de ondas méviles que se propagan la una al
encuentro de la otra y que tienen la misma frecuencia y amplitud. Si dichas ondas
son uy(x, 1) = A0 yy(x 1) = AR gn superposicion origina una onda

plana estacionaria definida por
u(z, t) = 24 cos kze™. (1.3)

Ahora bien, vamos a considerar un sistema conservativo de una particula en mo-
vimiento unidimensional. Denotaremos m la masa de la particulas, « su posicion y p
su momentum. La energia total E es entonces constante, en el tiempo y es la suma
de sus partes cinética p?/2m y potencial U(x) (ésta ultima la cual tampoco depende

de ¢ por ser sistema conservativo). Asi

p2
E=_—+U(), (1.4)

expresién que se puede resclver para p, obteniendo
p=(2m[E - U)))"". (15)

Por otra parte L. de Broglie postulé la existencia de cierta onda asociada a una
particula en movimiento denominada onda de materia. La formula de De Broglie
establece la dependencia de la longitud de la onda de materia de una particula en

movimiento respecto del momentum p de la misma

A=, (1.6)

| O
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]

donde h cs la constante de Plack. Otra de la forma de la férmula De Broglic es

|
entonm?s

1 k=2 (1.7)
!
donde h = ;;‘ﬁ

]
Ahora podemos recordar brevemente la derivacion de la ecuacién de Schridinger in-

dependiente del tiempo o estacionaria apartir de la ecuacién unidimensional clésica

de onda

| = 0
aplica.dia a la onda de materia. Por introduccién de la separacién de variable

% u{z, t) = ¥(z) f(=), (1.9)
obtenejnos de (1.9)

| fay ) - By @10 (1.10)

segiin lo sugiere (3) en (1.10) sustituimos el ansatz f(f) = ¢**, quedandonos la

ecuacidn de Helmholtz
d*¥(x) 5
= —gk°¥ 1.11
| = (=), (111)

|

que es la ecuacién diferencial ordinaria que describe la amplitud espacial ¥(z) de la

onda dej: materia como una funcién de la posicién z de (7) que

| m{E — Uz
i 52:Lh2{](_)]. (1.12)
1

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de Helmholtz (12) y transponiendo se
\

obtienel la ecuacién
d*¥(z) + 2m[E — U(x)}

— . ¥(z) =0, (1.13)

|
|
!
|
!
!
J
|
1
!
i
1



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

para la ecuacién U(z). A esta ecuacién se le denomina ecuacién estacionaria (o
independiente del tiempo) unidimensional de Schrodinger de la particula. A ¥(z) se

le lama simplemente funcidn de onda de la particula. La ecuacién anterior puede

escribirse equivalentemente como

3 ?i_z 42U {x)
2m dz?

+ U(z)¥(x) = E¥(z). (1.14)

- Este proceso se puede hacer de un modo analogo en el espacio R" y asf podemos

escribir la ecuacién n-dimensional de Schrodinger independicnte del tiempo para una
| sola particula:
| «-%V2l¥(r) + U(r)9(r) = E¥(r), (1.15)

donde V?*{que en adelante simbolizaremos con A) es el laplaciano

.7 = {z;} € R es el vector de posicién de la particula y U(r) el potencial
n-dimensional. Por simplicidad, en nuestro tratamiento matemdtico subsiguiente el
+ factor .zﬁ:; lo igualaremos a 1 y usaremos también la notacién & en lugar de r para

1
|
|
|
|
|
i
| n
&
g _ -~
1 A=Vi= Z e (1.16)
1 i=1 7
|
|
i
i

cualguier caso n.

!
|
] 1.2. Transformada discreta de Fourier
1
J

| Mencionaremos cn csta scecidn la definicidn formal de Ja transformada discreta de

|
i Fourier:

{

N-1
flzy ="y Flu)e /¥,
u=0

i paraz =0,1,2,.... N - 1.

|2
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1.2.1.1 Propiedad de la transformada discreta de Fourier

1
i
|

Listaremos en este apartado como recordatorio algunas de las més importantes
. . .
propiedades de la transformada de Fourier. La tranformada inversa f = F, ' [{/x HA(k)

cs entonces:
N

1 mjnk/N
fl’sz""N'ane .
k=0

1

|

|

|
Ejempio 1

1

]
Hallar I transformada discreta de Fourier de Ia sucesion z{(n) = {1,2,1,0}.

Soluc:dn

Para ]

k=0, Xpl0]= Y zfnle’ = Tl =1+2+1+0=4,
| _ _

k=1, Xge[l] =3 zlnle! =1+ el77072 47927 = 25,

k=2, 1 Xr[2] = T ainle? =1 +el77) L 97 =0,

k=3, Xg[8]=Tznje*=1+ =387/ =137 — 2.

Por coniszguiente la transformada de Fourier discreta de z(n) es Xr[k] = {4, —27,0,2j},
para k =0,1,2,3.
1

|
|

Separabilidad
\
La prir%cipa.l ventaja de la propiedad de la separabilidad es que F(u,v) o f(z,y)

puede ser calculada en dos pasos mediante la aplicacion sucesiva de transformadas

|
de Fourier unidimensionales o de su inversa:

|
!
|



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

| N
Flu) = N Z F(z)e 4=/N
)

I

J

|

} Fla) = Ny 3 f@)e ),
1 T

|

| Translacién
j

i La propiedad de translacién se refleja en los siguientes pares de transformadas:
1

\ F(z)e®™0% & Flu — ug)

|
!

fz—=z0) & e_2j"“"z’NF(u — tg)

La doble flecha indica la corrcspondencia entre la funcién y su transformada dc

Fourier y viceversa. Hay que destacar que un desplazamiento espacial no afecta el

j mé6dulo de la transformada de Fourier, sino Gnicamente su fase.

| Periodicidad y simetria conjugada
|

i . . T .
La transformada de¢ Fourier con su inversa son periodicas, con un periodo N. Esto
es:

F(u)= F(u+N).

|
1
!
|
| Esto quiere decir, que no basta un solo periodo de transformada, pars recuperar
| f(z) a partir de F(u). En otras palabras, que basta un solo periodo de transforma-
. da para especificar completamente F(u) en el dominio de la frecuencia. El mismo

| comentario es valido para f(z) en el dominio espacial.

i
1

i
|

j Adcmis la transformada de Fourier presenta simetria conjugada (tambien conocida

| 4
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1.3. FUNCION DE ONDA 15

q

|
como hermitica):

F(u) = F"(-u),

|F(u)f = |F" (—u)l,

donde ij (u) es el complejo conjugado de F(u).
:
|
|

| ..
Convolpcmn

|
La convolucién de dos funciones f(z) y g(x), denotada por f(z) * g{z) se define

|
1

Como:

fe(z) *ge(x) = Hﬁ}; Z— fe(m)gc(m - m)!

paraz =0,1,2,... M — 1.
i

1.3. } Funcién de onda
|

En mecdnica cudntica, una funcién de onda cs una forma de describir ¢l estado fisico
de un sigtema de particulas. Usualmente es una funcién compleja y de cuadrado inte-
grable (%e las coordenadas cspaciales de cada una de las particulas. Las propiedades
mencior}adas de la funcién de onda permiten interpretarla como una funcién de
cuadrado integrable. La ecuacién de Schrodinger proporciona una ecuacién deter-
ministaj para explicar la evolucién temporal de la funcién de onda y, por tanto, del
estado f‘fsico del sisterna en el intervalo comprendido entre dos medidas {cuando se
hace una medida de acuerdo con el postulado IV la evolucion no es determinista).

1
|

P
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{

| Histéricamente ¢} nombre funcidn de onda sc refiere a que ¢ concepto fuc desarrolia-

| do en el marco de la primera fisica cudntica, donde se interpretaba que las particulas

I podfan ser representadas mediante una onda fisica que se propaga en el espacio. En
I
1

1 abstracto, que representa un elemento de un cierto espacio de Hilbert de dimension

la formulacidén moderna, Ia funcién de onda se interpreta como un objeto mucho méas

. infinita que agrupa a los posibles estados del sistema.

1.4. Niveles de energia

| En general, los niveles de energia de una particula de masa 7, confinada en una
' regién unidimensional en la que existe un potencial £,(z) viene dada por la solucién
i

| de la ecuacién de Schrédinger independicntemente del ticmpo.

1

‘ Ry
1 2m dx?

i

+ E,(z)¥ = EY,

1“ con las condiciones de contorno
1
i
|

|Es decir, F es la energia de un nivel, si la solucién de la ecuacién de Schrodinger,
!
|¥(z) tiende asintéticamente a cero para grandes valores de .

1
|

;1.5. Potencial de velocidad

Hm ¥(z)=0.

z—+4-00

1\Si ¢l movimicnto del fluido cs irrotacional, el vector velocidad V puede ser represen-

}ta.do por el gradiente de un potencial escalar ¢ Hlamado el potencial de velocidad

V= Ve.
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1.6. EL POZO DE POTENCIAL 17

|
Fl potencial de velocidad cs dado por la integral de linea
]

! ¢z, t) = f > uid,,,

| N

donde é! limite inferior zg4 es arbirtario y el limite superior es ¢l punto z = (), 22, Z3)-
Esta ixitcgral ¢s independicnte del camine de integracion cntre los puntes xp y z, ya
que la difcrencia ol valor de cualquicr dos integrales, centre los dos puntos ¢s igual a
la circélacién alrededor del camine cerrado de 2 2 T a lo largo de un camino y ol
rcgrmoi a zp & lo largo de otre camino, ¢l cual cs igual a ccro si el movimicnto del

finido és irrotacional.

1.6.' El pozo de potencial

Vix)

De la antcrior figura vemos que las soluciones de la ccuacién de Schrédinger en los

1

regiones (1) y (2} son respectivamente:
i
|

‘I’](I) = Ale“” + Bleriqm,

!
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Las condiciones de continuidad de la funcién de onda ¥(z) y su derivada primera
en la frontera z = u entre las dos regiones de distinto potencial, constituyen un par

de ecuacioncs que rclacionan A; y B; con B,

Este titimo pardmetro, determina la escala vertical de la funcién de onda ¥(x),

y se puede obtener a partir de la condici6n de nornalizacion.

/_ () 2z = 1.

oo

La simetria de la funcién potencial E,(z) hace que los estados de energia de la

particula puedan ser
« Simétricos si ¥(—z) = ¥(z).
» Antisimétricos si ¥(—z) = —¥(z).

Los niveles de energia para los estados simétricos se determinan haciendo

¥(—x) = ¥(x).
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1.7 OPERADORES EN ESPACIO UN DE HILBERT 19

1.7. Operadores en espacio un de Hilbert

|
1.7.1.; Operador lineal

El map;eo A:A>zx — y € 4se llama un operador (lineal) si Alaz + By) =

aAz + BAy para todo z,y € D{A), a, 8 € C la variedad lineal D(A} es el dominio
!

de deﬁ.riticién de A, el conjunto R(A) = {Az,z € D{A)} se le llama rango de A.

|
1.7.2.. Operador continuo

El operador A es continuo si cada sucesién convergente de D(A), bajo la accién de

A, también es convergente, es decir, si para todo z, - z tenemos Az, — Az en C
i
!

1.7.3. Soporte compacto

Sea §2 una regién abierta en R", entonces g € CP(52) si g es infinitamente diferen-

ciable )% g = 0 afuera de un conjunto compacto £ C {.

1.8.

!
- Espectro esencial

\
El espectro esencial de un operador consiste de todos los puntos del espectro excepto

valores ‘}propios aislado de multiplicidad finita.
|

Hemos ;asf afiadido al espectro continuo.

j

|
1. Cualquicra valores propio incrustados cn el espectro continuo o cn sus orillas;
2. Cualguiera punto limite del espectro, y

3. Valores propios, si los hay, de multiplicidad infinita.
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Examinaremos los casos, esta visto que los puntos del espectro esencial pueden carac-
terizarse por vectores propios aproximados (posiblemente incluyendo verdaderos vec-
tores propios) como sigue: A esta en el espectro esencial del operador H si y s6lo
si existe una sucesién {V;}$° de vectores unitarios linealmente independiente (o, si

prefiere, mutuamente ortogonales) tales ||Hv; — Av;|| — 0 cuando j — oo.

1.8.1. O grande

Si | f(x)/@{x)]| es acotado, escribimos

f(z) = O{a(X}} (z — o0),

o f = O(¢); en otras palabras, f es de orden que no excede a ¢.

1.9. Ecuaciones en diferencia finita

Estas se usan para calcular cantidades que se definen recursivamente, tal como el
n-ésimo coeficiente de una serie de Taylor o de Fourier o el determinante de una
matriz nxn que es desarrollada por menores. Las ecuaciones en diferencia surgen fre-
cuentemente en andlisis nimerico donde se intenta aproximar sistemas continucs por
discretos y en modelos discretos aplicables directo inleuyendo la mecdnica cuantica.
La idea del método de diferencias finitas consiste en aproximar las derivadas que
aparecen en el problema de ecuaciones diferenciales ordinarias de forma que se reduz-
ca a resolver un sistema lineal. Comenzamos viendo el método de Diferencias Finitas

para. un problema de contorno de segundo orden lineal. En concreto, consideramos



1.9. ECUACIONES EN DIFERENCIA FINITA 21
la ecuacién lineal:

J y"(y) = p(t)/ () + q(O)y(e) +7(t) € [a58], (1.17)

1 yla)=a, y(b)=25, (1.18)
donde q(t) > 0 y p(t) esta acotada bajo estas condiciones ¢l problema de contorno
tiene solucién.

Hagamos una particién de [a; b}, donde:

a:to(t1<...<t1\r=b (119)

‘ hz%‘f, t;=a+jh j=0,1,.N. (1.20}
A pmti% del desarrollo de Taylor veamos las aproximaciones de ¥{x),y"{(x), estas
aproximaciones son la base de los métodos de diferencia finita.
Conside%remos en primer lugar el desarrollo de Taylor de tercer orden, para una

funcién'y(x), entonces

10 =) /@)= 0) 40 Colol | yprig=td aay
de doncie tomamos t, =z, t =z +h
L et =@ Y@@ Y ) (122

|
tomando ahora tg = z, t = £ — h, obtenemos
\

h? he
l y(x —h) =y(z) -y (@h +¥" ()5 — ¥ ()5 (1.23)

Restando ambas expresiones

Yo+ 1) - ylo—B) =2y (@) + () ) (120

2\
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|
{ de esta ultima deducimos

Yia) = WD VEZR) B i) 1) (1.25)

Por lo tanto, tenemos una aproximacién de segundo orden a fa derivada de la funcion

en un punto
, z+h)~ylz—h
o ()~ Y )th( ). (1.26)

Hallemos la aproximacién de y/'(z)

' Usando el desarrollo de Taylor de cuarto orden, 11egamos'
o18) = y(to) + 1) e+ ) e Iy U

. Sitg =z yt=2x+h, obtenemos

i K2 W3 ) ht

; y(z+h) =y(z) +y/(@h+y @) 5 +y" @)+l (129)
1‘ 8it, =z, t = x — h, obtenemos

. 4

4 oo — W) = y(e) — Y @B+ @D — @ el (129)

. Sumando ambas expresiones y despejando el valor de y"(z), tenemos

ROt N M) @), 30)

" luego usamos la aproximacién de segundo orden de 3" (z)

yﬂ(x) ~ (1" +h) — 23;1(21') + y(:I: - h) (1_31)

" por consiguiente las férmulas de diferencia fnitas centradas para aproximar las

| derivadas estan dado por:

1

_ ylt)
y(ty) = =2 T
yﬂ'(y) _ y(t.'i+1) - Qy’gj‘) +y(tj"‘1) + O(hz), (133)

¥-1) | o), (1.32)
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i

1.10% Funcion delta Kronecker

1

{
La mmwmtmién mis simple del delta Kronecker es como la versién discreta de la
funcién'de delta definida por:
0, sii#j7,

1 sii=j.

!
1
\
! 8=
1

\
El contorno integrable esta representado por:

|
] 1 —n—
S = — P 2™ "z,
J 2xi [,
!
dénde «y es el contorno correspondiente al circulo con radio uno donde m, n enteros.

1
|

1.11 Ecuaciones en diferencia homogéneas

|

°

i -

i lineales
}

Mi.rcm()%s los métodos que normalmente sc usan para resolver ccuaciones on dife-
!

rencia lilneales homogéneas de orden mas alto,

Una ecqlacién en diferencia lineal hormogénea de orden N tiene la forma general
!

an+N + PN—1{N)8ninN—1 + Pr—2(R)Cupn—2 + .. + P1(n)ani1 + po(n)a, = 0, (1.34)

1

donde po, p1, ..., Pa—1 son funciones arbitrarias de . Como cs ¢l caso con ecuaciones
!

djferenc‘iales, la solucién general a,, es una combinacién lineal arbitraria de N solu-

1
ciones I%nealmente independiente.
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©1.11.1. Ecuaciones de coeficientes constantes

!
' Para ilustrar esta propiedad consideremos las ecuaciones de coeficientes constantes,
| que es la clase mas f4cil de resolver de entre las ecuaciones en diferencia lineales ho-
4

mogéneas de orden mds alto. Estas ecuaciones toman la forma del siguiente ejemplo
" el la que los coeficientes py, p1, ..., v — 1 son independientes de n.

1
i
1
i
|
i
| . . . .
‘ Recordando de nuestro tratamicnto con eccuacioncs diferencisles constantes, que
|

las soluciones tienen nmormalmente la forma de exponenciales: y(z) = exp(rz).
1 Para una ccuacién diferencial de N-ésimo orden hay N soluciones de la forma
1 exp(r1z), exp(rex),..., exp{rnz) a menos que el polinomio en r que resulta de susti-
j tuir y(z) = ezp(rz) tenga raices repetidas. Si r; es una raiz doble, entonces las
1 soluciones tienen la forma ezp(r z) y Texp(r,z); si r; es una raiz triple, entonces las
1‘ soluciones tienen la forma ezp(ryx), zezp(rax) y 2*exp(raz), asi sucesivamnete.

|

|

| Usando las ecuaciones diferenciales como guia, buscamos soluciones exponenciales a

|

- (1.34) de la forma e, = r". Sustituyendo ésto en (1.34} da una ecuacion polinémica
para T

™ oo o R4 pir +po = 0. (1.35)

i
i
|
! En general, si las rafces de (1.35) tienen la forma 77, 3,73, ..., y 1 es una rafz miltl-
!
. ple entonces las soluciones tienen la forma 2l i, ..

i

|

; Ejemplo 1.11.1.1. Ecuaciones de cocficientes constantcs.

| (a) Para resolver e, 42+ 3a,,+1+2a, = 0 sustituimos a,, = ™ y obtenemos la ecuacién

polinomial 72 4- 3r + 2 = 0. Las raices de esta ecuacién son -1 y -2. Asi, la solucién
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genera.ﬂes una combinacién lineal de (—~1)* ¥ (—2)" : @, = c1(—1)" + c2(—2)".

{b) Par]a resolver un a3 — 68442 + 12a,,, — 8a, = 0 sustituimos r* por a,. La
ecuaciézj) resultante para r es r° — 6r* + 12r — 8 = 0, que tiene una rafz triple en
r = 2. Asi, la solucién general tiene la forma a, = {¢; + can + c3n?)2".

(c) Pa.r:; rcsolver Qg3 + Gpyz — Gnyy — @y = 0 sustituimos a, = r*. El polinomio
r&sultax%te enresrd+r?—r—1=0, cuyas raices son -1, -1, y 1. Asi, la solucién

general iTes an = (&1 + een){—1)" + 5.

f
1.12.*‘ Férmulas de interpolacion de Kotelnikov
i

Notemos que ¥(z) y V(z) € L(R), ya que ¥ € [;. En efecto, definamos ¢¥n y Vy
iguales Trespectivamente a {¥;} y {V;} con

]

|

| w'! si 1]i$11 V’: si [JISIJ
: ‘1’3‘={ ’ V= ’

|

o, siljl>1 o siljl>1.

Sus int;érpoia.cioncs de Kotelnikov respectivas scrian

! oo
| U(z) = (Kot¥)(z) = ) _ vjsencw(z - j), (1.36)

pR——

donde

1, siz=19,
SCNCT =
B gig#0.

T

Andlogamente para V,
‘ oo
| V(z) = (KotV)(z) = Z V;senem{z — j).

j=—co



Vemos que las transformadas de Fourier de ¥(z) y V(z) son respectivamente

Bz} = (Kot Y (p) = X (P) §- o—iiP
¥(z) = (Kot )" (p) = == jzz_jw«p, : (1.37)
V(z) = (Kot V)™~ (p) = MXI‘“‘/;_;EP)J_;@ Vie P, (1.38)
En efecto
¥(p) = (Kot )~ (p) = _Z fe=7( E P;senca(z — 7))}, (1.39)

tenemos que st a, b€ R

(flz+a)™ =€ f(p),

para f € Ly(R), y que

(senc bx)™™ = \/g-;-m—w(z?),

donde x[_s4 €s la funcién caracteristica del intervalo [-b,b], vemos que la transfor-

mada de Fourier de ¥(x) de (1.38) es

(Kot )~(p) = ) _ [e77%( Z ‘I')j(\/g%)([—mﬂ(?))

j=—o00 j=—o0

 Xieeri®) =,
== Z e P,

Similarmente se comprueba (1.38).

j=—occ



Capitulo 2

|

.‘? » - L 4 >
Asintotica de la ecuacion discreta

!
de Schrodinger

\
|
2.1. . Lema 2.1.

i

Consideremos la ccuacidn discreta de Schrindinger
i

| Ui — (V; + B2+ 205+ 85, =0,

|
+

|
y sca ¥; definida por
| 0
1 (o) = (Kot 9)(z) = Y ¥;sencr(z — ),

| j=—o0

entonc&f la transformada de Fourier ¥{z) satisface
¥(p) = (4sen® 2+2=—f—-frf’ —p YV (p)dp'.
(p) = (4sen’p/2 + ) 7). (p—P)V(p)dp

i
Demostracion:

(2.2)

(2.3)

23
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Aylz) = ~(T(z + 1) — 20(z) + U(z — 1)) + F2(a), (2.4)

. calculemos la transforamada dc Fourier dc cada una de las componentes de la

. ecuacién anterior.

Up+1)= ‘/—12_; 3 vla+ D= e 3 d(y)e ™ = Pi(p).

j=—c0 J=—00

CHp- == Y e D = Y e =),
j=—00

Asi (2.4) queda
Ai(p) = —(e"¥(p) — 20 (p) + e ") E(p) + A*¥(p)

= [cosp -+ isenp + cos(—p) + isen(—p) — 26°1¥(p)

= —(2(cosp - 1) — B°)¥(p).
Por consiguiente

¥(e) = (Kot 9)(a) = X22E 3 g,

P
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sustituimos esta expresion en el lado derecho (2.4)

ez -z

1 Var j=—eo
L {_w,ari(p)[ ip Z W e~ HP 4 o~ Z W; e — (24 3% z Py e~7)
| vor F=—o0 J=—o0 J__m
:1 ‘u"n'f(p)[ Z ’l,[) —i(5— 1)?...[.. Z ’(I) eﬂz(_ﬁ—])p (2+ﬁz) Z K(b e—z?p
N 3 je—oo j=—o0 =
| Xeanl(?)
XA $ 2 3 e 3 e
{‘ j=—00 j=—o00 J=—o0
X[—m,7} (p) Xl=ma\P) o —ijp
Vo ,_z.:f g
i xs—«\/zi(r)) J;’o(% =205+ — )

En virtud de (3) la ecuacién anterior es

{ [‘“"’ ""](p) Z V¢J —t.?.‘P

j=—o0

]‘ _ EX{—W,I](p) z Z ‘G"‘pje—ﬁp

]

| = (27)e Xl “’3(1’) ZV -:(p*p)Z¢ Pt

\

| T (?) i i

j X (2;)5 j' 3 Ve ) e gy
\

\ = E /JPeTKOtV(.P — p)E(p)dp’

| = \/% f_ T Vip—p)¥(p)dp'.

Por coqsiguiente hemos demostrado que

i

$(p)(4sen?p/2 + B%) = \/iﬁ "V — )
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2.2. Lema 2.2

Sea ¢(t) una funcién analitica en ¢, para [t| < 7, entonces cuando p— +0

Oy = R CRNCE Oy It
- """—W”(QO)”Q +O0(’). (2.5)
Demostracién: Tenemos que
t)dt
u(L+ 12/4) /2 j[] g (2.6)
(2.7)
d d
(1 + Y ; sfff}t ;2)# -/ _;zgz)t ;2 Yul, (2.8)

donde C; denota la frontera del semicfreulo unitario contenido en el semiplano com-

plejo superior recorrida en sentido directo.

La funcién
d(t)
4sent + p?’

. sblo tiene como singularidad polos simples, a saber, los puntos £ty + 2kn, Vk € Z,

|
|
i
1

donde
2
to=—2iln(~5 +4/1+ 5. (2.9)
2 4
Como u +— 0, consideremos

B < 2senlf2, (2.10}

-

‘50
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siendo de esta manera el tinico polo localizado en el interior del semicirculo men-

ciona,dtj), y de esta forma la integral es igual

{ . AHT)
j 2miltes ~z 4sen?Y + 2’

|
Consecuentemente
|

2 /1112 ¢(t)dt —
“(1‘}‘.‘1’ /4) b/[_ﬂ‘ﬂ 4sen2t/2+p2

{t)dt
, sen?tf2

pl(t+ /4 Ju

T )
Wﬂ@ltﬂt)

ya que sent/2 < {sent/2| en 1 < |t] < m, para ¢ € ;. Reconocemos entonces en el
|

+ (1 + pt ey I (2.11)

|
|
|

ultimo ;integra.ndo de (2.11) la serie geométrica convergente respectiva y evaluando

el desa.rj‘rol]o finito de McLaurin para ¢ tenemos que

| di PSRRI | t)dt
R = R O RS Y 7

I
" 2
R AL )

i
1
|
1
§

2.3. | Teorema 2.3

1

‘\ .
1. Sf;a e o Vs < 0, entonces el problema posee un valor propio negativo.

j=—o0
|

I o0
‘ 1
| E=-?@2 +0(®), donde fGy= -3 ) Vi (2.12)

f—

3
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El vector propio perteneciente a este valor propio esta dado por

_B2 [ Ap)

wj - ‘/2—71_ . 4sen2p/2+ﬁ2dp’ (2'13)

donde
Ap) = ao(p) +ea(p) + Em(p) + oy B=cllo+elo+BE+.),  (214)

X{—z,w)(p) = —ij
a0 = (P)Ee Vie ™", (2.15)
AP I
X(-nx s la funcién caracteristica de (—m,7); V(p) = (KotV)~(p) y los valores

restantes 3y, B2, ... y las funciones ay, a3, ... son determinadas por un sistema recu-

rrente de ecuaciones.

2. Sea 3.7 __V; =0, entonces el problema (3) posee un valor propio negativo

dp

1 x o
A 5 d _ -k ___ T 2.1
E @ +O(), donde G 15«[,1, Y e Sy (219

Fk=—00
el vector propio perteneciente a estos valores esta dado por (2.13)
1 o -.
f=elfo+eh+eF+.) )= —gxCmm®) D Ve (217)
p—
y los valores 3;, Bz, ... v las funciones ay, a, ... son determinadas por un sistema re-

currente de ecuaciones.

Demostracién: Sea E negativa pequeiia, digamos E = —?, la solucién de (3) para

|7 > R se da por
¥~ (1+pY, =0

N
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i
en efecto de (3), tenemos

i
{

thipn — (EV; + 2 + 20 +4pi-1 =0, (2.18)

que en.general es una ecuacién de coeficientes variables. Consideremos el caso en
|

que V; = —d¢, siendo &;% la funcién Delta Kronecker, es decir, V; es un potencial

de pomj) discreto que es @ en todo Z excepto en el origen, donde tiene profundidad

1. Econtrarermos entonces la expresién de la energia en funcién de la profundidad de

U,

i

‘ p=3F+2 (2.19)

i
1

E.scribg‘mos separadamente la ecuacion (2.18) para j = 0 tenemos que V = 1 par

consigu;jente
Wiv1 = €V +pidh + 951 =0, | (2.20)
ahora éara j # 0, V =0, entonces
j Vi1 — P+ ¥ =0, (221)

i

y resolvemos independientemente cada ecuacién en todo Z como una ecuacién en
!

diferencia lineal y homogénea con coeficientes constantes. De acuerdo a (1.11.1),

proponjemos para cada una las soluciones dy; = r%, 8y; = 7, respectivamente con

g, 7 constantes diferente de cero, de alli tenemos

| At e—p)d+rit =0, (2.22)

P g 7 =0 (2.23)

33
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O
3+ (e —pro+1) =0,

PN —pyr+1) =0.

. como Ty y T son constantes diferentes de cero luego las soluciones algebraicas para

estas son:

— —ny2 _ _ — =32
ry =M e+ ;g D) 4=p;2z-:+ /(p14s) 1, (2.24)

N/
et 213'? :&+‘/%¥_1, (2.25)

2

en donde las soluciones generales de las ecuaciones (2.20} y (2.21) son respectiva-
mente

Yo = Aoty + Bu?‘j,_, =0, (2.26)

Wy = Aorij + Borh,_, 5 #0. (2:27)
Para constantes arbitrarias Ag, By, A, B. Consideremos entonces la solucién general
de (2.18) con V; = —d;p como la formada por las soluciones (2.20) y {2.21) en los
respectivos subconjuntos {0} y Z{0}, donde la ecuacién (2.18) coincide con cada

una de las ecuaciones (2.20) y (2.21); dicha solucién la podetnos expresar
V; = boj¥o; + Yoj- (2.28)

Como la solucién ¥ = {;} debe estar en Iy, tenemos gue modificar las constantes
arbitrarias de {2.36) en forma distinta para cada intervalo discreto Z7, 0, Z*, ha-
ciendo B =0, para j < —1y A =0 para j > —1; asi sucede que
Arl, sij< -1,
Y= C, sij=0,
Bri, sij>1

!
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De este modo tenemos
1

g = Ar7?, 1= Ary!, 4 =C ¢ = Bry, Y_Br? 4. (2.29)

| .
Ahora peguemos los tres pedazos anteriores, observando que la solucién debe cumplirse
en particular cuando uno de los subindices de (233)paraj=~-1,7=0,j=11lo

que noé da respectivamente

1 - +9P-2=0 (2.30)
| i+ (e —p)Yo+ ¥ =0 (231)
‘ e —~ p11 + 0 =0, (2.32)
1

sustituyendo las 1; en las ecuaciones (2.30), estas se transforman en
|

J C —pAri+ Ar 2 =0, (2.33)
| B+(e—p)C+ Ary =0, (2.34)
|
i Brl—pmBr.+C=0. (2.35)
|

Siel sis;tema (2.30) tienes soluciones no triviales para A, By C (y por lo tanto existe

¥ no t%ivia.l) entonces su determinante

J —pr 412 0 1
| TII T €— P
{ 0 =t —pr_ 1

que es igual a cero nos proporciona la ecuacién

i
(r3? =P o 42— pr) + (57 - pr ) (e 4 p)(r o) =0,
notemés que ry7_ = 1,7, + r_ = p; tesolviendo lo anterior tenemos

-2 -1 -1,2 -1
Ty —pry T trirl —piryr—+
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(22 —pr e — o + P ) (e + )] = 0,
2 (—pr- 472+

P 2 PR AP R 2P e ) (et )l = 0,

UTH—ryr_ =12 +r8} + (—e+p1) =0,

por tanto
-2t —eg+p =0

Por (2.19) podemos escribir esta tltima ecuacién como

2
- o7 —£& +P1 = 0) (236)
B3 -1
que por (2.19) escribimos a su vez como
2
—_ —e+pm=
58242 + !ﬂ2+2!2 -1
2 1
2
- = — &+,
E e yEE
por consiguiente
2
- —e+p =0 (2.37)
Er1+ByE+1
Ahora como
2
1+%3 =1+%—+O(ﬁ2),

tenemos sucesivamente de (2.36)

-2 o _
TTpro@ oW =0

20
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!
.

21— 8+ 0(8%) —c+O0(F) +2=0.

1
!
1
Eliminando los terminos de orden 0{#%) ya que 8 — 0 resulta
| | _¢
ﬁ - 23
|
que nos da la relacién entre 3 y £.Vemos entonces que E es de orden de £°.
Interporlando el problema (2.18) a todo el eje. Construimos la interpolacién ¥(z)
de la funcién de onda de red dada .
Usando las férmulas de Kotelnikov de (1.36)

|

1‘ ¥(z) = (Kot¥)(z) = 3 pysemen(z — ),
I

j=—o0

y anélo‘gamente para V(z) note que ¥(z) € Ly(—o0, 00), si
\

Vel yde
} 4 ~ — W, (p) - —{iip
1 ¥(z) = (Kot ¥)"(p) = KLJ—Q——’W—J_Z;OO hye .
Asi (3) ;nos queda como
j —(¥{z + 1) — 2¥(z) + ¥{z — 1)) + e¥(z) = —E¥(z}. {2.38)

1

Aplicando transformada de Fourier tenemos que cn virtud del lema 2.1
|

| ~ £ ~ =~
¥(pY(dsen®p/2+ ) = —= | V(p-p)¥(p)ay,
i (p)(4sen’p/2 + (%) \@;_w(pp) (p")dp
I
Aquf, la integracién es de —7 a &, por que el soporte de la transformada de Fourier
’:?I(—Z—Jfﬁ pertenece a este intervalo. Asi W cs casi constante, su tranformada de Fourier

cs una s;ucwién d-tipo cnando 3 ~» 0, por tanto haciendo u =p—p luegop=p —u

|
|
|
|
1
|
1
|
1
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y dp = —du, entonces

G(p)dsen®p/2+ %) = — r _ V{u)¥(p—u)du

- _Ew@).

por tanto ¥(p) ~ %.

Asi cs natural mirar la transformada de Fourier ¥ en la forma

Y(p) = 6‘””2'1;&21:;;‘22;2 , dondeB =cfp+ €0 + ... (2.39)

De acuerdo al esqnemna anterior, miraremos la solucién aproximada de la ecuacién

(2.3) en la forma

Un(p) = eB.CE) - Ax(p)

4sen?p/2 + c2B? yAr(p) =ao{p) + ... + £”a.(p), (2.40)

donde C(e) es una constante normalizada. Supongamos que ao(p) # 0 y
B,.=F+eb +...+£"B,. (2.41)

El nivel de energia aproximado es E, = —¢2B,, miraremos que la solucion satisface

las condiciones de normalizacién
ag=1 af®)=0, £=2,.,n (2.42)

Nuestro objetivo es construir tales valores de By, 81, -3, y las funciones ag(p), ..., 2.{p)
de modo que ¥ (p) que satisface la ecuacién (2.3) hasta O(e™*1), donde [|O(e™ ' Mz, <

Conste™t!. Posteriormente sustituyendo {2.28) y (2.29) en (2.3), tenemos que

An(p) 2 2y __
eBaC(e) 4sen?pf2 + e2B? (dsen’p/2+&°Br) =
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| (p f\ eB, C(E)AH(P’)

\/2_7r — ’4senp’/2 + 22 P =
‘ eB.C(e)An(p)
“ eB,Cle})

| —= [ V-

Por consiguiente hemos obtenido una ccuacién equivalente
|

? 1) == [ Vo= p)iie)ar. (2.49)

En virtud del lema 2.2 de la expansién ssintéticas de la forma

t
/ 0 g (2.44)
[—m,m] 4sen 2 +

cuando u — 0, donde ¢{t) es una funcién anélitica en ¢ para [t| < 7. Introduzcamos

el contf.%:mo en ¢l plano complejo C
n=[-m-u{z+iy:2®+y° =1,{z| <1,y >0} UL, 7]

Sustituyendo en el lema, p = eB,, ¢(f) = V{p—£)An(t) y calculando los coeficientes

e? &l €2, ... tenemos:

: ageavz_€_ [ Vip — t)An(t)dt
| Bl +eB /) = | dsen? + e2B2

= (V(p— 1), = —VIE) leps= —V'(p— 1)
i Wip— ) = (-1 (p — 1)
j AB({) = Za"(t)s

=0

Luego |
| ¢(t) = V'(p — 1) An{t),
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entonces

Ademés

$(0) = V'(p)A.(0),

F(t)=—V'(p—)Aa(t) + V(p— 1)) aiit)e’

=0

#(0) = —V'(2)4(0) + V(p) Y ai(0)¢".
i=o

¢'(1) = —V"(p— A8 —V'(p— 1) _aj(t)e’,

I=o

—Vip—t)) a)e +V(p- ) df(t)e.

40
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Por tanto

#(0) = — V"(p)Aul0) - V'(p) Y a}(0)€",
i =0

I
i

= V@)Y a0 + Vip))_ al(0)'
' =0 =0

|

e [T Vip-t)A.(t)dt
Vor J_n Asen?i+&2B2

eB,(1+c2B2/4)?

=V p)An(0) + F O+ 5

4 )t

aV (p — £) Ap(t)dt
_[ ] sent?t/2 eBa

= S9"(0)* B+ O")

|
| =V (p)ao(0) + .. + 7V (Dan(0)e™ + eml(Bo + ... + "B {~ V" (p) An(0)i

+ ‘?(p)li a;((})gl}] n e{fo + 4+ €"fn) j;] Vip— t)[%(:zn—l;ﬂ + an(t)sﬂ]dt

- T A 0) - VY a0 — V)Y i)
=0 =0

|
|
f
1
|
|
1
|
|
|
i

|
V()Y 6 (0)e' )2 B2 + O(1)
=0
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= 7V (p)ao(0) + ... + TV (p)an(0)e" + en[(Bo + ... + " Bu)(—V'(p)An(0)7)

+en{fo+ ... + s“ﬁn)f/(p)z aj(0)e'} + bt 4+ &"n)

=0

sentl? sent/?

x{ Vie-aot)y, [ Wp"t)“"(t)andt}
T 71

- [g{‘?’"(p)m(ﬁ) + o+ V' (D)an(0)e" — V' (P)ag(0) — ... — V'(p)ar (0)e"
— V'D)ah(0) — ... — V'(p)a(0)e” + V(p)ag(0) + ... + V (p)a} (0)e" " B
O(By) =

7V (p)ao(0) + 1V (p)a1 (0)e + 7V (p)az(0)e? + ... + nV(p)an(0)e"

— enV(p)Boeo(0)i — 27V () Boas (0)i — ... — €™ wV'(p)Foan(0)

— 7V (p)Bhaa(0)i — €™ 7V (p)Baao(0)i — ... — 77V (p)Bacr (0)d

— .. = MV (p) B (0)i + eV (p)B3a5(0) + £’V (p)Fga} (0)

+ ... + "1V (p)3al(0) + €27V (p)Fray(0) + ¥V (p)Brai (0)

4l
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+ .. d— "V (p)Bral (0) + €™ aV () Budy (0) + €™ aV (p) foa (0)

|

i
|

1

+Esﬁ‘

+ o eV (p)G.al (0) + 22 / dt + ]
4 1 4 gt

eh [ Ve-twlt) , €6 [ Vi-—a®)

senti?

sent/?

4 S

e [ Vo=t 28 [ Vo bat,,

ent/2 4 J, sent/2

4

1

+o. 4

/ Vip—dai(t) ), . 6y / Vip—tlea(t)

sent/?

4 sent/?

&

En+2ﬁof f'/(p__
4 m

(p — thau(t)

ent/? sent/?

90Ot ...+ /1 Vip—tao(t) ,

B [ V- an)

dt+ ...+

| ~

+ g™, j’ %4
4 - sent/2
!

!

12
4 J, sent/

+ [g?’(p)aa(ﬂ) + gff’(p)sa’l ) + ...+ gﬁ"(p)s"a;,m) - gx?'(p)ag(o)

— 2P @)ecy(0) — . — SV ()5 (0) + SV (P)aa(0) + 5 V" (Pleas(0)
1

+ o SV (R0 (0) + SV (PAG(0) + . + SV ()"0 (0))e B

|

— 7V (p)aolp) — em{fo

t

005" () - OV (B~ 5 [ 7t~ ol

i

4%
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- @OV @)} ~ Er{la©iVE) - aOVE) - 1- [ V-t

— a0V (D)} +... +.

Luego

Vip— At
- 1 232 1 [ —
eB,(1+e°B2/4) /2 - 4sen2t/2+e2B,,dt

7V ()An(0) = en{Bolao OV () — OV (D) - 1= [ V(o= aolt)et]

T

~ (O () ~ el il 07 (R) — O (5) = 5= [ V(o= Yan(t)er)

T

— OV} +... +.

—E

Multiplicando la expresion obtenida por 7 8¢ tiene

anz 2 1 ‘}’(p - t)Ant
2 -
T 1+ B/ / | Tsen®i]2 £ €25,

[~y

—aV' (P An(p)e & o p 1 -
(D2 4 £ {len 07" 0) — OV ) - - f V(o= thalt)l

- (O () — {5l O75) ~ (7 () — 5 | Vo~ o8

n

— ax(O)V' (D)} + ... +.

25!
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Sea p = 0 en (2.46), por la férmula para ao(p) y la condicién a,(0) = 0, obtenemos

— V7 /2V Q) {p) + Brao(p) =
VARV O ) - 5 [ %ﬂ} -
VAP O o) - s [ Eogran,

Asi

_m V(-)V(1)

ﬁl = 2{/(0)1‘}’(0) + *;—[h -_Senz—t/é_-dt (247)

Hallemos a;(p). Sustituyendo en {2.46) ag, fp y £ y tomando en cuenta que ap(9)

Boar(p) =

a1{0) =

_ _V(O)  sen?tf2

—Brag(p) + V1 /2{ Boliao(0)V' (p) — ia'(O)V' (1)}

[ et - 207 )},

—Biao(p) 1 iao{0)V (p) ~ ia’(0)V
ot Mﬁo{ﬂol o(0)V’(p) ~ id'(0)V (p)

1 / Ma{,(t)dt]—aa(ﬂ)‘?(l’)}

i . sen?tf2

Yol [ Vit oo(t)at

Yo + /7 /2{iao(0)V'(p) — iag(O)V (p)

é /7 | %’%aﬁ(t)ﬁ] — a0V (n)},



2.3, TEOREMA 2.3 47

|

Ve [ Vv o POV )
al(p) —4\/2?‘—/,2(0) /;1 son?t ]2 dt + /7 /2iV"(p) \/;r_/—21—————‘}(0)

dt

1 f Vip -tV

~ /2 AnV(0) sen?t/2

Vo) [ YOV,

- av/2rv2(0) S, sen?t/2 T/ ZV—(D—)[V'(IJ)V(O) - V'OV {p)]

‘ 1 V(-£)V ()
: _4\/2_14'17(0) /;1 sent/2 dt

_ T NN T ONVT (] 1 V(-OV ()
= VAPl @70 - VOV () / a

| 42V (0) Jyy  seM?t)2

!

\ - -~ -

| Vip) V{-)V(¥)

! +4\/%I?2(0)[n Ty R (2.48)

Vemos ‘que a;(0} = 0, procediendo anilogamente, obtenemos 3, y an, suponiendo
que fg, Bi, -, Go, @1, ... son conocidos y que az (0} = 0, k = 2, ..., y tomando para a,(p)
tal que‘ia,.(O) = 0 las aproximaciones a los valores pares que tenemos es cercana a la

exacta& esto finaliza la prueba ¢
|
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