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INTRODUCCION

Richard Dedekind fue uno de los matemdticos mas notables del siglo X /1.X. Algunas de sus
ideas eran revolucinarias para su época y solo fueron comprendidas y adoptadas después
de su thuerte. Dedekind fué el primero de los matematicos en construir explicitamente los
nfxmer(%ms reales como cortes de los racionales [4]. MacNeille generaliza éste método al sumner-
gir un conjunto parcialmente ordenado en un retfculo completo [6].

Todo donjunto parcialmente ordenado (F,<) induce un reticulo completo (O(P),C}. El
reticuld de los ideales de P, denotado por O(F), con el orden de la contenencia, es un
reticilo completo puesto que, las uniones y las intersecciones arbitrarias de ideales de P son
nuevamente ideales de P.

La contustruccién de MacNeille muetra la existencia de un reticulo completo DM{(P), el cual
contierle una copia isomorfa de P. Ademés, pone en evidencia la relacitn entre el conjunto
parcial:mente ordenado P y su completamiento normal DM (P). Al mostrar que los sup e inf
exjstenltes en P son preservados y que P es sup e inf —denso en DM(P). Este completamien-
to se conoce en la literatura como Completamnienio Dedekind-MacNeille o Completamiento

normal de P el cual se denota por DM(P) .

En el primer capitulo de éste trabajo damos algunas definiciones necesarias para el desarro-
llo del mismo. En el segundo capitulo estudiamos el completamiento normal de un conjunto
parciaﬁnente ordenado y mostramos sus propiedades mas relevantes. En el tercer capitulo
se introduce la nocién de esqueleto de un retfculo cémpleto, esqueleto minimo, y esqueleto
atémico. Ademis, damos algunos ejemplos de reticulos sin esqueletos, algunos con muchos
esqueletos. En el cuarto capitulo estudiames un reticulo completo con esqueleto atémico que
surge del estudio de la teorfa de conjuntos (el retfculos de los preordenes).

Finalniente estudiamos el reticulo de las topologias de Alexendroff estableciendo un anti—
isomorfismo entre el retfculo de los preordenes el y reticulo de las topologias de Alexandroff

y mostramos que las topologias Alexandrof coinciden con las topologfas principales .




1. CAPITULO 1
PRELIMINARES.

Deﬁnif:idn 1.1. Un conjuto parcialmente ordenado es un sistema (P, <), donde P es
un confunto no vacio y < €5 una relacidén binaria sobre P la cual satisface las siguientes
condiciones:

i) Paatodoz € P, z <z {Reflexiva).
i) Dadosz,y € P,siz <y e y< 7%, entonces © =y [Antisimétrica),
iii) Dados z,y,2 € P, siz <y ¢ y=2, entonces z < z { Transitiva).

Deﬁnilcic'rn 1.2. Dado {P, <) un conjunto parcielmente ordenado, el dual de (P, <) deno-
tado por PP se obtiene definiendo z <y en P? si, ysdlosi, y<z enP.

Deﬁnilcién 1.3. Sea (Q, <) un conjunto parcialmente ordenado y PP C Q, con la relacion
< restringida @ P. (P, <) es también un conjunto pareialmente ordenado. Decimos en éste
caso qzlze (Q, <) es una extension de (F, <).

Definicién 1.4. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, dos elementos a,b € P se
dicen comparables sia <b ob < a. Un conjunio parcialmente ordenado en el que todos
sus elementos son comparables se llama conjunto totalmente ordenado.

Definicién 1.5. Dado (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, se dice que (P, <) tiene
eleme:nto mdximo, si eziste z € P tal que y < = para todo y € P. Un elemento = € P es
maximal si ningiin elemento de P es esiriclamente mayor que z. (P, ) tiene elemento
mt‘nirrlw, si eriste z € P tal que z <'y para todo y € P. Un elemento z € P es minimal
si ningién elemento de P es estrictamente menor que &.

Definicién 1.6. Sez (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, sea A C P un elemento
refl |se liama cota superior de A, siy < z para todo y € A.

Con A' —léase el superior de A— denotamos el conjunto de las cotas superiores de A.
El eletento minimo de Al si existe, es el supremo de A, denotado por \ A o sup A .

Un elemento = € P se llama cota inferior de A, siz <y para todo y € A.

Con A' — léase el inferior de A— denotamos el conjunto de las cotes inferiores de A, si
existe el elemento mdzimo de Ab es el infimo de A, denotado por AA oinf A

Definicién 1.7. Sean (P, <) (Q, X) conjuntos parcialmente ordenados. Una funcidn
w: (P<) — (@, <) Se dice monétona o que preserva orden, si T Ty en P implica que

plz) Sely) en Q.
La funcidn @ : (P, <) — (@, X} es une inmersicn si:

r<yen P < p(z) 2py) en Q.

Definicién 1.8. Sean (P, <) , (@, =) conjuntos parciglmente ordenados, se dice que
¥ (}5"| <) — (@, %) es un isomorfismo, si ¢ es una inmersidn sobreyective, en tal caso se
dice que (P, <) v (Q, %) sor isomorfos, denotamos esto por Pz=g.

Definjcién 1.9. Sean (P, <) y (Q, =) conjuntos parcialmente ordenados, se dice que (P, <)
es anti—isomorfo a (@, =), si eziste un isomorfismo entre (P, <) y (@, =).




Nota 1.1. De manera equivalente un isomorfisrno entre dos conjuntos parcialmente orde-
nados (P, <) y(Q, %), es una funcién ¢ : (P, <) — (Q, =) tal que @ es uno a uno , sobre y
las funriones ¢ y ¢~ son funciones mondtonas.

A continuacion enumeramos ciertas propiedades propias de los isomorfismos entre con-
juntos parcialmente ordenados. Su prueba puede consultarse en [2].

Sean (P, <) (P, %) y(Q, <) conjuntos parcialmente ordenados, las siguientes afirmaciones
se cumplen:

i) I_Jla funcién identidad Ip : P — P, dada por Ip(z) = z para todo z € P, es un
igomorfimo.

ii) S|i @1 (P, <) — (Q, <) es un isomorfismo, entonces et 1 (Q,5) — (£, %) es también
un isomorfismo.

iii) Si¢: (P, %) - (@, 9y ¢:(Q,3) (0, <) son isomorfismos, entonces
yrog: (P,=X) — (0, <) es un isomorfismo.

Definicién 1.10. sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto S C P
se llama ideal de (P,<), siy <z en P conz € S, implica que y € S pare cade z,y € P.
Podem:os destacar los lamados ideales principales, para cede = € P definimos | = = {y e
P:y <z}, el cual se denomina ideal principal generado por z.

Definicién 1.11. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado, un subconjunto S C P
con S !:,é @ se llama filtro de P, siz <y en P con z € S, implice que y € S para cade
z,y € P. Podemos resaltar el conjunto T £ == {y € P :z <y} denominado filtro principal

generedo por z.

Definicién 1.12. Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) es un reticulo, si el sup {z,y}
yelinf {z,y} existen para cadez,y € P y estdn en P. Fs usual notar el supremo y el infimo

de {z,y} como:
rVy=sup {z,y} zTAy=inf {z,y}

Si existen el sup S einf S para todo subcunjunto S C P, el cojunto parcigimente ordenado
(P, <) |es un reticulo completo.

Deﬁnilcién 1.13. Sea (P, <)un reticulo con ménimo L y mdzimo T {no necesariamente
completo).
i) Un elemento a € P, con a #£1 es un infra—elemento si ningin clemento de P es
menor que a ezcepto L.

i) Iifn elemento b € P con b # T, es un ultra—elemento st ningin elemento de P es
mayor que b excepto T,

Lema |l.1. (P, <) es un reticulo completo i, y sélo s, P tiene elemento mdzime T y existe
AS para todo S C P, S # @. Andlogamente (P, <) es un reticulo completo si, y sélo si, P
tiene elemento minimo L y eziste \f S para todo SC P, S #@.




Demostraciéon. Si (P, <) es un reticulo completo el resultado es inmediato.
Reciprocamente, sea (J, <) un conjunto parcialmente ordenade, con elemento méximo T tal
que inf S existe para todo S C P con S # @.

En pri#ner lugar, consideremos S C P con S # @, veamos que sup S existe. Como P tiene
elemento méximo T y 8 C P, tenemos que s < T para todo s € 8 lo que significa T es una

cota superior de 5.
Juego, podemos decir que el conjunto de las cotas superiores de S es no vacfo, esto es:

8" :={y € P : y es cota superior de S} # @

Haciendo uso de la hipétesis, podemos afirmar que inf ST existe.
Mostramos & continuacién que inf ST = sup S. Como s < a para todo s € Sytodoa€ ST,
tenemclks que s < inf ST para todo s € 5, ya que inf ST es la mayor de las cotas inferiores
de S7. Puesto que s < inf ST para todo s € S, tenemos que inf 81 ¢ §7. Ademss, no existe
cota SL:lperior de § menor que inf ST, esto es inf ST es el elemento minimo de ST lo que
garantiza que sup S existe y ademds sup S = inf ST,

Si cons:.ideramos P C P tenemos que sup P = T, el elemento méaximo de Pyinf P=1,¢l
elemento minime de P. Si § = @ tenemos que todo elemento de P es cota superior e inferior
de @ plorloque sup@=inf P=1 y inf@=supP=T.
De manera similar se muestra el resultado andlogo.




2. lCAPiTULO 2
COMPLETAMIENTO DE DEDEKIND

MacNeille.

El completamiento por cortes def conjunto totalmente ordenado de los nvimeros raciona-
les fué introducido por primera vez por Richard Dedekind en su famosa construccion de los
Reales [publicada en 1872 [4]. Este método introdujo los nimeros reales como cortes de los

racionales.
Posteri:ormente H. M. MacNeille generaliza este método al completar por cortes un conjunto
parcialmente ordenado arbitrario. Esta generalizacién surge de manera natural como una

extensién de la construccién hecha por Dedekind.
MacNdille presenta éste resultado en su trabajo doctoral “Ertensions of Portially

ordered sets” en la universidad de Harvard en 1935. En él define lo que es un corte para un
conjunto parcialmente ordenado (P, <), como un subconjunto 4 de P tal que ATl = A o
conjunl o de todos los cortes de P se conoce como Completamiento de Dedekind—MacNeille o
completamiento normal de £. Este conjunto es parcialmente ordenado inclusién y denotado
por DM(P). Mostramos en la presente seccién que DM(P) es un reticulo completo.

A continuacién damos otras definiciones equivalentes a la definicién de completamiento nor-
mal D!M(P) de un conjunto parcialmente ordenado (P, <) y mostramos algunas de sus
propiedades mas importantes.

Definicién 2.1 (Por Cotas).
DM, (P):={ACP: Al = A}
Definicién 2.2 (Por Ideales principales).
DMy(P):={AGP:AACA}, donde AA=[|{ly:y€ AT}
Definicién 2.3 (Por Cortaduras). Una cortadura es un par (A, B} de subcunjuntos A y B
de P tales que Al =B y Bt = A.
DMg(P) = {AC P: (A B) esuna cortadura de ¥ para algin B C P}

'Iborefna 2.1. Las definiciones 2.1, 2.2 y 2.3 son equivalentes, por lo que definen el mismo

objeto:
DM;(P) = DMa(P) = DM3(P).

Demaostracién. Para relizar nuestra prueba mostremos que:
At ={iy:ye AT} =24 (1)

En efecto:

2€ ATt <= 2z es una cota inferior de Al
<= z <y paratedo ¥ e AT
= z¢cly paratodo y€ AT

—= zem{ly cye AT)




A continuacién mostramos que DM;(P) = DM2(P) y luego que DMy(P) = DM3(P).

Sea A & DM, (P), entonces ATé = A y A C P. Haciendo uso de la igualdad (1) tenemos que
A=AHRy AC P porlo que A € DM(P), es decir, DM, (P) C DM,(P).

Debemps tener presente que la contenencia A € AA es siempre valida.

Si A & DM»(P), entonces AA C Ay A C P. Por la afirmacién anterior tenemos gque
AA = 4 = ATty A C P, de donde A € DM;(P). Lo que significa que DMa(P) C DMy (P).
Veamos que A € AA es siempre vélida.

En efecto:

y € A=y <z paratodo z e Al
=>y€lz paratodo z€ A

#yeﬂ{lm cze AT} = AA

Si A € DMs(P), entonces existe B C P tal que (4, B) es una cortadura de (P, <), esto
es, AT :ByBl=A.Com0A”=Bl=A,entoncesA=AleA§Pdedonde
A€ Dll't/!l(P}. Por consiguiente DM3(P) C DM, (P).

Si A € DM;(P), entonces (A, AT) es una-cortadura de (P, <) ya que AT = A, esto es
DMy(F) C DMs(P). =
Nota 2.1. Al conjuto determinedo por DM, (P) = DM,(P) = DM3(P) se denomina com-
pletamfanta de Dedekind—MacNeslle o completamiento normel de P, se denota por DM ().
Podemos caracterizar las cortaduras de un conjunio parcialmente ordenado sélo consideran~
do las primeras componetes.

Sea (Al B) una cortadura de (P, <), entonces Al = B y B! = A para algin B C P, puesto
que AT = A tenemos que A=B! = AT =AAyB= Al. Por lo tanto (A, B) = (A4, AT).
Finalmente, podemos redefinir el completamiento de Dedekind—MuacNeille como:

' DM{(P}y={AA: ACPF}.




2.1. | PROPIEDADES DE DM(P)

Definicién 2.4. Sean (P, <) y {Q, <) conjuntos parcialmente ordenados.
Sea ¢ 1| (P, <) — {Q, <) una inmersidn, decimos que p es una inmersion regqular, st ¢
presemrtl:ups e infs ezistentes en P.

Teorema 2.2. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado.

i) llz € DM(P) para todo z € P.
ii) (DM(P),C) es un reticulo completo.
iit) L]a correspondencia ¢ : (P, <) — (DM(P), C) dada por p(z) =] T, es una inmersién
regular de (P, <) en (DM (P}, C).

Demaostracién. 1) Puesto que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado tenemos que

z|< z para todo z € P.
Sea w €| x, entonces w < z, asi que w < z para todo w €] z lo que significa que z es

cq:)ta superior de | z es decir z € (| z)h.
Mostraremos a continuacién que (} z)TH =] z, en tal caso | € DM(P) para todo

;c:e P.
En efecto:
z€{lz)t <> z es una cota inferior de ({=2)7
=z<x yaque z€ (=)t v =€ (1 )7
=z€e(lz)
Lo aterior prueba que:
(Lz)t C(l=).
we{lz)=>w< z paratodo ze{iz)
=»w es una cota inferior de (| )’

= we (L)l

De donde (1z)C (=)t
Asi las cosas, | z€ DM(P) paratodo z€X

ii) Sea {A;}icr una familia no vacfa de subconjuntos de DM (P)

z€ (ﬂA,;)T &= z esuna cota superior de [ ) A:
i€l i€l
& w<z paratodo w€ (ﬂA,,)
il
= w<z paratodo w€A; ytodo i€l
& z€ Al paratodo icl

— ze( Al
el

10
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Lo cual implica que:

(N4 =N Al (2)
i€l iel

De manera similar se prueba que:

(N4) =4 (3)
i€l i€l

Illemos considerado {A,};cs una familia no vacfa de subconjuntos de DM {P) por lo
que Az ! — A, para todo i € I; usando las iguladades (2) ¥ {3) tenemos que:

QA" = Q4D = (4 = (4

Lo anterior significa que:
() 4) € DM(P).
el

Si B € DM{P) y B C A; para todo i € I tenemos que:
BC ﬂA- , lo cual impica que /\{Ai}ief = ﬂA‘

el iel

Supongamos que (P, <) tiene elemento mdximo T, entonces P ={T}.
Luego, P1 = {T} = P, esto es, P € DM(P).
Si (P, <) no posee elemento méximo, entonces PT =3, de donde:

AP=ﬂ{ly:yGPT}=ﬂ{ly:y€®}=P=P”

Nuevamente tenemos que P € DM (P).

I-llasta el momento hemos probado que P € DM (F); ¢l elemento méximo de DM (P)
y dada {A,};es una colecién no vacia de elementos en DM(P) existe A{Ai}ier =
{Micr Ai- Haciendo uso del lema 1.1 se concluye que DM (P) es un reticulo completo.

Es claro que la cerrespondencia esté bien definida. ,
si w(z) = @(y), entonces | z = | y; teniendo presente que z €] = , ¥ €] ¥ tenemos
(iue zelyyy€lx locual implicar <yyy <z Por la propiedad antisimétrica
tenemos que T = y.
Yeamos que  como antes dafinida, es realmente una inmersién de orden.
Sli z < y, entonces z €] y. Ademdés, para todo w €| z tenemos que w €} y. Por lo
tanto, | = Clyen DM(P).

iz Clyen DM(P), entoncesz <y, yaquez €l zy lzCly.
En lo que resta de la demostracién, verificamos si la correspondencia
U,L : (P, <) :— (DM(P), C), dada por ¢(z) =| « es una inmersién regular.
Sea A C P tal que A A existe, entonces A A < a para todo a € A, entonces w(AA4) C
¢(a) para todo a € A, puesto que p s una inmersién de orden.
Tlo anterior prueba que (A A) es una cota inferior de (A), verifiquemos que w(A A)
és la mayor de las cotas inferiores de @(A).

11
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Sea Y € DM(P) una cota inferior arbitraria de (4), entonces Y C w(a) = a para
tcidoaeA.Es decir Y QﬂaeAla::Ai.

Ahora, si @ € Al, tenemos que o < A A ya que A A es la mayor de las cotas inferiores
de A. Por lo tanto a € A A para todo & € Al. Es decir Al C| A A = (A A).

Por lo hecho hasta aqui tenemos que:
YC A y A C cp(/\ A), en consecuencia Y C c,a(/\A).

Cbmo Y es una cota inferior arbitraria tenemos que @(A A) es la mayor de las cotas
inferiores de w(A) lo cual muestra que:

Alp(4) = (A A).

Por otro lado, supongamos A C P tal que |/ A existe, entonces a < \ A para todo
ale A.

Luego, ¢{a) C ¢(\/ A) para todo a € A. Esto prueba que w(\/ A) es una cota superior
de ¢(A).

Sea ¥ € DM(P) una cota superior arbitraria para ¢(A), entonces la=gla) CY
palira todo a € A. Como a €] a, tenemos a € Y para todo a € A, esto es,

ACY (4)

Supongamos y € AT, entonces \/ A < y, ya que \/ A es la menor de las cotas superiores
de A. Como  es una inmersién se tiene | VA = o(VA) Cl y = @ly) para todo

yle AT. Por lo tanto.
LVAC Ly € ATy = AT
Siee({ly:ye A'}, Lenemos que o €] y para todo y € Al De aqui, & < y para

todo y € AT. Teniendo en cuenta que Y A es €l infimo de AT, entonces o < \/ A. Por
la que @ €] \f A. Esto es

AV={ly:yeAT}cl VA
las dos inclusiones anteriores muestran lo siguiente
VA=A ={lyv:ye4l} (5)
Finalmente, haciendo uso de (4) y (5) tenemos que :
tp(VA) =] VA =AllcyH =Y
Lo cual garantiza que @(\/ 4) es Ja menor de las cota superior de p{A). Esto es,
V e(4) = o(\/ 4).
[ |
Nota 2.2. En la demostracién del teorema anterior y mds especificamente en el inciso i1)

mostramos que el completamiento de Dedekind MacNeille DM(P) de un conjunto parcial-
mente ordenado, es un reticulo completo, aqui especificamos como viene dado el sup en

12




DM(P).
Si A C|P, entonces (AT = AT lo cual significa que ATt € DM(P).

Sea {Ai}ier una familic de subconjuntos de DM (P), Veamos que ({ ;s A,-)Tl es el sup de
{Aikier- :
Claramente, & C Usey Ai € (User A7) para todo i € I. Ademds, (Ui 4:)'* € DM(P),

lo cualsignifica que ({J;er A.-)Tl es una cota superior de {A;}icr.
Sea B € DM(P) una cota superior arbitraria , entonces A; C B para todo i € 1.

Luego, | U Ai € B, de donde (Uses A{)Tl C BY = B, ya que B € DM{P).
Hemos |mostrado que ({J;ey A,-)u es la menor de las cotas superiores de {Ai}ier- Lo que

sigriifica:
Vidiker = (JA™

iel

Sea B = {l z:z € P}, por el inciso i) del teoreme 2.2 tenemos que:
B C DM(P); si restringimos ¢ obtenemos que ¢ (P, <) — (P, C), definida como antes es
un $50morfismo.

Sea|(Q, <) un conjunto parcialmemte ordenado, supongamos A C @ tal que sup A existe.
Para resaltar el papel que juega (), podemos notar asf:
sup A L VQ A.Si AC P C € notemos por ATe y At~ los conjuntos de cotas superiores e
inferiores de A en P, respectivamente. En esta notacién tenemos lo siguiente:
Atr = {y ¢ P:z <y paeratodoz € A}
Atr:={y € Py < z para todo z € A}

Sea (@ <) una extensién de (P,<) y =z € Q. Definimos (lo)p={ye€P:y <z}

(1z}pi={yeP:z <y}

Definicién 2.5. Sea (Q, <) un reticulo completo, P un subconjunto de Q. Es decir, (Q,<)

una extension de (P, <). Se dice que P es sup—denso en Q, st para todor € Q existe AC P

tal que|\ g A = z. Dualmente, P es inf-denso en Q si para todo = € Q) eziste ACP tal
A=

que Ag x.
Propo!sicic’)n 2.3. Sea A un subconjunto de un reticule completo (@, <). Las siguientes
condiciones son equivalentes.

i) A es sup—denso en Q.
it) z|=Vo{} z)p para todo z € Q.
iii) Para todoz,y €Q conz Ly, ezistea € A, cona<z tal uea £ y

Demostracién. 1) — i) Supongamos A sup—denso en (@, <)

Sea T € (), existe B C A tal que VQB = z. Puesto que w < z para todo w € (| z)a,
entoncés z es cota superior de {] z)4 en Q. Supongamos y € ¢ una cota superior arbitraria
de (| z)a. Teniendo en cuenta que b < x para todo b € B y ademds B C A, tenemos que
B C (|| 2)a, esto es, b < y para todo b € B, asi que, y es una cota superior de B en Q.
Como VQ B es la menor de las cotas superiores de B en (}, tenemos que Vq B=xz<uy.

Lo antérior significa que z es la menor de las cotas superiores de (1 z)a en Q, es decir,

Vo(l 1)a ==z, para todoz € Q.
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i1) — 1) Supongamos z == \/5({ £)a, para todo z € Q.
Puesto|que (| z)4 = {1 z) M A C A, el resultado es inmediato.

i — 1) Supongamos que A es sup—denso en (@, <).

Sean x|y € @, conz £ y. Puestoque z € Q existe B C A tal que VQ B = z. Ademsis, existe
o tal ghe @ = inf {z,y}, esdecir, a <z, a<y. Por tanto, existe b ¢ B talque a < b <z,
puesto|que z = Vo B.

Si b <|y contradecimos la eleccién de a como el inf de {z,y}, en consecuencia b £y, es
claro que b € A debido a que B C A.

#4i) —|i) Supongamos que dados r,y € @ con z £ y, existe @ € A con a < z tal que
a £ y. Sea z € (), entonces w < T para todo w € (] )4, esto es = es una cota superior para
(1 z)a! Supongamos y € Q tal que y < z, entonces = ¢ y. Haciendo uso de la hipdtesis,
existea€ Acona<ztalqueafy.

Lo anterior significa que; existe a € (| )4 C Atalquea £ y. Por lo tanto, ningin elemento
de @ thenor que z es cota superior de (] )4, en consecuencia existe B = (] x)a € A tal
que Vé, B=Vg(l x)a = 7, lo cual garantiza que A es sup—denso en Q. [ ]

E |rﬁlﬁ::ulta.dc) andlogo a la proposicién anterior se enuncia seguidamente; su prueba es
similar, a la anterior.

Propaosicién 2.4. Sea A un subconjunio de un reticulo completo (Q, <). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

i) A es inf—denso en (@, <).
i) 2= Ag(1 z)4 pare todo x € Q.
iii) Para todo z,y € ) cony Lz, eristeac Aconz <a tal que y £ a.

Nota 2.3. Las proposiciones anteriores nos muestran lo siguientes:

Si A bs un subcongunto sup—denso e inf—denso en un reticule completo (Q, <), todo
elemento de Q puede ser eprozimado por debajo, por medio de elementos de A, esto es
z = \,{l x)a. De la misma manera todo elemento de Q puede ser aprozimado por arriba,

por medio de elementos en A, esto es, T = N(T 2)a-

Proposicién 2.5. Dado (P, <) un conjunto parcielmente ordenado, el subconjunic
B ={|z:z¢€ P} de DM(P) es sup—denso e inf—denso en DM(P).
Demostracién. Sea A € DM(P), entonces AC Py ATl = A. Haciendo uso de la igualdad

(1) terliemos que A=Wl y:y€ A}, claramente {l y : y € AT} es una subclase de
P = {| = : z € P} que es a su vez una subclase de DM(P). Como DM (P) es un reticulo

compléto en el cual, los infs son las intersecciones; podemos decir lo siguiente:
Existe {ly:yec AN} CP={lz:z€ P} tal que

A=Ylz:ved}= A {ly:yeal} (6)
DM{P)
Como A es un elemento arbitrario de DM (P) podemos afirmar que B es inf—denso en

DM ()
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Puestolque 4 € DM(P), en este caso T A denota los elementos de DM(P) que contienen a
A, estoles 1 A:={B e DM(P): AC B}.
Al mostrar la siguiente iguladad, stlo deseamos destacar el uso de la proposicién 2.4.

{ly:ye AT} =(1 A)p.

y€ Al = y es una cota superiorde A en P
= r<y paratodo z€ A
= z¢cly paratodo z€A

De donlde AC|y paratodoy € Al
Luego podemos decir que: Dado | y € {| y : v € AT}, tenemos que A C| y, obviamente

Ly €B, estoes, | y € (T A)g. lo cual significa que:
{ly:ycA}C (T A)p. (7)

Por otro lado, sea B € (1 A)m, entonces A C By B € B, como B ¢ B, existe z € P tal que
B=|z Ahoraz€|zparatodoz €A, yaque ACB= |2z Se deduce de lo antericr que
z < z para todo = € A. Por lo que zc Al

Finalmente, podemos decir lo siguiente B= [z € {ly:y € AT}, en consecuencia:

(1 ApC{lv:yeAl} : (8)

De las inclusiones (7) y (8) se tiene que (T A}y = {, v : y € A € AT}. Si usamos éste
resultado con la igualdad (6), vemos que se cumple el resultado que se da en la proposicién

24 A=N{ly:ycA}= Apuey (T Alp.

Retomando nuestra demostracion, concluimos mostrando que P es sup—denso en DM (F).
Para ello hacemos uso de la siguiente ignaldad:

UJ,a=A“-—*A. (9)

aeAd

Supongamos A € DM(P), entonces AC Py ATt = A.

Si a € A, por reflexividad tenemos a < a, asf que , a €] 4, lo cual implicaque A C,c4 L @
Por otro lado, Siz €, 4 { a, entonces existe a € A tal que z €] a, esto es, = < a. Ahora,
siy € AT, entonces z < a < y, de donde = < y para todo y € AT, asf que z € AL, Por lo

tanto, [ J,c4 L @ € AT,
Usandg las dos contenecias anteriores probamos la igualdad (9). La cual implica lo siguiente:

(U 1a)”:A“:A.

aEA

Haciendo uso del resultado la anterior. La nota 2.2 nos garantiza que P es sup—denso en
DM{P). a
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Lema 2.1. Sea (Q, <) un reticulo completo AC P C Q, siendo P sub—denso e inf—denso
en Q

i) Alete = (| Vg A)p-
ii) Siz € Q entonces (| z)IFir = (| z)p. Esto quiere decir que (| z)p € DM(P).
Demostracién. 1) Siz ¢ AT?, entonces z € ATNP. Como A es la menor de las cotas

sﬁperior&; de A en @, tenemos VQ A<z Ademés, z€ Pporloquez € a1 VQ Alp,
eg decir, Alec (1 Vo Alr.

Stz e (1 Vg A)p, entonces x €7 VoA P. Por lo tanto, VgA £z yz€P. Como
VQA es la menor de las cotas superiores de A en Q y = € P, tenemos que z € Alr.
Estoes, (1 Vo A)e C ATr,

Las dos inclusiones anteriores muestran que (T Vg Alp = AP, La cual implica que:

ATrle = [(1\/ A)p)*. (10)
Q

Sea z = Vg 4, ¢ cual existe ya que @ es un reticulo completo. Como P es inf—
denso, por la proposicion 2.4 tenemos que Ao (T z)p = z. De donde z < w para todo

w € (1 z)p. Ahora,siy € [(r z)p] P tenemos que y < z < w para tedo w € (T 2)p.
Es decir, y < 2 < w para todo w € (T 2)p, en consecuencia

[(12)5]7 = (L 2)p (11)

Usando los resultados mostrados en (10) y (11) y teniendo en cuenta que z = Vo4
{enemos que:

Afrlr — [(T \/-A)P]lp — [(T z)P]lP =(] Z)P =(] VA)P
Q Q

ii) Sea = € @, como P es sup—denso en () tenemos que VQ(J, z)p = z. Si tomamos
A= (] z)p y usando €l inciso i) de éste lema tenemos lo siguiente:

[(1 2)p] 74" = ATetr = (1 \/ A)p = (| 2)p.
Q .

Lema ’2.2. Sean A, B subcunjuntos de un reticulo completo G}, entonces,
VoAsVgB s,y sélo si, LN ACL Vo B
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Demostracién.
\/Ag\/3=>\/Ae1\/B
Q Q Q Q
=>w€j VB, para todo w €l VA
Q Q
=l\/AclVs
Q Q

por otro lado

VacilVe=\VAael\/8 yaqe Vael4
Q Q Q Q Q Q

:VA5VB
Q Q

Teorema 2.6. Salve isomorfismo, DM(P) es el dnico reticulo completo en el cual P es
sup*dénso e inf—denso. Mds precisamente, si P es un subconjunto sup—denso e inf—denso

en un seticulo completo Q, entonces DM(P} = Q.
Demostracion. Hemos mostrado en la proposicién 2.4 que P = {| = : z € P’} es sup-—denso

e inf—denso en DM(P). Ademés, P es isomorfo a P.

Supongamos @ un reticulo completo en el cual P C Q y P es sup—denso e inf—denso en
Q. Veamos que DM (P) = Q.

Definamos ¢ : (DM (P)) — Q, dada por @(A) =\, A para todo A € DM(P).

Sean Al B € DM{P) tales que A C B, es claro de B C AT,

Como Y/, B es ¢l elemento minimo de BT, el cual pertenece a AT, Segiin lo anterior, se tiene
Vo A £ Vg B. Por lo tanto,

si AC B, entonces @(A)= VA <p(B)= VB (12)
‘ Q Q

Supongamos que Vg A < Vg B, por el lema 2.2 se tiene | \/o A Cl Vg B. Usando e} lema
2.1 (i) tenemos que: A = Al#le = (| Vodlr G (1 VoBlp = BTrir = B, De donde

A C B/ en consecuencia

si @A) = VA <@(B)= VB, entonces AC B. (13)
Q Q
T.os| resultados mostrados en {12) y (13) garantizan que ¢ es una inmersién de orden.

Esto es,
ACB s, ysdlosi, o(4)=\/A<pB)=\B
Q Q

Supongamos que P es sup—denso e inf—denso en Q y sea z € Q. Por la proposicién 2.3 se
tiene VQ(l z)p = z. Ademés, e} lema 2.1 asegura que

(| z)p|€ DM(P). Por lo que, ¢{((| z)p) = Voll Z)p =z, es decir, dado x € @, existe
(| z)p € DM(P) tal que ¢(({ z)p) = z. Lo cual significa que ¢ es una inmersién de orden

sobreyectiva.
En resumen, tenemos que DM (P) & @), como se querfa mostrar. |
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3. pAPiTULo 3
ESQUELETOS DE RETICULOS

COMPLETOS.

En ¢l capftulo aterior partimos de un conjunto parcialmente ordenado (P, <) y hallamos
un retf:culo completo DM (P) el completamiento normal de P, en el cual P es sup e inf
denso. ‘lﬂn éste capitulo tomamos el camino inverso, partimos de un reticulo completo (@, <)
y respondemos la siguiente pregunta jeziste un subconjunto S de @, con S # Q tal que
DM(SY=gQ T
En case de existir tal conjunto S lo denominamos esqueleto de Q. Introducimos adernés, las
nocionés de esqueleto minimo y esqueleto atémico en reticulos completos.

Definicién 38.1. Sea (Q, <) un reticulo completo.

i) D{n subconjunto S de Q es un esqueleto de @ st S # Q y DM (S) = Q. Usando la
proposicion 2.6, podemos de manera equivalente decir que S es un esqueleto de ), si
S+£Q y S es sup denso e inf denso en Q.

it) Un esqueleto S de Q es un esqueleto minimo, si ningin subconjunio de S es sup
denso e inf denso en Q.

Nota 3.1. Un esqueleto determina completamente un reticulo completo en el siguiente sen-
tido: Si dos reticulos Q1 y Qo tienen esqueletos isomorfos Sy y Sz respectivamente, entences
Q1 y Q2 son tembién isomorfos.

Como .:91 y Sy son esqueletos de los reticulos completos Q y @z respectivamente, tenemos
que DM(8,) = Q, y DM(85:) = Q2. Definamos P, ={lz:z € S1}yB,={lz:z€
S5}, ellteorema 2.2 nos muestra que Sy =B, y Sy %2 PB,. Teniendo en cuenta que S = Sp
podemas afirmar que P, = P,. Usando la proposicion 2.5 tenemos gue P, es sup e inf
denso en DM(S;) y B, es sup e inf denso en DM(S2), entonces P, es sup e inf denso en
DM(83) y'P, es sup e inf denso en DM(S,). Finalmente, usando €l teorema 2.6 obienemos
ques
DM(5) = Q; = DM(S;) = Q.

Propo;sicién 3.1, Sea ¢ : (Q, <) — {L, <) un isomorfismo entre los reticulos completos §J
y L. Se verifican las siguientes condiciones:

i) §i A CQ es sup denso en Q, entonces p(A) es sup denso en L.
i) Si A C Q es inf denso en Q, enfonces p(A) es inf denso en L.

Demostracién. Seay € L como y es un isomorfismo, existe z € @ tal que ¢(z) = y, entonces
@ y)|= z. Teniendo en cuenta que A es sup densoen Q y que € (), entonces existe B C A
tal que|z = Vo B. Como ¢(x} =y tenemos que

o(z) =y =¢(\/ B) (14)
Q

Ahora, |b <V B para todo b € B, entonces ¢(b) 2 (Vg B) para todo b € B; ya que ¢ s
un isomorfismo.
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Lo anterior significa que ¢ (Y B) es una cota superior de »{B).

Sea z una cota superior arbitraria de (8B), entonces p(b) < z para todo b € B. Haciendo
uso de la nota 1.1, tenemos que b < ¢~ 1(2) para todo b € B. Como VQ B existe, entonces
VoB =< @~ 1(z); esto se debe a que Y B es la menor de las cotas superiores de B en Q).
Luego, ;r.p(VQ B) < z, lo que nos indica que ¢(V B) es la menor de las cotas superiores de
w(B) en L, es decir:

V ¢(B) = #(\/ B) (15)
Q Q

por los dos resultados mostrados en (14) y (15) tenemos que.

v=V(@(B)
Q

Finalrnfnte, dado y € L, existe p(B) C p(A) tal que y = Volw(B)), lo cual significa que
w(A4) es sup denso en L.

De mariera similar se prueba ). |

Nota :13.2. Si en la proposicién anterior, los reticulos Q y L son anti—isomorfos, es de-
cir @ & I3, este anti— isomorfiso envia conjunios sup denso en conjuntos inf denso y
r:onjunﬁos inf denso en conjuntos sup denso.

Ejemplo 3.1. Consideremos R* = RU {00, —o0}, en el que se afiade o R un primer y un
dltimo elemento. R* es un reticulo completo. Para cada o € R, los conjuntos R - {a} son

esquele;tas de R*.

8i B € Ry B = o, tenemos que eviste B CR— {a} tal que sup B = 3, en este coso podemos
conside:mr (—o0,8) C R — {a} ya que sup (—oo, B) = B, también existe B C R — {a} tal
que inf|B = B, tememos (8, 00) = B.

Supongamos 8 € R con B # a, entonces B> a0 8 < . Sif > a, eziste B={a,8) C
R — {a}}, tal que sup B = . Ademds, existe B = (B,00) C R — {a}, tal que inf B = 3. 5i
B < « &l resultado es similar.

Siﬁ:!co, tomamos B =R — {a} ya que sup R — {a} = co.

Si 8 = |—c0, nueavemente B = R — {a}, puesto que inf B=R - {a} = —oo.

Por lo tanto, dedo a € R, tfenemos que R - {a} es un esquelefo de R*.

Este ejemplo es de gran importancia ya que muesira un reticulo completo, en el cual hay

infinitos esquletos.

Propobicién 3.2. Sea S un subconjunto propio de R, tal que S es sup denso e inf denso
en R, entonces dado x,y € R, conz <y, erisle 5 € Stalquex <s<y.

Demaostracién. Puesto que z,7 € R y ademés S es sup e inf denso en R, tenemos por la
proposicién 2.3 y 2.4 que:

z=A(T2)s y=\{v)s
R R

z=\(l=)s v=ATv)s
R B

Consideremos A= (T z)s N (|l ¥)s, supongamos ademds que A=0.
Sea o € (| y), entonces & < x, de lo contrario, si & > z se tiene que a € (T z)g lo cual es
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imposible al considerar A = @.

Luego, podemos decir que « < z, para todo a € (] y)s lo cual significa que = es una cota
superioir de (] y)s.- Pero z < y y también y = Vr(l #) Io cual es absurdo. Decir que x
es una cota superior de (| ¥)s menor que sup (| y)s. En consecuencia, lo anterior nos da
argumento para decir, existe s € A = (1 z)sN({ ¥)s. Esto es, existes € Stalquez < s <y.

| .
Como se queria mostrar. n

Proposicién 3.3. (R*, <) tiene infinitos esqueletos pero no tiene esqueleto minimo.

Demaostracién. En ) ejemplo 3.1 observamos que (R*, <) tiene infinitos esqueletos. La idea
para mébstrar que (R*, <) no posee esqueleto minimo es la siguiente. Sea S C R un esqueleto
de R* yJ a € S, entonces S — {a} también resulta ser un esqueleto de R*.

Sea b €|R, por la propiedad de tricotomfa se tiene e =4, a>b 0 a< b.

Supongamos que a < b, como b C Ry Sessupe inf denso en R*, existe A C S tal que
Ar- A L p. Claramente b < o para todo a € A, lo cual implica que a ¢ A, ya que hemos
supuesto a < b. Por lo tanto, A C § — {a}. De aquf, existe A C S —{a} tal que Ag. A=0.
Por otrp lado, también existe C C S tal que \/p. C = b. Como a < b, existe ¢ € C tal que
a < ¢ < b, ya que ningdn elemento menor que b es cota superior de C. Por tanto si ¢ € C,

entonees existe C — {a} C S — {a} tal que Vfp.(C - {a}) =b.

Si b < 4, el resultado es similar .

Supongamos a = b. Usando la proposicén 3.2 podemos escojer una sucesion (Zp)nen de
elementos en S—{a} de la siguiente manera z; € {a,a+1), 72 € (a, a+3), ..., Zn € (a,a+ 4
para todo n € N. Fsta sucesién es tal que a < z, < a+ % para todo n € N. lo cual garantiza
que a eb una cota inferior de {z,}nen, veamos que a es el inf.

Supongamos a < j, entonces j—a >0y J—i-; > 0. Usando la propiedad arquimediana, existe

n; € Nital que n; > 2= > 0. De aqui, tenemos

i—a
. _ (i~ j— 1y_ 1
j—a= (52 > (l,f)(,-—:;) =
estoeslj >a+ nil Teniendo en cuenta la escojencia de la sucesién, existe ny € N tal que:
¢ < Tny < 4+ n—ll lo cual significa que ningin elemento mayor que a, es cota inferior de
{Zn}neh- Por lo tanto, existe {Zn}nen € 5 — {a} tal que:

inf {Tolnen=a

Es posible encontrar una sucesién (), € N, de elementos en S — {a} tal que g, €
(a — L |a) para todo n € N en este caso, y, < a para todo n € N. Ademds,
sup {yn}nen = a.
Finalmente, para todo a € R* existen A y B subconjuntos de 5 — {a} tal
a=sup Aya=1inf B, esto significa que S — {a} es sup e inf denso en R. Por io que, R*
no posae esqueleto minimo. [ |

Nota 3|.3. La proposicién anterior nos muestra que R—N, R-Z y R —Q son todos ejernplos
de esqueletos de R*.

Definicién 3.2. Sea (Q, <) un retéiculo (no necesariamente completo).

i) Un elemento a € Q es inf-irreducible sia £ T (en el caso en que @ tenga elemento
drimo T) y no es el infimo de ningin subconjunto de elementos mayores que a. Es
dlzcir, siSCQestal quead §ya<z paratlodox €5, entonces a ¥ N S.
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i) Dualmente un elemento a € & sup—irreducible si a #1 (en caso de que Q tenga
elemento minimo 1) y no es el supremo de ningin subcongunto de elementos menores
q&ea. Es decir, siSCQestalquea ¢ S yz < a para lodox € S, entoncesa =\ 5.

i11) DIn elemento z de Q is irreducible si z es inf—irreducible o es sup—irreducible. Se
dice reducible o aprozimable en caso contrurio.

Proposicién 3.4. Un retéiculo completo en el que todos los elementos sean ¢rreducibles no
tiene esqueleto.

Demostracion. Para mostrar esto, veamnos que todo elemento irreducible debe hacer parte
de un e%queieto.

Supong'amos (@, <) un reticulo competo y sea P un subconjunto propic de @ el cual es un
esquele{;.o. Si z € Q s un elemento irreducible de Q, entonces x es sup-—irreducible o inf—
irreducible. Sin perdida de generalidad, supongamos que x €8 sup—irreducible, entonces para
todo § !C_: Q tal que z ¢ S con s < z para tedo s € 5, implica que = # \/.S. Argumentemos
por contradiccion.

Si z ¢ P, tenemos que = ¢ (| z)p = (] z) N P. Claramente (l z)p € P € Q. Ahora como
P es un esqueleto de @, tenemos que = = V(4 z}p-

Como w < z para todo w € (| z)p, z ¢ (| z)p ¥ teniendo presente la definicién, de cuando
un ele Iento es sup—irreducible tenemos que z # V(! z)p lo cual es una contradiccidn, en
consecuencia nuestro argumento es vilido para indicar que todo elemento irreducible hace
parte de un esqueleto.

Por otrb lado, si todo los elementos de (@, <) ¢l cual hemos supuesto un reticulo completo,
son irre:ducibleﬁ, por lo hecho antes todos sus elementos hacen parte de un esqueleto lo cual
es imp?sible ya que por definicién estos son subconjuntos propios del reticulo completo.
Finalmente, podemos decir que todo reticulo completo en el que todos sus elementos sean
irreducibles no posee esqueleto. [ |

Ejemplo 3.2. Sea Q = {z1,%2,%3,...,Zp}, cONPE Ntalquer Sza <3S ... < Tp, €0
éste ca30 Q es una codena finita, es facil demostrar que es un retéculo completo y ademds
todo elemento de Q es irreducible. Por lo tanto, Q no posee esqueleto.

Nota 3.4. Hemos mostrado dos ejemplos, el primero R* el cual posee infinitos esqueletos
pero na esqueleto minimo, y el ejemplo anterior el cual no posee esqueleto.

Consideremos N* = NU {oo} con el orden usual (m < n si existe k €N tal que n =
m+4k) bs un esqueleto completo, en este caso N es el unico esqueleto de N* y estd compuesto
por los |elementos irreducibles de N*.

En genFmi no hay técnicas que nos permitan identificar o construir esqueletos de reticulos

cornpletos.

Ejemplo 3.3. Sea X # @ y consideremos P(X) la familia de todos los subconjuntos de X

ordenados por inclusién, Agqui el sup e inf coinciden con la unidn e interseccion de conjun-

tos, respectivamente. El elemento minimo es @ y el elemento mdzimo es X.

Luego, ;(P(X), C) es un reticulo completo.

Un esq%aeieto para P(X) esta dado por E= {{z} :z c X}U{X —{z}:z € X}

Sea A € P(X), entonces AC X. Consideramos A = {X —{z} :z ¢ A}={X —{z} :z €

A} C{ammente A C A, pare todo z € AC.

Luego, N Az ={H{X —{z} : z € A°} = Mecac(X — {z}) =X - (Upeac{z}), de donde
(1Az=X—-—A°=4A
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Esto es| dado A € P(X), eziste Az = {X —{z} : = € A} una subcoleccién de £ = {X—{z}:
reX}U{{z}:ze€ X} talque A=A, = Apcxy Az- Esto significa que {X —{z} : z € z}
es inf-1 denso en ((£(X),C).

Por otro lado, se puede verificar que A = |J{{z} : = € A}, esto es, A = Veyl{z}
z € X}, con {{z} : = € A} una subcoleccidn de {{z} : = € X}. Lo anterior garantize que
{{z} : z € X} es sup—denso en (P(X),C).

A continuacidn mostrames que E es un esqueleto minimo de (P(X), C).

Argumentemos esto por contradiccion.

Supongamos S G F tal que S es un esqueleto de (P(X),C), entonces eziste x € X tal que
{r} ¢ § o X — {z} ¢ S. Supongamos primero que {z} ¢ S, teniendo en cuenia que S es
sup—derlw.so en P(X), existe BC S C P(X) tal que \ B = {z}, por lo que 3 C {z} para todo
B € B, [pero ningtin elemento de P(X) ezcepto @ estd contenido en {z}, lo cual implica que
B = @ para todo 8 € B, es decir, B es una eoleccion vacia.

Como ém P(X) el sup viene dada por la unidn y ademnds, la unidn de una coleccion vacia
es vacil, tenemos que: @ =\ B = {z} lo cual es imposible.

Supongamos ahora que X —{z} ¢ S, entonces eriste BCSCPX) tal que AB=X—{z},
ya que S es un esqueleto de (P(X), ).

Ahora :se tiene que X — {z} C B para todo B € B, pero el tinico subconjunte de X gque
contiene ¢ X — {z} es X por lo que 3 = X para todo B € B. Esto es, AB=X=X-{z}
lo cual|es imposible.

Finalmente nuestro arqumento es vdlido para indicar que

E= {{I:E} z € X}U{X — {z} :z € X} es un esqueleto minimo de (P(X),Q).
Definicién 3.3. Sea (@, <) un reticulo con elemento ménimo L y mdzimo T {no neceso-
riamente completo). Un elemento a € Q, a #L es un infra—elemento si ningin elemento
de Q e5 menor que a excepio L.

Dualménte, un elemento a € Q es un ultra—elemento sia # T y ningin elemento de Q)

es maylor que excepto T.
El congunto de todos los infra—elementos se denota por J(Q) y el de los ultra—elementos

por Q).

Definicién 3.4. Sea (Q, <) un reticulo completo, si el conjunto formado por los infra—
clementos y los ultra—elementos de Q, es decir, 3(Q) U(Q) es un esqueleto minimo, éste
se dengmina esqueleto atdmico de Q.

Proposicién 3.5. Sea (Q, <) un reticulo completo (no necesariamente completo) con ele-
mento minimo L y elemento mdzimo 7. Entonces:

i) Todo infra—elemento de Q es sup—irreductble.
i) T"oda wltro—elemento de @ es inf—irreducible.

i) Los elementos de un esqueleo atémico (si existe} son irreducibles.

Demostracién. 1) Supongamos z € @ tal que z es un infra—elemento de Q.
Alrgumentemos por contradiccién. Supongamos que z no es sup—irreducible, entonces
e)lciste SCQ talquer ¢ S,y<zparatodoy €S yx= V S. Teniendo en cuenta
que z es un infra—elemento de Q@ y que y < z para todo y € S, entonces y =L
para todo y € S. De aquf, VS =1=z lo cual es imposible ya que z #.1 por ser
iﬁxﬁn—e]emento de @, en consecuencia nuestro argumento es vélido para decir que =
es sup—irreducible.
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i) Al

T
en

rgumentemos por contrdiecién.

Sypongamos zr € @ un witra—elemento, tal que z no es inf—irreducible, entonces

£ T, yexiste S C Q tal que z ¢ S, z < y para todo y € § y z = AS. Teniendo
cuenta que r es ultra—elemento y que z < y para todo y € S, podemos decir

quey = T para todoy € S. Estoes, z = A S = T lo cual es imposible, ya que por

hipétesis z # T, en consecuencia nuestro argumento es valido para indicar que x es
inf—irreducible.

iii) Siexiste P un esqueleto atémico de ), entonces P es la union de los infra—elementos
y los ultra— elementos de @, entonces si z € F, entonces z es un infru—elemento o un
ultra—elemento, en ambos casos haciendo uso de los incisos i} y ii) de esta proposicion,

|
5€

cuncluye que z es irreducible.
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4. (IJAPI'TULO 4
EL RETICULO DE LOS PRE-ORDENES, Pre(X)

Definicion 4.1. Una relacidn de preorden en un congunto X no vacio, es un subcongunto
R de X|x X que verifica las siguientes propiedades:

i) (#,z) € R para tedo z € X (refleziva,).
i) 8i(z,y) € R y(y,2) € R, entonces (yv,2) ER  (trunsitiva).

Nota 4.1. Se puede verificar facilmente que las intersecciones de relaciones de preorden son
nuevamgente relacion de preorden. Denotemos por Pre{X) la coleccion de todos los preordenes
sobre X|, el cual es un conjunto parcialmente ordenado por inclusidn, con elemento mdzimo
X xX. Porel lema 1.1 (Pre(X),C) es un reticulo completo. El elemento minimo es A(X) 1=
{(z,x) z€ X} el cual se denomina la diagonal de una relacion de preorden.

Se denata por =Ry, pam indicer que (x,y) € R.

Deﬁni(l:ién 4.2. Sea R una relacidn en X, se define la clausura transitiva RT, come la
menor relacion transitiva que contiene a K. Podemos expresar ésto como sigue

R™ ={(z,y): Ewiste una sucesidn finita = =ZT0,21,%2,..,*n =Y tal que
(a:,-_l,x,:) eR i= 1,2,3,...,1‘&}

Nota I.2. Damos una descripeidn de como viene dado el sup en Pre(X).

Supongumos {R;};jes una familio de pre-drdenes sobre X, definamos

ViR Hes = (UjeJRj)+? esto es el sup de {#;}jey ¢s la clausura transitiva de lao unidn de
los R;.|De manera equivalente podemos decir que:

V{Rj}jeJ ={(z,y): Eriste una sucesién I =To,%1,%2,---:%n =Y tal que
(zin,z) € | Ryjyi=1,2,3,...,n}
j€d

Verifigyemos primero que (U;c R;)" es un preorden y posteriormente que es efectivamente
el sup c(e {R;}jes.

Teniendo en cuenta que {R;}jes es una coleccion de pre—drdenes se cumple que (z,z) € R;
para todo « € X y todo j € J. Podemos considerar una sucesién finita y constante x; = T,
i=1,23,...,n tal que (z,z) € U;c; R; para tode z ¢ X, lo anterior implica que (z,7) €
(Uje.l Hj)+ para todo x € X (reflexiva).

Sean sy, z € X tal que (z,9) € (Ujes R v (9,2 € (Ujey R;)", entonces eristen

sucesiopes finitas € = T, Ty,%2,.. ., Tn =Y Y Y= 20, 21,22, %m =2 tal gue
(1"—1,131;)6 URj’ 1::11273’"',” (zk—lfzk)GURj'ﬂ k=1,23,...,m
jed FEJ
Luego, existe una sucesidn finite: s; ==z; 1=12,3...0 Snyk = % k=1,23,...,m

tal que| (si—1,8) = (Ti—1,%i) € UjEJ R; para i = 1,2,3,....n ¥ (Sp+k—1, Sntk) =
(zk-1.3) € U;es B para k= 1,23,...,m, lo cual significa que {z,z) € (UjeJRj)+
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( Transitiva)
Lo anterior nos muestra que la clausura transitive de la union de una coleccién de preordenes

es de nmuevo un preorden. A continuacion verificamos que es el sup en Pre(X).

Si (z, ) € R; para algin j € J, podemos considerar en €ste caso una sucesién finita T = T
yr =y tal que (z,y) € R; € UJ’EJ R;, de donde (z,y) € (UjEJ R,—)+, es decir, R; C
(UjeJ l1‘1’._,-)4' para todo § € J. Por lo tanto, (U, Rj)+ es una cota superior de {R;};cs en
(Pre(X), ©).

Suponglamas que R es una cota superior arbitraria de {R;}jes. Entonces R; C R para todo
jed. Si(z,y) € (Uje_;r Rj)+, entonces eriste una sucesion finita £ = L9, 1,22, .- -, Tn = Y
tal que|(zi—1, ;) € ;e B parat = 1,2,3,...,n

Luego, ]haciendo uso de la definicién de unidn tenemos que: existen f; € J tal que (zi—1,%:i) €
R, para todo i = 1,2,3,...,n. Como R; C R para todo j € J se tiene que (zio1,x;) €ER
para tqda i =1,23,...,n. Ahom, como R es un preorden, es una relacion transediva, de
donde (z,y) € R. Podemos decir que (Uje_, R_,-)+ C R, esto es, (Uje_, RJ-)+ es la menor de
las cotas superiores de {f;}jc 7.

Finalmete, se tiene que \/{R;}ijes = (Uje J RJ-)+ en (Pre(X),C) como se queria mostrar.
Deﬁnilcién 4.3. Sean a,b € X con a # b, los infra—elementos de (Pre(X),C) denotados
por por: A(g s se definen como Agapy = AX) UH{{a,b)}-

A continuacién verificamos que A p) con a # b, es un preorden sobre X.
En efe(‘:to,

Si 2 € X, entonces (z,z) € A(X) G Oapy para todo z € X, esto es, (z,z) € Aoy Dara
todo z|€ X (reflexiva). '
Sean x|y, z € X tales que (z,y) € Aap) ¥ (¥,2) € Aay-
Si z =y = z, entonces (z,y) = (¥, 2) = (£, 2) € A
Siz#ly, y= 2 entonces {z,y) = (a,b) = (T, 2) € B(ap)-
Siz=l, y# 2 entonces (y,z) = (a,b) = (,2) € A ).
Si x #y # z, obtenemos que (a, b) el cual pertenece a Dapy
Luego, |si (z,¥) € Ay ¥ (#,2) € A(qp), entonces (2,2) € Agapy (transitiva). Como a # b
es claro que Ay # A{X). Mostremos que Ay con a # b es un infra elemento de
(Pre(X), C).
Supongamos R una relacién de preorden, tal que R C A p) Paraa, be X ya#b, entonces
existe (z,y) € Ay ) tal que (z,4) ¢ R. Como A(X) es el elemento minimo de (Pre(X), C),
entonces A(X) € R. De donde existe (z,4) = (a,b) € A tal que (a,b) ¢ R. De aqui,
RC A!(a!b) —{{a,b)} = A(X), esto es, R = A(X). Lo cual garantiza que los A(g ) son los
infra—elementos de (Pre(X), C).
Propo!sicién 4.1. La coleccion de todos los infra—elementos Do py = A(X)U {{a,b)}, con
a,be X ya#b es un conjunto sup—denso en (Pre(X),C).

Demostracién. Probemos primero que culquier preorden sobre X puede expresar de la si-
guiente manera:

R={ {Aw@n  (mbER), a# b} (16)
Si (z,y) € R, entonces existe A,y tal que (2,9) € Azy), esto s, (x,y) € (A :

(a,b) € R,a # b}). De donde,
RC {A(ﬂ,b) : (0'7 b) ER, a# b}
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Es claro que A p) = A(X)U{{a,b)} € R para todo {a,b) € Ry a # b. Luego, se tiene

HA s : (0B €R, a# b} C R

Las dos inclusines prueban la igualdad (16).

Nota 4.3. La clausura transitiva de lo unidn de los A,y con (a,b) € R es la menor
relacién, de preorden que contiene | A  {(a,b) € R, @ # b}, veamnos que en éste caso

+
(U{A( DK (ﬂ'., b) ER, a# b}) = U{A(a,b) : (a, b) cR, a# b}
De acuerds con la definicion de clausura transifive lenemos ques

+

Uit @b € a# 8 € (Haan @b € R, a? )

+
Ahgra, supongamos que (z,y) € (U{A(G,b) :(a,b) ER, a# b}) , entonces existe una
sucesién finita z = z,,T1,T2,...,Tn = ¥ tal que:
(z5-1,%4) € U{A(a!b) {a,b) € R, a#b} para i=123,..,n

Por la igualdad (16) tenemos que (z;_1, ;) € R para todo ¢ = 1,2,3,...,n. Haciendo uso
de la trlansitividad de R tenemos que:
(z,y) ER=HAwp : (@.D) ER, a# b}. Por lo tanto,

)
(Utten s @i ek a8t) €UtBan: @b € 1 atb)

De lo anteior v la igualdad (16), podemos concluir lo siguiente:

R=|HA@y :(ab) €R, a#bl= (U{A(,,,,,) :{a,b) € R})+

=\V{A@p : (a,b) €R, a#b}
Esto quiere decir que, la coleccién de todos los infra— elementos A py con a # b es un
conjunljo sup— denso en (Pre(X), C). ]
Proposicién 4.2. Para cada AC X, A# @, los pre-dérdenes de la forma

(A° x X)U(X x 4)
Son los|ultra elementos de (Pre(X), C) y la coleccion de todos ellos es un conjunto inf-denso.

Demostracién. Observemos primero que (A€ x X)U (X x A) es un preorden.
Sea z € X, entonces x € A o z € A°.

Si z € A, entonces (z,z) € (A° x X)U (X x A).

Si z € A, entonces (z,z) € (A° x X)U (X x A).

Por lo hnterior tenemos: (z, z) € (A° x X}U (X x A) para todoz € X (reflexiva).
Sean z)y, z € X, tal que (z,y) € (A°x X)U (X x A) y (y,z) € (A° X X)U(X x 4).
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Luego, (z,y) € (A°x X) o (z,5) € (X x A) ¥y (y,2) € (A°x X) o (y,2) € (X x A). De aquf,
sélo reshltan los siguientes casos:

Si (z,y) € (A° x X) ¥ (v, 2) € (A° x X), entonces (z,z) € (A° X X)U{X x A).

Si (z,y) € (X x A) ¥ (v, 2) € (X x A), entonces (z,2) € (A°x X)U (X x A).

Si (z,y) € (A° x X) y (v,2) € (X x A), entonces (z, z) € (A° x X)U (X x A). Ya que
A° C X]. Ahora, dado (z,3) € (A°x X)U (X x A) ¥ (y,2) € (A°x X)U(X x A), entonces
(z,z) €|(A° x X)U(X x A) (transitiva).

Mostremos que si R es un preorden sobre X tal que (A° x X)U (X x A) § R, entonces
R — Xk X. Existe (z,y) € R tal que (z,3) ¢ {(A°x X)U(X x A)},es decir, (z.y) & (A°x X)
y (2, )¢ (X x A),estoes, z ¢ Aoy ¢ X y z¢Xoyd Aporloquezrg A° Y y¢ A
oloqueeslomismoz €A Y y#¢ A

Luego, i)odemos decir que {a,z) ¥ (y,b) pertenecen a (A° x X) U (X x A) para todo a.ben
X. Corﬁo (A® x X)U(X UA) C R, entonces (a,z} ¥ (v, b) pertenecen también a K. Usando
la transitividad de R tenemnos lo sigujente:

{a,z}€R, (z,y)€ER =>(a,y)ER
(e,y) € R, (y,b) € R = (a,b) €R.

Luego, podemos decir que {a,b} € R para todo a,b € X, es decir, R = X x X por lo que
(A°x X)U(X x A)con AC X y A# D sonlos ultra—elementos de (Pre(X), C).
Notemos por R(z) = {y¥ € X : zRy}, para mostrar, que la coleccion de los ultra—elementos
s un conjunto inf—denso, veamos que todo preorden dado R es de la forma:

R={(A° x X)U(X x A) : A= R(z} paraalgin (z,y) € R}

Para establecer la primera contenencia C, tomamos (a,b) € Ry (z,y) € R se quiere demaos-
trar que
{a,b) € [(R(z)) x X]U[X x R(z)]

Luego, (a,b) € [(R(z))* x X] 6 (e,b) € [X x R(z)]. De aqui, a ¢ R(z) 6 bc R(x)

Si ~(zHa), no hay nada que probar; si zHa. Haciendo uso de la transitividad entre zHa y
aRb, selconcluye que h. '

Para probar la otra contenencia probemos €l contrareciproco, es decir, si (a,b) ¢ R, entonces
(a,b) £ [(4° x X) U (X x A) para algin A= R(x), con (z,y) € R.

Sea {a, |b) ¢ R. Como (a,a) € R, por la reflexividad de R podemos tomar A = Rla),
entonces @ € R(a) y b ¢ R(a), es decir, a € A= Ra} yb€ A® = (R(a))¢. Se sigue que
{a,b) ¢ I(Ac x X)YU (X x A) como se querfa probar. n

Corolario 4.3. El reticulo (Pre(X), C) tiene esqueleto atdmico.

Demostracidn. Al igual que en el ejemplo 3.3, supongamos que existe S & J{Pre(z)) U
H{Pre(X)), es decir, S subcunjunto propio de los infre—elementos y los ultra-elementos el
cual es un esqueleto de Pre(X), entonces existe un elemento de J(Pre(X)) U U(Pre(X))
que no pertenece a S, en ambos casos llegamos a un absurdo. Si es un infro—elemento lo
podemo:s aproximar por debajo, por medio de elementos de S y éste caso es imposible. Si
es un ulitm—elemento lo podemos aproximar por arriba, por medio de elementos de 5 que
también es imposible. :

Luego, ]l)odemos afirmar que: no existe subconjunto de J(Pre(X)) U{Pre(X)) que sea un
esquletd de (Pre(X), ). n
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5. (pAPiTULo 5
TOPOLOGIAS, FILTROS Y EL RETICULO DE LAS

TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF A(X).

Definicién 5.1. Una topologia sobre un conjunto X, es una coleccion T de subconjuntos
de X, con las siguientes propiedades:

i) Oy X estanen T,
44} Lu unién de los elementos de cualquier subcoleccion de % estd en 3.
i) La interseccidn de los elementos de cualquier subeoleccidn finsta de X estd en T

Un conjunto X en el que se a definido una topologia T, se llama espacio topoldgico,
esto se denota por (X, %). Los elementos de T se llaman conjuntos abiertos.

Nota 5.1. Notamos por TOP(X} la coleccién de todas las topologias sobre un conjunto X,
éste es|un conjunto parcialmente ordenado por la relacidn snclusidn. El elemente mdzimo
es la topologia discreta P(X) y el elemento minimo es la topologin indiscreta o grosera
{X,0}
Se puede comprobar focilmente, que lo snterseccidn de culaquier coleccion de topologias sobre
X, es nuevamente una topologia sobre X. Lo cual implica gue el infimo de una coleccidn
de topo‘logms sobre X coincide con la interseccidn de las topologias. Usando el lema 1.1 se
conclu;}ie que (TOP(X), C) es un reticulo completo.

Las infra— Toplogias en (TOP(X }, ), es decir, los infra—elementos de TOP{X) vienen
dodos for 3= (X, 4,0}, donde AG X y A#D.

Es posible que al considerar BG A C X y B # O, se nos ocurra pensar que la toplogia,
= {A{(, B, @} es una toplogia menos fina que J.

A pesar que B G A, tenemos que B no es abierto en 3, es decir, 3, = {X,B,8} € J =
{X, A, B}, por lo que no egiste topologia menos fina que J que la toplelogia grosera.

Definicién 5.2. Si (X,%) es un espacio topoldgico, una base para T es une subfamilic

8 C ¥ |con la propiedad que:
Dados un abierto U y un punto z € U, exite B € B lol que z € B C U, esto se puede
expresar diciendo qué cade abierto de T es unidn de los clementos de B.

Teorema 5.1. Sea X un conjunto. B C P(X) es una base de una topologia para X si, y
solo si,| se cumple que:

i) X ={J{B: B e B}

i) Dados cualquiera UV € B yz e UNYV, eziste B € Btalquezc BCUNYV. Esto
es, UNV es union de elementos de B para todo par UV eB.

La demostracion del teorema anterior se puede consultar en [9]

Definicién 5.3. La tologia del teorema anterior se conoce como la topologia generada por
la base|[B y la notamos por T = (B).
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Nota 5.2. Si B es una base pare una topologia sobre X, entonces la topologin genernda
T = (B) es igual a la interseccién de todas las topologias sobre X que contienen o B.

Definicién 5.4. Dado un conjunto no wvacio X, un filtro § para X es una coleccion no

vacta de subconfuntos no vacios de X tal que

i) 81 by, by € §, entonces F1N 4o € F.
i) SiFeFylrcaG, entonces G € §F.

Nota 5.3. La coleccién de todos los filtros sobre un conjunto X se denota por F1L(X), éste
es un lnjunto parcialmente ordenado por la relacién de inclusidn. Siempre que consideremos
@ comae elemento de un filtro § sobre X, este coincide con P(X), esto se debe a ln segunda
condicign de la definicidn. Un filiro § con la condiccion que @ ¢ § se denomina filiro propio.
El elemento mdzimo de FI L(X) es P(X)y el elemenio minimo es {X}.

Es facil demostrar que la interseccidn de filtros es nuevamente un filtro, en consecuencia, si
{Z:}ier| es una familia de elementos de (FIL{X),C), su infimo viene dado por Nicr{Sil =
N;er B Usando el lema 1.1 se tiene que (FIL{X), C) es un reticulo completo.

DeﬁniFién 5.5. Dado un conjunto X mo vacio, un ulira—filtro para X es un ultro—
elemento en FIL(X); esto es, no eziste filtro propio en X mds fino que éL

Definicién 5.6. Dado A C X, el conjunto 1 A = {F C X : A C F}, de todos los
supercolnjuntos de A en X, es un filiro sobre X, el cual se liama filftro principal generado

por A. .
Entre llos filtros principales se destacan los de la forma 1 {z}, para cada z € X. Esios
filtros Tesultan ser ultrafiltros, es decir, ultra—elementos de (FIL{X 3, C) y se denominan

ultarafiltros principales.

PropolLicién 5.2. Sea X un conjunto no vacio y 3 un filtro sobre X. Entonces, ioes un

ultrafiliro en X si, y solamente si, pora todo A, B C X con AUB € U, se tiene que A € U
o Bcil

Demostracidn. Sea 4 un ulatrafiltro sobre X, y 4, B C X tales que AU B € il, mostremos
que A€eloBeil

Si B €|y no hay nada que probar. Supongamos que B ¢ U y veamos que necesariamente
Aeil
Argumentemos por contradiccién, Si A ¢ i, entonces § = {MCX:AUM €t} esun
filtro. Se verifica facilmente que § es un subclase no vacfa de P(X), ya que B € §. Ademss,
ningunp de sus elementos es vacio puesto que AU B=Adil

Sean M; vy M, € §, entonces AU (My N M) = (AU M;) N (AU M), teniendo en cuenta
que Mll y M; son elementos de §, entonces AUM, e 4 vy AUM; € U Por lo que,
AU (Mlg N M,) € 4, ya que il es un filtro, de donde M NM;€3F.

Si M, € Fy M; C M, entonces AUM; C AUM, como AU M; € 4L, entonces AU M € 4
esto m,' Me§.

Es clar:o que que 4 C §F y ademds B € §, en éste caso hemos encontrado un filtro propio
& mis fino que i£. Lo cual es imposible ya que il es un ultrafiltro, en consecuencia nuestro
argumento es vélido par indicar que A € Y, como se querfa probar.

Reciprocamente, sea $ un filtro sobre X tal que para todo A, B C X.S8i AUB € i, entonces
Ac o B e il Veamos que ¥ es un ultrafiltro.
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Sea § un filtro sobre X més fino que i1, esto es, U S §F, veamos que §F = P(X). Como Y g 5
existe §' € F tal que F ¢ $(. Haciendo uso de la hidtesis X = FUFe €Y, de donde F€ € 4,
ya que I1-7’ ¢ 3L

Luego, tenemos que F° € §, de donde F N F° = @ € F, lo cual implica que § = P(X), es

decir, {{ es un ultrafiltro sobre X. [ |

Nota 5.4. La propesicidn anterior caracteriza los ultafiltros sobre un confunto no vacio X .
Podemos decir que § es un ultrafiltro sobre X si, y solamente si, para todo A C X, se fiene

que A6 F o A°€ F.
Proposicién 5.3. Todo filiro estd contenido en un wltrafiliro.

Demostracién. Sea F un filtro sobre X, consideremos F' =: {$:3CH y H esunfiltro
sobre X}, obviamente F' es un conjunto parcialmente ordenado con el orden de FIL{X)
restringido a F.

suponggmos {$1;}jes una cadena de K, estoes, (51 C 5 CHy & .. ) ysea H= Ujes 95
Como los $; son filtros que contienen a ¥, tenemos que 5 es una subclase no vacia de
conjuntas no vacios de P(X).

Sea He f)y H C I, existe § € J tal que H € $;, como $; es un filtro y H C I, tenemos
que Iéf),— para algtin 7 € J, de donde I € §.

SiH, I 36 9, existen 7,k € J tal que H € H; e 1 € Hi, teniendo en cuenta que {9;}ies s
una cadena, tenemos que $; C Hr o Hi € H;. Sin perdida de generalidad, supcnemos que
H; < .6’;;, entonces H, I € 55 por lo que HNI € Hy, esto es, existe k € J tal que HNI € 5,
lo cual :signiﬁca que HNIe€H.

Hasta el momento hemos mostrado que $ es un filtro sobre X. Es facil verificar que ; C H
para todo 7 € J, es decir, $ es una cota superioir para la cadena {$;}jes. Usando el lema
de Zom afirmamos que:

F={9:3CH y Hesun filtro sobre X }, tiene un elemento maximal, es decir, existe
# un ultrafiltro sobre X, tal que ¥ C i, como se querfa probar. "

Deﬁn.i(l:ién 5.7. Para un filtro § sobre un conjunto no vacio X y cada punto p € X.
Fréhlich definio en (1964) la siguiente topologéa sobre X

Glp,¥) = P(X - {pPhUF

Agqui F (X —{p}) es la coleccidn de todos los subconuntos de X que no contienen a p como
elemento. Los conjuntos unitarios {z} son abiertos siempre y cuando % # p. También son
abiertos todos los subconjuntos de X que no contienen a p como elemento.

Finalmente, los conjuntos abiertos que contienen a p como elemento (las vecindades de p),
son neceseriamente los elementos de § que contienen o p.

Proposicién 5.4. Una topologia de la forma G(a, i}, donde a € X y il es un ultrafiltro
sebre Xi, tal que 4 #£T {a}, es una ultra—topologia .

Demaostracién. Si consideramos 8 =T {a}, tendriamos que G(a,i) = P(X), por lo que
G(a, i) [no seria una ultra—topologia.

Sea J una topologfa sobre X, tal que G{a,4l) & J, entonces existe A € J, tal que A ¢ G(a, ),
esdecir| A ¢ P(X~{a}) y A ¢ Y, dedonde a € Ay A ¢ il Teniendo en cuenta la proposicion
5.2, podomos afirmar que A° € i, por lo que A°U {a} € 4, como G(a, i) G J, tenemos que
AcU{a} € 3. Ahora, como la interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto,

30

30



tenemos que {a} = AN (A°U{a}) € J, es decir, {a} € J, es decir, {a} s abierto en J.

Sea B C X, entonces a € B o a € B°. Si a € B°, entonces B € P(X — {a}), puesto que
Gla, ) g J, tenemos que B € J.

Si a € B podemos expresar B de la siguiente manera, B = {Jycp{b}, ¢l cual es abierto en
3, esto és, B € J.

Luego, Ipara todo B € X tenemos que B € J, por lo que §J = P(X). Esto es, no existe
topologfa més fina que G(a,4) (con @ € X y H un ultrafiltro sobre X U #7 {a}) que la
topoloﬂa discreta, es decir G{a, i) es una ultra topologia sobre (TOP(X),C) . |

Frohlich mostro que toda ultra—topologfa sobre X es exactamente de la forma anterior,
en la siguiente proposicién cuya prueba le podemos ver en {10]. Muestra este resultado.

Proposgicién 5.5. Si J es una ultra—topologia sobre X, entonces J es de la forma Gla, U)
para algin Y ultrafiltro sobre X tal que U #7 {a}.

Deﬁniclién 5.8. Una ultra topologia generada por un ultrafiltro prineipal se llama ultra—
topologia principal. Es decir, una ultra—topologia principal es de la forma Gz, T {v}),
conz,y € X,z # .

5.1. [EL RETICULO DE LAS TOPOLOGIAS DE ALEXANDROFF, A(X).

Definicién 5.9. Una topologia sobre X se llama principal si es interseccidn de ultra—
tz'opologlL'as principales, es decir, interseccidn de topologéas de la forma Glz,T {¥}), con
z,y € X, z # y. Denotamos por TI{X) al congunto de todas las topologias Principales sobre
X.

En caso particular, cada ultra topologfa principal G(p, T {¢q}), con p # g, s una topologfa
principall, en la cual cualquier conjunto abierto que contiene a p también contiene & ¢, pues

las unichs vecindades de p estén en [ {q}.

Teorema 5.6. Si ¥ es una topologéa principal sobre X, el confunto
Ve={y€ X 1 TCG(z, 7 {¥})}

es un canjunto abierto en T, pare cada z € X,

Demaostracién. Sea z € X.

Si {z} & T, entonces V; = {z}, que es un conjunto abierto en ¥; si existe y € X cony # =,
tal que ¥ C G(z , T {y}), se tiene que {z} ¢ T, debido a que {z} ¢ G(z ,T {y}) .
Supong?mos TCG(p,T{g}) Sip¢ V., entonces V; es un cunjunto abierto en G(p, T {¢}),
puesto que V, € P(X — {p}) C G(p ,1 {q}). Sip € Vz, entonces T C Gz, {PH NG .1
{q}) € G(=,1 {q}), por consiguiente g € V; o lo que es lo mismo {q} € V;:. Lo cual significa
gue V, és un conjunto abierto en G(p , T {g}).

Ahora plodemos afirmar que V, es un conjunto abierto en cualquiera topologia G(p, T {q})

més find que T, de donde V; € %, por ser T una topologfa principal. =

Nota 5.5. En la prueba anterior hemos usado el siguiente hecho debido a Fréhlich

Gz, T{pHNG(p ,1{a}) € G{= . T {a})

Sea A€|G(z ,T{pNG(p , 1 {a}), siz ¢ A no hay nada que probar.
Six € A, entonces A €7 {p}.Como A es un conjunto abierto que contienc a p y ademds
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A€G(p,T{q}), tenemos que A contiene a g. Por lo tanto, A€G(z,1{q}) como se queria
probar.

Teorema 5.7. Si T es una topologia principal sobre X, entonces para cada = € X culguier
conjunto en T que contiene a x, debe contener al conjunto

V= {ye X :TCG(=z,1{y}}

Demostracién. Argumentemos por contradiccidn. Sea A € T talquez € Ay Ve € A,
entonce existe y € V; tal que y ¢ A, de donde A ¢ G(z,7 {y}). Como T C G{=. T {3} ¥

Ad¢ Q’(a::, 7 {y} tenemos que A ¢ T lo cual es imposible.
Luego, podemos decir, para cada z € X, los conjuntos de € que contienen a z, deben

contener a Vy. [ |

Definicion 5.10. Una subcoleccién B de T es una base minima de conjuntos abiertos en
cada pdnto, si pare cualquier z € X, existe V € B tal que z € V y cualguier conjunto en ¥
que contiene a T debe contener a V.

'Iborerl.‘la 5.8. Una topologia T sobre X, es una topologia principal.si, y sdlo si, T tiene
una base minima de conjuntos abiertos en cada punto de X.

Demostracién. Supongamos T una topologfa principal sobre X, por los teoremas 5.6 , 5.7 y
usando|la definicién 5.10, tenemos que la coleccién

Ve ={y € X : TC G(x,T {y})} es una base minima de conjuntos abiertos para cada

xz e X.
Supongamos T una topologfa sobre X no principal, entonces existe una ultra—-topologia

no prin'cipal G(x,4), con Y un ultarfiltro & #1 {y}, tal que T C G(zi}. Si existe un

conjunto abierte minimo V que contiene a z, entonces V € i y cualquier otre conjunto.

abierto|que contiene a z debe contener a V. De aqui % C G(z .7 {y}) paratodoy c V y
T C Gz .1 {v}) : ¥y € V}. Por lo tanto, si T tiene una base minima de conjuntos abiertos
para cada punto, entonces para toda ultra-topologfa no principal G(z 4) més fina que %,
existe una topologfa principal mds fina que ¥ y mds gruesa que G(x ,4) lo cual implica que
T es una topologfa principal.

Por consiguiente una topologia ro principal no puede tener base minima de abiertos en cada

punto. n

Definicion 5.11. Se dice que una topologia sobre X es una topologia de Alexandroff
si la interseccidn arbitrria de confuntos abiertos es de nuevo un conjunto abierlo.

La siguiente proposicion caracteriza las topologfas de alexandroff, muestra que estas son
exactamente las topologias principales.

Teorex}la 5.9. Una topologia T es una topologia principal si, y silo st la interseecidn
arbitratias de conjuntos abiertos es de nuevo un conjunto ebierto.

Demostracidén. Si la interseccién de conjuntos abirtos es abierto, entonces para cadaz € X
la interseccion de todos los abiertos que contienen a z es un conjunto abierto minimo en x
yla farhilia B, de todos los conjuntos abiertos minimos para cada z € X, es una base para
T, Por la proposicién 5.8 tenemos que ¥ es una topologia principal.

Reciprocamente, sea ¥ una topologia principal sobre X y {3:}icr una subcoleccién de %,
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veamos|que {);c; Ji e un conjunto abierto. Si x € Mier Ji» tenemos que z € J; para todo
i € 1. Usando las proposiciones 5.6 y 5.7 tenemos que V., es un conjunto abierto y V: C J;,

para. todo i € I, de donde z € V; € (Miez J:» s decir, (NicrJ: s un conjunto abierto en
T. [ ]

A continuacion mostramos que el retfeulo (II(X), C) de las topologfas principales (i.e. de
Alexancliroﬂ’ ) es completo, estableciendo un anti—isomorfismo entre el retfeulo (PRE(X), C)
de los preordenes y (II(X), ).

Proposicién 5.10. Dada una topologia principal J, la relacion By C© X x X definidn por
:::H;,y s, Y solo s, J€ g(I T {y})’

es una relacidn de preorden sobre X.

Demostracion, Claramente zRyz pues 3 C G(z ,T {z}) = P(X). Por tanto, la relacion es

reflexiva.

Si 3:1{3.%; y yHyz, entonces J C Gz T {y)) vy I € Gy 1 {2}) de donde J C G{z 1
{y}) NGy T {z}), por la nota 5.5 tenemos que 3C 6z T {z}), es decir, zRyz, lo cual
significa que la relacién es transitiva. B

Proposicién 5.11. Cada relacién de preorden B C X x X induce una topologéa principal
3r-

Demeostracion. Sea B € X x X una relacién de preorden, definimos Jr como

3r={{6(z 1 {y}) : zRy}

que es, [por definicién una topologfa principal.

Proposicién 5.12. Fl conjunto ordenado (TI(X), ) de las topologias principales sobre X
es antitisomorfo al retéculo (PRE(X),C) de los preordenes en X.

Demostracidn. Las funcionesn : TI{X) — PRE(X) y ¢ : PRE(X) — II{ X ), definidas por
n(3) =|Ry y ¢(R) = Jr respectivamente, son mutuamente inversas, esto es, N{¢(R)) = R
para todo B € PRE(X), y ¢(n(3)} = J para todo J € II(X). Probemos que ¢(n(3}) = J,
para todo JeTH(X).

Por definicién n(3) = Ky, donde (zHzy <= J & G(z .1 {y})). Ademds o(n(3)) = w(Hy) =
N{G(=|1 {y}) : zRay}. Asf que 3 < @(n(3))-

Para mostrar la otra inclusién, supongamos A € o(n(3)) =HG(z T{¥}): zRyy}, entonces
A€G(x T {y}), para todo (z,) € Ry.

Luego, se cumple que A € G(z , T {y}) para toda topologia G(z T {y}) més fina que J. Por
lo tanto, A € J.

Sean 31| ,Jo € II{X), talesque J; C Ja, entonces si (z,y) € Ry, implicaque Ja C Glz,T{y})
yasf 31 € J2 € G(z ,T {y}), con lo cual (z,y} € Ry,, es decir, si J1 C J2, entonces
1(32) fLT Ry, C Ry, = n(31)

Por otra parte, si Ry C Ra, implica que ¢(Rz) = Tr, C w(B1) = Jr, ya que

NGz 1 {s}) : zRay} S [ {6l T {wD) : =Rav}

Lo cual prueba que (TI{(X), C) es anti-isomorfo a (PRE(X), <), como se querfa probar. W
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Propos
queleto
(A(X),

Lap

icidén 5.13. Las infra—topologias y las ultra—topologias Principales forman el es-
atémico del reticulo completo (II(X),C) de las topologds principales (i.e. el reticulo
C) de las topologias de Alexandroff)

rueba de esta proposicién puede consultarse en [10].
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35

CONCLUSIONES

Despues del desarrollo de este trabajo se concluye que:

» Para todo conjunto parcialmente ordenado (P, <), existe DM{P) el competamiento
ndrmal de P, el cual contiene copia isomorfa a P. Ademés P es sup e inf denso en

DM(P).

« Sil § es un subconjunto de los numerocs Reales R. Tal que S es sup e inf denso en R,
entonces S es denso en el sentido usual.

« El esqueleto de un reticulo completo, si existe determina completamente los elementos
dél reticulo.

. ElI coleccién de las topologias de Alezandroff forma un reticulo completo con el orden
de la inclusién.
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