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] INTRODUCCION
!

Esta monografia desarrollada con base en el articulo llamado GEODESICAS Y
CURVATURA EN GRUPOS DE LIE tomado de la REVISTA MATEMATICAS
ENSENANZA UNIVERSITARIA VOL. VI,1997 estudia las geodésicas de los grupos
de Lie con métrica Riemanniana bi-invariante como subgrupo a l-parametro, y
presenta el tensor de curvatura y la curvatura seccional de manera muy simple.

En el Capltulo 1 se da todas las herramientas necesarias para el desarrollo de la idea
planteada en el parrafo anterior, la cual es expuesta en el Capitulo 2.

La teoria sustentada en estas paginas es dada de manera sistematica. En tal manera que
cada defm1c1on teorema, lema, etc. sea lo mas clara posible.

En la seccjlon 1.1 se trata los conceptos de variedad diferenciable , funciones de valor
real diferenciables definida sobre una variedad dlferenmable y aplicaciones
diferenciables de una variedad diferenciable en otra. Posteriormente en la secciéon 1.2
damos las'nociones de lo que es un vector tangente sobre una variedad diferenciable
como un ]operador vy definiendo el espacio de estos operadores como el espacio
tangente. Por qué esto es importante? Porque se necesitan, en la seccion 1.3, para darle
con51sten01a a la definicién de campo vectorial sobre una variedad dlferenmable que es
a su vez fundamental por que de aqui se desprende el concepto de dlgebra de Lie,
desde luego antes se define lo que es un grupo de Lie, seccién 1.5.

En la seocmn 1.6 se trata las nociones de conexion afin y la derivada covariante, que nos
permite tomar la derivada de campos vectoriales a lo largo de curvas diferenciables.
Ademas, estos dos conceptos entre lazados nos lleva a la definicién de conexion
Rxemanmqna

|
En la seccién 1.7 se dan tres conceptos basados en la secciones anteriores como lo son,
las geodeswas el tensor de curvatura y la curvatura seccional.

Enel Cap;tulo 2 se demuestra la existencia de un subgrupo a 1-parametro en cada punto
p de un grupo de Lie G. Después se da la definicion de métrica Riemanniana bi-
invariante! sobre un grupo Lie y se muestran algunas relaciones que existen entre esta
métrica con la conexion, la curvaiuray la geodeésica.

!
!
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CAPiTLjTLO 1
PRELIMINARES
|

1.1 Vaﬁedades Diferenciables.
1

Deﬁniciérln 1. Una variedad diferenciable de dimension # es un conjunto M y una
familia de aplicaciones inyectivas x, :U, C R" — M de conjuntos abiertos U, de

R"en M, a perteneciente a un conjunto indizado, tal que
|
1) los x,(UU,) cubren a M, esto es, Ux (U,)=M.
2) Para gualquier par de numeros reales a,f con X, (Ua)m Xp (Uﬁ): W +¢, los
conjuntos x;'(#) y x; (%) son conjuntos abiertos en R” y las aplicaciones
X, 0 Jt'a y x,'ox, son diferenciables.

3) La familia % = {{U, ,x, Jjes maximal relativa a la condicién 1) y 2).
|
El par (Ua,x ) con pex,(U,)es llamado un sistema de coordenadas de M en p;

X, es llamado una parametrizacién de M en p. x,(U/,) es llamada una vecindad

coordenada en p. A la familia 2 satisfaciendo 1) y 2) es llamada estructura
dlferencxaple sobre M.

| . . . . ;
Teorema 2. Una estructura diferenciable sobre un conjunto M induce una topologia
7 sobre M definida asii 4cMes un conjunto abierto en M si y solo si

x;'(4nx, (U, ))es un conjunto abierto en ®” para todo a.

|
Demeostracion. i) ¢ c.7 . En efecto, ¢ = x;' (¢~ x,(/, ) para todoar y como R"es

un espac%io topolégico, ¢ es abierto en NR". Ademas, MeJ porque
U, =x(x,[U,))=x;' (M ~x,(U,)) es una conjunto abierto en R" paratodoa.

|
11) sea {(A 2 )}una coleccion cualquiera de elementos en 5 y sea A =U4,, entonces
B

e anx0,)=x ([ } (Uu))=x;‘[g[Aﬁmxa(Ug)]]
| = U, (4, 0 x, )

como cada A, €5, entonces X' (A ~x, U, ))es un abierto en " para todo a y

como la umon cualquiera de abiertos en R” es de nuevo un abierto, tenemos que
Ae T 1

!
iii) sea 4,4, 50y A4,, elementos en . , entonces
([nA}ﬁx v, ] ﬂx" A nx (U,)

1

1
|
]
|
|



es una abie}:no en N" paratodo a. Por lo tanto la interseccion de los 4; estaen 5 .

Obsérveseique con esta topologia los x, (Ua) son abiertos en M y que las aplicaciones
x, v Xx;' son continuas. En consecuencia, los x, son homeomorfismos de los

conjuntos abiertos U/, en M.

Teoremaj?a. Sea M y N variedades diferenciales y {(U/,,x, )}, #,,7,)} estructuras
diferenciables sobre M y N respectivamente. Consideremos el producto cartesiano
MxN 'y las aplicaciones Z,, (p,q): (ch,,r (p), Ve (q)), pel,,qeV, Entonces
{U{z X Vﬁ,ZQﬂ} es una estructura diferenciable sobre A/ x N

Deﬁniciéﬁ 4. Sea f:M — R una funcién definida sobre una variedad diferenciable
M. Entonces f es diferenciable en peAMsi para alguna parametrizacidn
x, :U, cR* >Mcon pex,(U,), la composicion f=fox, :U, cR" >R es
diferenciable en x'(p). Una funcién fes diferenciable en un conjunto abierto 4 de M
silo esen :todo punto de A.

Se sigue irjlmediatamente de la condicion 2) de la Definicidén 1) que la definiciéon dada
no depende de la escogencia de la parametrizacion x. En efecto, si y : ¥V cR” - Mes

otra parametrizacion con p e y(V), tenemos que % = x'o y es diferenciable, entonces
f oy = foxehes también diferenciable.

Definicién 5. Sea M y N variedades diferenciables de dimensién m y n,
respectivamente. Una aplicacion ¢ : M — N es diferenciable en peM | si dado una
parametriz:acién y:VcR" >N en  ofp) existe una parametrizacion
x:UcR™ > M enp tal que p(x(U))c y(#) v 1a aplicacion

;

1 p=ylopox:UcCR” 5> R" (1)
es diferenl:iable en x'(p). @ es diferenciable sobre un conjunto abierto de M si es

diferenciable en todo punto de este conjunto abierto.
:

Nuevamente usando la condicién 2) de la Definicionl, observemos que esta definicion

es independiente de la parametrizacidn escogida.
De aqui en adelante no haremos distincion en fy ¢ de las correspondientes

1 -
expresiones en coordenadas locales f v @, respectivamente.

\
1.2 Espacio Tangente

\
Definicibn 6. Sea M una variedad diferenciable Una funcién diferenciable
a : (- £,6) > M es llamada una curva (diferenciable) en M. supéngase que a(0)=p.,y
sea D el i:onjunto de funciones f :M — R que son diferenciables en p. El vector

tangente alacurva @ ent=0 es una aplicacién a'(0): D — R dado por

f
f 2
i
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1

J
dife :
| a'(0)f = (f a) JfeD.
i 1=0
Un vector tangente en p es el vector tangente en ¢ = 0 de alguna curva a : (A g,a) M

con a(O)# p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se indicara por
T,(M). j

|
Si escogemos una parametrizacién x:U —>Men p= x(0), podemos expresar /'y la
curva a en esta parametrizacion por

fox(g)=flapmx,),  p=(x,mx,)el,
X °a(t) (xl()’ 2%, (1)),

respectlvamente por lo tanto, restringiendo fa a , obtenemos

2(0)f =§(foaL -2 15 e )

gof2) ool

En otras palabras, el vector a'(O) puede ser expresado en la parametrizacién x por

1
1
y 1
1
|
|

=0

1

| B

| «0-3x0( 2] @
!

|

Observe que [aa ] es el vector tangente en p de la curva
i /o

]‘ X, > x(O,...O, X; ,...,0).

|
Si o' y A/ son vectores tangentes en p, entonces se sigue de (2) que

i=1 i=0

@)= )[ ] y O =3y (0)[ ]

Luego para ¢ € R, tenemos que bajo las operaciones usuales de funciones
of
+ 0)+ ,
(0)f +p0)f = 2 ¥i( )( or, ]

|
1
J
!
!
|
1
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por lo tanto, el conjunto T P(M ) forma un espacio vectorial de dimension » cuya base

!
asociada dx U > M es {{—ai—] ,,(fm] } El espacio vectorial 7, (M )es llamado
1 1/90 xn 0

el espacio Lsangente deMenp.
\

También de la Definicién 6 podemos deducir facilmente que
a'(0)/ +g)=a(0)f +e(0)g, (3)
a'O0)&Xp)= 1Pl 0)g +glp)0)f . &

Proposicién 7. Sea M y N variedades diferenciables de dimension n y m,
respectivamente v sea @ :M — N una aplicacién diferenciable. Para cada peMy

para cada veT, (M), escogemos una curva diferenciable «: (~-£,6)>M con
a(0)= p, a'{0)=v. Tome g =¢oa. La aplicacion do,:T, (M) Tw(p)(N) dada por
de,(v)= b'(O) es una aplicacion lineal que no depende de la escogencia de a.

i
1
i
1
|
I

|
Demostracién. sea x:U —>M y y:V -»N paramelrizaciones en p y (p(p),

respectivatmente. Expresando ¢ en las parametrizaciones, podemos escribir

1
| yopoxlg)= (1 (5 res o Joons Vi (35 e, )
j q:(xl,...,xn)eU, (yl,...,ym)eV.
i
Por otro lado, expresando ¢ en las parametrizaciones x, obtenemos

% oald)= (oo, ).

Por lo tanto
1 yo ﬁ(‘f) = (yl (xl (t)’“"xn (t))""’ym (xl (t)r"xn (t))) -
|
Se sigue cllue la expresion para ﬁ'(O) con respecto a la base {(a%} }de T G,(p)(M )
0

o o
asociada a la parametrizacion y, es dado por

ox

1
1
I r _ N a.yi ' c a.ym '
 r0-[F20-370) o
|
La relaciép (5) muestra inmediatamente que ﬁ’(O) no depende de la eleccion de .
Ademas, (5) puede ser escrita como

axj

p0)=do, (v)=[ay‘

|
|
|
|
|
‘1
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|

1

tanto, dgai es una aplicacion lineal de 7 F(M) en T, g,{I,)(N) cuya matriz en la base
! )
asociada obtenida de las parametrizaciones x y y es precisamente la matriz [%] i
! g

1
donde [gy—] denota la matriz mxny (xj (0)) denota una matriz columna nx1. Por

Del'miciél; 8. La aplicacién lineal dg, definida por la Proposicion 7 es llamada el

diferencial de ¢ en p.
1

Definicién 9. Sean M y N variedades diferenciables. Una aplicacic’m @:M —> N esun
dlfeomorﬁsmo si es diferenciable, biyvectiva y su inversa ¢~ es diferenciable. ¢ es
llamado dlfeomorﬁsmo en p <M si existen vecindades U de py ¥ de #(p) tal que
p:U—> V es un difeomorfismo.

i
Sea x una/parametrizacién de un punto p en una variedad M , entonces de la condicion
2) de la Definicién 1y la Definicién 5 concluimos que x es un difeomorfismo

i

1.3 Campos Vectoriales
|
Definicién 10. Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una

correspondencia que asocia a cada punto p € M con un vector X(p)eT,(M).

Considere}nos una parametrizacion x ;U c R" — M podemos escribir usando la
identidad (2)

; Z a, (6)

!

!
donde cat?a a; : U —> R es una funcion sobre U/ y {ai
X
! H
i=1,...,n.J

i

}es una base asociada a X,

Definiciéf‘l 11. Un campo vectorial X es llamado diferenciable si las funciones a; son

diferenciables para alguna parametrizacion.
|

Ocasionalmente, es conveniente usar la idea sugerida por (6) y pensar en un campo
vectorial como una aplicacion X : D — F det conjunto D de las funciones de valor real
diferenciables sobre M en el conjunto de las funciones de valor real sobre M definida de
la siguiente manera

(7 Xp)= 330} 2p) Q

donde £ denota por abuso de notacion, la expresion de f en la parametrizacién x. Es

inmediatol ver que X es diferenciable si, y solo si, X : D — D, esto es, Xf € Qg0is
todo feD. \ I
| e
3 "-,;'..-"'." ' '-____,,u“ Sl
1 5 MA‘:L’A“{H 2
| a@\_\O “,j:»‘- “

m
\



i
Proposicién 12. Si ¢ : M — M es un difeomorfismo, entonces
|

(do(v)/o(p)=w{F o))

paratodo veT, (M)y toda funcién f diferenciable en una vecindad de o(p).

Demostracién. Sea @ : (- £,£) — M una curve diferenciable con a'(0)=v, a(0)=p.
Entonces, usando la Proposicion 7 y la Definicién 6, obtenemos

i

C @b)lp)=2{repea] =rooXe)

i =0

Si Xy Y son campos diferenciables sobre My f :— R es una funcién diferenciable,
podemos considerar X (Yf )= X¥fyY (Xf ) =YX/ .

Lema 13. SeaX y ¥ campos vectoriales diferenciables sobre una variedad diferenciable
M. Entonces existe un campo vectorial tal que paratodo, f e D, Zf = (XY Yx ) f .

|
Demostracion. primero, probaremos que si existe Z, entonces es tnico. Suponga la
existenciade tal Z. Sea pe M ysea x : U — M una parametrizacion en p , y sea

1

1

f 8
j X:Zaig, Z Jax

{
i

la expresion para X'y ¥ en estas parametrizaciones. Entonces paratodo f €D,

_ b, f
X=X ijaxJ z Z "'Bxax

iJ

ny=v|Za ] 212,‘:2{ +Yap

iy

Por lo tanto, Z es dado en parametrizaciones x, por

| T o,

f

ob, da, \ of
Zf = XTf -YXf = [a,—’n—b. ’J‘—
Slo g b o

que prueba la unicidad de Z.
Para mostrar la existencia, defina Z, en cada vecindad coordenada x, (U,) de una

estructura, diferenciable {U.,x,)} sobre M por la expresiones previas. Por la unicidad,
Z,=Z, sobre x, (U, )~ xﬁ( )¢¢5 que nos permite definir Z sobre la variedad
completaM. (ver Do Carmo, pag. 26)

|
1
i
1
|
i

11



Definicion 14, El campo vectorial dado por el Lema 13 es llamado el bracket
[X,r]=X7-YX deXv7Y.

j
Es claro que Z es diferenciable, debido a que, tanto los a, como los b, son
diferencial‘)les.

Proposnclén 15. Si X, Y v Z son campos vectoriales difenrenciables sobre M, a, b son
nimeros reales y /, g son funciones diferenciables, entonces:

(a) [X .Y ] = —[Y X ] (anticonmutativa),

(b) [aX +bY,Z]=a[x,z]+b]Y,Z] (linealidad),

© [x,r}z)+[r,z)x)+[[z,x]¥]=0 (identidad de Jacobi),
@ [a.er]=relx.r]« (el g (f)x.

Demostracu’m (a) [X Y ] XY -YX = —(}’X XY)= —[YX ]
(b) Seaf upa funcion diferenciable sobre M y sean a y b numeros reales, entonces

[wx + 57, Z]f ={ax +bY)2f - Z{ax +bY)f = (@x X2f) + (Y X2F) - Z{aXP)- Z(bY/)
. =aXZf +bYZf —aZXf —bZ¥f =a(XZ - ZX)f +b(YZ - ZY )f

U =alx,z]f+ 4y, Z]f

(c) Observemos lo siguiente

Lx.r}zlr =lx,rlzr - z[x,v]r = x¥(2r)-¥x(2f)- Z(x7/ - Yx/)
i = XYZf - YXZf - Z(X¥f )+ Z(YXf )= XYZf — YXZf — ZXYf + ZYX].

Luego, hactendo esto para Ir,z ],X ] v [[z,x ],Y ], y después sumando las conseguimos
(c). 1

| .
(d) Utilizando las identidades (3) y (4) calculemos

%, g7 ]= pr{gr)-gr ()= 1(gXY + X(g)Y)- (X7 +¥(£)X)
U= falxy —xx)+ x (gl —gr(£)x = selx,¥]+ (gl gy (£)X.

l
i

Teorema 16. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre una variedad diferenciable
My sea p M . Entonces existe una vecindad U < M de p, un intervalo (- 6,5),5 >0,
y una apli%;acién @: (— 5,5)—)Mta] que la curva t — q;(t,q), te (—5,5) gel,esla

anica curva que satisface %—f =X (go(t,q)) y ¢(0, q) =g paratodo geU.

|
Este teorema es una reafirmacion del teorema de existencia y unicidad de ecuaciones de
primer orden, gracias al difeomorfismo local que existe entre la variedad My R”"

!

: ®
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Deﬁniciénj 17. Usemos la notacion ¢,(q): qa(t,q) y llamamos ¢, : U - M el flyjo
local de X';

Deﬁnici(m] 18. Una curva a : (- 8,6 ) > M que satisface la condicion a'(t)=x(a(t)) y
a(O) = g es llamada una trayectoria del campo X que pasa por g para 7 = 0.

1

Lema 19. Sea h:(—68,8)xU — R una aplicacion diferenciable con 7(0,q)=0 para
todo gel. Entonces existe una aplicacion diferenciable g :(— 5,5)><U — R con

h(t,q) = té(t,q), en particular,
i

)-2d)

ot

=0

|
| g0,
]

|
Demostracidn. Es suficiente definir, paras fijo,

!

| gl,9)=] ag(stﬁ)ds |

!
Si u =15, entonces du = tds , luego

>

|
)= 2D eq)-Ho.0) = eq)

Diferenciando h(r,q)z tg(r,q) con respecto aty haciendo t =0 obtenemos (8).

|
Proposicion 20. Sea X, ¥ campos vectoriales diferenciables sobre una variedad

diferenciable M, sea peMy sea ¢, el fluyjo local de X en una vecindad U de p.
Entonces |

.1
[x.1Xp)= tim [t ~do, @)]e.(p).
]
Demostra]cién. Sea f:M — R una funcion diferenciable en una vecindad de p.
Considerando

i hit.q)= flo.(a)- 1(q)

se tiene que,

|

i
1
Aplicandq el Lema 19 obtenemos una funcién g(t,q) tal que
| hlt,q)
. fs ,
fou(a)=1(a)+18l.q) y 2(0,9)= lim =% = tim

! t—0 t

1(0,9)= fle.(a)- 7(a) = #la)- rl@)=0.

floa))-1la) _ Xr(q)

|
1 . + *
como consecuencia de la proposicion 12

(o) Xedp) = (W (f o0 Np) =11 (p)+(¥e(, p))
1




por lo tanto

1

lim %[Y ~do¥1/(p.(p)) = lim Yo (pt))_ ). (1e(0, )
= (X (@ Xp) - ()= (xy - 1x)7Xp)= (X, Y [ Xp)

1.4 Métﬁ¢a Riemanniana

Vimos que en el conjunto M que usamos para definir una variedad diferenciable, se
puede definir un topologia, por lo tanto M es un espacio topoldgico. Ahora, puede
suceder qule M con esta topologia no sea Hausdorff o no tenga una base contable de
abiertos. Por esto, para lo que sigue de este trabajo consideraremos vartedades
diferenciables que son Hausdorff con una base contable de abiertos.

Definicién 21. Una métrica Riemanniana sobre una variedad diferenciable M es una
correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto intemo ( s )psobre el
|

espacio tangente 7, (M ). que es diferenciable en el sentido siguiente: si U ,x) €s un
1

sistema de coordenadas en p, con x(x,...,x,)=g € x({U) y Ea—-(q) =d x, (0] 0),
xi

entonces <axi(4),axi(q)> =8, (2, sees X, ) €s una funcién diferenciable sobre U.
. 4

i J

|
Una manera de expresar la diferenciabilidad de la métrica Riemanniana es diciendo que

para cualquier par de campos vectoriales X'y ¥, que son diferenciables en una vecindad
¥ de M. la funcién (X,Y) es diferenciable sobre V.

1
Definicién 22. Una variedad diferenciable con una métrica Riemanniana dada sera

llamada una variedad Riemanniana.
]

Definicion 23. Sea My N variedades Riemanniana. Un difeomorfismo f : M — N es
[lamada una isometria si :

| (), ={dr, ()r, 0, ©

|
para todo peM, v,ueT,(M). Una isometria es local en peAM si existe una
vecindad U ¢ M de ptal que f : U — f(U)es una isometria
i
'\
1.5 Grupos de Lie
|

Definicién 24 . Sea G un grupo y al mismo tiempo una variedad diferenciable, donde
parax, y é G ,sea xy su producto y x 'la inversa de x. Entonces, decimos que G es un
£rupo deJ‘Lie si la aplicacion GxG — G definida por (x,y)—> xy y la aplicacion
GG d"eﬁm'da por x — x~' son ambas diferenciables.

|
!
|
1

[




1
Una consécuencia de la Definicién, es que la traslacién izquierda L(x)=ax v la
traslacién derecha R,(x)=xa y las inversas )’ =L.y (r,)" =R ., son también
diferenciables. Por tanto, L,y Ra son difeomorfismos.

|
Defimclon 25. Decimos que un campo vectorial diferenciable X sobre un grupo de Lie
G es mvanante aizquierdasi dL, X = X paratodo acG.

Teorema 126. Sea G un grupo de Lie ¥ TZ(G) el espacio tangente en la identidad.
Entonces cada X, € T,(G) determina un campo vectorial diferenciable X sobre G que es
invariante a traslaciones izquierdas.

i
Demostracién, Para cada g € G le corresponde exactamente una traslacion izquierda
L,. Por ld tanto, si existe X, es tinicamente determinado por la formula X, =dL, (X e).

Excepto por diferenciabilidad, esta formula define un campo vectorial invariante,
debido a que para a € G, tenemos

. dL(x,)= dL, odl. Jx)=dlL, o1, x,)=dL (X,)= X,
Debemos demostrar que X, asi determinada, es diferenciable. Sea 9] ,x)un sistema
coordenado de e tal que x(O, ,0) e y sea ¥ una vecindad de e que satisface
VCX(U). Sea g heV con coordenadas x=(x,..x,) ¥V ¥=(mu),),
respectivamente, y sea z-(zl,...,z,,) la coordenada del producto gh. Entonces

z, = f(x,y),i = 1...n son diferenciables sobre x™(V"}x x”' (') por la Definicion 24. Si

|

escribimos X(e)= Za { ],al, ..a, son niimeros reales, ahora

I i=]

|

- reafgez S5l [

!
como las coordenadas de L, son dadas por z, = f,(x, y),i =1,...ncon las coordenadas x
1
de g ﬁjas.j Se sigue que sobre ¥ las componentes X, son funciones diferenciables en
las coordenadas locales.
I
Teorema 27. Si X, ¥ son campos vectoriales diferenciables invariantes a izquierda sobre
un grupo de Lie G, el bracket [X,Y] es invariante a izquierda.

Demostracién. Sea @ € G v sea funa funcién diferenciable sobre G
|

dLjlx.¥lf =[x.7XroL,)=(xy -¥x oL, )= X(¥f o L)~V (Xf o L,)
‘ = X(dL,¥)f - Y(dL,X)f = X¥f -¥xf =[x,¥]1.

|
Deﬁniciél} 28, El algebra de Lie & de un grupo de Lie G es el espacio tangente 7, (G)
con la operacion [Xe,Ye]: [X,Y]e paratodo X,,Y, €7, (G)

1
|
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De ahora en adelante, los elementos del algebra de Lie seran vistos como vectores en
7.(G) o como campos vectoriales invariante a izquierda sobre G.

1
Hagamos una observacion. Para cualquier a € G sea R \L,:G—G el automorfismo
interno de G determinado por a. Tal aplicacion es un dlfeomorﬁsmo que deja fijo ae,
esto es, R AL, (e)=ec. Asi, el diferencial a'(R L, )_Ad( ) G — G la aplicacion
lineal. ExpllCltamente,

\
. Ad{@)Y =dR_,L,Y =dR_.dL,Y =dR_Y ,paratodo Y €G.

Por otro lado, sea x,el flujo de X e G, entonces por la Proposicion 20
|

v, x]= tim™(ax, (v)- 7).

=0 f

|

!

|

1 .
Como X es invariante a izquierda, L ox, =x,oL,, donde

0= sl L)),

Por lo 1mt?), dx, =dR_ ;¥
[Y,X]={Tg%(der(e)(Y)— v)=tim (4alc? @) 7). (10)

1
| t—a f
|

I
1.6 Conexién Riemanniana

I
Denotemos por 3 (M ) el conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables sobre '

My por D(M ) ¢l anillo de las funciones diferenciables de valor real sobre M.

Definicién 29. Una conexién afin V sobre una variedad diferenciable M es una
aplicacic’m1
1‘ V o N(M )xR(M ) - (1)

que es deqotado por (X,Y)— VY y que satisface las siguientes propiedades:

1
VigZ=/Z+8,Z.
Vi(r+2)=V,Y+V,Z.
V()= V. X+ X(1)

en el cual ‘X,Y,ZEN(M) y f,geD(M).

W=

Definicidrjl 30. Una aplicacién diferenciable ¢ : I — M de un intervalo abierto / C R
en una variedad diferenciable M es llamada curva diferenciable.

I
|
|
|
!
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Definicion 31. Un campo vectorial ¥ a lo largo de una curva c¢:/ M es una

aplicacion; diferenciable que asocia a cada fe/un vector tangente Vir)e 7;([)(M ).

Decir, que V es diferenciable significa que para cualquier funcion diferenciable 1 sobre
M, la funcién t—)V(t)f es una funcién diferenciable sobre 7. El campo vectorial

dc i] , es denotado por @
dt) dt

1

Proposnclén 32. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Existe una
correspondenc1a que asocia a un vector ¥ a lo largo de la curva diferenciable ¢ : I — M

otro campo vectorial % a lo largo de c, llamada la dertvada covariante de ¥ a lo largo
de c, tal qﬁe:

DV DWW
a) "—(V W)__7+7

1

b) —(/V) df f —r donde ¥ es un campo vectorial a lo largo de ¢ y fes una

funcmn d1ferenc1able sobre 1.

c) siVes inducido por un campo vectorial Y € X(M ), es decir, ¥(t)=¥{c(t)), entonces
Dy _ v, ¥
dr d
DemostraFién. Supongamos inicialmente que existe una correspondencia que satisface
a), b) y ¢). Sea x:U cR" —» M una parametrizacién con c(I)ﬁx(U);tq} y sea
(x, (r),...,xj! () una expresion local de clt)rel. Sea X, =ai. Entonces podemos
i X,

expresar 1Tel campo V' localmente como Z;V X ;s J=1e,n, donde v, =v, ) v
X, =X,(cl).

Pora)y b) tenemos
DV D D dv DX
e AR A S

por ¢) y i) de la Definicion 29,

1 DXJ, B B 3 ﬂ o
B O A I A e

1

Por tanto |

12
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dv.
| DV iy
dr T dt

1

dx,
+Z~?jvjVXin. (11)

La expresion (11) muestra que si hay una correspondencia que satisface las condiciones
de 1a Proposicion, entonces tal correspondencia es Umnica.
|

Para mostl‘rar la existencia, defina %/* en x(U ) por (11). Es facil verificar que (11}
posee las propiedades consideradas. Si y(W) es otra vecindad coordenada, con
y(W )m x(U);tgﬁ y definimos % en y(W) por (11), la definicién comncide en
1
y(w)n x(U ), por la unicidad de % en x(I/). Se sigue que la definicion puede ser
t

extendida sobre todo M, v esto concluye la prueba.

Deﬁniciéli 33, Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Un campo
. DV
vectorial ¥ a lo largo de una curva ¢ : / - M es llamado paralelo cuando — 0,

paratodo rel.
Proposicién 34, Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Sea
¢:I-»M una curva diferenciable en M y sea V, un vector tangente a M en

¢, )1, € I . Entonces existe un unico campo vectorial paralelo ¥ alo largo de ¢, tal que
Vi, )= VO}( V() es llamado el transporte paralelo de ¥, a lo largo de ¢)

Demostracién. Supéngase que el Teorema fue probado para el caso en que c([ ) esta
contenido en una vecindad coordenada local. Por la compacidad, para cualquier t, €/,
el segmento c([to,tl])cM puede ser cubierto por un numero finito de vecindades

coordenadas, en cada una de las cuales V' puede ser definida, por hipdtesis. Por la
unicidad, las definiciones coinciden cuando la interseccién es no vacio, permitiendo la

definicion ‘de ¥ alo largo de todo [r,,1, ].

Tenemos solo que probar, por tanto, el Teorema cuando c(I ) esta contenido en una
vecindad  coordenado x(U) de un sistema de coordenadas {U,x). Sea
x7 () = (x, (") x, () una expresion local para c(f) y sea ¥, = >, viX,, donde

d
X; :Ex_,(c(t‘)))'
KR
|
Supongase que existe un campo vectorial ¥ en x(U ) que es paralelo a lo largo de ¢ con

V(!0)= V,. Entonces ¥ = Z,- VX, satisface

| DV v

i 0= —v V, X

| “ Zj: @

| 13 Y et
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Poniendo V, X, =) [¥X,,y reemplazando j con k en la primera suma, obtenemos

‘ o dx.
| A X T

i

El sistema de » ecuaciones diferenciables en v, {r),

|

dv,(
+Z iV dr =11,

0

posec una solucién unica que satisface la condicion inicial v,(f,)=v. Entonces se

sigue que, si ¥ existe, es unico. Ademas, como el sistema es lineal, cualquier solucién
es defm1da para todo fel, que prueba la existencia de ¥ con las propiedades
consnderadas

Deﬁnici(mj 35. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V y una
métrica Riemanniana ( R ) Una conexién es llamada compatible con la métrica ( , ),

cuando para cualquier curva suave ¢y cualquier par de campos vectoriales paralelos Py
P alo lafgo de c, tenemos (P, P’) =constante.

Proposm(m 36. Sea M una variedad Riemanniana. Una conexion Vsobre M es
compatlble con la métrica si v solo si para cualquier campos vectoriales ¥ y W a lo

largo de unacurva ¢ : I — M tenemos
|

|
‘ i(V,W)=<E,W> <V 91{), tel . (12
* dt dt dt

Demostrajcién. Es obvio que (12) implica que V es compatible con (, ) Por tanto,
probemos la inversa. Escoja una base ortonormal {P(t))r 2, (r,)} de Tc(,o)(M ), r,el.
Usando la Proposicion 34, podemos extender los vectores P, ),i =l,.nalolargodec
por un tra1nsporte paralelo. Porque V es compatible con la métrica, {F(t)...,P, (1)} es
una base ortonormal de 7, I)(M ).t € 1. En efecto, (P,. (t),Pj(t)) = constante, st # =1,,

entonces <R (ro ),P}. (to )) 0 por lo tanto ( ( ) P, (t)) =0 para todo ¢.

|
Luego podemos escribir
‘ V= Zv, 2 W:Zw,.P,., i=1n

1

donde v, y w, son funciones diferenciables sobre /. Se sigue que
1 DV _gdvp DW _s-dv,
! de SdtV dt Fd T
|

Por lo tanto,

I
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(o) ()l Gl =

Colorario,37. Una conexién V sobre una variedad Riemanniana M es compatible con
la métrica si y solo si
X1, Z)=(V,Y,Z)+(¥,V,Z), X.Y,ZeR(M). (13)

Demostraéién. Supéngase que V es compatible con la méirica. Sea peM y sea

X (p) Entonces

j d
¢ : I — M, una curva diferenciable con clt,)= p,t, €1,y con FC
; =t

1

usando las Proposiciones 32 y 36

f
| DY Dz
(7)1 %) (), v,

| d
X(pX¥,Z)=--(r,2)
1 drt
!
como p es|arbitrario, (13) se tiene. La inversa es obvia.
|
Definicién 38. Una conexién afin V sobre una variedad suave M es llamada simétrica
cuando

1

v, r-v,x =[x,y] (4

] .
para todo jX, Ye ‘K(M)

f

=ty

Teorema 39. Dado una variedad Riemanniana M, existe una tinica conexion afin V
sobre M que satisface las condiciones:

a) Ves si?métrica.
b) Ves c%ompatible con la métrica Riemanniana.
Demostracion. Supodngase que existe tal V. Entonces
X(¥,Z)=(V,Y,Z)+{Y,V,Z), (15
. ¥{Z,X)=(V,Z,X)+(Z,V,X), (16)

Z{X,r)=(V, X, )+(X,V,¥). (7
Sumando pS) y (16) y restando (17), tenemos, usando la simetria de V, que
X(V,Z)+Y(Z,X)- Z(X,Y) = (x,z}y)+{r,z] x)+(x,r} 2)+ 22,V X).

Por tanto |

i

!

{ i

1 I T
.

f i
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(2,9,X)= l{x ¥,Zy+ X{Z,X)-2(x,7) - ([x,z} 1)~ ¥z} x) - ({x,¥} Z)}.a®)
]
la expresién (18) muestra que V es determinado tinicamente de la métrica (, ). En
consecuené:ia, si existe, sera uinica.
|

Para prob#r la existencia, defina V por (18). Es facil verificar que V esta bien definido
y que satisface las condiciones considerados.

Definicién 40. Una conexidn afin V es llamada conexién Riemanniana si satisface las
condiciones a) y b) del Teorema.
|

!
1.7 Geodésicas y Curvatura

1

Definicién 41. Una curva parametrizada y : / - Mes una geodésica en f, €/ si

dri dr
es una geoi‘désica,

Did ‘ . . .
w[—yJ =0 en el punto #,. Si ¥ es una geodésicaen ¢, paratodo 1 € I, decimos que

Definicién 42. La curvatura R de una variedad Riemanniana M es una correspondencia
que asociaj acada par X,Y e N(M) una aplicacién R(X,Y)Z : NM)— N(M) dada por

. RXYZ=V,VZ-VV, 24V 02, Ze N(),

| .y . .
donde V es la conexion Riemanniana de M.

Propos:c16n 43. Dado peM , existen un conjunto abierto ¥ c M, peM, los
nameros 8 >0 y >0 y una aplicacion diferenciable y : (—5 §)xV — M tal que la
curva - y(t,q), e (- 5,8), es la unica geodésica de M que, en el instante =0,

pasa a través de ¢ con vector tangente v.(Ver Do Carmo, pag. 64)
|

Definicién 44, Dado un punto p € M y un espacio dos dimensional o C TP(M ), el

namero real definido como
|

| (R(x,7)x,7)

Klo)=rlrn) =

donde |X N Y[ =|x[ || ~(X,¥)" y {x,¥} es una base cualquiera de o, es llamado la
curvatura seccional de o enp.

2.\



CAPITULO 2
GEODESICAS Y CURVATURAS EN GRUPOS DE LIE

2.1 Subgrilpo a 1-parametro

Teorema 1 Sea G un grupo de Lie, G su algebra de Lie y sea X e G . Las trayectorias
de X detcrmman una aplicacién ¢ :(~£,6)— G con qJ(O) e0t)=X (go(t)) con la
propiedad que ¢(¢) es definida para todo ¢ € R y, ademés olt + 5) = p(t)ols).

Demostracién. El Teorema 16 garantiza la existencia y unicidad de la funcién
diferenciable @ -(— £,E )xU — G paratodo peU , U abierto de Gy £>0, tal que

olpO)=py —(p, )= X(p(t, p))- Si adoptamos la siguiente notacion olt,e) = ol1).
Lo que nos muestra que X determina la aplicacion ¢ .
Ahora, sea (p(to): ¥, L, € (— g,g). De la invarianza a izquierda, tenemos que
t—>y7olt), te (— g,g) cumple que es también una trayectoria de X que pasa por e para
t=1,. Por la unicidad, qo(to )'1 olt)= qo(t -to), por tanto @ puede ser extendido a R .
ademas q.o%(t0 )'1 = (p(— to) y como £, es arbitrario, obtenemos q)(t + s) = qo(t)cp(s).

|

Definiciéon 2. La aplicacion ¢ : R — G del Teorema 1 es llamado un subgrupo a 1-
parametro del campo vectorial X.

Observacion: El Teorema 1 me garantiza la existencia de un subgrupo a 1-parametro.

2.2 Métrica Riemanniana Bi-invariante

Deﬂniciéli 3. Sea G un grupo de Lie. Se dice que una métrica Riemanniana en G es
invariante a izquierda si

;‘ (s}, = (L, ) L, ), )
para todo g, be G y todo %, v € 7,(G). Donde L, es la traslacion izquierda en G. Si

usamos la traslacién derecha R, en vez de la traslacion izquierda la métrica se recibe ¢l

nombre df‘a métrica Riemanniana invariante a derecha. Se llamara bi-invariante si es
invariante a izquierda y a derecha.

Nota: Que G sea un grupo de Lie con métrica Riemanniana invariante a derecha es
equ1valente a decir que la traslacion derecha es una isometria. (ver Definicion 23,
Capitulo 1)

Teorema 4. Sea G un grupo de Lie con métrica Riemanniana bi-invariante, entonces
1. El broducto interno que la métrica determina en el 4lgebra de Lie G (asociada
con G) satisface:
(1} z)-(x [ 2)
para todoX Y,ZenG. [-, ] indica el corchete de Lie.

J

|
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i

2. Si una forma bilineal definida en G satisface (1) y G es conexo entonces la
métrica Riemanniana definida en G por

(wv), =(laL,.), ) ar,.),6),
para toc:lo acGytodo u,veT,(G) esbi-invariante.

i
\

2.3 Métrica bi-invariante y conexion.
\

Teorema 5. Sea G un grupo de Lie con métrica Riemanniana a izquierda, Sea G el
dlgebra de'Lie de G. Entonces son equivalentes
|

L {xrlz)=(x.[rz), vX.,Ze G.

2.V Y_—[X Y, VX YeG
donde V indica la conexion Riemanniana de G.
\
Demostracién. Supongase por hipotesis que {[X¥]Z)=(x, [¥, Z)) paratodo X, ¥, Z
- enG. Ento;nces, por la identidad (18) del Capitulo 1

AV, ¥, Z)=¥(X,7)+ X(2.¥)-2(v, X)~([r, 2} xX)- ([, 2} ¥)- ([ 1} 2)
o =1{x,2)+ X(Z,V) - Z{¥, X) - (X,[¥, 2} - (X, 2} ) + ([, X} 2).

|

Si X, ¥ € G entonces X, Y son invariantes a izquierda, luego
|

(X(a)¥(a)), =((dL,), (X)) (dL,), (x(e))), = {X(e), X(e)),

1
para todo @ € G, ya que la métrica es bi-invariante a izquierda. por lo tanto (X Y ) es
una funcion constante, y asi

1

¥{x,z)=x{¥,z)=Z(Y,X)=0
usando estjo y la hipdtesis se tiene

2V, ¥,2) =X [r,z) - ([x,z}¥) (v, X} Z)

={[x,z}v)=(z,x}¥)=(z,[x.7}

lo que demuestra que V,Y = [X Y]
Rec1procamente supongase que paratodo X, Ye G, VI =~ [X Y ] y se debe demostrar

que ([XY],z) (x.[rz). vxrzea
En cfecto,?como (X,¥} es constante, ¥{X ,Z)=0 y por lo tanto

0=X{X,2)=(V,X,Z)+(X,V,Z)

18
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de lo que se tiene _
; (x,v,2)=~v,X,Z)
luego

(X,[}%,z]) =(x2v,2)=(x,v,2)=-2v,X,2)=([r, X} Z) = ([x,Y] Z)

|
paratodo X, ¥, Ze G.

Teorema 6. Sea G un grupo de lie con una métrica Riemanniana invariante a izquierda.
Entonces son equivalentes
1
1. La métrica de G es bi-invariante,
2. Lafuncion r : G —> G tal que r(g) = g’ es una isometria de G.
|

Demostracién. Sea ¢, un subgrupo a 1- pardmetro cualquiera de G con gp(O): ey
@'(0)=v. $e tiene que r{p,)={(p,)"' =¢_, entonces (dr)w‘ (¢!)=-¢’,. Tomando ¢=0

se obtiene i(dr)e (v) =—v. Luego (dr),= -identidad en {a tangente.
También se tiene que

]‘ -
| Raerel(g)=R.la"g)=R.(e"a)=g"aa" =g

I
Por lo tant]p R orol . =r;obscrvese que (dr)a :T,G—>T ,Gyque

1

@R oren, ) R, @),

ahora, se f)uede mostrar que (1) implica (2). En efecto, la bi-invarianza de la métrica

muestra que
1

(@), M), 00 ) = (R, ) @), ), @), (), ez, ).
=((ar). (L, ), @) @), ), 0), = (~lL,.), () ar,), ),
(e} )L, ), ), =), |

Lo que de%nuestra lo deseado.

i
|
i
1

| -
Reciprocamente, se desea demostrar (2) implica (1). Supéngase que 7 : G — Geon
Hg)= g“l es una isometria de G. Se desea demostrar que la métrica (-} es invariante a

la derecha, ya que por hipétesis tenemos que es invariante a izquierda. Como
rol o rg)= r(a"g")x ga=R,(g).

Esto es, R, es una compuesta de isometrfas y por lo tanto una isometria. De donde se
concluye que la métrica es invariante a derecha.(Ver nota de la Definicion 3)

1
|
]
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2.4 Conexién y geodésicas

Lema 7. Sea M una variedad Riemanniana de dimension n, ' : M — M una isometria
y V la conexion Riemannian de M. Entonces § preserva la conexi6n, esto es, dados

dos campos X, Yen My p € M, se debe tener que d¢(v, Y)= Vi, (096, (¥).

Demostra@ién. Dado p € M, sea ¢lt) el flujo del campo X en p, o sea, q;(t) €s una
curva diferenciable con qo(O) =py ¢'(0)= X (p) Considere Z(p) un campo unitario
paralelo a'lo largo de ¢r(t) y extendamos el campo a una vecindad suficientemente
pequefia de p. Como la conexi6n es compatible con la métricay £ es una isometria

i((y, z))= <ﬂ,z> + <Y,£> = <d—Y,z> =(v,¥,Z)={d¢(V ,¥),d(Z)).

dt dt dt dt
También,
£ (v,2)-<ac(0) g (2) = <§;(d¢(1’)), d4(2)> = (Vaoindt (V) 46 (2))

Siendo Z(p) cualquiera, se puede tomar {Zl (p),,Z,,(p)} linealmente independiente y
como¢ es un difeomorfismo se tiene que {d¢ . (z,(p)rde P (2,(p))} también seré
linealmente independiente, formando asi una base de T,,M . Como todas las
proyecciones de V. (X)dg’ (Y ) coinciden con las proyecciones deds P(V Y ) se
deduce que
| Vd;p (X)dg'(Y) = délp(VXY)'
|

Teorema 8. Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda y G el
algebra de Lie de G. Entonces son equivalentes:

1. v, r=i{x,¥), vXreG

2. Las geodésicas de G que parten de e, elemento neutro de G, son subgrupos a
1-parametro de G.
Demostracion. Se supone (1) y se demuestra (2). Sea X € G y sea g la geodésica de G
que parte de e, que por la Proposicion 43 del Capitulo 1, es anica.. Ahora, por la
observacion de la Definicion 2, sea gv(t) un subgrupo a l-parametro de X. Si se
demuestra, que @{t) es una geodésica, entonces g =g, lo que implica que g es un
subgrupo a 1-parametro. Por la hipotesis tenemos que V , X :%[X X ] = (, entonces
| b
a’
luego ¢ es una geodésica.

t)= Vi X=0 ¥X€@

Reciprocamente, sea @ una geodésica iniciado en e, que ademas es un subgrupo a 1-

1

parémetrolde X € G, o sea, p(0)=e,0'(0)= X (e),y (g go') = 0. Entonces
=0

|
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Do _ D ) o _
= = Vi [dt @ JO =(V,X)e)=0.

1

Sea a un punto arbitrario de Gy w un subgrupo a 1-parametro de Xcon w(0)=a,y
como X es invariante a izquierda, y/(z) =L, o q;(t). Por el Lema 7 se tiene

D ,
—p'=V, X= VdL,,(Xl ?(r))dLa (X)=dL,(x)=dL, (VX ol X)’

|
Yot o)
|
1

\
| (20] -@x-a(2e) o
por lo tant;) VX =0 paratodo X € G. Luego
0=Vi(X+¥)=V, X+V,X+V, X +V,Y,
entonces
VoV 4V, X =Vpy(X+Y)-V, X-V, Y =0,
lo que dclﬁuestraVXY =V, X,pero V, Y-V, X = [X,Y], luego
‘ V.Y =V, X+[X,Y]=-V,7+[x,7],
de lo que s;e observa
v, 7 =1[x,7].

Como consecuencia de las proposiciones anteriores se tienen los siguientes resultados:

Colorario 9. Sea G un grupo de Lie con métrica bi-invariante (-,-)entonces las
geodésica$ de G que parten de e son los subgrupos a 1-parametro.

Demostracioén. si G tiene métrica bi-invariante entonces el producto interno que la
métrica determina en G satisface la relacién

(x,[r,z)={x,¥}Z) vXxveG

que es equivalente a la condicion
v, Y=1[x,Y] VX YeG

y por el Teorema 8 las geodésicas de G que parten de e son subgrupos a 1-pardmetro.
i

1

21



Colorario‘; 10. Sea G un grupo de Lie conexo y suponga que los subgrupos a 1-
parametro que parten de e son geodésicas. Entonces la métrica bi-invariante a izquierda

de g dada por
| (wv), = (L), ()L, ), ),

Va e€G, Yu,v e T,(G) es una métrica bi-invariante.

Demostm#ién. Por el Teorema 8 V, Y =—;~[X ,Y ] , VX, Y e€G que se sabe es
equivalente a (X ’ [Y ,ZD = ([X , Y],Z ) VX,Y e Gecomo G es conexo la métrica es bi-

invariante '
|

2.5 Curvafura y métrica bi-invariante

Lema 11. Sea G un grupo de Lie abeliano y X, Y clemento del dlgebra de Lie de G
entonces [X,¥]=0.

Demostraﬁ:ién. Sea un grupo abeliano, entonces Ra_l ol =id. Por tanto
Ad(a)= d(Ra_l oLﬂ)zid . Sea ¢{t) el flujo de X € G, entonces usando la identidad

(10)

|
1

[x,7]=tim,_, ;[Ad(gp,, (€)Y -1]=0.

Teorema 12. Sea G un grupo de Lie con un métrica Riemanniana (,) bi-invariante y
sea G el algebra de Lie de G. Entonces
|
Rx,Y)z=4x,¥}z] vXrZeG
Demostracion. Sean X, ¥, Z € G, entonces
| RX,YZ=V,V, Z-V,V,Z+Vx 12,
Como la m;étrica de G es bi-invariante V¥ =1{X,¥], VX, ¥ € G, por lo tanto

 REZ=9,60x.2)-v, 6l 2D x v 2]
‘ - sfp.[x.z]-4x [ 2] 3 x. v 2)
| iz x4 2]z .y

De Ia identidad de Jacobi concluimos que
[x,[r,z]+[r.[z,x ]| = -[z.[x.7].

R, 12 =32 [ ] b=tz ey - 4xr) 2],
1
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Colorario 13. Sea G un grupo de Lie abeliano con métrica Riemanniana bi-invariante,

entonces 1

| RX,NZ=0 VX, Y,ZeG.

Demostrajci('m. Es una aplicacion directa del Lema 11 y del teorema 12.

Teorema ?4. Sean G un grupo de Lie con métrica Riemanniana (-} bi-invariante, y X,

Y en G. Si X, ¥ son ortogonales, la curvatura seccional K(c') en G segin el planoc
generado por X e} es dado por

| k(o) =4|x.7]

1
Demostracién. Se sabe que

K(o)= (R(X,Y)X,Y)

| ]
1

y como X, ¥ son ortonormales, |Xx YI2 = lX|2|Y|2 —(X,Yf =1, de esto,
K(o)=(R(x,7)x,¥) = ¢[x. Y} x}¥) = 4{{x, v} [x, v} = 4|lx, 7]

Obsérveseique K()>0.

Corolarioj‘ 15. Si G es un grupo de Lie abeliano con métrica Riemanniana bi-invariante,

entonces la curvatura seccional X (or)= 0, donde o es el plano generado por campos
ortogonales X, ¥ € G. '

Demostracién. Por el Lema 11 y el Teorema 14 tenemos que

K(o)=H[x, 7] =+jof =o0.
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CONCLUSIONES

Después dé culminar con esta monografia podemos concluir que:

- Dado un campo vectorial X en el 4lgebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, en el
cual hay una métrica Riemanniana bi-invariante definida {,), existe en el elemento

neutro ¢, del grupo de Lie G una tinica geodésica que es un subgrupo a 1-parametro.

- E! calculo del tensor curvatura sobre un grupo de Lie G se puede reducir a encontrar
una métrica Riemanniana bi-invariante y demostrar que la operacion de grupo de G es
abeliano.

- Los calculo de la curvatura seccional sobre un grupo de Lie puede hacerse mirando
que cumple unas condiciones minimas como por ejemplo la ortogonalidad de los
campos vectoriales empleados en el calculo y también que el grupo sea abeliano.
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